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Vorwort. 


Als  ich  vor  Jahren  die  Aufgabe  übernahm,  fEb*  die  Encyklopädie 
die  Artikel  über  trigonometrische  Reihen  imd  verwandte  Entwicklungen 
beizusteuern,  schien  es  mir  zweckm&fsig,  ja  beinahe  tmerläfslich,  über 
die  sehr  zerstreute  Litteratur  dieses  Gegenstandes  erst  durch  Aus- 
arbeitung eines  ausführlicheren  Berichtes  einen  Überblick  zu  ermög- 
lichen. Ich  bin  dem  Vorstand  der  deutschen  Mathematikervereinigung 
sehr  zu  Dank  verbunden,  dafs  er  ihm  Aufnahme  in  seine  Jahresberichte 
gewährt  hat.  Es  würde  aber  dem  Geiste  des  Encyklopädieuntemehmens 
nicht  entsprochen  haben,  wenn  ich  mich  dabei  auf  die  abstract  mathe- 
matischen Untersuchungen  über  die  Bedingungen  der  Convergenz  solcher 
Entwicklungen  beschränkt  hätte;  es  erschien  durchaus  erforderlich,  alle 
die  verschiedenen  naturwissenschaftlichen  Fragestellungen  zu  besprechen, 
die  auf  solche  Reihen  geführt  haben,  um  einerseits  der  historischen 
Entvricklung  des  Gegenstandes  gerecht  zu  werden,  anderseits  auch  aus 
der  neueren  und  neuesten  physikalischen  imd  astronomischen  Litte- 
ratur den  Mathematiker  auf  noch  ungelöste  Probleme  hinzuweisen. 

Das  erwies  sich  nun  als  viel  weiter  greifend  als  ich  angenommen 
hatte  und  als  irgend  jemand  voraussehen  konnte. 

Vor  allem:  die  traditionelle  Auffassung^),  dafs  die  Lehre  von  den 
trigonometrischen  Reihen  aus  dem  Problem  der  Saitenschwingungen 
entsprungen  sei,  ist  nur  halb  richtig:  neben  diesem  historischen  Prozefs 
läuft  ein  anderer  her,  bei  dem  es  sich  um  Entwicklungen  ana- 
lytischer Functionen  in  trigonometrische  Reihen  handelt.  Er  ent- 
springt seinerseits  wieder  aus  zwei  Quellen:  einmal  hat  die  Ent- 
wicklung der  Störungsfanction  in  der  Lehre  von  der  Planetenbewegung 
die  Umsetzung  von  Reihen,  die  ursprünglich  nach  Potenzen  des  Cosinus 
eines  Winkels  geordnet  waren,  in  solche  nöthig  gemacht,  die  nach  den 
Cosinus  der  Vielfachen  dieses  Winkels  fortschreiten;  andererseits  geht 
eine  Potenzreihe  in  eine  trigonometrische  Reihe  über,  wenn  man  der 
Variabein  complexe  Werthe  von  constantem  absoluten  Betrag  beilegt. 

Weiter  stellte  sich  heraus,  dals  über  die  wirkliche  Verwendung 
der  trigonometrischen  Entwickltmgen  —  die  natürlich  die  Reihen 
irgendwo  abbrechen  mufs  und  daher  wohl  besser  als  trigonometrische 

1)  Die  traditionelle  Darstellung  der  Entwicklung  der  trigonometriBchen 
Reihen,  wie  man  sie  vielfach  reprodacirt  findet,  geht  zurück  auf  Riemann's 
HabilitotionsBchrift,  und  diese,  wie  man  aus  einer  Andeutung  in  einem 
Briefe  Riemann's  schliefsen  mufs,  auf  mündliche  Mitteilungen  Dirichlet'», 
giebt  also  die  Auffassungen  wieder,  die  letzterer  aus  seinem  Pariser  Aufent- 
halt mitgebracht  hatte.  Dafs  in  ihr  Poisson  und  Cauchy  gegen  Fourier 
so  sehr  zniücktreten,  hat  wohl  seinen  Grund  darin,  dafs  dieser,  aber  nicht 
die  beiden  andern  für  die  jungen  auswärtigen  Fachgenossen ,  die  Paris 
damals  besuchten,  persönlich  zugänglich  war. 
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IV  Vorwort. 

Interpolation  bezeichnet  wird  — ,  eine  ungemein  ausgebreitete  und  zer- 
streute Litteratur,  nicht  nur  von  astronomischer,  physikalischer  und 
geophysikalischer,  sondern  auch  yon  physiologischer  Seite  vorliegt.  In 
diesem  Bericht  ist  zum  erstenmal  der  Versuch  gemacht,  in  dieses  Chaos 
wenigstens  einigen  Überblick  zn  bringen.  Natürlich  ist,  wie  das  bei 
einem  ersten  solchen  Versuch  nicht  anders  sein  kann,  dabei  manches 
übersehen;  einige  Ergänzungen  findet  man  bereits  in  meinem  ein- 
schlägigen Encyklopädieartikel. 

Es  folgen  Abschnitte,  in  denen  das  physikalische  Interesse  vor- 
herrscht. Dabei  hatte  ich  ursprünglich  die  Absicht,  mich  auf  die 
Integration  der  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik 
zu  beschränken,  ihre  Aufstellung  aber  nur  da  zu  berühren,  wo  es 
für  das  Verständnifs  der  Ausbildung  der  Integrationsmethoden  on- 
erläfslich  schien;  sodafs  z.  B.  Biot's  grundlegende  Untersuchungen  über 
Wärmeleitung  ganz  unerwähnt  geblieben  sind.  Aber  je  weiter  die 
Arbeit  fortschritt,  desto  schwerer  liefs  sich  das  durchführen.  Es  wäre 
vielleicht  fOr  jemand  möglich  gewesen,  der  zu  Beginn  der  Arbeit  die 
physikalischen  Theorien  schon  vollständig  beherrscht  hätte;  aber  das 
war  bei  mir  eben  nicht  der  Fall.  Dabei  wird  man  freilich  fragen: 
warum  übernimmst  du  etwas,  wozu  du  nicht  vollständig  ausgerüstet 
bist?  Ich  kann  nur  antworten,  weil  es  gemacht  werden  mulste,  und  es 
sonst  niemand  gemacht  hat.  In  der  That  lassen  die  vorhandenen 
Sammelwerke  gerade  für  solche  Zwischengebiete  häufiger  im  Stich  als 
sonst;  es  kann  wohl  vorkommen,  dals  eine  und  dieselbe  Untersuchung 
in  den  F.  d.  Math,  als  „von  überwiegend  physikalischem'^  in  den  F.  d. 
Phys.  als  „von  rein  mathematischem  Interesse"  bezeichnet  und  darauf 
hin  in  beiden  unreferirt  gelassen  wird.  Qröfsere  ausländische,  nament- 
lich englische  Werke  sind  wohl  auch  zuweilen  den  Redakteuren  beider 
Sammlungen  nicht  zugänglich  gewesen;  um  nur  ein  Beispiel  zu  nennen: 
Heaviside's  Electrical  Theory,  trotz  aller  Absonderlichkeiten  vielleicht 
das  fELr  den  Mathematiker  anregendste  Werk  der  neueren  physikalischen 
Litteratur,  ist  in  keinem  von  beiden  besprochen. 

Z.  B.  habe  ich  mich  schon  auf  die  Ableitung  der  Differential- 
gleichungen der  Elasticitätstheone  bei  Navier,  Cauchy  und  Poisson  ein- 
gelassen; dafs  dann  der  Encyklopädieartikel  von  Herrn  C.  Müller  von 
diesen  Beziehungen  eine  viel  klarere  Darstellung  geben  konnte,  als  sie 
bei  mir  zunächst  vorliegt,  wird  niemand  Wunder  nehmen,  der  aus  eigner 
Erfahrung  weifs,  welchen  Unterschied  es  bei  solchen  historischen  Ar- 
beiten macht,  ob  bereits  Vorarbeiten  vorliegen  oder  nicht  ^).  Die  Unter- 
suchimgen  Cauchy 's  imd  seiner  Schüler  über  die  allgemeine  Integration 
der  Differentialgleichungen  der  Elasticitätstheorie  (und  Optik)  schliefsen 

1)  Bei  Todhunter-Pearson.  der  mir  allerdings  auch  vorlag,  wirkt  die 
Saint -Venant'sche  Tradition  in  bestimmter  einseiSger  Richtung;  aufserdem 
ist  bei  ihnen  von  dem  zuerst  befruchtenden,  später  wohl  vielfach  auch 
hemmenden  Einflafs  der  Erystalloptik  kaum  die  Rede. 


Vorwort.  V 

sieh  an;  manches  davon  wird  vielleicht  jetzt  für  die  Theorie  der  Fort- 
pfiansnng  elektrischer  Wellen  wieder  zu  verwenden  sein.  Was  dagegen 
Lame  betrifft,  so  kann  ich  —  bei  aller  Bewunderung  f&r  seine  Leistungen 
im  einzelnen,  namentlich  das  Bpiegelungsprincip,  —  doch  nicht  umhin 
zu  finden,  dafs  er  die  mathematische  Physik  in  eine  Art  Sackgasse  ge- 
führt hat.  Er  mufs  beim  Beginn  seiner  Untersuchungen  gemeint  haben, 
zu  jeder  einfach  unendlicben  Flftchenschaar  gehörten  zwei  andere,  die 
SU  ihr  und  zueinander  orthogonal  sind;  nur  so  Iftfst  es  sich  erklären, 
daCs  er  immer  wieder  behauptet,  alles  käme  nur  auf  die  Auffindung 
geeigneter  Goordinaten  für  jedes  einzelne  Problem  an.  Als  er  dann  später 
seinen  Lrthum  erkannte,  hatte  er  sich  schon  in  diese  bestimmte  Unter- 
suchungsrichtung verrannt. 

Bei  der  Darstellung  des  Übergangs  der  mathematischen  Physik 
von  Frankreich  nach  England  habe  ich  den  Wunderlichkeiten  von 
Challis  vielleicht  zu  grolsen  Kaum  gegönnt.  Überhaupt  werden  viele  Be- 
nutzer finden,  dafs  ich  den  Leuten  dritten  und  vierten  Banges,  wohl 
auch  der  absoluten  Torheit,  zuviel  nachgegangen  bin;  ich  möchte  dem 
gegenüber  dreierlei  zu  bedenken  geben.  Einmal  würde  man  ein  ganz 
üilsohes  Bild  von  dem  Znstand  der  Mathematik  und  Physik  in  früheren  ' 
Zeiten  erhalten,  wenn  man  nur  die  Auffassungen  der  ersten  Meister  , 
darstellen  wollte;  viele  Erscheinungen  sind  nur  zu  verstehen,  wenn  ' 
man  sich  klar  macht,  wie  lange  es  dauert,  bis  solche  Auffassungen  in 
weiteren  Kreisen  nicht  nur  äufserlich  acceptirt,  sondern  auch  innerlich 
aufgenommen  werden.  Zweitens  ist  gerade  auf  unserem  Gebiete  wohl 
zu  beachten,  dads  manche  mathematische  Untersuchung  eines  physi- 
kalischen Problems,  die  auf  physikalisch  oder  mathematisch  unzutreffen- 
den Voraussetzungen  beruht  und  also  zunächst  zu  verwerfen  sein  würde, 
doch  die  Veranlassung  zur  Entwicklung  von  Methoden  gewesen  ist,  die 
dann  für  andere  Probleme  sich  nützlich  erwiesen  haben.  So  sind  z.B.  die 
Unteirsuchungen  von  Legendre  und  Laplace  über  die  Anziehung  der 
Ellipsoide  voll  von  Fehlschlüssen;  aber  an  ihnen  bat  sich  die  Lehre 
von  den  Eugelfunctionen  entwickelt.  Und  endlich  mag  doch  vielleicht 
hie  und  da  jemand  vor  einer  Thorheit  bewahrt  werden,  wenn  er  sieht. 
dafs  sie  schon  vor  ihm  begangen  worden  ist. 

Ausführlich  ist  in  dem  vorliegenden  Torso  auch  die  Wärme- 
leitung behandelt,  übrigens  nur  soweit  dabei  nicht  Reihenentwicklungen 
specieller  Art,  wie  unharmonische  trigonometrische  Reihen  oder  Ent- 
wicklungen nach  Kugel-,  Cylinder-  oder  dgl.  Functionen  in  Betracht 
kommen,  da  für  diese  Dinge  besondere  Abschnitte  in  Aussicht  ge- 
nommen waren.  Aus  entsprechendem  Grunde  ist  auch  von  dem  Falle 
abgesehen,  dafs  auf  die  Abhängigkeit  der  specifischen  Eigenschaften 
von  Ort  oder  Temperatur  Bücksicht  genommen  werden  mufs.  Da- 
gegen hat  ein  längerer  Excurs  hier  Platz  gefunden,  der  eigentlich  zu 
den  schon  oben  erwähnten  Entwicklungen  analytischer  Functionen  in 
trigonometrische  Reihen  gehört:  nämlich  die  Entwicklung  der  während 


VI  Vorwort. 

eines  bestimmten  Zeitraums  einem  bestimmten  Teüe  der  Erdoberfläche 
durch  Strahlung  von  der  Sonne  her  zugeftihrten  Wärmemenge,  sammt 
den  sich  daran  anschliefsenden  —  übrigens  dem  Mathematiker  noch 
zu  sehr  vielen  Bedenken  AnlaTs  gebenden  —  geologischen  Conse- 
quenzen  betr.  „Jahreszeiten  höherer  Ordnung'^ 

Es  folgt  dann  noch  Elektricitätsleituug,  einschliefslich  der  Fort- 
pflanzung inducirter  elektrischer  Ströme,  soweit  sie  ohne  Zuziehung 
der  allgemeinen  elektrodynamischen  Gleichungen  bebandelt  werden 
kann.  Dabei  habe  ich  die  technische  Litteratur,  soweit  sie  mir  zu- 
gänglich war,  berücksichtigt,  namentlich  auch  die  Untersuchungen  der 
französischen  Telegraphisten.  Abweichend  von  den  andern  Abschnitten 
habe  ich  hier  auch  solche  Probleme  besprochen,  deren  Lösung  nur  die 
Integration  gewöhnlicher  (nicht  partieller)  Diflerentialgleichungen  er- 
fordert; es  gelang  mir  nicht,  hier  die  Trennung  durchzufahren.  Da- 
gegen habe  ich  auch  hier  beiseite  gelassen,  was  nur  auf  algebraische 
Probleme  führt;  wobei  denn  freilich  —  für  den  Physiker  eine  Inconse- 
quenz  —  z.  B.  die  Folge  war,  dafs  wohl  die  Verzweigung  von  Wechsel^ 
ström,  aber  nicht  die  von  Gleichstrom  zur  Sprache  kam.  Manche 
Benutzer  wird  auch  interessiren,  die  jetzt  geläufigen  Wechselstrom- 
formeln aus  dem  Formelkram  herauspräparirt  zu  finden,  in  den  sie  in  den 
alten  Untersuchungen  von  Weber  und  Kirchhoff  durch  die  Bezugnahme 
auf  das  Weber'sche  Gesetz  vergraben  sind.  Mit  dem  Jahre  1890  ist 
dann  hier  abgebrochen,  nicht  als  ob  damit  dieses  Jahr  irgendwie  als 
einen  besonderen  Einschnitt  bildend  characterisirt  werden  sollte.  Aber 
der  ursprüngliche  Plan,  diesen  Bericht  erst  fertig  zu  machen,  bevor 
an  die  einschlägigen  Encyklopädieartikel  gegangen  würde,  erwies  sich 
je  länger  je  mehr  als  unausführbar,  namentlich  da  ich  die  Teilnahme 
an  Universitätsämtern  und  -  Commissionen  nicht  beständig  von  mir 
abschieben  konnte;  imd  academische  Commission  und  Verlag  der  En- 
cyklopädie,  wie  sicher  auch  viele  Abonnenten,  drängten  auf  Abschlufs 
des  Halbbandes,  für  den  ich  noch  verantwortlich  bin. 

So  liegt  denn  ein  Torso  vor,  auch  ohne  Register  und  Litteratur- 
verzeichnifs,  da  es  nicht  zweckmälsig  schien,  diese  für  den  vorliegenden 
Teil  allein  auszugeben,  bevor  entschieden  ist,  ob  später  noch  eine 
Fortsetzung  kommt  oder  nicht.  Eine  bindende  Zusage  kann  ich  darüber 
unmöglich  jetzt  abgeben;  sollte  es  sich  später  doch  noch  als  ausführbar 
erweisen,  so  ist  in  Aussicht  genommen,  die  Fortsetzung  unter  die 
diesen  Jahresbericht  begleitenden  Ergänzimgsbände  aufzunehmen,  ähn- 
lich wie  das  mit  dem  zweiten  Teil  von  Herrn  Schönflies'  Bericht  über 
Mengenlehre  geschehen  ist. 

Über  einige  Äufserlichkeiten  mufs  ich  noch  Auskunft  geben,  wie 
ich  es  damit  gehalten  haben.  Alle  Schriften,  bei  denen  nicht  ausdrück- 
lich das  Gegenteil  angegeben  ist,  habe  ich  selbst  in  Händen  gehabt,  wenn 
es  möglich  war  auch  bei  der  Correctur  noch  einmal  eingesehen,  um  die 
Citate  zu  verificiren;  doch  versteht  es  sich,  dafs  sich  das  letztere  nicht 
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immer  ermöglichen  liefs,  nameotlicli  nicht  bei  Werken,  die  hier  nicht 
zu  haben  sind.  Ebenso  versteht  es  sich,  dafs  ich  die  schon  vorhandenen 
historischen  Darstellungen  benutzt  habe;  indessen  schien  es  mir  nicht 
dorchföhrbar  und  auch  schliefslich  nicht  eben  von  Interesse  für  die 
Benutzer,  wenn  ich  überall  hätte  angeben  wollen,  woher  ich  die  Kennt- 
nifs  von  der  Existenz  dieser  oder  jener  Arbeit  gerade  habe.  Auf  vieles 
bin  ich  überhaupt  nur  zufällig  gestofsen.  Ebensowenig  habe  ich  mich 
darauf  eingelassen  —  einzelne  besondere  Fälle  vorbehalten  —  falsche 
oder  schiefe  Angaben  in  verbreiteten  historischen  Darstellungen  aus- 
drücklich zu  berichtigen.  —  In  eckigen  Elanunem  gesetzte  Bemerkungen 
rühren  nicht  von  dem  Verfasser  der  gerade  besprochenen  Untersuchung 
sondern  von  mir  her.  —  Die  Bezeichnungen  verschiedener  Autoren  für 
dieselben  Orölsen  habe  ich  im  Interesse  leichterer  Vergleichung,  soweit 
es  sich  durchführen  liefs,  durch  Übereinstimmende  ersetzt;  vielleicht 
hätte  ich  in  dieser  Beziehung  noch  weiter  gehen  sollen.  Wenn  Vor- 
stellungen und  Sätze,  die  gewöhnlich  erst  späteren  Autoren  zu- 
geschrieben werden,  sich  schon  bei  früheren  finden,  so  habe  ich  wohl, 
um  das  noch  deutlicher  hervortreten  zu  lassen,  in  der  Darstellung  die 
erst  später  eingeführten  Namen  sogleich  gebraucht,  dabei  aber  dann  auf 
diesen  späteren  Ursprung  hingewiesen.  Dagegen  habe  ich  das  letztere 
nicht  gethan  bei  den  Namen  und  Zeichen  für  Begriffe,  die  nicht  eigentlich 
zu  den  Gegenständen  dieses  Berichts  gehören,  sondern  in  ihm  nur  als 
Hülfsmittel  auftreten;  so  habe  ich  z.B.  die  jetzt  allgemein  angenonunenen 
Zeichen  für  die  Zahlen  e  und  tt,  die  trigonometrischen  und  cyclometri- 
schen  Functionen,  das  bestimmte  Integral,  den  partiellen  Differential- 
quotienten u.  dgl.  von  Anfang  an  gebraucht,  da  doch  niemand  Auskunft 
über  die  Entstehimgsgeschichte  dieser  Zeichen  gerade  hier  suchen  wird. 
Endlich  liegt  mir  noch  ob,  allen  Vorstehern  der  öffentlichen  Biblio- 
theken, die  ich  bei  der  Arbeit  benutzen  durfte,  und  allen  Kollegen,  die 
mir  mit  ihren  Privatbibliotheken  ausgeholfen  haben,  auch  an  dieser 
Stelle  meinen  verbindlichsten  Dank  zu  sagen;  es  versteht  sich,  dafs 
eine  Arbeit  wie  die  vorliegende  ohne  weitgehendes  Entgegenkonunen 
von  dieser  Seite  nicht  durchgeführt  werden  könnte.  Vor  allem  bin  ich 
in  dieser  Beziehung  dem  Vorstande  der  Bibliothek  des  eidg.  Poly- 
technikums, Herrn  Prof.  Dr.  Budio,  und  seinen  Beamten  zu  Dank  ver- 
pflichtet; dann  aber  auch  den  Bibliotheken  der  Stadt,  des  Kantons,  der 
naturforschenden  Gesellschaft,  der  eidg.  Sternwarte,  des  eidg.  physi- 
kalischen Instituts  und  des  botanischen  Gartens  in  Zürich,  den  Staats- 
bibliotheken in  Berlin  und  München,  der  eidg.  Centralbibliothek  in 
Bern,  der  Landesbibliothek  in  Strafsburg,  der  (Jniversitätsbibliothek  in 
Göttingen,  der  Seewarte  in  Hamburg,  dem  verstorbenen  Staatsrath 
Wild,  endlich  meinen  Herren  Kollegen  Tobler  und  Wolfer. 

Zürich,  den  6.  März  1908. 

H.  Burkhard!. 
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Erster  Hauptteil. 

Ausbildung  der  Methode  der  ReihenentwicklnngeiL 
an  physikalisclien  nnd  astronomisclLen  Problemen. 


Erster  Abschnitt. 
Die  Hauptscliwiiigimgeii  eines  Hassensystems. 

§  1.     Systeme  mit  einer  endlichen  Anzahl   von 

Freiheitsgraden. 

Die  Lösimg  solcher  Aufgaben  der  Mechanik,  bei  welchen  die 
Bewegung  aller  Punkte  des  Systems  mit  bestimmt  ist,  sobald  man 
die  Bewegung  eines  einzigen  seiner  Punkte  kennt  —  der  Probleme 
mit  einem  Grad  der  Freiheit,  wie  man  sie  jetzt  nennt  — ,  war 
im  Laufe  des  17.  Jahrhunderts  im  wesentlichen  erledigt  worden. 
Nunmehr   wandte   sich  die    A.ufmerksamkeit  der    Mathematiker  und 

• 

Physiker  solchen  Problemen  zu,  bei  welchen  das  nicht  der  Fall  ist, 
die  also  mehr  als  einen  Grad  der  Freiheit  besitzen.  Aber 
auch  bei  diesen  Problemen  fragte  man  zunächst  nur  nach  solchen 
Fällen  der  Bewegung,  bei  welchen  alle  Punkte  des  Systems 
gleichzeitig  ihre  Gleichgewichtslage  passiren,  so  dafs  von 
einer  bestimmten  Schwingungsdauer .  des  ganzen  Systems  ge- 
sprochen werden  kann.  Man  nennt  solche  Bewegungen  jetzt  die  Haupt- 
Schwingungen  oder  einfachen  Schwingungen  des  Systems^). 
Die  früheste  Behandlung  eines  derartigen  Problems,  die  mir 
bekannt  geworden  ist,  findet  sich  bei  Johann  I.  Bernoulli  in 
Briefen  an  seinen  Sohn  Daniel  vom  11.  October  und  26.  De- 
cember  1727*).  Er  beschäftigt  sich,  in  Vorbereitung  seiner  Unter- 
suchung des  Problems   der  schwingenden  Saite  *^),  mit  einer  Auf- 


1)  Yergl.   z.  B.   £.  J.  Routh,  Dynamik   der  Systeme  starrer  Körper, 
Bd.  1,  §  460. 

2)  Petrop.  Comm.  2,  1727  [29],  p.  200  (op.  3,  p.  124). 
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gäbe,  von  der  jenes  Problem  als  ein  Grenzfall  angesehen  werden 
kann,  nftmlich  mit  der  Bewegung  eines  selbst  gewichtslosen,  durch 
ein  gewisses  Grewicht  gespannten  Fadens,  an  dem  in  gleichen  Ab- 
ständen n  gleiche  Gewichte  befestigt  sind,  in  einer  horizontalen 
Ebene.  Er  giebt  an,  bei  einem  derartigen  Systeme  seien  Haupt- 
schwingungen  möglich  nnd  zwar  gerade  n  verschiedene;  er  teilt  die 
Formeln  fOr  die  zugehörigen  Schwingungsdauem  in  den  Fällen 
nasl,  2,  3,  ...,6  mit;  endlich  erklärt  er,  eine  allgemeine  Methode 
zu  besitzen,  nach  der  er  die  Aufgabe  auch  für  gröfsere  Werte  von  n 
lösen  könne. 

Im  folgenden  Jahre  teilt  er  dann  auch  die  Werte  für  n  »=  7 
und  seine  Art  der  Behandlung  der  Aufgabe  mit'):  Wenn  alle  Massen- 
punkte    des    Systems    von    einer    Anfangslage    aus,     in    der    ihre 

Anfangsgeschwindigkeiten  Null  sind,  gleich- 
zeitig in  ihren  Gleichgewichtslagen  an- 
kommen sollen,  so  müssen  sich  die  auf 
sie  wirkenden  resultirenden  Kräfte 
wie  ihre  Elongationen  (Abstände  von 
den  Gleichgewichtslagen)  verhalten  und 
nach  den  Gleichgewichtslagen  hin  gerichtet 
sein^).  Denn  dann  verhalten  sich  auch  die 
im  ersten  Moment  gewonnenen  Greschwindig- 
keiten  wie  die  Elongationen,  also  auch  die 
im  ersten  Moment  zurückgelegten  Wege; 
"  die  Elongationen  behalten  also  während  der 
Bewegung  dieselben  Verhältnisse  und  werden 
gleichzeitig  Null,  was  verlangt  war.  Fände  andererseits  die  voraus- 
gesetzte Proportionalität  nicht  statt,  so  würde  derjenige  Punkt  voran- 
eilen, auf  den  eine  im  Verhältnis  zu  seinem  Abstand  gröisere  Kraft 
wirkte.  Im  vorliegenden  Fall  liegen  die  Gleichgewichtslagen  in  ge- 
rader Linie;  indem  Joh.  Bemoulli  sich  auf  unendlich  kleine 
Schwingungen  beschränkt,  kann  er  die  Elongationen  mit  den  zu 
dieser  Geraden  rechtwinkligen  Ordinaten  identificiren.  Sind  dann 
(vergl.  die  Figur)  P^Qi^Vi,  ijös^y«,  P^Qz^Pi  ^e  Ordinaten 
dreier  aufeinanderfolgender  Punkte  und  schneidet  PiP^  die  Ordinate 
^3   in  JBj,  so  ist: 

(1) 


tr. 


«      W~^ 


■Ps  ^  -  (yj  -  Vi)  -  (ys  -  Vi)- 


8)  Peiarop.  Comm.  8,  1738  [82],  p.  18  (op.  8,  p.  198). 
4)  Joh.  Bemoulli  denkt  nur  an  F&lle,  in  welchen  jeder  einzelne  Punkt 
an  einen  vorgeachriehenen  Weg  gebunden  ist. 
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Die  Fadenspannimg  in  P^v  ^®  durch  das  spannende  Gewicht  ge- 
geben ist,  yerhftlt  sich  zu  der  in  P^  resultirenden,  nach  Q^  ge- 
richteten Kraft,  wie  P^R^  i  P^R^',  dabei  darf  infolge  der  eingeführten 

Beschrankung  fOr  P^R^  die  constante  Abscissendifferenz  Q^Q^  gesetzt 
werden.     So  findet  Joh.  Bemoulli,  dafs  der  Quotient: 

y*  ^  ^ 

einen  vom  Index  k  unabh&ngigen  Wert  besitzen  mufs.  Damit  war 
eine  Differenzengleichung  für  die  yt  gewonnen,  deren  all- 
gemeine Lösung  nach  damals  geläufigen  Methoden  erfolgen  konnte. 
Die  in  dieser  allgemeinen  Lösung  auftretenden  Constanten  können 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemftfs  bestimmt  werden,  sobald  eine 
algebraische  Hilfsgleichung  n^°  Grades  gelöst  ist;  jede  der 
n  Wurzeln  der  letzteren  liefert  eine  der  n  Hauptschwingungen  des 
Systems.  Freilich  untersucht  Joh.  Bemoulli  nicht,  ob  denn  die 
Wurzeln  dieser  Gleichung  auch  fOr  jeden  Wert  von  n  reell  und 
von  einander  verschieden  ausfallen. 

Auf  ein  ahnliches  Problem  wurden  Daniel  Bernoulli  und 
Leonhard  Euler  durch  die  gelegentliche  Beobachtung^)  einer  an 
einem  Ende  aufgehängten,  im  Winde  hin  und  her  schwankenden 
Kette  gefEQirt,  nftmlich:  n  schwere  Punkte  sind  an  einem  am  einen 
Ende  aufgehängten  gewichtslosen  Faden  befestigt;  unter  welchen 
Bedingungen  führt  dieses  System  eine  Hauptschwingung  aus? 
D.  Bernoulli  gab  zuerst  die  Lösung  für  n  »»  2  und  n  »  3,  ohne 
Beweis,  aber  mit  Bestätigung  durch  Experimente^);  bald  darauf^ 
gab  er  auch  den  Beweis  auf  Grund  eines  allgemeinen  Princips,  das 
im  wesentlichen  mit  dem  später  von  d'Alembert  veröffentlichten 
und  unter  dessen  Namen  bekannten  Princip  identisch  ist.  Euler 
behandelte  den  allgemeinen  Fall  eines  beliebigen  n  nach  einer  andern 
Methode,  indem  er  die  Fadenspannungen  nicht  eliminirte,  sondern 
mit  in  Rechnung  zog'');  er  fisuid  namentlich  den  Satz,  daüs  im  Falle 
einer  Hauptschwingung  der  Schnittpunkt  jedes  einzelnen  Faden- 
stückes (event.  seiner  gedachten  Verlängerung)  mit  der  Verticalen  des 
Aufhängepunkts  im  Laufe  der  Zeit  seine  Lage  im  Baume  nicht  ändert  ^). 

Die  an  diesen  beiden  Problemen  gewonnene  Erkenntnis  der 
Existenz  einer   AnyAhl   von  Hauptschwingungen,  die   gleich  ist  der 

5)  Petrop.  Conmi.  6,  1782/38  [88],  p.  108. 

6)  ib.  7,  1784/86  [40],  p.  162. 

7)  ib.  8,  1786  [41],  p.  81. 

8)  ib.  1 13,  p.  88. 
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Anzahl  der  Freiheitsgrade  des  Problems'),  haben  dann  D.  Bemonlli 
und  Euler  an  einigen  weiteren  speciellen  Problemen  bestätigt.  So 
behandelt  D.  Bernoulli  die  kleinen  Schwingungen  einer  in  eine 
Flüssigkeit  getauchten  Platte,  die  sich  sowohl  um  eine  verticale 
Axe  drehen,  als  auch  in  Bichtung  der  Schwere  auf  und  ab  be- 
wegen kann^^);  femer  die  eines  schweren  Stabes,  dessen  eines  Ende 
an  einem  Faden  aufgehängt  ist^^);  Euler  das  ihm  von  D.  Ber- 
noulli gestellte  Problem  eines  Pendels,  dessen  Aufhängestab  mit 
einem  Gelenk  versehen  ist^^. 

Allen  diesen  Untersuchungen  ist  gemeinsam,  dafs  sie  sich  auf 
die  Bestimmung  von  Hauptschwingungen  beschränken.  Wenn 
die  Kräfte  nur  von  den  Coordinaten,  nicht  auch  von  den  Geschwindig- 
keiten oder  explicite  von  der  Zeit  abhängen,  sind  diese  einfachen 
Schwingungen  harmonische,  d.  h.  die  Elongationen  der  einzelnen 
Punkte  lassen  sich  durch  eine  Formel  ausdrücken: 

(3)  Vr  =  fv  cosaf,  (v  «  1,  2,  3,  .  .  .) 

in  der  die  /V  zwar  von  einem  Punkt  zum  andern  wechselnde,  aber 
von  der  Zeit  unabhängige  Factoren  bedeuten,  während  die  Schwingungs- 
dauer: 

(4)  T  -  — 

a 

ftir  alle  Punkte  des  Systems  dieselbe  ist. 

Ausdrücklich  und  allgemein  ist  der  Satz  von  der  Existenz  der 
Hauptschwingungen,  soviel  ich  sehe,  zuerst  von  Daniel  Bernoulli 
formulirt  worden^');  doch  ist  auch  bei  ihm  noch  keine  Bede  von 
einer  Untersuchung  der  Frage,  unter  welchen  Umständen  die  Wurzeln 
der  bez.  Hilfsgleichung  alle  reell  und  von  einander  verschieden  ausfallen. 


9)  Bernoulli  und  Euler  reden  nicht  von  der  Anzahl  der  Freiheits- 
grade, sondern  von  der  Anzahl  der  Massenpunkte  des  Systems;  in  den 
von  ihnen  zunächst  untersuchten  Fällen  sind  beide  Anzahlen  identisch, 
abgesehen  von  dem  unter  ^^  erwähnten,  bei  dem  die  Freiheitsgrade  auf 
der  Hand  liegen.  Beide  Anzahlen  sind  wohl  erst  geraume  Zeit  später 
von  L.  Euler  unterschieden  worden,  bei  Gelegenheit  der  Untersuchung 
der  Schwingungen  einer  Saite,  die  nicht  auf  eine  Ebene  beschränkt  ist 
(Petrop.  N.  Comm.  19,  1774  [76],  p.  340). 

10)  Petrop.  Comm.  11,  1739  [60],  p.  100. 

11)  ib.  12,  1740  [60],  p.  100,  §  6. 

12)  ib.  13,  1741/43  [60],  p.  124.  Auch  in  späterer  Zeit  haben 
D.  Bernoulli  und  Euler  noch  vielfach  specielle  derartige  Probleme  be- 
handelt; doch  gehört  die  weitere  Verfolgung  von  Einzelheiten,  nachdem 
einmal  das  allgemeine  Princip  gefanden  war,  nicht  mehr  hierher. 

13)  Petrop.  Comm.  12,  1740  [60],  p.  98,  §  3. 


{  1.   Systeme  mit  endlicher  Anzahl  Freiheitsgrade.  5 

Dagegen  war  die  Möglichkeit,  jede  beliebige  (unendlich  kleine) 
Bewegung  des  Systems  aus  seinen  Hauptschwingungen  zusammen- 
susetaen  („SuperpositionsprinGip^)  sowohl  D.  Bemoulli^^),  wie  auch 
Euler  bei  ihren  ersten  Untersuchungen  entgangen.  Zu  ihrer  Erkenntnis 
ffthrte  erst  die  Beachtung  der  den  Musikern  und  Musiktheoretikem 
damals  schon  lange  geläufigen  Thatsache,  dafs  man  im  Klang  der  musi- 
kalischen Instrumente  neben  dem  Grundton  und  gleichzeitig  mit  diesem 
„Obertöne^*  unterscheiden  kann^^);  und  zwar  scheint  auf  den  Zu- 
sammenhang dieser  Thatsache  mit  der  vorher  erwähnten  Fragestellimg 
zuerst  D.  Bernoulli^^),  bei  Gelegenheit  des  in  §  3  zu  besprechenden 
Problems  der  schwingenden  Lamelle,  au&nerksam  geworden  zu  sein^ 
.  Übrigens  wurde  die  ausschliefsliche  Bevorzugung  der  Haupt- 
sehwingongen  in  jener  Frtthzeit  auch  noch  durch  ein  —  allerdings 
naheliegendes  —  Müsverständnis  gefördert:  wie  Taylor^),  so  äuJGsert 
auch  noch  D.  Bernoulli^^  wiederholt  die  Ansicht,  zusammen- 
gesetztere Schwingungsbeweg^ungen  müTsten  sehr  rasch  einem  solche^ 
„st^us  uniformis'^  zustreben.  Das  ist  ja  physikalisch  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  richtig,  aber  doch  nur  insofern  energiezerstreuende 
Einflüsse,  wie  Reibung,  Luftwiderstand  u.  s.  w.  mitwirken;  Schlüsse 
auf  die  Natur  der  Lösungen  derjenigen  Di£ferentialgleiGhungen,  die 
ohne  Berücksichtigung  dieser  Nebeneinflüsse  aufgestellt  sind,  darf  man 
daraus  nicht  ziehen. 

Übrigens  fanden  sowohl  der  Satz  von  der  Existenz  der  Haupt- 
sehwingongen,  als  auch  das  Superpositionsprincip  ihre  allgemeine 
mathematische  Begründung  in  Euler's  Theorie  der  Integration  einer 
linearen  Differentialgleichung  beliebig  hoher  Ordnung ^^)  und  ind'Alem- 
bert's   analoger  Behandlung  eines   Systems  solcher  Gleichungen^^). 

§  2.     Grenzübergang    von    Systemen   discreter   Punkte    zu 

continuirlichen  Systemen. 

Von  den  in  §  1  besprochenen  Untersuchungen  der  Schwin- 
gungen   von    Systemen,    die    aus    einer    endlichen    Anzahl  discreter 

14)  Vergl.  D.  BernouUi's  eigene  Angaben,  Berl.  Hist.  1763  [65], 
p.  189  und  J.  des  B9aYans  1768,  p.  168. 

16)  Auf  diese  Thatsache  hatte  schon  1726  Ramean  seine  ganze  Musik- 
theorie gegründet;  man  vergl.  z.  B.  Ratisenberger's  Geschichte  der  Physik. 

16)  „com  neutra  oscillatio  neutram  officiat*\  Petrop.  Gonun.  13, 
1741/43  [61],  p.  178,  §  8. 

17)  ib.  11,  1739  [60],  p.  109,  §  14;  12,  1740  [60],  p.  98,  §  2. 

18)  Berol.  Mise.  7,  1743,  p.  193. 

19)  Berl.  ffist.  4,  1748  [60],  p.  283,  nr.  42. 
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Massenpunkte  bestehen,  gelangten  D.  Bernoulli  und  Euler  zur 
Untersuchung  der  Schwingungen  continuirlicher  biegsamer  oder 
elastischer  Systeme,  indem  sie  diese  als  aus  einer  sehr  grolsen  oder 
unendlich  grofsen  Anzahl  solcher  Punkte  zusammengesetzt  ansahen. 
Um  diese  Untersuchungen  vom  Standpunkt  ihrer  Zeit  aus  richtig  zu 
wtürdigen,  mufs  man  sich  stets  daran  erinnern,  daijs  f&r  die  Mathe- 
matiker des  18.  Jahrhunderts  —  abgesehen  von  Varignon, 
Nikolaus  I.  Bernoulli  und  d'Alembert  —  die  Schwierigkeiten, 
die  wir  mit  dem  Begriffe  des  Grenzübergangs  verbinden,  überhaupt 
nicht  vorhanden  waren.  Es  galt  ihnen  noch  als  selbstverständlich, 
dafs  ein  Satz,  der  für  jeden  endlichen  Wert  einer  in  ihm  auf- 
tretenden Zahl  gilt,  auch  Bedeutung  und  Gültigkeit  behalten  müsse, 
wenn  man  n  über  alle  Grenzen  wachsen  l&fst.  Sie  xmterscheiden 
dal\er  sehr  häufig  nicht,  ob  sie  im  Augenblick  von  „sehr  grofsen^ 
oder  von  „xmendlich  groDsen^^  Werten  einer  solchen  Zahl  reden,  ob 
sie  von  ihren  Resultaten  eine  gewisse  begrenzte  Genauigkeit  be- 
haupten oder  eine  Genauigkeit,  die  nach  Belieben  gesteigert  werden 
kann;  sie  gebrauchen  auch  wohl  Differenzen-  und  Differential-, 
Summen-  und  Integralzeichen  ohne  Unterschied  neben  einander,  bezw. 
das  eine  für  das  andere*®). 

Bei  den  uns  hier  interessirenden  Problemen  kann  der  Schlufs  vom 
Endlichen  auf  das  Unendliche  auf  zwei  Arten  vorgenommen  werden, 
entweder  an  den  fertigen  Schlufsformeln  oder  schon  im  Ansatz. 
Das  erstere  hat  Daniel  Bernoulli  an  dem  des  mit  n  Gewichten 
belasteten  Pendelf adens*)  sogleich  ausgeführt'^);  er  findet  so,  dafs 
die  Hauptschwingungen  einer  homogenen,  schweren,  am  einen  Ende 
befestigten  Kette  sich  durch  eine  Gleichung   der  Form: 

(1)  y  -  C08  (^)  f(x) 

darstellen  lassen,  in  der  x  die  Abscisse  eines  Punktes  der  Kette, 
vom  freien  Ende  aus  gezählt,  y  seinen  Ausschlag  zur  Zeit  t  bedeutet. 
Dabei  ist: 

» «')-'-i+(re)'-fe)'+-+- 

20)  Die  jetzt  übliche  Unterscheidung  der  Zeichen  d  und  J,  /  und  Z 
scheint  erst  durch  Euler 'b  Differentialrechnung  (1766)  festgelegt  worden 
zu  sein  (vergl.  M.  Cantor,  Geschichte  der  Mathematik,  8,  p.  726)  und  ist 
auch  dann  noch  nicht  sogleich  allgemein  angenommen  worden. 

21)  Petrop.  Comm.  6,  1782/88  [88],  p.  116,  nr.  16.  Dort  auch  p.  119, 
nr.  21  ein  Hinweis  auf  die  Verwandtschaft  des  Problems  mit  dem  der 
Saitenschwingnngen  und  p.  120,  nr.  26  ein  Ausblick  auf  das  Problem  der 
Kette  von  ungleichmälsiger  Dicke. 
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gleich  der  jetzt  mit  Jg  (  21/- j  bezeichneten  Cjlinderfimction,  die  also 

hier  zum  ersten  Mal  auftritt;  a  ist  so  zu  bestimmen,  dafs: 

fit)  -  0  (8) 

wird,  wenn  l  die  Länge  der  Kette  bedeutet;  aus  a  bestinunt  sich 
dann  T.  Aus  den  vorher  fOr  endliche  Werte  von  n  gefundenen 
Resultaten  schlieist  D.  Bemoulli,  dafs  die  Gleichung  (3)  unendlich 
viele  Wurzeln  Oo,  a^,  fl^,  o^  •  ••  besitze,  und  dafs  die  Wurzel  ajt  auf 
eine  Hauptschwingung  führe,  bei  der  die  Kette  mit  der  Verticalen 
des  AufhSngepunktes  aufser  diesen  beständig  noch  k  weitere  Funkte 
(Knotenpunkte)  gemein  habe. 

§  3.  Directe  Bestimmung  der  Hauptschwingungen  eines 
continuirlichen  Systems  durch  Differentialgleichungen. 
Die  Probleme  der  schwingenden  Saite  und  der  schwingenden 

Lamelle. 

Nimmt  man  im  Gegensatz  zu  dem  in  §  2  besprochenen  Ver- 
fahren den  Übergang  von  einem  discreten  zu  einem  continuirlichen 
Punktsystem,  speciell  zu  einem  eindimensionalen,  schon  im  Ansatz 
▼or,  80  erhält  man  an  Stelle  eines  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen der  Form: 

-5^==/'(y*-n,  y*,  y*-i)7  (1) 

eine  partielle  Differentialgleichung: 
indem  man: 

yjk  =  y*-i  +  -^y*-i,  y*+i  =  y*-i+ 2^y*-.i-f  ^»y*-i      (3) 

setzt  und  dann  von  Differenzen  zu  Differentialien  übergeht.  An 
Stelle  des  Systems  abgebraischer  Gleichungen,  durch  das  die  An- 
fangswerte der  y  verbunden  sein  müssen,  wenn  eine  Hauptschwingung 
zu  Stande  kommen  soll,  bezw.  an  die  Stelle  der  Differenzengleichung, 
die  alle  diese  Gleichungen  vertritt,  tritt  dann  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  für  die  Anfangsfigur.  Man  erhält 
diese  Gleichung  auch,  wenn  man  in  (2),  um  eine  Hauptschwingung 
zu  erhalten, 

y  ^  Y  cos  at  (4) 

(vergl.  §  1,  Glchg.  (3))  einsetzt  und  nun  verlangt,  sie  so  zu  be- 
friedigen,  dafs   Y  nur  von  x   und  nicht  von   t  abhängt.     Endlich 
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sind  noch  die  abweichenden  Bedingungen,  unter  denen  sich  Anfangs- 
und  Endpunkt  des  Systems  befinden,  zn  berücksichtigen  und  durch 
besondere  Oleichungen  (Grenzbedingungen)  auszudrücken. 

In  der  zuerst  genannten  Weise  hatte  bereits  Brook  Taylor*') 
das  Problem  der  schwingenden  Saite  behandelt  und  gefunden,  dafs 
eine  Curve  Schwingungsfigur  einer  solchen  Saite  sein  kann,  wenn 
die  Erünunungsradien  in  je  zwei  ihrer  Punkte  sich  verhalten  wie 
die  Ordinaten.  Indem  er  die  (dann  auch  von  seinen  Nachfolgern 
beibehaltenen)  Voraussetzungen  einfuhrt,  dafs  alle  Ordinaten  sehr  klein 
und  alle  Tangenten  sehr  wenig  gegen  die  Abscissenaxe  geneigt 
seien '^),  drückt  er  diese  Eigenschaft  durch  eine  Differentialgleichung 
aus,  die  in  der  jetzt  üblichen  Bezeichnung  lautet: 

(5)  y"  =  -  nV. 
Muliplication  mit  2y'  und  Integration  liefert  ihm: 

(6)  J('*-^*-wV, 

und  eine  zweite  Integration  ergiebt,  dafs  die  Ordinate  y  proportional 
dem  Sinus  eines  zur  Abscisse  proportionalen  Bogens  wird.  Taylor 
schreibt  die  Gleichung  der  Curve  nicht  explicite  hin^)  und  kommt 
deswegen  auch  gar  nicht  dazu,  sich  die  Frage  zu  stellen,  ob  die  in 
die  Lösung  eintretenden  Integrationsconstanten  sich  nur  auf  eine 
oder  auf  mehrere  Arten  so  bestimmen  lassen,  dafs  allen  Bedingungen 
genügt  wird.  Vielmehr  redet  er  nur  von  dem  einfachsten  Fall,  dafs 
y  nur  an  den  beiden  Endpunkten  der  Saite  Null  wird,  dazwischen 
aber  nicht,  m.  a.  W.  dem  Fall,  dafs  die  Saite  ihren  Grundton  giebt; 
für  diesen  Fall  bestinmit  er  die  Schwingungsdauer.  Er  glaubt 
Bftmlich  nicht  nur,  sondern  versucht  sogar  zu  beweisen,  dafs  die 
Gestalt  der  Saite,  auch  wenn  sie  zu  Anfang  der  Bewegung  eine 
beliebige  sei,  sich  im  Laufe  der  Zeit  der  von  ihm  gefundenen  inuner 
mehr  annähern  müsse  ^). 

Auf  einem  andern  Wege  und  unter  teilweise  andern  Voraus- 
setzungen   findet    J.   Hermann'^)    dasselbe    Resultat    wie    Taylor. 

22)  Lond.  Trans.  28,  1713  [14],  p.  26  und  im  wesentlichen  ebenso 
methodus  incrementorum,  Lond.  1715  und  1717,  p.  88. 

28)  Die  Erkenntnis,  dafs  die  zweite  Voraussetzimg  nicht  ohne  weiteres 
aus  der  ersten  folgt,  darf  man  bei  Taylor  nicht  suchen;  erst  Euler 
(Taur.  Mise.  8,,  1762/66  [66],  p.  1)  hebt  das  ausdrücklich  hervor. 

24)  Es  war  damals  noch  nicht  üblich,  sin  als  Funetionszeichen  zu  benutzen. 

25)  Seine  Argumentation  ist  etwa  so,  wie  wenn  man  schÜefsen  wollte, 
ein  Pendel  müsse  schliefslich  zur  Kühe  kommen,  weil  in  jeder  anderen 
Lage  Er&fte  auf  es  wirken;  von  Reibung  u.  s.  w.  ist  nicht  die  Rede. 

26)  Acta  erud.  1716,  p.  370. 


§  3.  Schwingungen  von  continuirlichen  Systemen.  Q 

Johann  I.  Bernoulli'^  dagegen  wiederholt  im  wesentlichen  nur 
Taylors  Untersuchung.  Er  bezeichnet  die  von  der  Saite  gebildete 
Gnrye  als  ^ocia  trochoidis'^;  das  war  nftmlich  der  damals  gebrftuch- 
liche  Name  der  Sinuslinie.  Auch  diese  beiden  Autoren  untersuchen 
nicht,  ob  die  Saite  auf  m*bhr  als  eine  Art  schwingen  könne.  Einen 
Hinweis  darauf,  dafs  dies  wirklich  der  Fall  ist,  finde  ich  erst  bei 
Daniel  Bernonlli,  der  im  Anschlufs  an  seine  Behandlung  des 
Problems  der  frei  herabhängenden  Kette  *^)  auf  die  analogen  Ver- 
haltnisse bei  der  schwingenden  Saite  aufinerksam  macht««),  ins- 
besondere auf  die  Beobachtung,  dafs  ein  an  geeigneter  Stelle  auf-i 
gesetztes  Papierreit-erchen  unter  Umständen  durch  die  SchwingungeW 
nicht  herabgeworfen  wird.  L.  Euler  dagegen  redet  um  dieselbe 
Zeit  noch  ausschlief slich  vom  Grundton«*). 

In  derselben  Weise  föhrt  D.  Bernoulli^  das  Problem  der 
Hanptschwingungen  der  frei  herabhängenden  Kette  auf  die  Integration 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichung: 

ay' +  axy'' ^  —  y  (7) 

zurück  und  zeigt,  dafs  diese  durch  die  von  ihm  gefundene  Beihe 
§  2  (2)  befriedigt  wird.  L.  Euler  behandelt  dann  nicht  nur  diese 
Differentialgleichung  auch  seinerseits'^),  sondern  er  stellt  auch 
bereits  die  allgemeinere  Differentialgleichung  auf,  von  der  die 
Hauptschwingungen  einer  Kette  von  ungleichmäisiger  Dicke  ab- 
hängen**). 

Ebenso  führt  Euler  das  ihm  von  D.  Bernoulli  gestellte") 
Problem  der  Hauptschwingungen  einer  elastischen  am  einen  Ende 
befestigten,  am  andern  freien  Lamelle  auf  die  Differentialgleichung 
(vierter  Ordmmg): 

y^-cy  (8) 

zurück  und  integrirt  sie  durch  eine  xmendliche  Beihe  ^).     Dabei  be- 

27)  Petrop.  Comm.  3,  1728  [32],  p.  24  (op.  3,  p.  209);  ohne  Beweis 
»neb  schon  Petrop.  Comm.  2,  1727  [29],  p.  201  (op.  3,  p.  126). 

28)  Petrop.  Comm.  6,  1782/83  [88],  p.  119,  nr.  21;  vergl.  auch  11^ 
1739  [60],  p.  109,  §  14. 

29)  ib.  7,  1734/86  [40],  p.  120,  §  46. 

30)  ib.  p.  170,  nr.  7. 

31)  ib.  8,  1736  [41],  p.  40,  §  16. 

32)  ib.  p.  43,  §  21. 

38)  Brief  vom  Octbr.  1736  (correspondance  mathänatique  et  phjsique 
de  quelques  g^om^tres  du  18mo  siäcle,  ed.  P.  H.  Fufs,  St.  Petersb.  1843, 
2  p.  429).  Dazu  Euler^B  Antwortsentwurf,  opera  postoma,  St.  Petersb. 
1862,  2  p.  126. 

84)  Petrop.  Comm.  7,  1784/36  [40],  p.  116,  §  36. 


10   I.  Hauptteil.  2.  AbBchnitt.  D.  Streit  üb.  d.  Problem  d.  SaitenBchwingangen. 

stimmt  er  von  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Schwingungs- 
zahlen sind,  zunächst  nur  die  kleinste  Wurzel  durch  ein  primitives 
Annäherungsyerfahren;  einige  Jahre  sp&ter  aber  kommt  er  auf  die 
Frage  zurück '^),  bringt  die  genannte  Gleichung  auf  die  Form: 

(9)  e«  -  -1±^ 

\  y  coag 

und  zeigt,  dafs  sie  unendlich  viele  Lösungen  hat^  und  wie  man 
diese  durch  ein  rasch  convergirendes  Ann&herungsverfahren  finden 
kann.  Auch  behandelt  er  die  Fälle,  da&  die  Lamelle  an  beiden 
Enden  frei'^,  dafs  sie  mit  beiden  Enden  lose  aufgelegt '^)  und  dafs 
«ie  beiderseits  befestigt  ist'*).  Bald  darauf  veröffentlichte  auch 
D.  Bernoulli  seine  im  wesentlichen  mit  der  Euler's  übereinstimmende 
Behandlungsweise  des  Problems  und  die  Resultate  der  von  ihm  zur 
Bestätigung  der  Theorie  angestellten  Experimente^). 


Zweiter  Abschnitt. 
Der  Streit  Aber  das  Problem  der  Saitensebwingmigeii. 

§  4.     D'Alemberts  Behandlung  des  Problems. 

Auf  das  im  Vergleich  mit  den  zuletzt  besprochenen  Verhältnis- 
mäfsig  einfachere  Problem  der  Saitenschwingungen  finden  sich  zwar, 
wie  schon  erwähnt  ^)  '^,  in  dieser  Zeit  bei  D.  Bernoulli  und 
Euler  wiederholt  Anspielungen;  aber  erst  J.  le  Rond  d'Alem- 
bert  hat  wieder  eine  eingehendere  Untersuchung  desselben  unter- 
nommen^^). Er  bezeichnet  als  sein  Ziel  den  Nachweis,  da£s  das 
Problem  der  Gestalt  einer  schwingenden  Saite  aufser  der  „compagne 
de  la  cyclolde^^  noch  unendlich  viele  andere  Lösungen  zuläfst.     Aus 


86)  MethodoB  inveniendi  lineas  corvas  maxinii  minimive  proprietate 
gaudentes,  Laus,  et  Genevae  1744,  additamentum  I,  nr.  63  p.  282. 

86)  ib.  nr.  71,  p.  287. 

87)  ib.  nr.  80,  p.  296.  Ein  dabei  untergelaufenes  Versehen,  auf  das 
ihn  D.  Bernoulli  aufmerksam  gemacht  hatte  (Briefe  Tom  Septbr.  1748 
bis  Aug.  1744,  corresp.'*)  2  p.  686,  641,  660,  668,  664),  stellt  Euler  N. 
Acta  erud.  1746,  p.  92  richtig. 

88)  nr.  90,  p.  806. 

89)  nr.  94,  p.  808. 

40)  Petrop.  Gomm.  18,  1741/48  [61],  p.  106  und  161.  Vergl.  seine 
Briefe  vom  Jan.  1741  bis  Febr.  1748,  corresp.  •■)  2,  p.  467,  478,  618. 

41)  Berl.  Eist.  1747  [49],  p.  214. 
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Joh.  Bernoulli's  DifEerenzengleichnng  (§  1,  (2))  gewinnt  er  auf 
die  in  §  3  besprochene  Weise  die  partielle  Differential- 
gleichung*') 

(1) 


dt*  "  dx*' 


Mit  Hilfe  der  Identitäten: 


»  öl  "■  ö~57  »^  +  OTT  «^ 

a*     aa;a*      '  ar 

leitet  er  aus  ihr  die  Folgerangen  ab: 


(2) 


(3) 


ay  ,  ay 


und    aus   diesen    zieht   er   sofort   den  SchluTs,    dafs   öf  +  ö^    eine 

'  dt       dx 

Function  O  von  t  +  x  allein,  öf  —  j^  ^^^  Function  J  von  t  —  x 
allein  sein  müsse.     Damit  erhält  er  weiter: 

dy^^^di  +  ^  dx^\0{t  +  x)d{t  +  x)  +  \/Ht-x)d{t-x){^) 

und  hieraus  schHefslich  durch  Integration: 

y^W{t  +  x)  +  r{t  -  x)  (5) 

D'Alembert  bezeichnet  weiterhin^  diese  Lösung  als  „la  Solution 
generale  que  nous  venons  de  trouver^^;  man  sieht  aber  aus 
dem  Zusammenhang,  dafs  er  damit  nicht  „die  allgemeine  Lösung^' 
im  heutigen  technischen  Sinne  dieses  Terminus  meint.  Er  will  viel- 
mehr nur  behaupten,  dafs  damit  unendlich  viele  Lösungen  gefunden 
sind.  Um  das  zu  zeigen,  begnügt  er  sich  zunächst  mit  der  weiteren 
Untersuchung  des  spedellen  (auch  von  ihm  als  speciell  erkannten) 
Falles,  dalis  fOr  ^ »  0  auch  y»0  ist,  m.  a.  W.  dafs  die  Saite 
von  ihrer  Buhelage  aus  schwingt     Dann  mufs  nämlich: 

W{x)  -  r(-  a?)  «  0  (6) 

sein.     Femer  mufs  in  jedem  Falle,  wenn  o;  »  0  und  o; »  2  die  Ab- 


42)  Eine  systematiBche  Bezeichnung  der  partiellen  DifFerential- 
quotienten  hat  erst  Euler^^  eingefOhrt;  d'Alembert  behilft  sich  mit  Um- 
Bchreibnngen. 

43)  Berl.  Hist  1747  [49],  p.  219. 
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scissen  von  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Saite  sind,  für  o? »  0  und 
o;  «  2  jf  aK  0  sein  für  jedes  t  Die  erste  dieser  Bedingungen  ver* 
langt: 

(7)  V{t)  +  r(0  -  0; 

und  diese  Gleichung  zusammen  mit  (6)  zeigt,  dafs  ^(x)  und 
r(x)='  —  ^(^)  gerade  Functionen  ihres  Arguments  sein  müssen. 
Die  zweite  Bedingung  verlangt 

oder  wenn  man  t  durch  t  -{-  l  ersetzt  und  das  eben  abgeleitete  Re- 
sultat berücksichtigt: 

(8)  »F(e  +  20-  ^(0, 

m.  a.  W.  die  Function  ^  muTs  das  sein,  was  man  jetzt  eine 
periodische  Function  mit  der  Periode  21  nennt.  Demgemäfs 
setzt  d'Alembert  zum  SchluTs  noch  ausführlich  auseinander,  wie  man 
gerade  periodische  Functionen  in  unbegrenzter  Zahl  dadurch  er- 
halten könne,  dafs  man  die  Abscissen  der  Punkte  symmetrischer  ge- 
schlossener Curven  als  Functionen  der  Bogenlänge  oder  des  Flächen- 
inhalts auffafst. 

In  einer  sich  unmittelbar  anschliefsenden  zweiten  Abhandlung^) 
beschreibt  d'Alembert  zunächst  ausführlich  die  Construction  der 
Curve  y  =  ^(x  +  t)—  ^{x  —  t)  aus  der  Curve  y  =  W{x),  Dann 
wendet  er  sich  zu  der  allgemeineren  Voraussetzung,  dafs  fOr  ^ »  0 
nicht  nur  die  Anfangsordinate  y  » ^{x)^  sondern  auch  die  An- 
fangsgeschwindigkeit öf  "=  <^(^)  j^es  Punktes   der  Saite  willkürlich 

vorgeschrieben  ist^).  In  diesem  Fall  müssen  die  Oleichungen  (7) 
und  (8)  ebenfalls  bestehen;  dagegen  treten  an  Stelle  der  Oleiohung  (6) 
die  beiden  folgenden: 

(9)  ^{x)  -  «F(-  x)  -  Z{x) 
und: 

^{x)  -  «^(-  x)  =  c{x) 
oder: 

(10)  ^{x)  +  ^f{-  x)  «  Jc{x)  dx 

Aus  (9)  und  (10)  ergeben  sich  die  Werte  von  W{x)  und  *?(—  x) 
für  O^x^l,  d.  h.   die    Werte    von    «F(a;)    für   —l^x<l\   die 

44)  p.  220. 

45)  nr.  23,  p.  230.  Die  Angabe  Riemann*B,die  ihm  oft  nachgeBchrieben 
worden  ist,  diesen  Fall  habe  erst  Enler  *^  behandelt,  mufg  auf  eiaem  Über- 
sehen dieser  Stelle  beruhen. 
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Gleicbong  (8)  dient  dann  zur  Bestimmung  der  Werte  von  ^  für 
auTswhalb  dieses  Intervalls  gelegene  Argumentwerte.  Damit  ist  die 
Aufgabe  gelöst. 

Es  folgen  nocb  eine  Anzahl  ^marques^^;  von  ihnen  sei  die 
7.  erwähnt ^^,  in  der  d'Alembert  darauf  hinweist,  dafs  man  longi* 
tudinale  Schwingungen  ganz  ebenso  behandeln  könne. 

§  5.     Euler's  Behandlung  des  Problems. 

Kurz  nach  d'Alembert  nahm  auch  Euler*'')  das  Problem  in 
Angriff.  Er  erklärt  selbst*^,  seine  Lösung  sei  von  der  d'Alembert's 
nicht  wesentlich  verschieden,  aber  er  bringe:  „quelques  observations 
assez  interessantes  dans  Tapplication  des  formules  gen^rales^.  Zu- 
nächst leitet  er,  ausführlicher  als  es  d'Alembert  gethan  hatte,  die 
Differentialgleichung  des  Problems  ab.  Dann  betont  er  die  Forderung, 
die  allgemeine  Lösung  zu  finden**).  Die  Anfangsordinaten  be- 
trachtet er  dabei  als  willkürlich  vorgeschrieben;  von  den  Anfangs- 
geschwindigkeiten redet  er  überhaupt  nicht,  behandelt  aber  dann  die 
Functionen  /"(a?)  und  q>(x)  (d.  h.  die  von  d'Alembert  mit  ^(x) 
und  r(-~  x)  bezeichneten  Functionen),  ohne  weiteres  als  identisch, 
was  nur  richtig  ist,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeiten  alle  Null 
sind^).     Er  zeigt  dann  auch  einerseits,  wie  die  Curve: 

V^\f(x  +  t)  +  \f(x-t),  (1) 

die  unter  dieser  Voraussetzung  die  Figur  der  Saite  zur  Zeit  t  liefert, 
aus  der  Anfangsfigun 

y-m  (2) 

durch  einfache  geometrische  Gonstruction  abgeleitet  werden  kann*^^). 
Auch  hebt  er  —  und  zwar,  soviel  ich  sehe,  er  zuerst  —  hervor, 
dais  die  Schwingungsdauer  der  Saite  von  der  Anfangsfigur  unab- 
hängig  ist,    wenn   man    von   Ausnahmefällen   absieht,  in  denen  die 

46)  p.  248. 

47)  Franz.:  Berl.  Eist.  1748  [50],  p.  69;  lat.:  N.  Acta  Erud.  1749, 
p.  612.    Ich  citire  die  erste  Fassung. 

48)  nr.  4,  p.  71. 

49)  nr.  16,  p.  76 :  „afin  que  la  figore  initiale  de  la  corde  pulsse  fitre  r^gl^e 
arbitralrement,  la  Solution  doit  avoir  la  plus  grande  ^tendne.*^ 

60)  Es  sdieint  fast,  als  beruhe  dieses  Versehen  auf  einem  Schreib- 
f^er:  nr.  20,  p.  79  steht  noch  9,  nr.  82,  p.  80  plötzlich  dafOr  f. 

61)  nr.  22,  p.  80:  „ayant  donc  dteit  une  semblable  courbe  angni- 
forme,  soit  r^gali^re  contenue  dans  une  certaine  ^uation,  soit  irr^goli^re 
ou  mächanique,  son  appliqu^e  [Ordinate]  quelconque  foumira  les  fonctions 
dont  nous  avons  besoin.^^ 
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Anfangsfigur  sich  wegen  besonderer  Synunetrieverhftltnisse  schon 
nach  einem  aliquoten  Teil  der  fOr  den  allgemeinen  Fall  geltenden 
Schwingnngsdauer  reproducirt**). 

Nach  dieser  Darstellung  könnte  es  scheinen,  als  ob  die  Lösungen 
d'Alemberts  und  Ea|lers  sich  nur  in  Funkten  von  secundärer 
Bedeutung  unterschieden.  Das  ist  aber  nur  äuTserUch  so;  denn  sie 
gebrauchen  zwar  dieselben  Worte,  verbinden  aber  mit  ihnen  ver- 
schiedene Vorstellungen.  In  einem  Punkte  befolgen  sie  zwar  beide 
denselben  Sprachgebrauch:  unter  einer  „equation^^  verstehen  beide 
eine  Gleichung  zwischen  zwei  analytischen  Ausdrücken  (ohne  das 
Bedürfiiis  nach  einer  bestimmten  Festsetzung  darüber  zu  empfinden, 
welcherlei  Operationszeichen  bei  der  Bildung  eines  solchen  Ausdrucks 
zugelassen  werden  sollen);  und  sie  haben  auch  beide  nicht  den 
leisesten  Zweifel  daran,  dals  zwei  solche  Ausdrücke,  die  für  ein 
bestimmtes  Intervall  der  Variabein  übereinstinmien ,  auch 
darüber  hinaus  übereinstimmen  müssen.  Aber  sie  unterscheiden 
sich  im  Gebrauch  des  Wortes  Function:  wenn  d'Alembert  es 
anwendet  und  y  »  f(x)  schreibt,  so  denkt  er  nur  an  einen  solchen 
analytischen  Ausdruck;  Euler  dagegen  denkt  an  eine  willkürlich 
(graphisch)  gegebene  Curve**). 

§  6.     Polemik  zwischen  d'Alembert  und  Euler. 

Seine  volle  Schärfe  erhielt  dieser  Gegensatz  wohl  erst,  als  die 
sich  entspinnende  Polemik  beide  nötigte,  ihre  Vorstellungen  zu  Be- 
griffen zuzuschärfen  und  in  Worten  zn  formuliren.  D'Alembert 
erhob  nämlich  alsbald  in  einem  Nachtrag  zu  seiner  Abhandlung 
Widerspruch  gegen  Euler's  Auffassung^').  Von  der  Vorstellung 
aus,  die  er  mit  dem  Worte  Function  verknüpft,  erklärt  er^):  „on 
ne  peut  ce  me  semble  exprimer  analytiquement  y  d'une  mani^re 
plus  g^n^rale  qu'en  la  supposant  une  fonction  de  t  et  de  x.  Mais 
dans  cette  supposition  on  ne  trouve  la  Solution  du  problfame  que 
pour  les  cas  ou  les  diffirentes  figures  de  la  corde  vibrante  peuvent 
etre   renferm^es   dans   une    seule    et  meme  ^uation.'*     Von  da  aus 


52)  nr.  27,  p.  82. 

53)  Berl.  Eist.  1750  [52],  p.  855.  Ein  Versuch  d'Alemberts,  die  ein- 
fache Erklärung,  Enler's  Resultate  seien  falsch,  in  die  Publicationen  der 
Berliner  Akademie  einrücken  zu  lassen,  scheiterte  am  Widenpruch  von 
deren  PriLsidenten  Maupertuis  (Brief  von  Enler  an  Lagrange  vom 
Octbr.  1759^  Euler's  opera  postuma,  St.  Petersb.  1862,  1  p.  558  und 
Oeuvres  de  Lagrange  14,  p.  163). 

54)  nr.  2,  p.  358. 


§  6.   Saitensd^wingangen;  d'Alembert  und  Euler.  15 

kommt  er  zu  dem  Schlosse:  die  von  ihm  und  Euler  gefundene 
Lösung  habe  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  die  gegebene 
Function  y  »  f(^x)  eine  periodische  Function  sei. 

Euler  hat  hierauf  nebenbei  in  einem  Aufsatz^)  geantwortet, 
der  hauptsächlich  gegen  D.  Bemoulli's  in  §  7  zu  besprechende  Ab- 
handlung gerichtet  ist.  Zunächst  fordert  er  d'Alembert  auf,  wenn 
seine  Ldsung  in  den  von  diesem  ausgeschlossenen  Fällen  nicht  gelte, 
anzugeben,  was  denn  in  diesen  FäUen  die  Lösung  sei.  Dann  giebt 
er  eine  neue  Darstellung  seiner  Lösung^),  die  aber  im  einzelnen 
nicht  von  üngenauigkeiten  frei  ist^^.  Wichtiger  ist,  dafs  er  mit 
allem  Nachdruck  erklärt^:  „cette  constraction  a  toujours  Heu,  de 
quelqne  nature  que  soit  la  figure  initiale  propos^e  de  la  courbe,  et 
il  ne  s'agit  ici  que  de  la  portion  ABD'^  laquelle  quand  elle-meme 
auroit  d'autres  continuations  de  part  et  d'autre  en  vertu  de  sa 
nature,  elles  n'entrent  en  aucune  considÄration/'  Und^*):  „Les 
differentes  parties  semblables  de  cette  courbe^^  [einer  aus  Kreis- 
bogen zusammengesetzten  Curre]  „ne  sont  donc  li^es  entre  elles 
par  aucune  loi  de  continuit^^),  et  ce  n'est  que  par  la  description 

qu'elles     sont  jointes    ensemble    La   seule    consid^ration    du 

trait  de  la  courbe  sufßt  a  nons  faire  connoitre  le  mouvement  de  la 
corde,  sans  l'assujettir  au  calcul/* 

lyAlembert's  Beplik  erschien  erst  nach  einigen  Jahren*^). 
Er  stellt  zunächst**)  noch  einmal  seine  Auffassung  der  Lösung  dar 
und  rtickt  bei  dieser  Gelegenheit  Euler  die  enii:ähnten  üngenauig- 
keiten Yor.  Weiter  erhebt  er  einen  Einwand,  der  allerdings  von 
principieller  Wichtigkeit  ist  und  einen  Punkt  betrifft,  der  auch 
später  nicht  immer  die  gehörige  Beachtung  gefunden  hat:  Die 
Differentialgleichung  §  4  (1)  kann  nämlich  nur  in  solchen  Punkten 
der  Curye  im  strengen  Sinne  erfüllt  sein,  in  welchen  d'^y/dx^  über- 
haupt   einen   bestimmten    Wert,    die    Curve    also    einen  bestimmten 


55)  Berl.  Hist.  1753  [55],  nr.  12,  p.  202. 

56)  nr.  15,  p.  208. 

57)  nr.  25,  p.  210  der  Schlufs  von  =-? :  ^  =  const.  auf  -=^ :  ^  ■=  const. ; 

ox^  ci*  ex    dt 

nr.  31,  p.  214  der  Schlufs  auf  die  Identität  von  ^  und  ?. 

58)  nr.  86,  p.  217. 

59)  nr.  37,  p.  217. 

60)  Mit  dem  Wort  „continuit^^'  verband  man  damals  nicht  diejenigen 
Torstellungen ,  die  wir  jetzt  mit  dem  Worte  „Stetigkeit",  sondern  die- 
jenigen, die  wir  jetzt  mit  dem  Worte  „analytische  Fortsetzung^'  verbinden. 

61)  OpuBCules  math^matiques,  1,  Paris  1761,  p.  1. 

62)  §  5,  p.  14. 
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Krümmungsradius  hat^).  Insbesondere  verlangt  sie,  dalB  in  den 
festen  Endpunkten  der  Gurve,  in  denen  doch  d^y/dt^  keinen  anderen 
Wert  als  0  haben  kann,  auch  d'^yßx^  «=  0,  der  Krümmungsradius 
also  unendlich  grofs  sei.  Als  „veritable  raison  m^taphjsique"  hier- 
von, die  auch  nichtmathematischen  Lesern  einleuchten  müsse,  be» 
zeichnet  d'Alembert  den  Umstand,  dafs  in  solchen  Punkten,  in 
denen  d'^y/dx^  nicht  existirt^),  auch  die  beschleunigende  Kraft  durch 
die  Aufgabe  nicht  eindeutig  bestimmt  sei.  Daher  erklttrt  er  es 
überhaupt  für  unmöglich,  das  Problem  in  solchen  Fällen  zu  lösen: 
^,le  mouvement  de  la  corde  ne  peut  etre  soumis  a  aucun  calcul,  ni 
represente  par  aucune  construction^^;  „la  nature  arrete  le  calcul". 
Auf  Euler's  Frage,  wie  denn  in  solchen  Fällen  die  Bewegung  der 
Saite  vor  sich  gehe,  antwortet  er:  „c'est  a  la  phjsique  de  se 
-charger  du  reste"^).  Den  Einwand,  dafs  solche  ünregelmäfsigkeiten 
nur  in  unendlich  kleinen  Teilen  der  Curve  vorkommen  könnten  und 
also  auf  das  Gesamtresultat  ohne  Einflufs  seien^  will  er  nicht  gelten 
lassen.  —  Weitere  Auseinandersetzungen  d'Alembert's  beruhen  auf 
der  stillschweigend  gemachten  Voraussetzung,  zwei  analytische  Aus- 
drücke müDsten  für  alle  Werte  einer  in  ihnen  vorkommenden  Vari- 
abein X  übereinstimmen,  sobald  diese  Übereinstimmung  in  irgend 
«inem  Intervall  stattfinde**). 


63)  D'Alembert  erklärt  sogar  (§  7,  p.  17),  die  Krümmung  müsse  sich 
überall  stetig  ändern.  In  der  That  kann  ein  Differentialquotient,  wenn 
•er  wirklich  in  jedem  Pmikte  eines  Intervalls  existirt,  keine  Unstetigkeit  erster 
Art  haben  (ü.  Dini,  teorica  delle  fonzioni  reali,  Pisa  1878  [deutsch 
Leipzig  1892],  §  31,  78). 

64)  Er  sagt  (§  11,  p.  22):  „in  denen  der  ErOmmungsradius  zwei  ver- 
schiedene Werte  hat^^ 

65)  §  23,  p.  40. 

66)  §  15,  p.  29ff.  Erwähnt  sei  daraus  die  Frage  (§  17,  p.  33):  wenn 
man  solche  Functionen,  wie  Euler  wolle,  zuliefse,  würde  das  nicht  den 
allgemein  angenommenen  Beweis  der  unbestimmten  Quadratur  des  Kreises 
umwerfen?  In  der  That  bedurfte  der  damals  geläufige  Beweis  {a/rc  sin 
sei  eine  unendlich  vieldeutige  und  folglich  keine  algebraische  Function; 
vergl.  etwa  J.  F.  Montucla,  histoire  des  math^matiques,  2<^«.  ^d.,  4,  Paris 
1802,  p.  684)  eine  Ergänzung  nach  dieser  Richtung;  d'Alembert  hat 
später  (opusc.  math.  4,  Paris  1768,  p.  67)  selbst  bemerkt,  dals  die  ent- 
sprechende Schlufsweise  bei  der  Cjcloide  zu  einem  falschen  Resultat 
führt.  —  Dann  §  21,  p.  37:  Euler  habe  ihm  imputirt,  er  halte  die 
Lösung  nur  für  möglich,  wenn  die  Anfangsfigur  sich  durch  eine  Sinusreihe 
darstellen  lasse  [ein  MiTsverständnis  d' Alembert's] ;  das  falle  ihm  nicht 
ein.  Es  würde  nur  richtig  sein,  wenn  man  beweisen  könne,  dafs  jede 
periodische  Function  sich  durch  eine  Sinusreihe  darstellen  lasse,  „ce  qui 
me  paralt  impossible^S 
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Euler  ist  durch  diese  Darlegongea  d'AIembert's  nieht  ül>er* 
seugt  worden.  Ohne  gerade  <^e  Polemik  fortzusetzen,  kommt  er  noch 
wiederholt  auf  den  Gegenstand  znrflck^^)  und  betont  jedesmal  mit 
all^  Entschiedenheit,  dals  es  in  diesem  ^omm  analjseos  genus^ 
(der  Theorie  der  partiellen  Differentialgieidittigen)  nnerlttMidi  sei, 
^uncüones  miztas  yel  irreguläres^^  numlassen.  Sachlich  bringen 
diese  wiederh<dten  Abhandlungen  E^er^s  nieht  viel  neues;  erwähnens- 
wert ist  nuTy  dafs  er  zur  Erlftutenmg  seiner  Theorie  die  Fort* 
Pflanzung  einer  auf  einen  Teil  der  Saite  beschrankten  Erschütterung 
und  ihre  Beflezion  an  den  Enden  aus  seinen  Formeln  ableitet^). 
Einige  Scrupel  machte  ihm  dabei  zuerst  D.  Bemoulli's  Frage,  wes- 
halb die  anfängliche  Erschütterung  nach  beiden  Seiten  hin  sich  fort- 
pflanzt, die  einmal  gebildete  Welle  aber,  bis  sie  an  ein  Hinderms 
stdlst,  &ren  Fortsohreitungssinn  beibehält;  doch  hat  er  sich  die  Sache 
bald  zureditgelegt^). 

Andererseit«  hfilt  auch  d^Alembert  an  seiner  Auffassung  fest; 
auch  er  wiederholt  seine  Argumentation  noch  Öfter ^*)^  ohne  wesent^ 
lidi  neues  zu  bringen.  Auch  rerschiedene  Briefe  Euler's,  aus  denen 
er  BruchstA^^e  mitteilt  ^^),  rermSgen  ihn  nicht  zu  überzeugen.  Zu 
erwSknen  ist  etwa,  dafs  d'Alembert  es  als  yon  allen  Seiten  zu- 
gestanden^*) bezeichnen  kann,  dafs  die  Lösung  ffir  den  Fall  des 
Auftretens  von  Ecken  in  der  Ausgangsfigur  nicht  möglich  sei. 

Soll  man  über  die  ganze  Debatte  zwischen  d'Alembert  und 
Eni  er  vom  Standpunkt  der  heutigen  Analjsis  ein  urteil  aussprechen, 
so   wird  man,  wie  meistens  in  solchen  Fällen,  keinem  «von  beiden 


67)  Taur.  Mise.  3,,  1762/66  [66],  p.  1;  Berl.  Hist.  iTBö  [67],  p.  807; 
Petrop.  N.  Comm.  17,  1772  [78],  p.  381;  Petrop.  Acta  1779,  [1788], 
p.  116. 

68)  Taur.  Mise.  ^^  nr.  47,  p.  36  ein  kuraer  Hinweis;  Berl.  Hist.  1766 
p.  307  eine  ausfüfazliche  und  in  allem  Wesentlichen,  wenn  auch  vielleicht 
nicht  in  allen  Einzelheiten  richtige  Behandlmig.  Dann  ib.  p.  866  An- 
wendung auf  die  Theorie  des  Echos  (für  eine  momentane  Erschütterong 
eines  einzebien  Teilchens  schon  bei  Lagrange,  Taur.  Mise.  1,  1769, 
nr.  69  (oeuvr.  1,  p.  133)  und  bei  Euler,  Berl.  Hist.  1769  [66],  nr.  26, 
p.  198),  sowie  Unterscheidung  der  Verhältnisse  am  offenen  und  am  ge- 
schlossenen Ende  einer  Pfeife.  Auch  Petrop.  N.  Comm.  17,  1772  [78], 
nr.  20,  p.  401  kommt  Euler  noch  einmal  auf  die  Frage  zurück. 

69)  Berl.  Hisi  1769  [66],  nr.  31,  p.  201;  1766  [67],  nr.  28,  p.  819; 
nr.  27,  p.  363.  Vergl.  seinen  Brief  an  Lagrange  vom  Oct.  1769,  oeuvres 
de  L^prange  14,  p.  164. 

70)  Opuflc.  math.,  Paris  1768,  4,  p.  134;  5,  p    188. 

71)  4,  p.  146,  Yom  Jan.,  und  p.  162  vom  Decbr.  1768. 

72)  „de  Taveu  de  tous  les  g^om^tres",  6,  p.  141. 
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völlig  Becht  und  keinem  völlig  unrecht  geben  können.  Man  wird 
d'Alemberf  8  Forderung,  die  Anwendung  der  Analysis,  ja  schon  das 
Wort  und  den  Begriff  Function,  auf  unbeschiiuikt  oft  differentürbare'') 
Functionen  einzuschränken,  zurückweisen  müssen  als  einen  Versuch, 
der  Entwickelung  der  Wissenschaft  willkürlich  Gesetze  vorzuschreiben; 
man  wird  aber  auch  andererseits  der  Leichtigkeit,  um  nicht  zu 
sagen  dem  Leichtsinn,  nicht  mehr  folgen  können,  mit  der  Euler 
Differential-  und  Integralrechnung  auf  ganz  willkürliche  Functionen 
anwendet. 

§  7.     Die    Begründung    der  Methode    der  Beihenentwicke- 

lungen  durch  Daniel  Bernoulli. 

Ganz  anders  als  Euler  und  d'Alembert  behandelt  Daniel 
Bernoulli  das  Problem  der  Saitenschwingungen ^^).  Indem  er  mit 
seinen  bereits  an  anderen  Problemen  gewonnenen  Kenntnissen  (vgl. 
§  2  und  3)  und  mit  seinen  akustischen  Erfahrungen^^)  an  das  Problem 
heran  trat,  konnte  es  ihm  nicht  entgehen,  dafs  auch  eine  Saite  un- 
endlich viele  Hauptschwingungen  zu  geben  im  stände  sein  müsse  ^*). 
In  der  That  kann  man  in  der  von  Taylor  gefundenen  Gleichung 
einer  solchen  Schwingung: 

y  SB  sinfHX 
den  Bedingungen: 

^  SB  0  für  35  =  0  und  für  a?  «=  « 

nicht  nur  ^durch  genügen,  dafs  man  m  «=  1  setzt,  sondern  durch 
jeden  ganzzahligen  Wert  von  m^^.  Aber  D.  Bernoulli  begnügte  sich 
nicht  mit  der  Erkenntnis  dieser  Thatsache,  sondern  er  zog  aus  den 
bei  der  Untersuchung  von  Systemen  discreter  Punkte  (§  1)  er- 
haltenen Resultaten  den  weiteren  ßchluTs,  dafs  man  aus  diesen 
Hauptschwingungen  die  allgemeinste  mögliche  Bewegung 
der    Saite     durch    Superposition    zusammensetzen    könne. 


73)  bezw.,  was  für  ihn  dasselbe  ist,  auf  analytische  (nach  der  Taylor*- 
sehen  Reihe  entwickelbare). 

74)  Berl.  Eist.  1768  [56],  p.  147.  Man  vgl.  auch  die  schon  früher 
gegebenen  Andeutungen'^. 

75)  Vgl.  z.  B.  seine  Briefe  an  Euler  vom  März  1789,  Nov.  1740  und 
Jan.  1741,  corresp. ")  2,  p.  466,  464,  467 ;  über  die  Entstehung  seiner  Ab- 
handlung den  Brief  vom  Oct.  1758,  p.  661. 

76)  Berl  Eist.  1768  [65],  nr.  2,  p.  148. 

77)  Wie  er  dazu  kommt,  diesen  Satz  Taylor")  zuzuschreiben,  kann 
ich  nicht  aufklären. 


§  7.   Daniel  Bemoulli.  1$ 

m.  a.  W.  dals  sich  das  Gesetz  der  Bewegung  einer  Saite  allgemein 
durch  eine  Gleichung  der  Form  darstellen  lasse'®): 

y  ^  a  sin rc  cos  ^  +  j3  sin  2a?  cos  2f  +  y  sin  3a;  cos  3<  +  "  • 
(die  Anfangsgeschwindigkeiten  als  Null  yorausgesetzt).     Er  spricht 
es   als  seine  Überzeugung  aus,  daüs  alle  von  d'Alembert  und  Euler 
gefundenen  Lösungen  in  dieser  JB^orm  enthalten  sein  müssen'^). 

Eine  sich  unmittelbar  anschliefsende .  Fortsetzung  seiner  Ab* 
handlung^)  enthält  nähere  Ausführungen,  indem  er  zunächst  die 
Schwingungen  einer  mit  n  Gewichten  belasteten,  selbst  aber  gewichts- 
losen Saite,  wie  früher  sein  Vater  *),  bestimmt  und  dann  n  unbegrenzt 
wachsen  lässt.  Er  behandelt  ausführlich  den  Fall  n  ^  2  und  zeigt, 
dass  in  diesem  Falle  zwei  Hauptschwingungen  möglich  sind,  deren 
Perioden  je  nach  den  Abständen  der  Gewichte  von  den  Endpunkten 
und  Yon  einander  commensurabel  oder  incommensurabel  sein  können. 
Dann  föhrt  er  fort®^):  „pour  peu  qu'on  ait  fait  attention  a  notre 
methode  on  aura  vu  que  notre  throne  s'^tend  a  tel  nombre  de 
Corps*)  qu'on  se  propose^',  begnügt  sich  aber  mit  einigen  Erläuterungen 
für  n  s»  3,  um  alsbald  zu  der  allgemeinen  Erklärung  zu  gelangen®^: 
„Ce  que  je  yiens  de  dire,  je  ne  crains  pas  de  T^tendre  jusqu'a  tous 
les  petits  mouyements  r^ciproques^)  qui  peuyent  se  faire  dans  la 
Nature,  pourvu  que  ces  petits  mourements  r^ciproques  sojent  entre- 
tenus  par  une  cause  permanente.  Car  tout  corps  qu'on  ^carte  un  peu 
de  son  point  de  repos  tendra  vers  ce  point  avec  une  force  propor- 

tionelle  a  la  petite  distance  depuis  le  point  de  repos Toutes 

ces  yibrations  simples  et  particuliires  ne  s'entre-empecheront  point/^ 

Damit  war  in  der  That  ein  fundamentales  Princip  der  gesamten 
mathematischen  Physik,  so  weit  sie  mit  Schwingungen  zu  thun  hat, 
gefanden;  D.  Bemoulli  durffce  das  Verdienst  für  sich  in  Anspruch 
nehmen,  dieses  Princip  nicht  nur  zuerst  ausgesprochen,  sondern  auch 
sogleich  seine  weittragende  Bedeutung  erkannt  zu  haben  ^). 

78)  Berl.  Hist.  1763  [55],  nr.  17,  p.  160,  nr.  28,  p.  165.  Man  mufs  sich 
die  Gleichung  ans  diesen  verschiedenen  Stellen  zasammenlesen;  explicite 
stseht  sie  bei  D.  Bemoulli  nirgends.  Bei  Eni  er,  Berl.  Hist.  1748  [50], 
nr.  80,  p.  84  steht  sie  als  Beispiel:  „r^quation  soivante  foumit  une  courbe 
requise"  [nicht  etwa  la  courbe]. 

79)  Berl.  Hist.  1758  [55],  nr.  10,  p.  155,  nr.  18,  p.  157. 

80)  p.  173. 

81)  nr.  10,  p.  188. 

82)  nr.  13,  p.  187. 

88)  d.  h.  hin-  und  hergehende  (oscillirende).  Das  Wort  wurde  damals 
vielfach  in  dieser  Bedeutung  gebraucht. 

84)  „cette  nouvelle  v^ritä  de  la  physique  m^cfaanique*^  nr.  18,  p.  195. 

2* 
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§  8.     Debatte  über  D.  Bernoulli's  Auffassung. 

Weniger  gut  war  es  mit  der  mathematischen  Begründung 
des  Princips  bestellt;  D.  Bemoulli  macht  nicht  einmal  den  Versuch, 
die  Bichtigkeit  seiner  Anschauungen  f£br  eine  beliebige  Zahl  n  nach- 
zuweisen oder  die  Fälle,  in  denen  trigonometrische  Functionen  auf- 
treten^ Ton  dei\|enigen  zu  sondern,  in  denen  man  mit  Exponential- 
fnnctionen  zu  thun  hat;  noch  weniger  hat  er  den  Grenzübergang 
2u  n  =a  oo  genauer  untersucht.  Es  konnte  daher  nicht  ausbleiben, 
dafs  sich  alsbald  von  verschiedenen  Seiten  Widerspruch  erhob;  und 
zwar  geschah  es  zuerst  ron  Seiten  Euler's,  der  seine  Kritik  im 
unmittelbaren  Anschlufs  an  Beraoulli's  Mitteilung  abdrucken  Heiä^). 
Er  erkennt  die  physikalische  Bichtigkeit  und  Wichtigkeit  Ton 
Bemoulli's  Anschauungen  an,  hat  aber  mathematische  Bedenken. 
Zunächst  erklärt  er  es  für  eine  sehr  uneigentHche  Ausdrucksweise, 
wenn  man  den  Begriff  der  Superposition  auf  unendlich  viele  GHeder 
anwenden  wolle;  z.  B.  g^be  die  Gleichimg^ 

^^^.  sina; 

^^  ^  **  1  —  2  a  cos  Ä  +  «• 

eine   viel   einfachere  Vorsteilung   von   der   durch    sie    dargestellten 
Curve,  als  die  Beihenentwickluxig: 

(2)  y  s«  ^  a"~    smnx. 

„Mais  il  7  a  plus'^^'):  aus  Bemoulli's  Formeln  ergebe  sich  die 
[von  diesem  selbst  nicht  gesogene]  Consequenz,  dafs  sich  jede 
willkürliche  Function  einer  Variablen  x  in  der  Gestalt 
einer  nach  den  Sinus  der  ganzzahligen  Vielfachen  von  x 
fortschreitenden  Reihe  darstellen  lassen  müsse.  Das  hält 
nun  Euler  für  ganz  ausgeschlossen^^):  eine  durch  eine  solche  Beihe 
dargestellte  Function  sei  ungerade  und  periodisch;  wenn  also  die 
vorgelegte  Function  diese  Eigenschaften  nicht  habe,  könne  es  un- 
möglich gelingen,  sie  in  eine  solche  Reihe  zu  Mitwickeln.  Man 
sieht,  dafs  Euler  auch  hier  noch  seinen  Schlufs  auf  den  als  ganz 
selbstverständlich  angesehenen  Satz  stützt,  eine  in  einem  gewissen 


86)  Berl.  Bist.  1758  [55],  p.  196. 

86)  nr.  4,  p.  197.    Die  Formel  war  ihm  aus  früheren  Untersuchungen 
anderer  Art"^)  bekannt. 

87)  nr.  5,  p.  198. 

88)  nr.  9,  p.  200. 
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Intervall  richtige  Oleichung  zwischen  zwei  analytischen  Ausdrücken 
müsse  allgemein  richtig  sein^).  Daraufhin  erklärt  er  Bemoulli's 
LGsong  für  eine  nur  particul&re;  als  eine  solche  habe  er  selbst 
sie  sehon  voiher  gegeben''). 

D.  Bernoulli  antwortete  in  einer  Selbstanzeige  seiner  Abhand- 
lung^): JLbl  courbe  räsultante  renfermera  une  infinit^  de  quantit^ 
arfoitraires,  desquelles  on  pouna  se  servir  pour  faire  passer  la  couibe 
finale  par  taut  de  points  donn^s  de  position  qu'on  Teut,  et  x>oiir 
id^itifier  par-ia  cette  courbe  ayec  la  courbe  propos^  ayec  tel  degr^ 
de  pr^dBion  qu'on  reut  ....  Ma  m^thode  est  g^n^rale-  et  exacte, 
taut  qu'il  n'eet  question  que  de  quantites  finies.^  Er  zieht  sich  also 
auf  einen  Standpunkt  diesseits  des  Grenzübergangs  zurück^^)« 
Wenn  man  aber,  so  i^lhrt  er  fort,  unendlidi  kleine  Gröfsen  berück- 
sichtigen wolle,  so  sei  £uler^s  Lösung  auch  nidit  ausnahmslos  richtig, 
z.  B.  nicht,  wenn  die  Krümmung  in  den  Endpunkten  der  Saite  nicht 
Null  sei«*). 

Euler  kommt  ^&ter  noch  einmal  auf  die  Debatte  zurück,  bei 
Gelegenheit  sdner  Untersuchung  über  die  Fortpflanzung  und  Re- 
flexion partieller  Erschütterungen^.  Er  erklärt  es  für  „sans  doute 
tr^-difficile,  pour  ne  pas  dire  impossible^*,  in  diesem  Fall  die 
Goefficienten  von  BemouUi's  Entwickelung  zu  bestimmen«'). 


89)  Es  ist  das  um  so  bemerkenswerter,  als  er  doch  selbst  erkannt 
hatte  und  gerade  in  dieser  Abhandlung  noch  einmal  ausfohrlich  aus- 
einandersetzt^^, dafs  man  in  seiner  Lösung  des  Problems  unter  dem 
Zeichen  f  {x  ■\-  f)  für  auTserhalb  des  ursprünglichen  Intervalls  gelegene 
Werte  von  x-\-t  nicht  die  analytische  Fortsetzung,  sondern  die  periodische 
Wiederholung  des  ursprünglich  gegebenen  Functionsstücks  nehmen  müsse. 

90)  Journal  des  89avans,  März  1758,  p.  167 ff.,  bes.  p.  166  (in  Form 
einee  Briefes  an  Clairaut). 

91)  Noch  schärfer  ausgeprSgt  erscheint  diese  seine  Stellungnahme 
Par.  Hist.  1762  [64],  p.  442:  „on  se  contente  de  dire  que  ma  m^thode  reste 
en  däfaut  lorsque  mes  ^^ments  infiniment  petits  sont  absolument  nuls. 

CTeot  par  une  pareille  m^taphysique  qu'on  soutient  ai^ourd'hui  que  nx-  — 

n'est  pas  »»  xx  dans  le  cas  oü  n  est  absolument  nul.  Comme  les  ^tres 
phjsiques  ne  sauroient  3tre  compos^s  de  parties  absolument  nulles,  je  ne 
vois  aucune  r^alit^  dans  ces  objections;  je  ne  la  vois  pas  m6me  pour  la 
g^om^trie  abstraite.** 

92)  Hierher  gehört  auch  ein  undatirter,  von  den  Herausgebern  „zwischen 
1754  und  1766''  gesetzter  Brief  von  D.  Bernoulli  an  Eoler  corr.  '^  2,  p.  656. 
In  demselben  ist  bemerkenswert,  dafs  Bernoulli  den  im  Text  durch  den 
Druck  hervoigehobenen  Satz  als  „votre  (d.  h.  Eulers)  beau  th^r^me''  be- 
zeichnet. 

93)  Berl.  Hist.  1766  [67],  nr.  10,  p.  812. 
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Erregter  war  die  Debatte  zwischen  D.  Bernoulli  und  d'Alem- 
bert,  da  zwischen  diesen  schon  von  früheren  Meinungsverschieden- 
heiten her  ein  gespanntes  Verhältnis  bestand^).  D'Alembert 
eröffnete  sie  gleich  mit  einem  Müsyerstandnis,  indem  er  D.  Bernoulli 
die  Behauptung  zuschrieb,  nicht  alle  Punkte  der  Saite  legten  ihre 
Schwingungen  in  derselben  Zeit  zurück*^).  In  einer  ausfOhrlicheren 
und  von  mathematischen  Entwicklungen  begleiteten  Darstellung 
seiner  Einwände^)  erklärt  er  sich  zunächst  mit  Euler's  Argumen- 
tation^^ einverstanden;  er  geht  sogar  üisofem  noch  über  Euler 
hinaus,  als  er  es  nicht  für  möglich  hält,  auch  nur  jede  [analytische] 
periodische  Function  durch  eine  Sinusreihe  darzusteUen^^.  Er  be- 
inängelt  Bemoulli's  SchluTs  vom  Endlichen  auf  das  unendliche'^ 
—  den  dieser,  wie  wir  gesehen  haben'*),  gar  nicht  gemacht  hatte  — ; 
behauptet,  eine  durch  eine  Sinusreihe  darstellbare  Curve  müsse 
überall  stetige  Krümmung  haben '^);  ist  durch  das  Zusanmienfallen 
beliebig  vieler  Punkte  beider  Curven  (der  darzustellenden  und  der 
durch  die  Reihe  dargesteUten)  nicht  zufriedengestellt'');  und  schliefst 
mit  der  Prophezeiung^^):  wenn  es  jemals  gelingen  sollte,  die  Dar- 
stellbarkeit einer  willkürlichen  periodischen  Function  durch  eine 
Sinusreihe  zu  beweisen,  müfste  man  dazu  seinen  Weg^)  einschlagen, 
d.  h.  die  periodischen  Functionen  als  Ümkehrungen  derjenigen- 
Functionen  darstellen,  die  die  Abhängigkeit  des  Bogens  einer  ge- 
schlossenen Curve  von  der  Abscisse  seines  Endpunkts  geben. 

Anhangsweise  macht  d'Alembert  noch  darauf  aufinerksam^^), 
dafs  sich  D.  Bemoulli's  Behandlung  der  Probleme  mit  einer  endlichen 


94)  Man  vergleiche  die  Briefe  von  D.  Bernonlli  an  Enler  aus  den 
Jahren  1746—60,  corr.  *»)  2,  p.  677,  686,  691,  694,  608,  612,  621,  646,  ina- 
besondere  die  Charakterisirung  (vom  Jan.  1760,  p.  660):  „Den  Herrn 
d^Alembert  halte  ich  für  einen  grossen  mathematicnm  in  abstractis;  aber 
wenn  er  einen  incursum  macht  in  mathesin  applicatam,  so  höret  alle 
estime  bei  mir  auf .  .  .  und  wäre  es  oft  besser  för  die  realem\  physicam,- 
wenn  keine  Mathematik  auf  der  Welt  wäre."  Andererseits  die  Briefe  von 
d'Alembert  an  Lagrange  vom  März  1766  und  Jtmi  1769,  oeuvres  de 
Lagrange  Ift,  p.  38  imd  186. 

96)  Encyclop^die  art.  fondamental.  (Mir  war  nur  der  Genfer  Neudruck 
V.  J.  1777  zugänglich;  dort  steht  die  Stelle  t.  14,  p.  849.) 

96)  Opuscules  mathämatiques  I,  Paris  1761,  §  24,  p.  42. 

97)  p.  46. 

98)  p.  46. 

99)  p.  47. 

100)  die  sich  freilich  im  weiteren  Laufe  der  Entwickelung  nicht  er- 
füllt hat. 

101)  p.  48,  61. 
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Anzahl  von  Freiheitsgraden  aus  seiner  (d'Alembert's)  Theorie  der  Systeme 
linearer  Differentialgleichungen  mit  constanten  Goefficienten  ^')  ergebe. 
Zwischendurch  zieht  sich  noch  eine  Discnssion  über  eine  Frage 
von  untergeordneter  Bedeutung  ^^):  nämlich,  in  welchem  Sinne  man 
sagen  könne,  dass  die  Schwing^ungsdauer  einer  Saite  von  der  Anfangs- 
figur unabhängig  sei^^.  Gegenwärtig  würde  man  sagen:  die  im 
allgemeinen  geltende  Periode  ist  auch  in  jedem  speciellen  Falle  eine 
Periode,  nur  nicht  immer  eine  primitive.  —  D'Alembert  will  auch 
z.  B.  eine  Gleichung  der  Form: 

y  =  a  sin  a;  cos  t  -\-  b  sin  Sx  cos  3 1 

nur  dann  als  Gleichung  einer  zusammengesetzten  Schwingung  gelten 
lassen,  wenn  jeder  Punkt  der  Saite  während  der  Zeit  n  die  Buhe- 
lage mehr  als  einmal  passirt,  was  für  a  >  27&  sicher  nicht  der 
Fall  sei^®').  Er  geht  sogar  so  weit^®*),  dass  er  selbst  die  physi- 
kalische Richtigkeit  von  D.  Bemoulli's  Anschauungen  bestreitet, 
indem  er  sich  auf  den  Umstand  beruft,  dafs  bei  zusammengesetzten 
Schwingungen  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Durchgängen 
durch  die  Buhelage  nicht  immer  gleiche  Zeiten  liegen. 

Auch  weiterhin  ist  d'Alembert  noch  wiederholt  auf  D.  Ber- 
jioulli's  Theorie   zurückgekommen  ^^^),   ohne   dafs  man  jedoch    sagen 

102)  p.  49,  58. 

108)  p.  62. 

104)  p.  61. 

106)  So  opusc.  4,  Paris  1768,  p.  158  (der  Aufsatz  ist  nach  der  Angabe 
p.  156  bereits  1762  niedergeschrieben;  er  bringt  so  gut  wie  gar  nichts 
neues);  p.  175,  wo  er  die  Unterscheidung  zwischen  dem  Werte  einer 
Function  von  x  f^  x  absolut  Kuli  und  für  sehr  kleine  x  (d.  h.  nach 
heutiger   Terminologie    zwischen    f(0)    und    lim    f{x))    hervorhebt    und 

einige  „metaphysische^'  Erörterungen  über  „atömes  infiniment  petits,  mais 
non  absolument  nuls"  zufügt;  p.  200,  wo  er  gegen  physikalische  Begrün- 
dung mathematischer  Sätze  grundsätzlichen  Protest  erhebt;  femer  5  (ib. 
eod.)  p.  144,  wo  er  an  der  Möglichkeit  verzweifelt  („il  ne  me  parott  pas 
poBsible"),  die  Gesetze  der  Schallfortpflanznng  durch  analytische  Formeln 
auszudrücken.  Dann  in  der  Form  von  Briefen  an  Lagrange  aus  dem 
Jahre  1769,  Berl.  Eist.  19,  1763  [70],  p.  285—254,  wo  er  noch  einmal 
wiederholt  (p.  239,  240):  die  Schwingungen  einer  Saite  seien  einfach  und 
nicht  zusammengesetzt;  man  könne  die  Obertöne  nicht  durch  D.  Ber- 
Boulli^s  Theorie  erklären;  die  trigonometrische  Reihe  lasse  keine  Ecken 
oder  Spitzen  zu;  solche  Ecken  und  Spitzen  abstumpfen  (^mousser),  wie 
Euler  vorgeschlagen,  dürfe  man  nicht.  (Im  Briefwechsel  zwischen  d'Alem- 
bert  und  Lagrange,  oeuvres  de  Lagrange  13,  finden  sich  diese  Briefe 
nicht;  es  verhält  sich  mit  ihnen  wohl  ähnlich  wie  mit  den  weiter  unten  ^^*) 
zu  besprechenden.) 
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könnte,  es  sei  dadurch  eine  klarere  Einsicht  in  die  Streitfrage  erreicht 
worden.  Nur  so  yiel  wird  man  vielleicht  behaupten  dtlrfen:  im 
Laufe  der  Discuasion  tritt  für  den  heutigen  Leser  immer  klarer  zu 
Tage,  d&fs  den  einzelnen  Meinungsverschiedenheiten  überall  der 
piindpielle  Gegensatz  zwischen  D.  Bemoulli's  phjsikaUseher  An* 
schauung  und  d'Alemberfs  die  ArithmetiBirung  der  BegrijQfe  jeden- 
falls bewulst  anstrebendem,  wenn  auch  nicht  immer  erreichendem 
Denken  zu  Grunde  liegt.  D.  Bemoulli  hat  diesen  Gegensatz  auch 
sehr  wohl  empfunden*^);  d'Alembert  dagegen  ist  er  jedenfalls  nicht 
zu  vollem  Bewufstsein  gekonoimen,  sonst  hätte  seine  Polemik  sich 
nicht  in  so  viele  Einzelheiten  von  untergeordneter  Bedeutung  ver- 
lieren können. 

Übrigens  hat  auch  D.  Bemoulli  später  noch  einmal  eine  zu- 
sammenhängende Darstellung  seiner  Auffassung  veröffentlicht^^). 
Er  beginnt  mit  der  Erklärung:  „non  haesito  principium,  de  quo  hie 
sermo  est .  . .  inter  utilissima  referre  theoremata  physico-mechanica^S 
Dann  berichtet  er*®'),  dafs  er  das  Problem  der  ungleichmäfsig  dicken 
Saite  (§27)  in  der  Erwartung  gestellt  habe,  an  diesem  Problem 
werde  sich  zeigen,  welche  von  den  verschiedenen  bei  der  Saite  von 
überall  gleicher  Dicke  angewandten  Methoden  die  grösste  Tragweite 
habe;  „at  vero  intra  eosdem,  sua  quisque  methodo  usus,  substitimus 
cancellos*^  Er  weist  noch  einmal  auf  die  Bestätigung  seiner  Theorie 
durch  das  hörbare  Auftreten  von  Obertönen  hin*®^),  sowie  auf  das 
Verhalten  von  Systemen  mit  einer  endlichen  Anzahl  n  von  Freiheits- 
graden ^^•).  Der  Schlufs  auf  n  =  cx>  macht  ihm  keine  Scrupel***^); 
und  er  glaubt  alle  gegen  ihn  erhobenen  Schwierigkeiten  auf 
Meinungsverschiedenheiten  über  den  Gebrauch  des  Unendlichgrofsen 
in  der  angewandten  Mathematik  zurückführen  zu  können***).  Dabei 
läfst  es  ihn  unberührt,  dafs  auch  die  reine  Mathematik  an  den  hierL 
vorliegenden  Fragen  ein  selbständiges  Interesse  hat,  und  dafs  diesem 
Interesse  durch  seine  Formulirungen  noch  nicht  genügt  war. 


106)  Petrop.  N.  Comm.  19,  1774  [75],  p.  28». 

107)  p.  240. 

108)  bei  Saiten,  nr.  2,  p.  242;  bei  Glockenspielen  (carillons),  nr.  8, 
p.  243 

109)  nr.  4,  p.  246. 

110)  nr.  11,  p.  268:  „problema  nostram  plane  determinatom,  quot- 
cunque  fuerint  coxpora;  ergo  quidni  determinatom  erit,  si  numeros  corpo- 
rum  censeatur  infinitna?^^ 

111)  p.  241:  „tolle  modo  omnem  de  infinito  amphiboliam  .  .  et  onmem 
inter  nos  tolles  controversiam.*^ 
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§  9.     Euler's  TTntersuchaxig  über  Schallfortpflanzung 

in  der  Luft. 

Nahe  yerwandt  mit  dem  Problem  der  Saitenschwingongen  ist 
das  Problem  der  Schallfortpflanzung  in  der  Luft,  genauer  gesprochen: 
in  einer  geradlinigen  „Luftfaser^^  Dieses  Problem,  bezw.  das 
analoge  Problem  der  Lichtschwingungen  im  Äther,  war  schon 
mehrfach,  mit  mehr  oder  weniger  Erfolg,  in  Angriff  genommen 
worden,  so  von  Newton,  Johann  11.  Bemoulli,  d'Alembert  Nament- 
lich hatte  Euler  bereits  1746  nicht  nur  die  Art  ganz  zutreffend 
qualitativ  geschildert,  wie  eine  an  einer  Stelle  entstandene  Störung 
sich  in  einer  solchen  Faser  fortpflanzt,  indem  er  sie  als  aus  un- 
begrenzt vielen  nebeneinanderliegenden  elastischen  Teilchen  bestehend 
ansieht  ^^');  sondern  er  hatte  auch  einfache  harmonische  Schwingrungen 
hypothetisch  eingeffihrt  und  von  ihnen  gezeigt  „huinsmodi  motum 
subsistere  posse^^  Auch  hatte  er  bereits  auf  Grund  dieser  Hypo- 
thesen die  Abhängigkeit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von 
Elasticitat  und  Dichte  berechnet^*). 

Ungefähr  gleichzeitig  mit  seinen  ersten  Untersuchungen  über 
Saitenschwingungen^^  versucht  Euler  diese  Ansätze  auch  mathe- 
matisch durchzuftihren^^^).  Er  betrachtet  zunächst  die  Bewegung 
eines  Massenteilchens,  das  durch  elastische  Bänder  an  zwei  festen 
Punkten  befestigt  ist  und  nur  in  der  Verbindungslinie  dieser  Punkte 
hin-  und  herschwingen  kann.  Da  er  sich  auch  hier  auf  die  Be- 
trachtung unendlich  kleiner  Schwingungen  beschränkt,  so  kann  er 
die  auf  das  Teilchen  wirkende  Kraft  seinem  Abstände  von  seiner 
Buhelage  direct  proportional  setzen  und  daraus  schliefsen,  dafs  es 
einfiaehe  harmonische  Schwingungen  ausfährt.  Sind  femer  zwei 
bewegliche  Massenpunkte  jB,  C  durch  drei  elastische  Bänder  AB^ 
BC^  CD  unter  sich  und  mit  zwei  festen  Punkten  A^  D  verbunden, 
so  zwar,  dals  in  der  Gleichgewichtslage  die  drei  Entfernungen  ÄBj 
BC^  CD   einander   gleich   sind,   so   findet   Euler  ^*^),    dafs   die   all- 

112)  Nova  theoria  lucia  et  colorum,  §  28  (opuBcula  varii  argomenti  1, 
Berol.  1746,  p.  184). 

118)  §  34,  p.  188.  —  Die  Nichtfibereinstinimung  von  Rechnung  und 
Beobachtung  in  der  Luft  hat  Euler  und  seinen  Nachfolgern  viel  Kopf- 
xerbveehen  gemacht  und  vielfach  Zweifel  an  der  Richtigkeit  der  den 
Rechnungen  zu  Grunde  liegenden  Hypothesen  hervorgerufen.  Sie  ist  erst 
später  durch  BerOcksichtigung  der  thermodynamischen  VerhältniBse  auf- 
geklärt worden. 

114)  Petrop.  N.  Comm.  1,  1747/48  [50],  p.  67. 

116)  §  8,  p.  71. 
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gemeinste  Bewegung  von  B  und  C  sich  aus  zwei  Hauptschwingnngen 

zusammensetzt,  deren  Perioden  sich  wie  1  :  y^  verhalten,  und  dafs 
infolge  dessen  abwechselnd  der  eine  oder  der  andere  Pimkt  die 
gröfsere  Geschwindigkeit  hat^^^.  In  derselben  Weise  behandelt  er 
noch  den  Fall  von  drei  solchen  beweglichen  Punkten;  dann  gelingt 
es  ihm,  aus  den  so  gefundenen  Einzelresultaten  durch  eine  glück- 
liche Induction  den  Satz  herauszulesen,  dafs  bei  m  —  1  solchen 
Punkten  die  Schwingungszahlen  der  m  —  1  möglichen  Haupt- 
schwingungen sich  verhalten  wie  die  Werte: 

/^^  «  2«  (m  —  1)« 

(1)  cos  s — t     cos  s — *••••     cos -^^ r — - — • 

^  ^  2m'  2to'  2w 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  drückt  er  das  Problem  durch  das 
System  von  Differentialgleichungen  aus^^^): 

(2)  ^^  =  rc;,+i  —  2ir^  +  rr^_i,  (A*  =  i,f,-.m-i) 

in  welchem  Xf^,  den  Abstand  des  [l^^  Punktes  von  seiner  Buhelage 
bezeichnet.     Indem  er  dann: 

(3)  x^  =  cr^  cos  2pt 

setzt,  wo  cr^  von  der  Zeit  unabhängig  sein  soll,  erhält  er  zur  Be- 
stimmung dieser  Gröisen  a^  das  Gleichungssjstem: 

(4)  —  4i>*a^  =  a^+i  —  2a^,  -f  a^_i.        (A*«i.8-m-i) 

Dieses  Gleichungssystem  und  die  Bedingung  cr^  ss  0  werden  be- 
friedigt, wenn  man: 

(5)  p  =  sinqp,       a^  =  S(  sin  2 fi 917 

setzt;  und  da  auch  «^  =  0  sein  mufs,  so  folgt  q>  =  -5—,  w.  z.  b.  w.*^®). 

Euler    behandelt    noch    verschiedene     specielle    Anfangsbedin- 
gungen^^^;   dann    versucht    er    den    Grenzübergang    zu    m  ^  00 

116)  §  16,  p.  77. 

117)  §  82,  p.  86. 

118)  Man   beachte  beim   Vergleich  mit  den  unter  (1)  angegebenen 

Werten,  dafs: 

vn  (m  —  v)n 

Bin  - —  BS  CO8  ^ — - — - — 
2m  2m 

119)  Er  behandelt  namentlich  den  Fall  (§  46,  p.  96),  dafs  alle  AnÜEugs- 
elongationen  ausnahmslos  und  alle  Anfangsgeschwindigkeiten  bis  auf  die 
des  ersten  Teilchens  Null  sind;  dabei  ist,  dem  Ausg^angspunkt  seiner 
Untersuchungen  entsprechend,  sein  Hauptaugenmerk  auf  die  Bestimmung 
der  Zeit  gerichtet,  die  in  diesem  Falle  verfliefst,  bis  das  letzte  Teilchen 
daR  Maximum  seiner  Geschwindigkeit  erreicht. 
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durchzuführen^^),    steht    aber    schlieljilich    von    diesem    Vorhaben 
wieder  ab^*). 

Anch  d'Alembert  hat  einen  solchen  Grenzübergang  wohl  vor- 
geschlagen^^, aber  nicht  ausgeführt. 

§  10.     Lagrange's  erste  Abhandlung. 

Während  die  hervorragendsten  Mathematiker  der  damaligen 
Zeit  über  die  principiellen  Fragen  der  Analjsis  debattirten,  auf  die 
das  Problem  der  Saitenschwingungen  und  die  verwandten  Probleme 
geführt  hatten,  unternahm  es  ein  damals  noch  ganz  junger  und 
unbekannter  Autor,  die  Schwierigkeiten  unter  Aufbietung  der 
höchsten  algebraisch-analytische  Gewandtheit  im  Umformen  com- 
plicirter  Fonneln  zu  umgehen^'*).  Seine  Untersuchung  bezieht  sich 
zunächst  auf  das  in  §  9  besprochene  Problem.  Er  ersetzt  auf  Grund 
der  Untersuchungen  von  d'Alembert^*)  das  Gleichungssystem  §  9,  (2) 
durch  das  System  von  Gleichungen  erster  Ordnung: 

/  0,«l,«..m-.l)       (1) 

und  verlangt  dann,  die  Multiplicatoren  Jtf^,  .y^,  22  so  zu  bestimmen, 
dafs  die  aus  diesem  System  folgende  Gleichung: 

^  {Mf^dUf,  +  N^dyf,)  = 

::;  (2) 


120)  §  48,  p.  98. 

121)  §  56,  p.  103:  „inventio  numeri,  quo  celeritas  propagationis  pul- 
saiim  .  .  .  definitür,  mazime  est  ardna,  neque  sine  insigni  amplificatione 
doctrinae  serieram  exspectari  potest.^^  —  Später  (Petrop.  N.  Comm.  9, 
176^63  [64],  nr.  49,  p.  244)  nimmt  Euler  seine  Versuche  wieder  auf,  indem 

er  nicht  nur  su  —  durch  — ,  sondern  auch  am  -^ —  durch  -rr —  ersetzt, 

mm  2m  2m  ' 

während  doch  v  auch  Werte  annimmt,  die  mit  m  von  gleicher  Gröfsen- 

Ordnung  sind.     Sein  Resultat  ist   infolgedessen  nur  fdr  das  dem  einen 

Endpunkt  benachbarte  Stück  der  Luftfaser  richtig. 

122)  Berl.  Hist.  1747  [49],  nr.  44,  p.  247;  1750  [52],  nr.  8,  p.  359. 
128)  Taur.  Mise.  1,  1759  (oeuvr.  1,  p.  87).     Für  die  Bekanntschaft 

Lagrange^s  mit  den  Abhandlungen  Euler^s,  auch  den  in  Petersburg  er- 
schienenen, haben  wir  sein  eigenes  Zeugnis  in  seinem  Briefe  an  Euler 
▼om  Juli  (1754?),  oeuvr.  14,  p.  188;  aber  gerade  die  in  §  9  besprochene 
scheint  ihm  entgangen  zu  sein  (vgl.  den  Schlufs  von  nr.  38,  p.  97). 
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die  Form: 

(3)  de  —  Bedt 

erhält.     Dazu  müssen  diese  MnlÜplicatoren  die  Oleichungen  erfOllen: 

BMf,  =  Nf, 

^^^    •  BN^^M^^i  —  2M^  +  M^^i; 

aus  ihnen  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  N/^: 

(5)  Jf^+i  —  (B»  +  2)  Jf^  —  M^^t . 

Die  Auflösung  eines  solchen  ,yrecnrrirenden  Oleichungssystems^  war 
den  damaligen  Mathematikern  in  der  Fonn  gelftufig: 

(6)  M^  =  Aa^  +  Bhf", 

in  der  a,  h  die  beiden  Wurzeln  der  Hilfisgleichung: 

(7)  «*  —  (il»  +  2)  »  +  1  =  0, 

Äy  B  von  ffr  unabhängige  GrOfsen  bedeuten.  Bestimmt  man  diese 
aus  der  gegebenen  Bedingung  M^  «=  0,  und  der  willkürlich  an* 
genonmienen  ^*^)  Jtf^  =  1,  so  erhält  man: 

(8)  M,  =  ^ 


f^y 


'^  a-h 

Endlich  muTs  auch  Mm  »»  0  gesetzt  werden  (da  [i  in  (l)  den  Wert 
m  nicht  erreicht),  um  die  hieraus  entspringende  Gleichung  für  a 
und  h  und  somit  für  B  in  handlicher  Form  zu  erhalten,  benutzt 
Lagrange ^  den  Cotes'schen  Satz;  unter  Benutzimg  der  jetzt  ge- 
läufigen Bezeichnung  der  Einheitswurzeln: 


(«) 


m 


stellt  sich  sein  Resultat  so  dar: 

üp  =  €*,       6»  =  £",       äJ  +  2  =  a^  +  6y  ^  2  cos  — , 

(10)  B, 2i  sin  JJ- 

Dabei  kann  v  jede  ganze  Zahl  bedeuten,  aber  nur  die  m  —  1  Werte 
V  *=»  1, 2,  •  •  w  —  1  geben  verschiedene  Lösungen.  Demgemäls  er- 
hält Lagrange  auch  m  —  1  versdiiedene  geeignete  Wertsysteme  fär 
die  Multiplicatoren  Mf^^: 

124)  Zweckmäfsiger  wäre  wohl  die  Annahme  üf^v  .  sin  ^   Vgl.  >'^. 

126)  nr.  20,  p.  76.  ^ 

126)  nr.  22,  p.  78.    Lagrange  gebraucht  keine  doppelten  Indices,  sondern 

teils  nur  den  ersten,  teils  nur  den  zweiten,  was  das  Verständnis  nicht 

eben  erleichtert. 
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Bin 


m 


M,.  -  -^^-  (11) 

Sin  — 
m 

und  damit  durch  Integration  der  mit  ihnen  gebildeten  Gleichungen  (3) 
»  —  1  Oleichnngen  der  Form: 

R  i 

z^  =  ^M^^u^  +  By^Mf^^y^  —  JF^e  ',  (12) 

unter  den  F^  Integrationsconstante  verstanden.     Die  Functionen: 

Z,  *=  ^U^^Uf,  (13) 

genügen  folglich  den  Oleichungen: 

aus  ihnen  folgt,  wenn  mit  Q^  weitere  Integrationsconstante  be- 
zeichnet werden: 

Führt  man  den  Wert  von  Ä»  ans  (10)  ein,  geht  von  Exponential- 
functionen  imaginären  Arguments  zu  trigonometrischen  Functionen 
reellen  Arguments  über  imd  bezeichnet  die  Anfangswerte  von  Z^ 
und  dZr/dt  beziehungsweise  mit  P,  und  Qy,  so  erh&lt  man^^): 

sin  (2<  sin  - — ) 

8m 

Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  die  Gleichungen  (13)  nach  den  ^^ 
aufzulösen.     Zu  diesem  Zweck  multiplicirt  Lagrang»  die  GrölBen^**); 

vn ^^^    ^_  fivn 

der  Reihe  nach  mit  Factoren  Dxr  und  sucht  diese  so  zu  bestimmen, 
dafs: 

^,,ain!i^-0  (18) 


Äy  — Zysm  — =  ^3fp.  sin^  (17) 


9 


127)  nr.  22,  p.  79. 

128)  nr.  23,  p.  80.    Lagrange  hat  hier  die  Zeichen  P,  ^  in  doppelter 

Bedeutung,  indem  der  Nenner  sin  —  in  nr.  23  mit  inbegriffen    ist,    in 
nr.  22  nicht.    Vgl.  "«). 
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v\  ud  ttU*  jede  von  X  verschiedene  Zahl  /t  aus  der  Reihe  1, 2  •  •  tn  —  1; 
lät  Uaü  wrm*ht,  so  wird: 

(,li>)  n^Dx.  sin  ^  —  2Dx,8,. 

Die  erforderliche  Bestinimung  der  Coefficienten  D  gelingt  ihm  durch 
folgendes  Verfahren  ^*^:  Die  Function 

(20)  2^^^  sin  V9) 

ist  gleich  denn  Product  aus  sin  9)  und  einer  rationalen  ganzen 
Function  F  von  cos  9);  die  Gleichungen  (18)  sagen  aus,  dafs  diese 

Function  die  Werte  cos—,  für  die  angegebenen  Werte  von  fi,  zu 

Nullstellen  hat;  sie  sind  also  zusammen  mit  der  einen  Identität  äqui- 
valent: 

(21)  ^^y  sin  v9  E^  S  sin 9//'  /cos q>  —  cos  — ), 

in  der  das  Product  über  die  angegebenen  \Verte  von  /i.  zu  erstrecken 
ist  und  S  einen  constanten  Factor  bedeutet,  auf  den  es  nicht  weiter 
ankommt.     Es  ist  aber^^): 

2t8mm9'=e       — c 


m — 1 


(22)  =  («*'  -  «"*'■)  i7  [«*'  -  («^  +  «-")  +  «f-»'] 

^  2"»i  sin  q>  JJy^s  g>  —  cos  —  j , 
also  kann  die  Identität  (21)  auch  geschrieben  werden: 

(23)  2^'-  ^'"^  ^9>  =  ;;;riT x^ ' 

^       ^  V  *C08QP  —  cos  

m 

Nun  multiplicirt  Lagrange  mit  dem  Nenner  herauf,  ersetzt  die  Pro- 
ducte  aus  Sinus  und  Cosinus  durch  Summen  zweier  Sinus  und 
setzt  dann  die  Coefficienten  der  einzelnen  Sinus  einzeln  einander 
gleich;  so  erhält  er  an  Stelle  des  Gleichungssystems  (18)  das  folgende 
fttr  ihn  handlichere: 


189)  nr.  24,  p.  81. 

180)  Lagrange  macht  auch  hier  vom  Gotes^schen  Satz  Gebrauch. 
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2>ai— 2Dnco8^  —0, 

2>A,^+l  —  2DA,r  cos  -—  +  l>i,^-l  —  0,        (v«S,8     m-l) 

(24) 
—  2  Di,m-i  cos^  +  2>i,«-,  =  0 


^a,m— : 


ktn— 8 


? 


das  ganz   wie   das  System  (5)  gebaut  ist  nnd  sich  wie  jenes  auf- 
lösen läist.     Er  findet: 


Bin 


■Di»  =  -^ P--  (25) 

am—S      .     Xn  ^      ^ 

*  8in  -  - 

m 

Auch  der  Factor  von  ^^  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (19)  läfst 

sich  jetzt  einfach  bestimmen;  er  ist  nftmlich  gleich  sin  —  •J'fcos  — |- 

Das  erscheint  ^'^)  allerdings,  wenn  man  den  Ausdruck  (23)  benutzt, 
in  der  unbestimmten  Form  0/0;  aber  die  Anwendung  der  Regel  der 
Differentialrechnung  liefert: 

\      "^J        2~-\i^^  (26) 

m 

Somit  erhält  man  als  Auflösung  der  Gleichimgen  (18): 

W="i^«'8i«^-  (27) 

Dabei  sind  die  S^  durch  die  Gleichungen  (16)  und  (17)  gegeben; 
die  in  diesen  auftretenden  Gröfsen  P^,  Q^  (die  Anfangswerte  der  Zy 
imd  ihrer  Ableitungen)  drücken  sich  folgendermafsen  durch  die 
Anfangswerte   F,   U  der  y,  u  aus: 

-P' ffl" -S"  - -f  ^«  8111  — ,         ^^an-^J-Pasm— .      (gg) 

Die  so  gefundene  Lösung  unterwirft  Lagrange  nun  noch  einer 
ausfOhrlichen  Discnssion  ^^^.  Er  zeigt,  dafs  die  allgemeinste  Be- 
wegung des  Systems  durch  Superposition  aus  m  —  1  Hauptschwin- 
gongen  abgeleitet  werden  kann,  deren  vte  so  beschaffen  ist,  dafs  das 
Yon   den  Punkten    gebildete  Polygon    die  Aze    zwischen  den  End< 

181)  nr.  26,  p.  87. 

182)  Chap.  IV,  p.  90. 
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punkten  nocb  in  v  —  1  anderen  festbleibenden  Punkten  schneidet. 
Die  Scbwingnngsperioden  dieser  Hauptschwingnngen  sind  in  der 
Begel  incommensurabel  zu  einander. 

Ein  Ergebnis  seiner  Untersuchung,  das  später  besondere  Be- 
deutung erlangt  hat,  hebt  er  selbst  hier^.")  noch  gar  nicht  aus- 
drücklich hervor:  es  ist  durch  sie  die  Aufgabe  gelöst,  durch  m  —  1 
Punkte  mit  äquidifferenten  Abscissen  eine  aus  m — 1 
Sinuslinien  superponirte  Curve  zu  legen,  nL  a.  W.  eine 
Folge  von  zu  solchen  Abscissen  gehörenden  Functions- 
werten  durch  eine  endliche  Sinusreihe  zu  interpoliren. 

Erst  nachdem  er  so  den  Fall  eines  endlichen  m  vollstftndig 
erledigt  hat,  unternimmt  Lagrange  den  Grenzübergang  za  m^ao  ^'*). 
An  Stelle  des  Aten  Punktes  tritt  dann  in  den  Formeln  ein  Punkt 
von  der  Abscisse  X,  an  Stelle  der  discreten  gegebenen  Werte  Ti, 
Uz  treten  zwei  continuirliche  Functionen  T,  U  dieser  Abseisse,  die 
constante  Differenz  1/m  zweier  aufeinanderfolgender  Punkte  wird 
zum  Differential  dX^^\  die  auf  l  sich  beziehenden  Summen  werden 
zu  Integralen,  und  die  als  Factoren  von  t  auftretenden  Sinus  der 

Bogen  ^ —  ersetzt  Lagrange  durch  diese  Bogen  selbst.     So  erhält  er: 

1 
y  =s2  /  (^sin  vXä  sin  vajjrcos  v^«)  YdX 


(29) 


0 

1 


+  -/  (^  sin  vXn  sin  vxit  cos  vtitj  UdX. 


Man  sollte  nun  meinen  —  und  man  hat  thatsächlich  öfters  ge- 
meint —  von  dieser  Formel  aus  hatte  Lagrange  mit  Notwendigkeit 
nicht  nur  zu  dem  Satz  von  der  Entwickelbarkeit  einer  wülkfirlichen 
Function  in  eine  trigonometrische  Reihe  ®^,  sondern  auch  zu  der 
Darstellung  der  Coefficienten  einer  solchen  Entwickelung  durdi  be- 
stimmte Litegrale  gelangen  müssen:  er  hätte  dazu  nur  nötig  gehabt, 
die  Beihenfolge  von  Summation  und  Litegration  zu  vertauschen^^ 
und  ^  as  0  zu  setzen.  Aber  er  hat  das  eben  nicht  gethan;  und  dals 
er  es  nicht  gethan  hat,  ist  ein  sehr  lehrreiches  Beispiel  dafür,  wie 

183)  Vgl.  aber"«)- 

184)  Chap.  V,  p.  97. 

186)  Bei  Lagrange  ist  dx  gedruckt;  aber  der  Schlafssatz  von  nr.  87, 
p.  101  Bchüefet  jeden  Zweifel  darüber  aus,  dafs  dX  gemeint  war. 

186)  Die  Reihen  convergiren  übrigens  gar  nicht  ^'^,  wenn  man  diese- 
VertauBchong  nicht  vornimmt.  —  Lagrange's  Bezeichnung  l&fst  nicht  er- 
kennen, was  von  der  Integrationsvariabeln  abhängt  und  was  nicht. 
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leicht  ein  Autor  es  nnterläfst,  einen  anscheinend  naheliegenden 
Schlniüs  zu  ziehen,  wenn  er  ein  in  ganz  anderer  Richtung  liegendes 
Siiel  Yor  Augen  hat.  Das  war  aber  bei  Lagrange  der  Fall:  seine 
Absicht  war,  die  Allgemeingültigkeit  von  Euler's  Resultaten  gegen 
d'Alembert's  Einwendungen  (§  6)  sicher  zu  stellen ^'^.  Er  be- 
strebt sich  infolgedessen,  seine  Formel  so  umzugestalten,  dafs  ihre 
Übereinstinmiung  mit  der  von  Euler  gegebenen  ersichtlich  wird. 
Indem  er  sich  auf  den  Fall  U=0  beschränkt,  schreibt  er  sie  zu- 
nächst 80**^: 
1 
y  ^  I  ^^  [sin  V«  (a;  +  f)  +  sin  v«  (x  —  t)]  sin  vXyt  dX      (30) 

Femer  leitet  er  aus  den  Gleichungen  (21)  und  (23)  durch  die  8ub- 

stitutioB  9)  —  —  die  folgende  her^: 

.    In  . 
_  ,  am  —  Bin  U9r 

>  sin  - —  sm —  i s— ;  (31) 

^Lj  »I  m  *         an  In^  ^     ^ 

^  cos cos 

m  m 

indem  er  in  ihr  —  durch  X,  -^  durch  xiit  ersetzt^  erlaubt  sie  ihm, 

statt  (30)  zu  schreiben: 

1 


m^»J    co»«(ap  +  t)  — coBsrX  2 


0 

1 


(32) 


-Hirn      r^^^Xein  mn  (x  +  f)    Y  .^ 
m-ooj    co8«(a;  +  «)-co8  3rX'2  ^^• 


Dann   fährt  er  fort:   f&r  m  •-  oo   wird  m  (xiit)  eine  ganze 
Zahl;    also  werden  die  Zähler  Null    und    nur   diejenigen   Elemente 


1»7)  Vgl.  nr.  iO,  p.  107. 

138)  nr.  88,  p.  101. 

189)  Die  Herausgeber  der  oeovres  haben  hier  Lagrange^a  Formel  cor- 

rigiren  zu  müssen  geglaubt  und  im  Zähler  rechts  sin  —  sin  —  drucken 

fit  tn 

lassen.    Die  ünsjmmetrie  der  Formel,  die  sie  jedenfalls  dazu  verfiahrt  hat, 

rOlirt  davon  her,  dafs  in  ihr  zwar  X,  aber  nicht  ft  als  ganze  Zahl  vor- 

MiflgesetKt  ist;  fSr  beliebige  1,  n  würde  der  Zähler  rechts  lauten  müssen: 

.     (m  —  l)  Xn   ,  .     (m  —  1)  itar    .    , 

am  .i i sm  lisr  —  sm  ^ ^-^-—  sm  Xn. 

m  ^  m 
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jedes  der  beiden  Integrale  tragen  zu  seinem  Werte  etwas  bei,  für 
die  auch  der  betreffende  Nenner  Null  ist,  d.  h.  diejenigen,  für  die: 

(33)  X^2s±  (x±t) 

ist,  wenn  s  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Für  diese  Elemente 
erhält  man  als  sogenannten  wahren  Wert  des  Integranden: 

,      V  sin  nX  cob  mn  (2«  ^  X) 

^^^)  sin  w  (2«  ±  X)  » 

oder,  wegen  m  =^  cx),  ±  1.  Demnach  ergiebt  sich  schliefslich,  wenn 
man   Y  als  Functionszeichen  benutzt: 

(35)       y^\[Y(±{x  +  t-  2s))  +  Y  (±  (x  -  f  -  2^)), 

wie  bei  d'Alembert**)  und  Euler*').  Nur  hat  Lagrange  hier 
noch  die  ib  und  die  25,  die  er  folgendermafsen  erläutert:  man 
müsse  in  jedem  der  beiden  Glieder  von  (35)  die  ganze  Zahl  s  und 
das  Vorzeichen  so  bestinmien,  dafs  das  betreffende  Argument  in  das  Inter- 
vall (0  •  •  •  1)  falle,  für  das  allein  Y  definirt  sei;  was  dann  mit  der 
von  Euler  angegebenen  Fortsetzung  der  Curve  über  dieses  Intervall 
hinaus  übereinkomme**^). 

Zimi  Schlüsse  dieses  Abschnitts  spricht  sich  Lagrange  noch 
einmal  mit  aller  Entschiedenheit  gegen  D.  Bernoulli's  Auffassung 
(§7)  aus***):  beim  Grenzübergang  zu  w  =  oo  änderten  sich  alle 
Verhältnisse  in  der  einschneidendsten  Weise.  „II  est  vraiment  facheux 
qu'une  th^orie  aussi  ingenieuse  .  .  .  se  trouve  dementie"  ***). 


140)  nr.  39,  p.  104. 

141)  nr.  40,  p.  107.  Man  vgl.  dazu  auch  seinen  die  Übersendung  der 
Abhandlung  begleitenden  Brief  an  Euler  (oeuvres  de  Lagrange  14,  p.  158): 
„demonstravi  ipsam  [theoriam  D.  Bemullii]  tantum  locum  habere,  ubi 
corda  tensa  nullius  massae  sed  ponderibus  numero  finitis  onusta  consi- 
deraretur;  aucto  enim  horum  ponderum  numero  ad  infinitum  .  .  .  tota 
BemuUiana  theoria  per  se  labitur^S  —  Das  Datum  dieses  Briefes  mufs 
übrigens  jedenfalls  Aug.  1769  statt  58  heifsen,  wie  auch  aus  den  Anfangs- 
worten der  beiden  in  den  oeuvres  folgenden  Briefe  (Nr.  8  und  9)  hervor- 
geht. —  Die  Briefe  Lagrange^s  an  Euler  sind  zuerst  von  B.  Boncom- 
pagni,  St.  Petersburg  1877,  herausgegeben  worden. 

142)  Von  dem  weiteren  Inhalt  der  Abhandlung  seien  noch  die  histo- 
rischen Notizen  des  Vn.  Capitels  (p.  115)  erwähnt;  dann  dafs  Lagrange 
bereits  die  Zusammengehörigkeit  der  Schwebungen  mit  den  Combinations- 
tönen  erkannt  hat  (nr.  64,  p.  143).  Dagegen  weiTs  er  mit  den  Obertönen 
nichts  anzufangen,  da  er  D.  Bemoulli's  Theorie  verwirft  (nr.  65,  p.  147). 
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§  11.    Lagrange's  zweite  Abhandlung. 

Der  eben  besprochenen  Abhandlung  hat  Lagrange  alsbald  eine 
zweite  folgen  lassen  ^^').  Sie  beginnt  mit  Auseinandersetzungen  über 
Fortpflanzung  einer  localisirten  Störung,  von  denen  nur  etwa  die 
Behauptung  ^^)  zu  bemerken  ist,  eine  solche  könne  durch  keine  Curve 
,^gebrique  ou  transcendante"  oder,  wie  es  etwas  weiter  unten  heilst, 
„soit  geometrique,  soit  transcendante^^  dargestellt  werden.  Dann^^) 
wendet  sich  Lagrange  zu  einer  Rechtfertigung  seiner  Resultate 
gegenüber  den  Einwendungen,  die  ihm  D.  Bernoulli  und  d'Alem- 
bert  brieflich  gemacht  hatten;  er  giebt  aber  nicht  etwa  eine  detail- 
lirtere  Begründung  seiner  früheren  Schlüsse,  sondern  entwickelt  eine 
neue  Methode  zur  Integration  partieller  Differential- 
gleichungen,    um  z.  B.  die  Gleichimg: 

dt*  ■"  dx*  ^^) 

zu  integriren,  leitet  er  aus  ihr  durch  Multiplication  mit  einer  weiter- 
hin zu  bestimmenden  Function  M  von  x  allein  und  zweimalige  par- 
tielle Litegration  die  folgende  ab: 

0  0 

Wenn  z  so  bestimmt  werden  soll,  dafs  es  för  o;  »=  0  und  x  '=  l  be- 
st&ndig  Null  bleibt,  unterwirft  er  auch  M  der  Bedingrung,  dafs  es 
für  o;  =  0  und  für  a; «  ?  Null  ist;  wird  es  aufserdem  noch  so  be- 
stimmt, dafs  es  der  Gleichung 

'i^^-k'M  (3) 

genügt,  so  bleibt  zur  Bestimmung  von  g  die  Gleichung  übrig: 

i  i 

dt 

0 

die  durch  Einführung  der  neuen  unbhängigen  Veränderlichen: 

^fzMdx  (5) 


I 


^Mdx^-k^  CmcIx,  (4) 


8 


148)  Taur.  Mise.  2„  1760/61,  p.  11  (oeuvr.  1,  p.  161). 

144)  nr.  4,  p.  157. 

145)  nr.  5,  p.  15S. 

8* 
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in:     . 

(6)  S--*** 

übergeht.  Damit  ist  die  Lösung  der  vorgelegten  partiellen  Differen- 
tialgleichung (l)  auf  die  von  zwei  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen (3)  und  (6)  zurückgeftlhrt,  und  es  bleibt  dann  nur 
noch  übrig,  e  so  zu  bestimmen,  dafs  zwischen  jedem  Paar  zusammen- 
gehörender Functionen  5,  21  die  Beziehung  (5)  besteht. 

Zu  diesem  Zweck  beginnt  Lagrange  mit  der  Bemerkung,  dals 
die  verlangte  Bestimmung  von  M  nur  möglich  ist,  wenn: 

(7)  Ä:  —  ^ ,  V  ganzzahlig 

genommen  wird;  es  wird  dann: 

(8)  Jtf  -=  sin  kx. 

unter  dieser  Voraussetzung  giebt  die  Integration  der  Gleichung 
(5),  wenn  mit  Z  und  U  die  gegebenen  Anfangswerte  von  ß  und 
n  «B  dß/di  för  f  «■  0  bezeichnet  werden: 

I  I  I 

(9)  /  z  sin  kx  dx  ^  cos  kt  I  Z  smkxdx  -] r —  1  CT  sin  kxdx, 

0  0  0 

sowie   eine   entsprechende  Gleichung  für  u.     Lagrange  integrirt  in 
dem  letzten  Gliede  rechts  partiell  und   ersetzt  dann   die  Producte 
trigonometrischer  Functionen  durch  Summen;  so  erhält  er: 
I  i  I 

2  j  gsmkxdx=f  Z^  sin  k  {x^  +  t)  dx^  +1  Z^  tmk  (x^  —  t)  dx^ 

0  0  0 

(10)  '      *•  '      ?• 

—  CiC^^^)  si'i  ^  («»  +  0  ^^8  +S{  f^äx)  sin  k  (x^  —  t)  dx^ 

0         0  0         0 

(Der  Deutlichkeit  wegen  ist  die  Litegrationsvariable  jedesmal  mit 
einem  anderen  Buchstaben  bezeichnet;  Z^,  Z^  bezeichnen  die  Werte 
von  e  f^  X  =  Xi  und  x  =  x^.) 

Bis  hierher  ist  gegen  Lagrange's  Deductionen  nichts  ein- 
zuwenden; nun  aber  fährt  er  mit  einer  jedenfalls  noch  einer  näheren 
Untersuchung  bedürftigen  Folgerung  fort:    Soll  eine  Gleichung  wie 

(10)  für  jeden  ganzzahligen  Wert  von  v  bestehen,  so  muis  aus  ihr 
k  von  selbst  herausfallen;  es  müssen  also  die  mit  k  multiplicirten 
Argumente  alle  einander  gleich  sein: 

(11)  o;  =»  a^  +  <  «  ajj  —  f  «  Xj  +  ^  ===  ÄT^  —  f ; 
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und  es  müssen  auch  die  Factoren  einander  gleich  sein,  mit  denen  dann 
sin  lex  beiderseits  unter  dem  Integralzeichen  mulüplicirt  ist  D.  h.  es  muls, 
wenn  man  Z  als  Fundtionszeichen  benutzt,  die  Gleichung  bestehen  ^^^): 

r  =  I  Z  («  -  0  +  i  ^  (^  +  0  -  jfüdx  +  ifudx,       (12) 

0  0 

was  mit  d'Alembert's  Resultat^  übereinstinmit,  wie  Lagrange 
noch  ausführlich  nachweist ^^^.  Er  wiederholt  dann  noch  einmal^ 
seinen  ganzen  Gedankengang  ohne  Benutzung  von  Formeln;  dabei 
bemüht  er  sich  besonders,  den  Leser  davon  zu  überzeugen,  dafs  er  zu 
seinen  Schlüssen  an  keiner  Stelle  „aucune  loi  de  continuite''  brauche  ^^^). 

Freilich  ist  das  eine  Selbsttäuschung  gewesen.  Es  ist  ihm  ja 
allerdings  in  beiden  Abhandlungen  gelungen,  die  Rechnung  so  zu 
führen,  dafs  er  die  directe  Anwendung  der  Operationen  der  Differen- 
tialrechnung auf  die  beiden  gegebenen  Anfangsfunctionen  Z,  ü  ver- 
meidet. Es  wird  auch  jedenfalls  möglich,  und  mit  den  jetzt  zur 
VerfQgimg  stehenden  Hilfsmitteln  wohl  nicht  einmal  schwierig  sein, 
sowohl  die  Zulässigkeit  der  in  der  ersten  Abhandlung  vorgenommenen 
Grenzübergänge  zu  erweisen,  als  auch  die  Schlüsse  zu  rechtfertigen, 
die  in  der  zweiten  von  der  Gleichung  (10)  zu  (ll)  und  (12)  führen. 
Aber  nur  dann  wird  das  geschehen  können,  wenn  man  sich  dazu 
entschliefst,  bestimmte  Voraussetzungen  über  die  Art  der  Stetigkeit 
und  die  Osdllationen  der  gegebenen  Functionen,  ev.  auch  ihrer  Ab- 
leitungen, einzuführen,  also  eben  das  zu  thun,  was  Lagrange  ver- 
meiden wollte  und  vermieden  zu  haben  glaubte.  Daher  wird  man 
bei  aller  Bewunderung  seiner  analytischen  Gewandtheit  doch  nicht 
umhin  können,  seinen  Versuch  gerade  in  dem  Punkte,  der  für  ihn 
die  Hauptsache  war,  als  gescheitert  zu  erklären. 

Dagegen  hat  dauernde  Bedeutung  ein  Zwischenresultat  seiner 
ersten  Abhandlung  gewonnen,  dessen  Wichtigkeit  ihm  wohl  erst 
später ^^^)  zum  Bewufstsein  gekommen  ist:  nämlich  die  in  den  Glei- 
chungen (17)  und  (27)  von  §  10  enthaltene  Formel  der  Interpolation 
durch  trigonometrische  Functionen. 

§  12.    Debatte  über  Lagrange's  Auffassung. 

Li  der  sich  alsbald  entspinnenden  Debatte  gelangte  die  Kritik 
übrigens  nicht  zu  dieser  Formulirung  des  principiellen  Mangels  von 

146)  nr.  6,  p.  167. 

147)  nr.  7,  p.  168. 

148)  nr.  8,  p.  175. 

149)  p.  178. 
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Lagrange's  üntersucbungen;  vielmebr  ricbteten  sieb  die  Einwände 
immer  nur  gegen  einzehie  Punkte  seiner  Beweisführungen.  Euler 
begnügte  sich  zwar  mit  dem  Ausdruck  seiner  ^Bewunderung  gegen- 
über Lagrange's  „caJculs  prodigieux'^^;  d'Alembert  dagegen 
äufsert  sieb  scbon  in  seinem  ersten  Brief  an  Lagrange  ^^)  zwar 
ebenfalls  „encbante^^,  aber  doch  nicht  ohne  Reserve,  indem  er  sowohl 
die  Notwendigkeit  eines  so  grofsen  Bechnungsaufwandes,  als  auch 
die  Beweiskraft  der  von  Lagrange  angewandten  Methode  des  Grenz- 
übergangs anzweifelt.  Veröffentlicht  hat  er  seine  Bedenken  ^^')  im 
Anschluls  an  seine  Polemik  gegen  Euler  ^^)  und  D.  Bemoulli^.    Er 

bemerkt  ganz  zutreffend,  man  dürfe  zwar  sin  —  für  n»  »  ao   durch 

—  ersetzen,  aber  nicht  ohne  weiteres   auch  sin  -= —  durch  -r— ,   da 

imter  den  dem  v  beizulegenden  Werten  auch  solche  seien,  die 
mit  m  vergleichbar  seien  ^^').  Es  sei  femer  nicht  richtig,  dafs  statt 
smm(x±t)  für  m  =  oo  immer  Null  gesetzt  werden  dürfe.  Auch 
sei  die  unendliche  Beihe: 

(1)  cos  rr  +  cos  2a;  +  cos  3j;  +  +  •  •  • 

divergent,  bezw.  oscillirend,  und  ihr  Gebrauch  daher  zu  verwerfen  ^^). 
Endlich  sei  es  nicht  zulässig,  die  Begel  der  Differentialrechnung  zur  Be- 
stimmung des  sogenannten  wahren  Wertes  einer  in  der  Form  0/0  erschei- 
nenden Function  auf  andere  als  algebraische  Fimctionen  anzuwenden^. 
Lagrange  erwiderte  in  einem  Nachtrage  zu  seiner  ersten  Ab- 
handlung^^.    Er   versucht   zunächst   den   Grenzübergang,   bei  dem 

Vit  Vit 

sin  - —  durch  - —  ersetzt  wird,    durch  Zurückgehen   auf  das  recur- 

rente  Gleichungssystem  §  10,  (5)  zu  rechtfertigen;  doch  wird  da- 
durch die  Schwierigkeit  nur  an  eine  andere  Stelle  verlegt,  nicht 
gehoben.  Ebensowenig  ist  seine  Verteidigung  der  Ersetzung  von 
sin  w  (a;  ±  i)  durch  0  für  m  «■  oo  ausreichend  ^*^).  Den  Gebrauch 
divergenter  Beihen  rechtfertigt  er  in  der  damals  üblichen  Weise  ^^): 


150)  Berl.  Eist.  1759  [66],  p.  185;  vgl.  auch  seinen  Brief  an  Lagrange 
vom  Oct.  1759,  oeuvres  de  Lagrange  14,  p.  164. 

151)  Vom  Sept.  1759,  oeuvres  de  Lagrange  IS,  p.  3. 

152)  Opuscules  math^matiques  1,  Paris  1761,  p.  65. 
158)  p.  67. 

154)  p.  70. 

155)  p.  72. 

156)  Taur.  Mise.  2„  1760/61.  p.  828  (oeuvres  1,  p.  817). 

157)  nr.  2,  p.  822. 

158)  nr.  8,  p.  828. 
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^e  demande  si,  toutes  les  fois  que  dans  une  formale  alg^brique  il 
86    trouvera   par   exemple   une  serie  geometrique  infinie,    teile    que 

1  +  X  +  fl^  +  «^  •  •  ♦,  on  ne  sera  pas  en  droit  d'y  substitaer 

n  me  semble  qu'on  ne  saurut  contester  Texactitude  d'une  teile 
Substitution  sans  renverser  les  principes  les  plus  oommons  de  Tana- 
Ijse. ...  Je  ne  crois  pas  qu'aucun  G^ometre  voulüt  admettre  cette 
conclusion.^^  AuTserdem  argumentirt  er  noch  so^^^):  im  Falle  einer 
geeigneten  Anfangsfigur  stimme  d'Alembert's  Lösimg,  wie  dieser  selbst 
zugebe,  mit  der  seinigen  überein;  da  seine  Lösung  über  die  Anfangs- 
figur nichts  voraussetze,  müsse  sie  allgemein  richtig  sein.  —  Der 
Ausdruck,  der  in  der  Form  0/0  auftrete,  habe  mit  der  Anfangsfigur 
nichts  zu  thun. 

Dann  wendet  er  sich  noch  gegen  diejenigen  Einwendungen 
d'Alembert's,  die  Euler  und  ihn  selbst  gleichmäfsig  treffen  sollten  ^^). 
Er  versucht  zimächst  zu  zeigen,  dafs  die  Differentialgleichung  d^y/dx* 
=  d*y/ci*  durch  die  gefundene  Lösimg  auch  in  solchen  Punkten  er- 
füllt werde,  in  denen  der  Erümmimgsradius  sich  unstetig  ändert; 
was  er  thatsachlich  beweist,  ist  nur,  dafs  die  Differenzengleichung, 
aus  der  jene  Differentialgleichung  durch  Grenzübergang  entsteht, 
auch  in  solchen  Pimkten  erfüllt  ist  bis  auf  Gröfsen,  die  er  als  Un- 
endlichkleine höherer  Ordnung  behandelt,  die  aber  eben  nur  unter 
Voraussetzimg  eines  bestinmiten  Krümmungsradius  wirklich  von  höherer 
Ordnung  sind^^^).  Ähnliches  gilt  auch  von  seiner  Behandlung  der 
die  Endpunkte  der  Saite  betreffenden  Schwierigkeiten^^').  Gegen- 
über den  auf  mechanischen  Erwägungen  beruhenden  Einwendungen 
weist  er  darauf  hin,  dafs  man,  infolge  der  von  Anfang  an  ein- 
geführten Beschränkung  auf  unendlich  kleine  Ausschläge,  auch  immer 

159)  n,  p.  324. 

160)  m,  p.  324. 

161)  Die  Sache  kommt  auf  folgendes  hinaus:  Auch  in  Fällen,  in  wel- 
chen der  Grenzwert  nicht  existirt,  durch  den  d^f/dx^  eigentlich  definirt 
ist  —  nämlich: 

lim  lim  /"(^  +  /^  +  A:)  ~  /-(o:  +  A)  -  /^(x  +  A:)  +  /^W 

kann  doch  der  Grenzwert: 

f{x  +  h)-2f{x)  +  f{x  -  h) 

existiren;  in  den  Ausnahmepunkten,  die  Lagrange  im  Auge  hat,  besteht 
Gleichheit  zwischen  diesem  Grenzwert  und  dem  entsprechenden  unter  Ab- 
änderung von  t  gebildeten^ 

162)  nr.  2,  p.  327. 
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nur  mit  unendlich  kleinen  Kräften  zu  thun  habe,  so  daIJs  es  ,,rien  da 
choquant^^  habe,  bei  ihnen  St^tigkeitssprünge  zuzulassend^'). 

Übrigens  giebt  Lagrange  d'Alembert  gegenüber  zu^^),  dafs 
Eoler's  ursprüngliche  Behandlung  des  Problems  imgenügend  gewesen 
sei,  und  dafs  im  Falle  des  Auftretens  von  Ecken  die  Differential- 
gleichung  zunächst  keine  bestimmte  Bedeutung  habe;  solche  kämen 
aber  in  der  Natur  niemals  dauernd  vor,  sondern  würden  stets  als- 
bald durch  die  Steifheit  der  Saite  ausgeglichen. 

D'Alembert  und  Lagrange  haben  dann  noch  wiederholt  über 
die  Frage  correspondirt***).  Im  Verlaufe  dieses  Briefwechsels  läfst 
sich  Lagrange  allmählich ^^)  zu  dem  Zugeständnis  drängen,  dais 
auch  seine  Lösung  die  Endlichkeit  sämtlicher  Diflferentialquotienten 
in  allen  Punkten  der  gegebenen  Anfangsfigur  implicite  voraussetze. 
Da  nun  aber  auch  d'Alembert,  wie  alle  seine  Zeitgenossen,  die  End- 
lichkeit sämtlicher  Differentialquotienten  als  eine  hinreichende  Be- 
dingimg  für  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  Tajlor'sche 
Reihe  ansieht,  so  ist  er  im  stände,  Lagrange's  Zugeständnis  trium- 
phirend  für  gleichbedeutend  mit  dem  zu  erklären,  dals  die  Aufgabe 
nur  lösbar  sei,  wenn  die  gegebene  Curve  sich  durch  eine  „equation*^ 
darstellen  lasse ^^).  Das  sei  aber  gerade  die  Behauptung,  die  er 
(d'Alembert)  von  Anfang  an  vertreten  habe. 

Schliefslich  entsprang  aus  diesem  Briefwechsel  das  Überein- 
kommen, dafs  d'Alembert  eine  Darstellung  seiner  Einwände  (und 
anderer  zwischen  beiden  verhandelter  Dinge)  in  den  Taur.  Mise,  ver- 
öffentlichen würde  ^*^).  Dieselbe  giebt  sich  als  „extrait  de  diffi^rentes 
lettres  de  Mr.  d'Alembert  a  Mr.  de  la  Orange  ecrites  pendant  les 
annees  1764  &  65^^^^),  enthält  aber  eine  besonders  zu  diesem  Zweck 
aufgesetzte  Niederschrift,  nicht  wörtliche  Auszüge  aus  den  wirklich 
gewechselten  Briefen. 

163)  nr.  5,  p.  330. . 

164)  p.  331. 

165)  Briefe  d^Alembert's  vom  Nov.  61,  Oct.  64,  Jan.  und  März  65, 
Lagrange*8  vom  Juni  und  Nov.  62,  Mai,  Sept.  und  Nov.  64,  Jan.  und  März  65 
im  13.  Band  der  oeuvres  des  letzteren,  p.  5,  6,  7,  10,  12,  14,  21,  24,  29, 
32,  87. 

166)  Vgl.  namentlich  die  Briefe  vom  Sept.  und  Nov.  64. 

167)  Briefe  vom  Oct.  64,  Jan.  und  März  65 ;  vgl.  auch  opusc.  math.  4 
(Paris  1768),  p.  197. 

168)  Im  März  1765  von  d'Alembert  vorgeBcfalagen  und  von  Lagrange 
acceptirt. 

169)  Taur.  Mise.  3,,  1762/65  [66],  p.  881.  Der  auf  das  Saitenproblem 
sich  beziehende  (nr.  6,  p.  389)  beginnt  mit  den  Worten:  „je  suis  charmö 
que  nous  soyons  enfin  presque  absolument  d^accord.** 
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Vorher  schon  hatte  Lagrange  noch  eine  dritte  Darstellung  seiner 
Theorie  gegeben  ^''^),  in  der  er  im  wesentlichen  zu  seiner  ersten 
Methode  zurückkehrt  Auf  Grund  seiner  vorausgehenden  allgemeinen 
Theorie  der  kleinen  Schwingungen  eines  beliebigen  Systems  ^^^)  stellt 
er  die  Auflösung  eines  Systems  von  Differentialgleichungen  der  Form 
§  9,  (2)  in  übersichtlicherer  Weise  dar  als  früher  und  gewinnt  daraus 
wieder  eine  Lösung  des  Problems  der  mit  m  Gewichten  besetzten 
selbst  gewichtslosen  Saite  in  der  Form  §  10,  (27),  (28),  mit  un- 
wesentlich yerftnderter  Bezeichnung.  Um  dann  den  Grenzübergang  zu 
m*Boo  durchzuführen,  ersetzt  er  diesmal  nicht  einfach  die  Sinus 
durch  die  Bogen,  sondern  führt  Correctionsglieder  durch  die  Bechnung 
mit^*'').  Diese  Correctionsglieder  entwickelt  er  in  Beihen,  die  nach 
den  successiyen  Differenzen  der  gegebenen  Ordinaten  Y^  foiischreiten. 
So  gelangt  er  zu  einer  Form  der  Lösung,  bei  der  nicht  durch  die 
gegebenrai  Punkte  selbst,  sondern  durch  corrigirte  Lagen  derselben 
eine  aus  Sinuslinien  superponirte  Ourve  gelegt  wird,  die  er  „g^nera- 
trice*^  nennt.  Wenn  m  sehr  grofs  sei,  seien  die  Correctionen  sehr 
klein,  imd  man  könne  die  Anfangsfigur  selbst  als  ein  Stück  der 
gineratrice  ansehen  ^^^).  Dann  wirft  er  die  Frage  auf,  ob  dazu  nicht 
erforderlich  sei,  dafs  die  Anfangsfigur  selbst  aus  Sinuslinien  super* 
ponirt  sei,  und  antwortet:  wenn  man  verlange,  dafs  sie  „geometrisch^ 
mit  der  generatrice  zusammenfalle,  sei  da«  allerdings  erforderlich; 
„dans  tous  les  autres  cas  cette  courbe  initiale  ne  sera  qu'une  espece 
d'asymptote  dont  la  courbe  generatrice  pourra  s'approcfaer  a  Vinfini 
Sans  qu^elies  puissent  jamais  coincider  entierement'' ^^^).  Er  giebt 
dann  noch  die  Coefficienten   Y^  der  Interpolationsformel: 

n 

•  y  -=  ^y   Yr  sin  vnx  (2) 

in  expliciter  Form  an"*): 

170)  In  nr.  38  seiner  ,,Bolution  de  diff^rents  probl^mes  de  calcul  inte- 
gral", Taur.  Mise.  8,,  1762/66,  p.  247  (oeuvrcB  1,  p.  689). 

171)  nr.  80,  p.  620. 

172)  nr.  89,  p.  643. 

173)  nr.  40,  p.  662. 

174)  Augenscheinlich  denkt  sich  Lagrange  unter  der  gt^n^ratrioe  auch 
hier  immer  nur  eine  endliche  Sinusreihe. 

176)  nr.  41,  p.  668.  Dabei  bedient  er  sich  des  Zeichens y* statt  des  Zeichens 
J]^^  and  schreibt  dX  statt  (n  -f- 1)~^;  der  ganze  Zusammenhang  aber  und 
namentlich  auch  der  Umstand,  dafs  er  ein  letztes  Glied  der  Beihe  (2)  schreibt, 
zeigt  deutlich,  dafs  er  auch  hier  nur  Summen  und  nicht  Integrale  im  Auge 
hat  Das  hat  B.  Biemann  (Werke  1,  p.  283)  gegenüber  Poisson's  Ver- 
suchen, diese  Stelle  gegen  Fourier  auszuspielen,  mit  Becht  hervorgehoben. 
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tmd  bemerkt  zum  Schlufs:  die  Vernachlässigung  der  Corrections- 
glieder  sei  nur  erlaubt,  wenn  in  der  Anfangsiig^  die  Differential- 
quotienten  beliebig  hoher  Ordnung  überall  stetig  seien,  auch  beim 
Übergang  zu  den  nach  Euler's  Vorschrift  gebildeten  Fortsetzungen 
der  Gurve;  unter  dieser  Voraussetzung  sei  also  die  Bestimmung  der 
Bewegung  der  Saite  stets  möglich.  Dafs  er  mit  diesem  Satze  die 
Verteidigung  der  freieren  Auffassimg  Euler^s,  die  doch  sein  ursprüng- 
liches Ziel  gewesen  war,  so  gut  wie  vollständig  aufgiebt  und  sich 
zu  d'Alembert  bekehrt  —  das  dem  Leser  auch  noch  ausdrücklich  zu 
sagen,  hält  er  freilich  nicht  für  nötig. 

Inzwischen  hatte  sich  auch  Daniel  Bernoulli  zu  der  Debatte 
geäuisert^''^);  er  hatte  einfach  sein  Festhalten  an  seiner  ursprüng- 
lichen Auffassung  erklärt  und  Lagrange's  Einwände  ziemlich  von 
oben  herunter  zurückgewiesen.  D'Alembert  und  Lagrange  waren 
darüber  nicht  wenig  ungehalten  ^^^,  und  letzterer  beabsichtigte  zu- 
erst eine  scharfe  Erwiderung  („je  lui  donnerai  bien  sur  les  doigts"). 
Doch  gab  er  diese  Absicht  bald  auf  und  wies  d'Alembert's  Drängen  ^^^\ 
sie  doch  noch  auszuführen,  mit  der  Begründimg  von  sich,  dafs  er 
des  Gegenstandes  überdrüssig  geworden  sei^'^). 

D'Alembert  dagegen  kommt  mit  „opiniätrete  eparpillee",  wie  er 
OS  selbst  nennt  ^**),  immer  wieder  auf  die  Frage  zurück  *^^),  wieder- 
holt jedoch  eigentlich  nur  seine  früheren  Auseinandersetzungen.  Zu 
erwähnen  ist  nur  etwa,  dafs  er  gegen  den  Gebrauch  von  Reihen 
aufserhalb   ihres   Convergenzintervalls  ^")   ausdrücklich  protestirt"^); 

femer  dafs  er  an  dem  Beispiel  y  sin  x  zeigt,  nicht  jede  überall  esd- 
liche  Function  sei  nach  der  Maclaurin'schen  Beihe  entwickelbar  ^®*). 
Es  kann  ihm  nicht  entgangen  sein,  dafs  dieses  Beispiel  einen  Zwie- 
spalt in  seiner  Auffassung  enthüllt:  einerseits  liegt  hier  auch  nach 
seinem  Gebrauche  des  Wortes  eine  „equation"  vor,  die  Aufgabe 
müiste  also  seiner  ursprünglichen  Darstellung^)  nach  für  eine  solche 

176)  Par.  Eist.  1762  [64],  p.  431;  vgl.  namentlich  die  Fufsnoten  p.  487 
und  442. 

177)  Briefe»")  vom  März  1765. 

178)  Juni  1769,  oeuvres  de  Lagrange  13,  p.  136. 

179)  „k  force  de  remanier  la  m§me  matiäre,  j*en  prends  ä  la  fin  un  si  fa- 
rieux  dägoüt  qu'il  m'est  comme  impossible  d'j  revenir  encore"  (Juli  69,  p.  188). 

180)  August  69,  p,  146. 

181)  OpuBC.  math.  4,  Paris  1768,  p.  183. 

182)  p.  191. 
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Anfangsfigor  lösbar  sein;  andererseits  ist  hier  die  Bedingung  der 
Endlichkeit  sämtlicher  Differentialquotienten  nicht  erfEÜlt,  auf  die  er 
späterhin'*)  ^••)  so  grofsen  Wert  gelegt  hatte.  Er  sucht  sich  mit 
der  Erklärung  zu  helfen^*'):  unendlich  grofs  werdende  Differential- 
quotienten schadeten  nichts:  „il  suffit  que  d^y/dx^  ne  fasse  point 
de  saut,  c'est-a-dire  ne  passe  pas  brusquement  du  fini  ^  Tinfini, 
.  .  .  ou  d'une  yaleur  finie  a  une  autre  yaleur  finie.'^ 

Auf  diese  Weise  verlief  die  Debatte  über  das  Problem  der^ 
Saitenschwingungen  nach  beinahe  zwanzigjähriger  Dauer  schliefslich 
im  Bande,  ohne  dafs  es  zu  einer  allgemein  angenommenen  Ent- 
scheidung zwischen  den  einander  gegenüberstehenden  Meinungen  ge- 
kommen wäre.  In  der  That  wäre  eine  solche  Entscheidung  nur  auf 
Grund  einer  systematischen  Untersuchung  der  Frage  möglich  ge- 
wesen, wie  weit  für  die  allgemeinsten  Conceptionen  der  Analysis 
die  aus  der  geometrischen  und  weiter  aus  der  physikalischen  An- 
schauung abstrahirten  Continuitätsvorstellungen  noch  Geltung  be- 
halten; eine  solche  Untersuchung  lag  aber  der  Zeit  noch  fem,  die 
gerade  der  durchgehenden  Anknüpfung  an  diese  Vorstellungen  ihre 
schönsten  Besultate  auch  im  analytischen  Gebiete  verdankte. 

§  13.    Nachklänge  des  Streites  über  die  Saiten- 
schwingungen. 

Dagegen  wurde  eine  der  durch  den  Streit  zur  Debatte  gestellten 
Fragen  noch  öfters  verhandelt:  nämlich  welcherlei  Unstetigkeiten  in 
den  Integralen  partieller  Differentialgleichungen  zulässig  seien.  So 
setzt  de  Condorcet^^)  allgemein  auseinander:  eine  Gleichung 
F  (x,  ^,  ;er)  »  0  könne  als  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  nur  dann  auftreten,  wenn  die  Function  F  selbst 
stetig  sei,  als  Integral  einer  solchen  Gleichung  zweiter  Ordnung 
nur  dann,  wenn  auch  ihre  ersten  Ableitungen  es  seien.  Diese  Auf- 
fassung würde  fOr  das  Saitenproblem  das  Auftreten  von  Ecken  aus- 
schliefsen;  er  hilft  sich  wie  Euler  mit  der  Erklärung,  man  müsse 
etwaige  Ecken  durch  kleine  Curvenstücke  von  stetiger  Biegung  er- 
setzen: „ainsi  Thypoth^se  ci-dessus,  qui  parait  d'accord  avec  la  na- 


183)  So  schon  Taur.  Mise.  8,,  p.  891. 

184)  Par.  ffist.  1771  [74],  nr.  V.  p.  69.  Er  operirt  mit  Differentialen, 
nicht  mit  Differentialquotienten;  es  würde  nicht  leicht  sein  (und  wohl 
nicht  der  Mühe  lohnen),  seine  Schlüsse  in  strenge  Form  zu  kleiden,  bezw. 
genau  die  Toraussetzungen  über  die  Natur  der  auftretenden  Functionen 
anzugeben,  unter  denen  sie  zulässig  sein  würden. 
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ture,    peut   se   concilier   avec   las   conditions   analjtiques  de  la  so- 

Auch  P.  S.  de  Laplace  glaubt  für  die  Form  e^=^f{x^y)  des 
Integrals  einer  Gleichung  n*®'  Ordnung  die  Stetigkeit  der  Ableitungen 
bis  zur  (»  —  1)**°  Ordnung  einschliefslich  fordern  zu  müssen  ^^). 

Wenn  andererseite  Abbe  T.  Yalperga  di  Calnso**')  sich  für 
die  Zulässigkeit  ^discontinuirlicher^  Functionen  erklärt,  versteht  er  dar- 
unter nur  solche,  die  in  verschiedenen  Teilen  ihres  Definitionsbereiches 
verschiedenen  analytischen  Gesetzen  gehorchen^);  Unstetigkeiten  im 
heutigen  Sinne  des  Wortes  scheint  auch  er  auszuschliefsen.  Die 
Anwendung  seiner  Überlegungen  auf  das  Saitenproblem  lehnt  er  ab, 
da  sie  andere  Discnssionen  verlange. 

Um  dieselbe  Zeit  stellte  die  Petersburger  Akademie  die 
Preisau%abe:  „si  les  fonctions  arbitraires,  auxquelles  on  parvient 
par  rintegration  des  equations  a  trois  ou  plusieurs  variables,  re- 
pr^sentent  des  courbes  ou  surfaces  quelconques,  soit  algäbriques  ou 
transcendantes,  soit  mechaniques,  discontinues,  ou  produites  par  im 
moQvement  volontaire  de  la  main;  ou  si  ces  fonctions  renfennent 
seulement  des  courbes  continues  represent^es  par  une  equation  al- 
gebrique  ou  transcendante" *®®).  In  der  Abhandlung  von  L.  Arbo- 
gast^®*),  die  den  Preis  erhielt,  erscheint  der  Begriff  dessen,  was  wir 
heute  mit  dem  Worte  „Discontinuität"  bezeichnen  (nicht  das  Wort 
selbst),  so  viel  ich  sehe,  zimi  ersten  Mal  fixirt.  Er  unterscheidet 
nämlich  zwischen  „discontinuit^^^  einer  Function,  worunter  er  ver- 
steht, dafs  sie  in  verschiedenen  Intervallen  verschiedenen  Gesetzen 
gehorcht,   imd    „discontigHit^^,  d.  h.   Unstetigkeit  in  dem  jetzt 


186)  nr.  VI,  p.  74. 

186)  Par.  ffist.  1779  [82],  p.  800  (oeuvr.  10,  p.  82).  Er  beruft  sich 
auf  den  Grenzübergang  von  der  Differenzen-  zur  Differentialgleichung, 
dessen  genaue  Formulirong  und  strenge  Begründung  allerdings  auch  heute 
noch  aussteht. 

187)  Tor.  Mem.  1786/87  [88],  nr.  42,  p.  671. 

188)  Petrop.  N.  Acta  6,  1787  [89],  p.  6  der  Histeire.  —  Es  braucht 
wohl  kaum  gesagt^  zu  werden,  dafs  eine  derartige  Frage  fClr  uns  jetzt  gar 
keinen  präcisen  Sinn  mehr  hat;  wir  würden  nicht  mehr  fragen:  „wie  ist 
die  Sache?",  sondern:  „wie  richten  wir  sie  zweckmäfsiger  Weise  ein?*' 
Aber  diese  Auffassung  ist  dem  ganzen  vorigen  Jahrhundert  fremd  und 
muTs  wohl  als  ein  Ergebnis  von  Kantus  Reform  der  Erkenntnistheorie 
angesehen  werden.  Dafs  „die  Functionen  nur  unsere  eigenen  (Geschöpfe 
sind**,  hat  wohl  erat  Qaufs  erkannt  (Brief  an  Bessel  vom  Oct.  1811, 
Briefw^echsel  [Leipz.  1880]  p.  162). 

189)  Memoire  sur  la  nature  des  fonctions  arbitraires,  qui  entreut  dans 
les  integrales  des  Equations  auz  diff^rentielles  partielles,  St.  Petersb.  1791. 
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üblichen  Sinne  des  Wortes  ^^).  Dann  erörtert  er  ausführlich  an  den 
einfachsten  Beispielen  (wie  dz/dx  ««  a,  dz/dx  —  /"(a;),  dz/dx  =»  /"(y)), 
dafs  die  in  der  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  1.  0. 
auftretende  willkürliche  Function  nicht  nur  ,,discontinue^,  sondern 
auch  ^discontigfie^  sein  dürfe  ^^).  Analoges  gelte  auch  für  Glei- 
chungen zweiter  Ordnung^*^.  Namentlich  hält  er  d'Alembert^) 
gegenüber  daran  fest,  dals  bei  der  Gleichung  der  Saitenschwingungen 
ein  Sprung  in  den  Werten  d^yjdo^  sehr  wohl  zulassig  sei;  die 
Gleichung  verlange  nur,  daDs  dann  d^y/di^  an  derselben  Stelle  den- 
selben Sprung  mache  ^^'). 

Eine  zweite  Abhandlung^,  die  ein  Accessit  erhielt,  ist  mathe- 
matisch in  der  That  minderwertiger;  sie  zeugt  von  ziemlich  scho- 
lastischer Denk-  und  Ausdrucksweise  ihres  Verfassers.  So  heÜBt  es 
z.  B.  „omnes  functiones  analjticae  perpetuo  sunt  continuae  suapte 
natura  ^^;  ....  yerum,  quibus  in  analjsi  locus  non  est,  functiones 
discontinuas  complectitur  lateque  recipit  geometria^*^^.  Übrigens 
findet  auch  er,  dads  die  angewandte  Mathematik  die  discontinuir- 
lichen  Functionen  nicht  missen  könne  ^'^. 

Kurz  Yor  seinem  Tode  ist  dann  Lagrange,  jedenfalls  yeran- 
lafst  durch  das  von  den  Untersuchungen  Fourier's  und  Poisson's 
neu  erweckte  Interesse  für  diese  Fragen  noch  einmal  auf  die  Saiten- 
schwingungen zurückgekommen^^,  in  der  Meinung,  ihre  Theorie 
„d'une  mani^  plus  simple  et  a  Tabri  des  objections  que  d'Alembert 
avait  faites"  darBustenen***).  Er  wiederholt  zunächst  seine  Theorie  *^^) 
der  kleinen  Schwingungen  eines  Systems  mit  einer  endlichen  Anzahl 
Yon  Freiheitsgraden  *^);  dann  behandelt  er  speciell  ausführlich  den 
Fall  eines  linearen  Systems,  d.  h.  eines  Systems  von  Körpern,  die 
längs  einer  Linie   angeordnet  sind  und  aufser  irgend  welchen   (ge- 


190)  §  1,  p.  9. 

191)  §  2,  p.  12  ff. 

195)  §  29,  p.  64  ff. 

193)  §  42,  p.  77. 

194)  De  Functionibua  arbitrariis  calculi  integralis  dissertatio,  Petrop. 
1791.  Als  Verfasser  hat  sich  A.  de  Lorgna  genannt,  Petrop.  N.  Acta  8, 
1790  [94],  p.  6;  9,  1791  [96],  p.  10. 

196)  §  21,  p.  10. 

196)  §  28,  p.  12. 

197)  §  46,  p.  22. 

198)  M^canique  analytique,  2»«  ^d.,  Paris  1811,  11  vi,  §  I;  oeuvres  11, 
p.  869. 

199)  Oeuvres  11,  p.  XVm. 

200)  Dies  schon  in  der  1.  Aufl.,  1788,  p.  241;  alles  folgende  erst  1811. 
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eigneten  Beschränkungen  unterworfenen)  äufseren  Kräften  noch  ihren 
gegenseitigen  Anziehungen  unterliegen^^).  Er  specialisirt  die  er- 
haltenen etwas  schwerfalligen  Formeln  für  den  Fall,  dafs  sich  Longi- 
tudinal-  und  zwei  Arten  von  Transversalschwingungen  von  einander 
trennen  lassen  ^^,  fafst  das  recurrente  Gleichungssystem  §  10  (25) 
zu  einer  Differenzengleichung  zusammen  und  stellt  deren  Auflösung 
in  symmetrischer  Form  dar^^').  In  allen  principiellen  Fragen  da- 
gegen kehrt  er  durchaus  zu  seiner  ersten  Auffassung  (§  10)  zurück: 

zur  Begründung  des    Ersatzes   von   n  sin  ^—  für  «  «=  c»   durch  qtc^ 

obwohl  auch  q  über  alle  Grenzen  wachsen  kann,  beruft  er  sich  auf 
„la  tbeorie  connue  de  ces  series"*^);  er  bleibt  femer  dabei,  dafs 
nh't  f%br  n  »  cx)  als  ganze  Zahl  betrachtet  werden  könne,  was  auch 
h't  sei^*);  er  behauptet  endlich,  dafs  die  CoefQcienten  von  D.  Ber- 
noulli's  Formel  „in  den  meisten  Fällen"  divergente  Reihen  bildeten  ^^), 
und  dafs  D.  BernouUi's  ganze  Auffassung  auch  für  die  Akustik 
h3rpothetisch  und  die  daraus  gezogenen  Folgerungen  „tout-a-fait  pre- 
caires"  seien  ^^.  Bei  einem  Bückblick  auf  die  Debatte  zwischen 
d'Alembert  und  Euler  (§  6)  scheint  er  zuerst**®)  die  Argumente  des 
ersteren  anzuerkennen,  erklärt  aber  dann  doch,  dafs  durch  seine 
Untersuchung  die  Richtigkeit  Ton  Euler's  Construction  dargethansei**^). 
Kurz  vorher  hatte  G.  Monge  seine  allgemeine  „Methode  der 
Charakteristiken"  zur  Integration  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  auf  die  Differentialgleichung  der 
schwingenden  Saiten  angewendet  ^^^).  Die  Charakteristiken  sind  bei 
dieser  Gleichung  definirt  durch  die  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen: 

(1)  dt  +  dx-^0,       dt  —  dx  =  0, 

deren  Integralgleichungen  sind: 

(2)  t  -}-  X  =^  a^        t  —  X  =  ay 

Um  also  irgend  ein  Integral  der  Gleichung  der  Saitenschwingungen 
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§  n,  p.  890. 

§  m,  p.  406, 

nr.  84,  p.  408. 

nr.  46,  p.  422. 

nr.  49,  p.  427. 

nr.  47,  p.  424. 

nr.  69,  p.  487. 

nr.  61,  p.  439. 

nr.  62,  p.  442. 

J.  äc.  polyt.  cah.  16,  1809,  p.  118. 
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zu  finden,  hat  man  in  der  (^^)- Ebene  zwei  willkürliche  Ourven 
y  ^  O  (t),  y  ^^  W  (t)  anzunehmen,  durch  alle  ihre  Punkte  bezw. 
Parallele  zu  den  Geraden  t  -{-  x  ^^  0^  t  ^  x  ^^  0  der  (xt) -'Ebene  zu 
legen  und  für  jeden  Pimkt  (o:,  t)  die  Ordinaten  der  beiden  so  ent- 
stehenden Cylinderflächen  zu  addiren'^^).  Aus  dieser  Construction 
leitet  er  dann  eine  kinematische  Erzeugung  der  Integralfl&che  ab, 
indem  er  z.  B.  die  Schnittcurve  der  ersten  CyHnderfläche  und  der 
Ebene  y  —  x  '=  0  parallel  mit  sich  selbst  so  verschiebt,  dafs  einer 
ihrer  Punkte  die  Ourve  y=  ^(0  durchläuft*^*).  Auch  zeigt  er 
ausführlich,  wie  man,  wenn  die  Anfangsfigur  der  Saite,  d.  h.  die 
Summe  O  (x)  +  W  (—  x)  för  0  <  »  <  .4  gegeben  ist  und  aufserdem 
die  Bedingung:  cz/ct  «=  0  für  f  =  0,  hieraus  mit  Hilfe  der  Grenz- 
bedingimgen:  z  ^  0  für  x  =  0  und  für  x  =  Ä  die  Functionen  0 
mid  W  für  alle  Werte  ihrer  Argumente  bestimmen  kann*^').  Hier- 
auf giebt  er  eine  einfache  Construction  der  Ordinaten  in  einem  be- 
liebigen Punkte  des  von  den  Linien  o;  s=  0  und  x  ==  Ä  eingeschlosse- 
nen Streifens  der  a;^- Ebene,  die  darauf  hinauskommt,  dafs  er  die 
Fortpflanzimg  der  ursprünglichen  Störung  von  jedem  Punkt  aus 
nach  beiden  Seiten  hin  und  ihre  —  eventuell  wiederholte  —  Reflexion 
an  den  beiden  Ghrenzpunkten  verfolgt*^*).  Auch  bestimmt  er  den 
Schnitt  der  Fl&che  mit  der  xy-Ehene*^^),  Zum  Schlufs  erwähnt  er 
ein  schon  1797  auf  seine  Veranlassung  ausgeffÜirtes  Modell  der 
Fläche  in  der  Sammlung  der  Ecole  polytechnique**®). 


ni.  Abschnitt. 

Die  Entwiekelnng  analytischer  Fnnctionen  in  hannonische 

trigonometrische  Reihen. 

§  14.     Allgemeine  Untersuchungen  von  Euler  und 

Lagrange. 

Es  ist  eine  sehr  merkwürdige  Thatsache,  dafs  im  ganzen  Ver- 
lauf des  Streites  über  das  Saitenproblem  niemals  ^^"^  directer  Bezug 
auf  eine  in  derselben  Zeit  erschienene  Abhandlung  genommen  wurde, 

211)  nr.  3,  p.  122. 

212)  nr.  4,  p.  123. 

213)  nr.  5,  p.  124. 

214)  nr.  13,  p.  136. 

215)  nr.  18,  p.  141. 

216)  nr.  21,  p.  145. 

217)  Höchstens  in  einer  ÄuTserung  d^Alemberts '^)  kann  man  eine  An- 
spielung darauf  finden. 
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in  der  die  Entwickelbarkeit  von  periodischen  analytischen  Functionen 
in  harmonische  trigonometrische  Beihen,  wenn  auch  in  anderer  Aus- 
drucksweise, bereits  behauptet  wcn^n  war;  eine  Abhandlung^  die 
noch  dazu  von  einem  der  an  der  Discussion  beteiligten  selbst  her- 
rührte. Euler  hatte  sich  nl&mlich  schon  frühzeitig '^^)  mit  dem 
Problem  beschSfügt,  eine  nur  für  ganzzahlige  Werte  des  Argumenis 
gegebene  Function  zu  interpoliren,  d.  h.  eine  Function  f(x)  eines 
continuirlich  yeränderlichen  Arguments  x  zu  finden,  die  für  ganz- 
zahlige Argumentwerte  x  «»  n  Yorgeschriebene  Werte  f  (n)  «=  a«,  an- 
nimmt; seine  Besultate  hat  er  dann  in  der  Abhandlung  „de  serie- 
ram  determinatione,  seu  nova  methodus  inyeniendi  terminos  genendes 
serierum"*^*)  veröffentlicht.  Die  Unbestimmtheit  des  Problraos  ist 
Euler  sehr  wohl  bekannt  und  er  verbreitet  sich  ausführlich  über 
aie'^);  aber  er  stellt  sich  zur  Aufgabe,  die  allgemeinste  Lösung 
zu  finden.  Zunächst  behandelt  er  den  Fall  f  (n)  »  1,  also  eben  die 
Frage  nach  der  allgemeinsten  periodischen  Function,  die  lÜr  a; »  0 
den  Wert  1  annimmt***).  Er  setzt  f  {x)  ^  y  und  nach  dem  Tay- 
lor'schen  Satz: 

(1)  /•  (^  +   1)  ==  y  +  3^'  +  i  y"  +  _i   y'"  +   .  .  . 

Soll  also  f(x-{-l)^f  (x)  sein,  so  mufs  die  Function  f  der  linearen 
Differentialgleichung  unendlich  hoher  Ordnung: 

(2)  0-/  +  ly''  +  |»"'  +  -- 

genügen.  Euler  wendet  auf  diese  Gleichung  ohne  weiteres  seine 
einige  Jahre  vorher  ^^)  veröffentlichte  Methode  zur  Integration  linearer 
Differentialgleichungen  von  endlicher  Ordnung  an.  Er  stellt  neben 
sie  die  Oleichung: 

(3)  o-ie^-Mi^»  +  i^  +  --  =  c'-l 

und  bestimmt  zunächst  deren  Wurzeln  folgendermafsen:  Es  ist 

218)  Vgl.  seine  Briefe  an  Goldbach  vom  Oct.  1729  und  Jan.  1730, 
corresp.'^  1,  p.  1,  11,  sowie  die  Briefe  von  Johann  I  Bemoulli  an  Euler 
vom  Apr.  und  Aug.  1740,  Oct.  1741,  ib.  2,  p.  86,  48,  62. 

219)  Petrop.  N.  Comm.  8,  1760/61  [63],  p.  36.  Von  Reihen  ist  in  der 
Überschrift  nur  deswegen  die  Bede,  weil  Euler  sich  die  a«  als  Glieder  der 
unendlichen  Reihe  a^  -f  a,  -j-  <>t  +  ^  +     '  gegeben  denkt 

220)  §  1—11,  p.  86—43.  Vgl.  auch  D.  BemouUi's  Brief  an  Euler  vom 
Sept.  1741,  coireap.  ■•)  2,  p.  476. 

221)  §  12,  p.  43. 
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Das  Polynom  (l-\ j   —  1  hat  nach  dem  Theorem  von  Cotes  den 

Linearfactor  z  und  die  quadratischen  Factoren  ffiOr  A;  <-«  1, 2, 3 1 : 

kn 
oder  wenn  man  mit  dem  constanten  Factor  4  sin*  —  dividirt: 

n 

1  +  -  + ^^-r-  («) 

n 

Für  lim  n  «=  cx>  gehen  diese  Factoren  üher  in 

l+jfc.-  (7) 

Einem  solchen  quadratischen  Factor  des  Hülfspolynoms  (3)  entspricht 
als  particuläres  Integral  der  Oleichxmg  (2): 

at  sin  2k7cx  +  ^k  cos  2kitx\  (8) 

dem  Linearfactor  s  entspricht  als  Litegral  eine  Constaate.  Nimmt 
man  noch  die  Bedingung  /*  (O)  »  1  hinzu,  so  erhält  man  die  Lösung 
der  vorgelegten  Literpolationsaufgahe  in  folgender  Gestalt: 

y  *=  1  +^{at  sin  2Ä»a:  +  «t(cos  2k7tx  —  l)}*  (9) 

k 

Üher  den  Grad  der  Allgemeinheit,  den  die  so  gefundene  Lösung 
hesitzt,  drückt  sich  Euler  einigermafsen  unhestimmt  aus***). 

Vielleicht  ist  es  Üherflüssig,  zu  dieser  Lösung  zu  hemerken: 

1)  Man  könnte  einiges  kürzer  darstellen,  wenn  man  complexe 
Gröfsen  henutzen  wollte,  was  Eoler,  dem  dieses  Hilfsmittel  ja  ge- 
läufig wtf,  hier  offenbar  absichtlich  vermeidet, 

2)  Die  Entwickelbarkeit  von  y  in  eine  Tajlor'sche  Reihe  und  die 
Gültigkeit  dieser  Reihe  his  x  -{-  1  werden  ohne  weiteres  voraus- 
gesetzt**^); ebenso  wird  der  Übergang  von  einer  Differentialgleichxmg 
endlicher  zu  einer  solchen  unendlich  hoher  Ordnung  nicht  weiter 
gerechtfertigt. 

3)  Dieser  Ghrenzübergang  ist  eine  eigentümliche  mathematische 
Formulirung  des  in  §  2  besprochenen  Übergangs  von  einem  System 
mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Freiheitsgraden  zu  einem  continuir- 
lichen  System;  sie  verdiente  wohl  eine  nähere  Untersuchung. 

222)  §  14,  p.  46. 

223)  Aus  diesem  Grunde  hat  bereits  d*Alembert  die  Allgemeinheit 
dieser  Lösung  bestritten,  Opuscules  math^matiques  4,  Paris  1768,  p.  844; 
5  (ib.  eod.),  p.  611. 

Jahr«8b«rloht  d.  Deutichen  Biathem.  -Vereinigung.    X.  4 
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Euler  löst  dann  in  derselben  Weise  noch  einige  verwandte 
Probleme;  besonders  bemerkenswert  ist  die  Behandlung  der  Aufgabe, 
f{x)  so  zu  bestimmen,  dafs  die  Differenz  f(x  +  l)  —  f(x)  gleich 
einer  gegebenen  Function  X  wird*^).  Sie  führt  auf  die  lineare 
Differentialgleichung  „mit  zweitem  Glied'*: 

(10)  y'  +  |y"  +  Xy'"  +  .._X; 

die  Integrale  derselben  leitet  Euler  aus  den  Integralen  der  ent- 
sprechenden Gleichung  „ohne  zweites  Glied**  durch  Anwendung  der 
damals  auch  schon  bekannten  Methoden  ab.     Er  findet  so^^^): 

y  =  fX  dx  +  ^  2  cos  2k7cx  fX  cos  2  kitx 

(11)  ^      -^  ^   t  -^ 

+  ^2  sin  2k7txJX8m  2knx. 
k 

In  derselben  Weise  hat  Lagrange  in  der  schon  erwähnten 
Sammlung  vermischter  Notizen  zur  Integralrechnung^^^)  die  allge- 
meinere Aufgabe  behandelt,  eine  Function  (p  (t)  so  zu  bestinunen, 
dafs  die  [endliche]  Summe: 

(12)  aq)[t+  a{h  +  kf)]  +  ß(p[t  +  h(h  +  kt)]  +  -  - 

gleich  einer  gegebenen  Function  T  wird^^^)  —  anknüpfend  an  seine 
Behandlung  der  nach  ihm  benannten  Art  linearer  Differential- 
gleichungen**^. Das  Resultat  seiner  Untersuchungen  specialisirt  er 
für  den  Fall,  dafs  die  zu  erfüllende  Gleichung  lautet: 

(13)  <p  (^  +  a)  -  9  (f  -  a)  «  0; 

so  gewinnt  er  für  die  Theorie  der  Saitenschwingungen  das  Ergeb- 
nis**^: „r^quation  de  la  figure  initiale  de  la  corde,  lorsqu'elle  [die 
Anfangsfigur]  en  a  une  [eine  Gleichung],  ne  peut  etre  que: 

(14)  ^  «=  a  sm h  P  sm 1-  y  8ui [-•••• 

224)  §  65,  p.  80. 

225)  In  dieser  Formel  sind  die  Integrale  unbestimmte,  ihre  obere 
Grenze  ist  die  Variable  x  selbst.  Man  würde  aus  ihr  sofort  die  Bestim- 
mung der  Goefficienten  in  der  Entwicklung  der  willkürlichen  Function  X 
nach  den  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  2nx  erhalten,  wenn  man 
sie  für  die  Argumente  x  und  x-{rl  ansetzen  und  dann  die  Differenz  bilden 
würde ;  aber  in  Euler's  Fragestellung  lag  kein  Anlafs  dazu,  diesen  Schritt 
zu  thun. 

226)  Taur.  Mise.  3,,  1762/66  [66],  nr.  18,  p.  201;  oeuvr.  1,  p.  498. 

227)  nr.  16,  p.  481. 

228)  nr.  25,  p.  616.  Auch  diese  Stelle  ist  zum  Beweis  dafür  angeführt 
worden,  dafs  Lagrange  bereits  die  Entwicklung  einer  willkürlichen  (auch 
nicht  analytischen)  Function  in  eine  trigonometrische  Reihe  gelehrt  habe. 


§  16.   Entwicklimg  rationaler  ganzer  Functionen.  51, 

§  15.    Entwicklung  rationaler  ganzer  Functionen. 

Noch  merkwürdiger  als  die  zu  Anfang  von  §  14  erwähnte 
Thatsache  ist,  dafs  auch  auf  ein  anderes  Resultat  Euler's  im  Streit 
über  Daniel  Bemoulli's  Lösimg  des  Saitenproblems  kein  Bezug  ge- 
nommen wurde:  er  hatte  nämlich  Entwicklungen  bestimmter 
nicht  periodischer  Functionen  in  trigonometrische  Beihen 
thatsächlich  bereits  aufgestellt*^).  Er  hatte  zunächst  die  be- 
kannten Formeln,  vermöge  deren  sich  die  n*^  Potenzen  von  cos  x 
und  sin  x  durch  die  Cosinus  und  Sinus  der  ganzzahligen  Vielfachen 
von  X  ausdrücken,  allerdings  ohne  nähere  Rechtfertigung,  auch  auf 
negative  ganzzahlige  Werte  von  n  ausgedehnt*^);  daran  anschliefsend 
leitet  er  aus  der  geometrischen  Reihe: 

OP 

7 r— r— ; :  ^     /.  a*  (cOS  X  +  i  SW.  xY  (l) 

1  —  a  (coB  o;  +  *  Bui  ^)       ^^  ^  '^ 

durch  Trennung  des  reellen  und  des  imaginären  Bestandteils  die 
beiden  folgenden  ab*'*): 

00 

-^ r i — j  «=    >>.  a"    ^  COS  «a;,  (2) 

1  —  2a  cos  a:  4-  a"       .^L^  '  ^  ^ 

OD 

-: s i — f  «   ^  fl*""*  sin  «rc.  (3) 

1  —  2a  COS  o:  +  a         ^J  ^  ^ 

Soweit  würden  seine  Resultate  nichts  enthalten,  was  den  damals 
herrschenden  Anschauungen  widerspräche.  Aber  nun  setzt  er  in 
diesen  Formeln  a  =»  1  imd  a  »  —  1  und  erhält  dadurch  Reihenent- 
wicklungen von  Fimctionen,  die  selbst  nicht  mehr  periodisch  sind. 
Diejenigen  Reihen,  die  er  auf  diesem  Wege  zunächst  erhält,  sind 
allerdings  nicht  convergent,  so  z.  B.  die  folgende*^*): 

cos  a;  +  cos  2a;  +  cos  3aj  +  +  '  •  •,  (4) 

von  der  er  behauptet,  ihr  Wert  sei  —  j;  und  noch  weniger  sind  es 

Der  Zusatz  „lorsqu*elle  en  a  une^^  xmd  überhaupt  der  ganze  Zusammen- 
hang stehen  dieser  Auslegung  entgegen.  Man  vgl.  auch  die  jedenfalls 
diese  üntersuchxmg  ankündigende  AuTserung  Taur.  Mise.  1„  1769,  nr.  17, 
p.  24  (oeuvres  1,  p.  70). 

229)  Petrop.  N.  Conmi.  6,  1764/66  [60],  p.  164;  zum  Teil  wiederholt  in 
der  späteren  Abhandlung  Petrop.  N.  Acta  7,  1789  [98],  p.  87  (a.  d.  J.  1776). 

230)  nr.  7,  p.  169. 
281)  nr.  61,  p.  202. 

232)  Auch  Lagrange  ist  in  Nr.  43  seiner  ersten  Abhandlung  (oeuvres  1, 
p.  109)  auf  diese  Reihe  gefOhrt  worden;  indem  er  zuerst  eine  endliche  An- 
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die  aujs  ihnen  durch  Differentiation  abgeleiteten.  Dagegen  erhält  er 
durch  Integration  die  in  der  That  convergenten  Reihen*^): 

(5)  sin  a?  —  I  sin  2ap  +  j  8in  3x  —  l"  sin  4«  H ^  "ö" » 

(6)  cos  05  —  j  cos  2«  +  1^  cos  3a?  —  ^  cos  4«  H . .  =.  ^  —  —.. 

Freilich  sind  die  angegebenen  Summen  dieser  Reihen  nicht,  wie  Euler 
anzimehmen  scheint,  für  alle  Werte  von  x,  sondern  nur  für  geeignet 
eingeschiünkte  richtig. 

Dagegen  ist  die  Entwicklung  einer  andern  nicht  periodischen 
Function  im  späteren  Verlaufe  der  Discussion  in  der  That  zur  Sprache 
gekommen,  doch  ohne  dafs  sie  noch  entscheidenden  Einfluls  auf  den 
Ausgang  des  schon  im  Erlöschen  begriffenen  Streites  hätte  haben 
können.  D'Alembert  hatte  gelegentlich  die  Function  ^f*  als  Bei- 
spiel einer  sicher  nicht  in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickelbaren 
Function  genannt'^).  Lagrange  machte  ihn  brieflich*^)  darauf 
aufinerksam,  daJJS  man  die  Entwicklung  dieser  Function  in  der  That 
auf  folgendem  Wege  erhalten  könne:  es  sei 

a;  *>  sin  X  +  a  sin*  a?  +  t  sin*  a?  +  •  • 
«  sin  a;  (a,  +  \  cos  2a?  +  c^  cos  4»  •  •  ), 


also: 


x^  «= (o,  +  \  cos  2a?  +  ^2  cos  4»  +  •  •) 


und: 

(7)  a?*^»  =  Oj  +  ^8  cos  2«  +  Cj  cos  4a;  +  •  • 

D'Alembert  erwidert^:  1)  die  Differentialquotienten  beider  Seiten 
seien  fOr  a?  *«  0  nicht  einander  gleich;  2)  man  könne  auf  demselben 

Wege  auch  sin  a;  =  1/ nach    den   Cosinus    der   geraden 

Vielfachen  von  x  entwickeln  wollen,  was  doch  sicher  nicht  angehe, 
da  sin  a;  eine  ungerade,  die  Cosinusreihe  eine  gerade  Function  von 
X  sei.     Also  könne  die  Gleichung  (7)  nicht  „exacf^  sein. 

zahl  von  Gliedern  nmunirt  und  dann,  wie  er  auch  sonst  thut,  sin  oo  »■  0 
setzt,  erhält  er  ebenfalls  den  Wert —  ^.  D'Alembert  hat  gegen  ihren  Ge- 
brauch Verwahrung  eingelegt  ^^^,  doch  ohne  Lagrange  damit  zu  über- 
zeugen **■). 

288)  nr.  68,  p.  204. 

234)  OpuBcules  math^matiques  4,  Paris  1768,  p.  846. 

236)  Oct.  1768,  oeuvres  13,  p.  116. 

286)  OpuBc.  math.  6,  Paris  1768,  p.  611.  Er  nennt  Lagrange  nicht, 
sondern  sagt  nur  „on  m'a  objecto**.  Sein  Brief  an  Lagrange  vom  Nov.  1768, 
oeuvres  de  Lagrange  13,  p.  120  enthält  keine  näheren  Ausfährongen. 
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Enler's  teilweise  paradoxe  Beanltate  sind  erst  geraume  Zeit 
später  von  D.  Bernoulli  nfther  discutirt  worden**^.  Die  Grund- 
lagen seiner  AufGeusung,  die  an  Leibnizens  Auffassung  der  Gleichung: 

1-1  +  1-1  +  l-lH \ 

anknüpft,  lassen  sich  freilich  nicht  halten '^f  und  er  bemerkt  auch 
selbst,  dafs  Folgerungen  wie  die  aus  (4)  für  a?  *»  27r  sich  ergebende: 

1  +  1  +  1  + i 

in  keiner  Weise  sich  rechtfertigen  liefsen*'^.  Immerhin  hat  er  von 
diesem  schwankenden  Fundament  aus  in  einer  folgenden  Abhand- 
lung*'^) anfser  den  bereits  von  Euler  gefundenen  noch  die  folgenden 
Besnltate  gewonnen: 

OD 

^1  sin  n  x       n  —  x  ^^k 

«sei 


C08  nx       ff'       nx   .    x* 


2 

CD 

^^  sin  n«       n^x        nx*   .    x'  /^^v 

^CTco8j*Ä       n* n^x*   .nx*       x*  ,^^k 

^      n*      ""  9Ö~"    12    ■*"  "12         48'  ^   ^ 

«=1 

OD 

^^  sin  nx       n*x  __  n*x*   ,    nx*  __  «*  ^^  ^^ 

^       n*~""*"9Ö  36~  "*"  ~48         24Ö '  ^^ 

Zur  Bestimmung  der  bei  dem  Schlufs  von  (8)  auf  (9)  und  von  (11) 
auf  (12)  auftretenden  Integrationsconstanten  bedient  er  sich  des 
Eimstgrifi,  dafs  er  jedesmal  zwei  specielle  Argumentwerte  einsetzt 
und  die  auftretenden  numerischen  Reihen  in  einander  umformt,  so 
dafs  er  also  die  Werte  der  Summen   der  reciproken  Potenzen  der 

287)  Petrop.  N.  Conun.  16,  1771  [72],  p.  71.  Er  bezeichnet  derartige 
Resultate  als  „incongrue  vera". 

238)  Vgl.  ihre  Kritik  bei  A.  Pringsheim,  Encyclop.  der  math.  W.  I 
A  3,  nr.  89;   auch  D.  Bemoulli's  eigne  Worte  §  7,  p.  80:   „mihi  quidem* 
piincipium  .  .  .  fuit  per  ae  darum,  simul  autem  intelligo  alios  aliter  sen- 
tire  poBse;  quoniam  autem  demonstrationem  directam  principii  non  video, 
multiplici  inductione  argumentum  stabiliendmn  esse  censui/^ 

239)  §  11,  p.  88. 

240)  Peteop.  N.  Comm.  17,  1772  [78],  §  6,  p.  7;  §  7,  p.  9;  §  9,  p.  11; 
§  10,  p.  18;  §  11,  p.  14.  Die  Gleichung  (8)  hatte  Euler  bereits  Juli  1744 
Goldbach  mitgeteilt,  corresp. ")  1,  p.  279. 
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natürlichen  Zahlen  nicht  alfl  bekannt  vorauszusetzen  braucht,  son- 
dern sie  nebenbei  als  GoroUare  erhält. 

Au&erdem  giebt  D.  Bemoulli  noch  die  folgende  Gleichung**^): 

ZI  o\  ^  C^"*  *»*  1   1  ^ 

(13)  2i  —^  "  i  '««  «ä  -  OOB  X)  ■ 

Ein  wesentlicher  Fortschritt  Euler  gegenüber  liegt  übrigens 
darin,  dafs  D.  Bemoulli  ftbr  seine  Formeln  Gültigkeitsgrenzen  („can- 
cellos^')  angiebt  So  weifs  er  z.  B.,  dals  die  Gleichung  (8)  nur  für 
0  <  o;  <  27r  richtig  ist,  dsSa  dagegen  in  jedem  der  folgenden  Inter^ 
valle  27t  <ix  <i  ^tc,  49r  <  o;  <  Gtt  .  .  die  Gonstante  anders  bestimmt 
werden  mufs*^*).  Infolge  dessen  entgeht  es  ihm  auch  nicht,  da(s 
die  Summe  dieser  Reihe  eine  für  o;  »  0,  27r,  47r,  .  .  .  unstetige 
Function  ist*"). 

Inzwischen  war  das  Rechnen  mit  endlichen  trigonometrischen 
Reihen  durch  Gh.  Bossut  gefördert  worden.  Schon  früher  hatte 
Euler  die  Formeln  erhalten*^): 

.    /     ,    nb\    .     n  +  1  r 
^.^  sm  la  +  -5-1  am  — 5 —  0 

(U)  ^Hinia  +  kb) 5^ 14 ? ; 

*«sO  sin  ~ 

/     ,    nb\    .     n  +  1  - 
«  cofl  (a  +  — )  sm      I     b 

(15)  2  ^^«  (^  +  *^) ^ -^ ' ' 

*=o  sin  -TT- 

2 

allerdings  auf  einem  Umweg  und  noch  dazu  auf  einem  sehr  prec&ren, 
nämlich  als  Dififerenzen  je  zweier  divergenten  anendlichen  Reihen. 
Bossut  gab  eine  directe  Herleitung  nicht  nur  dieser  Gleichimgen, 
sondern  auch  entsprechender  für  Potenzen  und  Producte  von  Sinus 
und  Gosinus,  z.  B.***): 

n 

(16)  ^y  sin'Ä;««  g^  — |-T—-r-{ sin  2  «»  +  8111(2 n  +  2)a;  — sin2a?} 


241)  §  13,  p.  16. 

242)  §  6,  p.  S. 

248)  ,,iiiteger  transitus  perficitur  non  in  arculo  dx,  sed  in  unico  puncto 
vere  mathematico^S  Er  knüpft  daran  die  Mahnung  (§  17,  p.  21):  „quam 
circomspecte  procedendum  sit,  cum  quantitatibus  physiciB  valde  parvis 
infinite  parva  in  abstracto  Bubstituimus/* 

244)  Introductio  in  analysin  infinitorum  1,  Laus.  1748,  nr.  259,  p.  218. 

246)  Paris  Hist.  1769  [72],  p.  468. 

246)  nr.  4,  p.  466. 
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Durch  diesen  Au&atz  von  Bossnt  wurde  D.  Bernoalli  ver- 
anlafst,  an  dessen  Formeln  den  Ghrenzübergang  zu  n »»  oo  vorzu- 
nehmen und  zu  zeigen,  dals  man  auch  auf  diesem  Wege  zu  seinen 
^-ftheren  Besultaten^'^  geführt  wird*^^.  Dabei  setzt  er  seine  Auf- 
fassung der  oscillirenden  Reihen  noch  einmal  ausführlich  auseinander  ^ : 
sie  läfst  sich  auf  die  trigonometrischen  Reihen  dann  anwenden,  wenn 
der  Bogen,  nach  dessen  Vielfachen  sie  fortschreiten,  mit  der  ganzen 
Peripherie  commensurabel  ist. 

Unmittelbar  an  diesen  Aufsatz  anschlieisend  folgt  ein  solcher 

von  Euler***),    der   zun&chst    die    endlichen   Sunmien    ^sin^  kx. 

k 

J^cos^  kx  unter  Zuhilfenahme  von  Exponentialfnnctionen  complexen 
k 

Arguments  auszuwerten  lehrt,  fEb:  den  Grenzübergang  zu  anendlichen 
Reihen  aber  auf  Bemonlli  verweist*^).  Euler's  eigene  Auffassung 
der  auftretenden  divergenten  Reihen  ist  dabei  die  „ut  summa  .  .  . 
vocetur  ea  formula  analjtica,  ex  cuius  evolutione  eae  series  nascan- 
tur^*^^).  Inwieweit  diese  Auffassung  sich  in  sich  selbst  widerspruchs- 
frei durchführen  Iftist  imd  in  welcher  Beziehung  sie  zu  der  von 
Bemoulli  entwickelten  steht  —  auf  diese  Fragen  Ift&t  er  sich  nicht 
ein*'*).  —  In  einem  Anhang*^)  formulirt  er  allgemein  die  Ableitung 
von  £akX^  cos  kq)  und  IJükX^  sin  A;^  aus  JSakX^  und  giebt  als  Bei- 
spiele au&er  den  beiden  hier  mit  (2)  und  (3)  bezeichneten  Formeln 
noch  die  beiden  folgenden*^): 


^,  —  sm  no;  »  arc  tg  :; ,  ( 17 ) 

«aal 

qp 

^^  cos «««2-1  log (1  -  2acosa;  +  a*).  (18) 


247)  Petrop.  N.  Gomm.  18,  1778  [74],  p.  8. 

248)  nr.  10,  p.  18:  „hac  operatione  metaphysice  obtinetur,  quod  geo- 
metrice  fieri  non  potest^S  Am  Schlüsse  (nr.  18,  p.  28)  sieht  er  sich  doch 
zu  dem  Zugeständnis  gedrängt:  „si  generaUus  res  examinetur,  fieri 
potest,  nt  a  solo  terminomm  ordine  mutato  alia  atque  alia  exoriator  summa*^ 

249)  Petrop.  N.  Comm.  18,  1778  [74],  p.  24. 

260)  §  9,  p.  29. 

261)  §  10,  p.  30.  Vgl.  auch  Euler's  Brief  an  Goldbach  vom.  Aug.  1746, 
corresp.**)  1,  p.  824. 

262)  Vgl.  auch  hierüber  A.  Pringsheim,  Encyd.  d.  math.  W.  1  A3, 
Nr.  89,  40. 

268)  p.  82.     In  der  nachgelassenen  Abhandlung  Petrop.  N.  Acta  7, 
1789  [98],  p.  87  (a.  d.  J.  1776)  wird  das  wiederholt. 
264)  p.  36. 
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Derselbe  Band  der  Petersburger  Akademiescbriften  enthalt  noch 
einen  Aufsatz  von  A.  J.  Lexell,  in  dem  sich  unter  mancherlei  Be- 
merkungen über  die  Summirung  endlicher  trigonometrischer  Beihen 
auch  die  folgende  —  später  nicht  immer  beachtete  —  findet:  der 
einfachste  Weg,  um  27  sin  nt;  —  allgemeiner  27  sin  (;p  +  nv)  — 
ohne  Benutzung  complexer  GröDsen  in  für  spätere  Anwendung  be- 
quemer Form  zu  erhalten,  ist  Mulüplication  (nicht  mit  2  sin  r  oder 
2  cos  t;,  sondern)  mit  2  sin  y  t;  und  Umformung  der  Producte  zweier 
Sinus  in  die  Differenzen  zweier  Cosinus^. 

Euler  ist  später  noch  einmal  von  anderer  Seite  her  auf  die 
Gleichung  (5)  geführt  worden,  als  er  sich  wieder  mit  dem  Inter- 
polationsproblem beschäftigte  und  zwar  speciell  mit  der  Aufgabe,  eine 
ungerade  Function  von  x  zu  bestimmen,  die  für  eine  (endliche  oder  un- 
endlich grofse)  Anzahl  von  Werten  a,  5,  c,  (2, . . .  des  Arguments  vorge- 
schriebene Werte  Pi  $,  r,  5,  .  .  .  annimmt'^).  Die  Unbestimmtheit 
dieses  Problems  ist  ihm  zwar,  wie  schon  oben  erwähnt'^),  bekannt, 
macht  ihm  aber  wenig  Sorge**'').     Er  löst  es  durch  die  Formel*^): 

'    c"  —  x^ 


y  ^  p 

Ö"  —  X' 

X        a 

6«  —  a« 
a»  — «« 

a>  — 6« 
a«       c« 

6>  — a;* 


d«- 

-  X* 

d«- 

-  a" 

d«- 

-  X* 

d«- 

-  6* 

d>- 

-  X* 

d*- 

-  c* 

6«  — c« 

+  •  •  •  » 

ohne  sich  um  die  Convergenz  der  einzelnen  unendlichen  Producte  oder 
der  aus  ihnen  gebildeten  Reihe  zu  kümmern.    Indem  er  dann  speciell 

(20)  y  =«  sin  oj,     a  =  9,     6  =  2  9,     c  =  3  9),  •  •  • 

setzt  und  zur  Grenze  x  ==  0  übergeht,  erhält  er  Gleichung  (5)  wie- 
der ^^).  Interessanter  aber  als  diese  Ableitung  selbst  ist,  da£s  er 
diesmal  die  Frage  aufwirfb,  wieso  diese  Gleichung  fOr  o;  »  tt  richtig 
sein  könne.  Zur  Beantwortung  setzt  er  x  =  fc  —  09,  nimmt  o  un- 
endlich klein  und  ersetzt  rechts  die  Sinus  unendlich  kleiner  Bogen 
durch  diese  Bogen  selbst '^).     So  erhält  er  eine  Gleichung: 

(21)  2 =*=  CD  +  CO  +  CD  +  •  •  • 

255)  Petrop.  N.  Comm.  18,  1773  [74],  p.  38. 

256)  OpuBcnla  analytica  1,  Petrop.  1783,  p.  157. 

257)  §  83,  p.  187. 
268)  §  10,  p.  165. 

259)  §  12,  p.  166. 

260)  §  16,  p.  169. 
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^qnae  nihil  amplius  continet  absurdi^^  Man  kann  aus  diesen  Worten 
das  erste  Aufdämmern  einer  Ahnung  von  angleichmäüsiger  Gonver- 
genz  heraushören  wollen. 

Ferner  betrachtet  Euler  noch  die  Yoraussetzungen: 

y  »  sin  o;,     a  •=  ny,     &  «  (»  +  1)  9,     c  — =  («  +  2)  9,  •  •  • ;     (22) 

indem  er  die  auftretenden  unendlichen  Producte  durch  .B- Functionen 
ausdrückt,  erhält  er**^): 

^.Lii-uy-^äu-^^(-iy(^''+:-')^^+^.  (23) 

Das  giebt  speciell*^*)  för  n  «  y,  9  =  2x: 

woraus  noch  durch  Differentiation  und  Integration  folgt: 

T-I'C-D'^^'^tÄ^'  (25) 


00 


T(?-'*)-^(-')-=liT^*-  W 

Ton  dem  übrigen  Inhalt  der  Abhandlimg  sei  noch  die  Gleichung  er- 
wähnt*^): 

Den  allgemeinen  Ausdruck  der  Summen*^) 

40 


geben  A.  M.  Legendre'^)  und  J.  L.  Baabe^*)  mit  Hülfe  der  sog. 
Bemoulli'schen  Functionen. 

261)  §  17,  p.  171. 

262)  §  22,  p.  17S. 
268)  I  27,  p.  180. 

264)  Aus  den  Sxmunen  (28)  werden  die  Simmien  mit  abwechselndem 
Voneicfaein  der  Glieder  erhalten,  indem  man  6  durch  n  —  6  ersetzt. 
Legendre  untersucht  diese,  letzteren. 

265)  Exercices  de  calcul  integral ,  lYme  ptie  nr.  107,  p.  104.  Dieser 
Teil  wurde  1814  veröffentlicht,  dann  aber  dem  1817  erschienenen  2.  Bande 
des  Weikes  einverleibt;  vgl.  dessen  Vorrede. 

266)  J.  f.  Math.  42,  1861,  p.  S48. 
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§  16.     Entwicklung  von  trigonometrischen  und 

Ezponentialfunctionen. 

Zu  weiteren   trigonometrischen   Entwicklungen    ist    Eni  er   bei 
der  Untersuchung  des  bestimmten  Integrals: 


1  —  2a;*c< 


dx 


008  $  4-  05** 

0  • 

gef&hrt  worden***^.  Er  erhält  zunächst  durch  Ausführung  der  un- 
bestimmten Integration,  Einsetzen  der  Grenzen  und  einige  Beductionen 
den  Wert*«®)  (w  :  ä;  =  n): 

n  ain  [n  {n  —  6)  +  6] 
k  giaß  smnn        * 

also  für  ö  «  TT  —  ij  die  Gleichung 


(2) 


•"*~*d«  3rBin(l— n)ij 


/; X 
l  +  2a 


jß*  COB  ij  +  o:^*        *  flin  nar  sin  ij 


Indem  er  deren  linke  Seite  in: 

1 


/ 


1 TT  ^^ 

1  +  2a:'^cofl  tj  +  ar' 


umformt,   nach  Potenzen  von  x  entwickelt  und  gliedweise  integrirt, 
erhält  er***): 


(3) 


TT  sin  n  12   '^(— l)""^*  v  sin  irij 

2  ain  n«        ^d^  y"  —  n" 

V=al 


und  daraus  durch  Differentiation  und  Integration*^^): 
,  .V  nn  C08  nri        ^^  ( —  1)*"^    y"  cos  vri 

x^x  n    coa  nri 1 >^( —  1)*"^*  coa  vri 

^  >*  2n  ain  n«       2n*  ~  -^  y«  —  ti«         ' 

„quae  series  utique  omni  attentione  digna  videtur^^ 


267)  Opuacnla  analytica  2,   Petrop.  1786,   p.  66;   auch  Inatit   calc. 
integr.  4,  Petrop.  1794,  Snppl.  Y,  nr.  6,  p.  368. 

268)  §  19,  p.  66. 

269)  §  29,  p.  71;  §  82,  p.  78. 

270)  §  88,  p.  74;  §  86,  p.  76.     Die  Beihe  auf  der  rechten  Seite  von 
(4)  iat  nidit  convergent. 
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Euler  hat  dann  auch  noch  an  den  Integralen  den  Übergang  von 
reellen  zu  imaginären  Werten  von  n  vollzogen  und  so  gefunden  *^^): 

Erteilt  man  in  den  Gleichungen  (3)  und  (5)  dem  ri  specielle 
Werte,  so  erh&lt  man  die  von  Eoler  schon  froher '^*)  gefundene 
Partialbruchentwicklung  der  Function  cosec  nn.  A.  M.  Legendre^') 
und  A.  Cauchy*^^)  leiten  auch  die  Gleichungen  (3)  und  (5)  selbst 
als  Partialbruchentwicklungen  der  als  Functionen  von  n  betrachteten 
linken  Seiten  ab.  Bei  Legendre  fehlt  allerdings  der  Beweis,  dafs  die 
Beihen  convergiren  und  dafs  rechts  keine  Function  von  x  beizuf&gen 
ist;  Canchj  dagegen  stützt  sich  auf  die  Sätze  der  Besiduenrechnung. 
Legendre  leitet  aufserdem  (5)  aus  (4)  durch  Benutzung  der  divergenten 
Beihe  §  15,  (4)  ab;  er  giebt  femer  noch  die  beiden  Formeln *^^): 


«in  n,,       8n  y  (-  1)'^'  am  -3:-  »i 
COB  M«        IT  ^      (2y  -f  1)'  —  4n*    ' 

C08  nq  _  4  y  (-^r+'  («"  +  i)  CO»  ^  n 

cos  n«  "^  n  j^  (Sf  +  1)"  —  4n" 


(7) 


(8) 


>1 

und  f&hrt  in  allen  4  Gleichungen  (3),  (5),  (7),  (8)  in  an  Stelle  von 
n  ein«^«). 

S.  D.  Poisson*^^)  geht  zur  Ableitung  der  Gleichimg  (6)  und 
der  ihr  entsprechenden  von  der  Euler'schen  Factorenzerlegong: 

gP  +  2  COB  0  +  e~^ 
2  (1  +  cos  ö)         " 

'"ii|(^+  [(2,.-l)*-Ö]«)(^  +  [(2i;-l)«  +  Ö]«)} 

aus.      Er  gewinnt  aus   ihr  zxmächst  durch  logarithmische  Differen- 
tiation nach  p  die  Partialbruchzerlegung: 

271)  Petrop.  N.  Acta  8,  1786  [88],  observ.  12,  p.  22.  Ganz  befriedigt 
hat  die  Schlofsweise  auch  ihn  selbst  wohl  nicht;  vgl.  observ.  4,  p«  18 
„afifirmandum  videtur"  und  „nulla  via  patet  .  .  directe  demonstrandi". 

272)  Introductio  in  analysin  infinitorum  1,  Laus.  1748,  cap.  10. 

273)  Exercicea  de  calcul  integral,  2,  Paris  1817,  Yme  partie  nr.  18, 
p.  166.    Dieser  Teil  war  1816  veröffentlicht'«*). 

274)  Exercices  de  math^matiques  1,  Paris  1826,  p.  118. 
276)  nr.  20,  p.  168. 

276)  nr.  22,  p.  169. 

277)  J.  ^c.  polyt.  cah.  18,  1820,  p.  296. 
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«'  +  2  cos  ö  +  e~~' 

^^^^       ^\ ^_P .   H 1 

"^  l[(2v  -_  1)  «  -  ö]»  +  !)•  ■*■  [(2r  -  1)  3r  +  ep  +  i)M  ' 

ersetzt,  unter  der  Voraussetzung  0<ip^  das  einzelne  Olied  rechts 
durch  das  Integral: 

OD 

(11)  2ye-<«''-i)*'±«'  Biapidt 

0 

und  vertauscht  die  Reihenfolge  yon  Bummation  und  Integration;  so 
erh&lt  er: 

(12)  -v-^ 1  -  2  /  '     ^'   ^,  sini><  de.  (»  <  «). 

Er  behauptet  dann  ohne  nfthere  Erlftuterung'^®),  man  könne  aus 
dieser  Gleichung  durch  den  Übergang  von  reellen  zu  imaginären 
Gröfsen  noch  drei  andere  ableiten,  nftmlich: 


(18) 


mn  p 


coB  p-\-  cos  6 


/  '!»'t'e-''  (""  -  *~")  **''        (^+P<«) 


(u)        ,    f-'/ — -  - 4  fz'"^J! ««'. 


(16) 


00 

Bin  p 


e"^  +  2  008  p  +  * 


-^jrp— :3^  cos  ö« d/,         (p<«). 

In  der  letzten  derselben  y ertauscht  er  p  und  0,  multiplicirt  mit 
2^— mp  ^g  ^p  ^p  yjjy^  integrirt  (rechts  unter  dem  Zeichen)  von 
0  bis  oo;  so  erhAlt  er: 


00 

c.    .    a  M      c*"*"'  cofl  kp  dp 
2  sm  ^  ■  ^    ^ 


"V 


C'  +  2  COB  ö  +  «""' 


(16) 


00 


278)  In  der  That  ist  dieser  Übergang  hier  gestattet,  da  das  Integral 
(11)  unter  den  von  Poisson  selbst  jedesmal  angegebenen  Gültigkeits- 
bedingnngen  convergirt 
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In  dieser  Gleichung  geht  er  zur  Grenze  m «  0  Über.  Da  dabei 
jedes  Element  des  zweiten  Integrals  rechts  Null  wird,  schlieÜst  er, 
dals  auch  von  dem  Integral  selbst  das  Gleiche  gilt.  Dagegen  wird 
in  dem  ersten  Integral  rechts  von  einem  Element,  nämlich  dem 
zu  t^Jc  gehörenden,  auch  der  Nenner  0,  wenn  in  ihm  m  *»  0  ge- 
setzt wird.  Poisson  setzt,  um  seinen  Grenzwert  zu  ermitteln, 
t  ^k  +  t^j  vemachlftssigt  höhere  Potenzen  von  ^ ,  integrirt  zwischen 
zwei  endlichen  Grenzen  —  et  und  +  a,  auf  deren  Wert  es  nicht 
weiter  ankommt,  und  nimmt  dann  den  Grenzübergang  vor;  so  erh&lt 
er"»): 

2  smO  I — -=  Ä  —r- 7—«  (17) 

J    «''  +  2  COBÖ  +  C-'  e**  — c"-*''  ^     ^ 

Er  veriücirt  diese  Formel  auch  noch,  indem  er 

sin  ß 


«'  +  2  COB  6  +  e 


— j» 


in  Partialbrüche  zerlegt,  dann  gliedweise  integrirt  und  die  auf- 
tretenden geometrischen  Beihen  summirt^.  Andererseits  entwickelt 
er  auf  der  linken  Seite  von  (17)  nach  Potenzen  von  6""^;  dadurch 
erhftlt  er  die  im  wesentlichen  mit  (6)  übereinstimmende  Glei- 
chung»**): 


e      —  € 


Aus  ihr  leitet  er,    ebenso  wie  Legrendre  (5)  aus  (3),  die  folgende 
ab: 


3» 


Endlich  führt  er  noch  an  diesen  Formeln  den  Grenzübergang  von 
der  Beihe  zum  Integral  aus^»). 

In  neuerer  Zeit  hat  P.  du  Bois-Bejmond  die  Summe  der 
Beihe  (6)  unter  Anwendung  einer  von  J.  Liouville  eingefOhrten 
[nicht  ausreichenden]  Schlufsweise  abgeleitet»^). 


279)  nr.  26,  p.  806. 

280)  nr.  27,  p.  806. 

281)  nr.  80,  p.  310. 

282)  nr.  82,  p.  816. 

288)  Math.  Ann.  6,  1872,  p. 


p.  399. 
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§  17.    Entwicklung  der  Potenzen  von  1  —  n  cos  9. 

In  der  Theorie  der  Planetenstömngen  concentrirt  sich,  wenn 
man  Excentricitäten  und  Neigungen  zunächst  vernachlässigt,  das 
Interesse   auf  die  Integration  (nach  9)  eines  Ausdrucks  der  Form: 

(1)  J-'  =  (1  —  2a  cos  9  +  a*)-', 
oder  einfacher: 

(2)  D-*  -=  (1  +  «*)-'  ^-*  «  (1  ~  n  cos  9)-' 

in  der  1,  o  die  Entfernungen  zweier  Planeten  von  ihrem  Central- 
körper,  q>  ihre  scheinbare  Entfernung  von  diesem  aus  gesehen  be- 
deuten und: 

(3)  n  =  T-T — i,  also  a  — 

^  ^  1  +  a"  n 

gesetzt  ist.  um  die  Mitte  des  achtzehnten  Jahrhunderts  war  es  den 
(nicht  eben  zahlreichen)  Mathematikern,  die  sich  mit  der  Störungs- 
theorie beschäftigten,  schon  ganz  geläufig,  diese  Aufgabe  folgender- 
mafsen  zu  behandeln:  sie  entwickelten  nach  Potenzen  von  n  und 
nahmen  von  dieser  Entwicklung  nur  wenige  Glieder;  um  die  dann 
auftretenden  Potenzen  von  cos  9  zu  integriren,  ersetzten  sie  die- 
selben durch  die  Cosinus  der  Vielfachen  von  9.  Solange  n,  das 
stets  <  1  ist,  nicht  zu  nahe  an  1  liegt,  reicht  dieses  Verfahren  aus. 
Als  aber  Euler  1748  die  gegenseitigen  Störungen  von  Jupiter  und 
Saturn  in  Angriff  nahm*^),  ftlr  die  n  etwa  =«0,8  ist,  fand  er, 
dafs  es  bei  diesem  Verfahren  erforderlich  sein  würde,  eine  sehr 
grofse  Anzahl  von  Gliedern  zu  berechnen;  er  erklärt  selbst^,  die 
Schwierigkeiten  würden  unüberwindlich  gewesen  sein,  wenn  es  ihm 
nicht  gelungen  wäre,  eine  andere  Art  der  Entwicklung  zu  finden.  Er 
erkannte  nämlich,  dafs  es  nicht  erforderlich  sei,  die  Cosinus  höherer 
Vielfacher  von  ip  mit  zu  berücksichtigen,  da  diese  bei  den  nachher 
noch  auszuführenden  Integrationen  doch  noch  mit  kleinen  Factoren 
multiplicirt  werden;  durch  diese  Erkenntnis  wurde  er  zu  dem  Schritte 
gefOhrt,  die  Entwicklung  nach  diesen  Cosinus  zu  ordnen,  sie  also 
von  vorneherein  in  der  Form: 


-*  _  of (^)  _L  o     ^^  orW 


(4)  2}"'  «  «w  ^  2     >  ^w  ^^  ^^ 


284)  Snr  les  in^galit^s  du  mouvement  de  Satume  et  de  Jupiter,  Paris 
1749.  Die  Abhandlung  war  u^prünglich  fOr  den  7.  Band  des  Pariser 
„recueil  des  pi^ces  qui  ont  remport^  le  prix^^  bestimmt  (vgl.  dessen  Vor- 
rede), ist  aber  in  manchen  Exemplaren  dem  6.  angehängt  oder  fehlt  auch  ganz. 

286)  §  39,  p.  38. 
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anzanelimen  und  nach  Mitteln  zu  directer  Bestimmung  der  H  zu 
fragen.  Zur  Beantwortung  geht  er  allerdings  zunächst  von  der 
Potenzentwicklung  aus  und  ordnet  erst  nachher  um,  indem  er  von 
dem  allgemeinen  Ausdruck  von  cos^  9  durch  cos  Xtp^  cos  (X  —  2)  9,  •  •  • 
Gebrauch  macht  ^;  er  erhält  für  die  91  unendliche  nach  Potenzen 
yon  n  geordnete  Beihen  und  giebt  von  den  ersten  derselben 
(A  «  0,  1,  2,  3)  so  viele  Glieder  an^^,  daTs  man  das  allgemeine 
Gesetz: 

«?'-(f)'lf+")('+iti:"')(Tr   w 

aus  ihnen  ablesen  kann,  wenn  er  es  auch  nicht  ausdrücklich  aus- 
spricht.    Indem  er  femer  in  beide  Seiten  der  Identität: 

(1  —  n  cos  (p)  — ö =  sn  2)"~'  sin  tp  (6) 

die  Entwicklung  (4)  einsetzt  und  die  Coefficienten  entsprechender 
Glieder  beiderseits  vergleicht,  erhält  er  zwischen  den  IL  lineare  Be- 
lationen  der  Form*®*): 

/3_L,A        2  (X  —  1)  a^^^  —  («  +  i  —  2)  n  fL^^^ 
^' (8-l)n '  W 

vermöge  deren  sich  fOr  ein  gegebenes  8  alle  diese  Coefficienten  aus 
den  beiden  ersten  berechnen.  Für  den  Quotienten  dieser  beiden 
ersten  findet  er  eine  Differentialgleichung,  erklärt  aber  selbst,  dafs 
er  nichts  mit  ihr  habe  anfangen  können^®').  Endlich  giebt  er  ohne 
Beweis  Näherungsformeln ^,  die  man  so  schreiben  kann: 

0,(0)  _   1  '"vlVi       „  ^«„  (gy  -f  1)  ny 

Ji-1  (8) 

,(1)  _  V  "^/i .  (**  +^)  ''^~*co8  (iiL+ilü. 

4  K 


*=0 


286)  §  24,  p.  26. 

287)  §  26,  p.  26. 

288)  §  26,  p.  27.  Euler  giebt  auch  hier  nicht  die  allgemeine  Formel^ 
sondern  die  speciellen  fOr  X  s=  1,  2,  S,  4,  6. 

289)  §  27,  p.  28. 

290)  Euler  giebt  die  Formeln  §  29,  p.  30  fOr  Ä; «  1,  2,  3 ;  aufeerdem  er> 
setzt  er  in  ihnen  die  CosinuB  durch  die  Sinus  der  Complemente,  jedenfalls  um 
ihre  Ableitung  noch  zu  verschleiern.  Er  hat  übrigens  von  ihnen  thatsächlich 
auch  später  bei  seinen  Störungsrechnungen  Gebrauch  gemacht,  so  in  seiner 
Preisschrift  über  die  Bewegung  der  Erde  vom  Jahre  1766  (Paris,  recueil 
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Euler  folgend  bedient  sieh  auch  d'Alembert  dieser  Entwick- 
lungsform^*^).  Er  vereinüacht  die  Ableitocig  durch  Benutzung  des 
Ausdrucks  der  trigonometrischen  Functionen  reellen  durch  Exponen- 
tialfunctionen  complexen  Arguments;  die  Reihe  (5)  giebt  er  in  der 
Weise,  dals  er  ihr  Anüangsglied  und  das  Verhältnis  des  aUgemeinen 
Gliedes  zu  dem  vorangehenden  angiebt^').  Statt  der  Identität  (6) 
benutzt  er  die  beiden  folgenden  ^^): 

(9)  D—  =  (1  —  «  cos  9)  D-'-i 

(10)  -^^  =  snD-*  - 1  sin  9 
aus  denen  die  Recursionsformeln  folgen: 

(11)  «f  -  afi,  -  ^  («15«  +  «f-') . 

(12)  i<^'»  ?«V'  +  «i+x'); 

er  findet  es  bequemer,  mit  ihrer  Hülfe  die  !li    und  die  V^.^  neben 

einander  zu  berechnen,  da  man  doch  beide  Reihen  von  Coefficienten 
brauche^.  Zur  Berechnung  der  beiden  ersten  Coefifidenten  bedient 
er  sich  ihrer  Ausdrücke  durch  bestimmte  Integrale '*^): 

n 

(13)  "üf^  =  -  Al  -  n  cos  9)—  dq>, 


des  .  .  .  prix  8,  1771  [nach  dem  Bericht  von  Alfred  Gautier,  essai 
hiatorique  sur  le  probl^me  des  trois  corps,  Paris  1817,  p.  144;  die  Preis- 
Bchrift  selbst  war  mir  nicht  zugänglich].  J.  Lalande  (Par.  Bist.  1760  [66], 
nr.  8,  p.  319)  benutzt  an  ihrer  Stelle  die  Simpson'sche  Quadratur- 
methode. 

291)  Recherches  aar  diffdrens  points  importans  du  Systeme  du  monde, 
2,  Paris  1764,  nr.  224,  p.  66.    Dafs  er  die  zu  entwickelnde  Function  in 

der  Grestalt  (m  —  cos  fpy~*  voraussetzt,  ist  nebensächlich. 

292)  nr.  227,  p.  61. 

293)  nr.  228,  p.  62. 

294)  nr.  234,  p.  70;  nr.  237,  p.  81.  (Dafs  hier  die  Indices  |  und  |-, 
nicht  wie  bei  späteren  Autoren  ^  und  |-  sind,  erklärt  sich  daraus,  dals 
d'Alembert  nicht  mit  dem  Potential  der  störenden  Kraft,  sondern  mit  ihren 
einzelnen  Componenten  operirt.) 

296)  nr.  232,  p.  66.  Den  Zusammenhang  dieser  Formeln  mit  Euler's 
Ausdrücken  (8)  hat  er,  nach  der  Art  zu  schliefsen,  wie  er  nr.  284,  p.  70 
von  letzteren  spricht,  entweder  nicht  erkannt  oder  nicht  erkennen  lassen 
wollen.  Wenn  2s  eine  ungerade  Zahl  ist,  sind  die  Integrale  elliptische 
(„s'intägre  par  la  rectification  des  sections  coniques^')- 
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n 

a,^^^  =  -i-  /  (1  -  n  cos  tp)-'  cos  9  dfp\  (14) 

0 

den  ersten  beweist  er  durch  gliedweise  Integration  der  unendlichen 
Beihe  (4),  unter  Ber&cksichtignng  der  Gleichung: 

fcosXtp  dip'^O  (mr  k>  0),  (15) 

b 

den  zweiten  giebt  er  ohne  Beweis.  Er  schätzt  dann  noch  den 
Fehler  ab,  den  man  begeht,  wenn  man  die  Beihe  (5)  bei  einem 
bestimmten  Glied  entweder  ganz  abbricht  oder  sie  Ton  da  ab  als 
eine  geometrische  behandelt*^*);  femer  giebt  er  f&r  den  Fall,  dals 
n  sehr  nahe  »  1  ist,  Vorschriften,  die  auf  eine  Transformation  der 
betr.  elliptischen  Integrale  hinauskommen^^). 

Was  Euler  und  d'Alembert  jedenfalls  damals  schon  wufsten, 
aber  noch  nicht  mitteilen  wollten,  hat  zuerst  A.  Clairaut  durch- 
schaut  und  bei  Gelegenheit  seiner  Untersuchungen  über  die  Störungen 
der  Sonne  klar  ausgesprochen '*^).  Er  behandelt  die  Aufgabe,  eine 
beliebige  („quelconque^')  Function  von  g>  in  eine  Reihe  der  Form: 

OD 

fitp)  =  ^  +  2^*^  COS  vq>  (16) 

zu  entwickeln,  als  Interpolationsproblem^*):  er  setzt  fOr  q>  der 

Beihe  nach  die  Werte: 

2yt    49r     6n 
n  '    n  '    n  ' 

und  addirt  alle  so  entstehenden  Gleichungen.     Da  in  der  Gleichung, 

deren  Wurzeln  die  cos  -^—  (f*  =-  1,  2,  3  •  •  •)   sind,  kein  Glied  mit 

jP»— 1  vorkomme,  fielen  dabei  alle  Glieder  bis  auf  das  erste  weg*^); 
80  erhalte  man: 


296)  nr.  284,  p.  72—78. 

297)  nr.  2S7,  p.  86. 

298)  Par.  Bist  1764  [69],  art.  IV,  p.  646  (JuK  1767). 

299)  „en  suivant  Tesprit  de  la  mäthode  par  laqnelle  on  substitne  une 
ligne  parabolique  ä  une  courbe  donn^^*  §  1,  p.  646. 

800)  Das  ist  nur  richtig,  wenn  die  Anzahl  der  vorhandenen  Beihen- 
glieder  (oder  wenigstens  die  Anzahl  deijenigen,  die  bestimmt  werden 
müssen)  ^  n  ist.  Clairaut  setzt  das  also  voraus,  wenngleich  er  es  nicht 
ausdrücklich  sagt. 

Jahreabericht  d.  Deatoohen  Mathem. -Yerelnlgang.    Z.  6 
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Auf  demselben  Wege  finde  man^^): 


(.8)  ^-i2rm^) 


COS  -^- — 


vermittelst  der  Ümformiing: 

f((p)  cos  vg>  ■=  Äq  cos  vg>  + 
+  -4.1  cos  (v  +  l)  9  +  -4,  cos  (v  +  2)  9  H h  -4»  cos  2 v9?  +  •  • 

(19)  +  A  cos  (v  —  1)  9  +  .4,  cos  (v  —  2)  ^  H h  ^*  +  •  • 

Damit  seien  Euler's  Formeln  (8)  bewiesen,  nicht  nur  für  den  vor- 
liegenden Fall,  sondern  allgemein  „auch  für  viel  complicirtere 
Functionen,  als  man  bis  jetzt  behandelt  hat^^  Es  sei  dazu  nicht 
erforderlich,  dafs  das  Gesetz  der  Gurve  algebraisch  gegeben  sei;  die 
Curve  kISnne  auch  nur  durch  einzelne  Punkte  gegeben  sein^^). 

Andererseits  erhalte  man  durch  Grenzübergang  zu  n  »  oo  nicht 
nur  d'Alembert's  specielle  Formeln  (13)  und  (14),  sondern  auch  die 
allgemeine: 

(20)  Ap«^  —  j  f  (cos  g>)  cos  v<p  dtp. 

Eine  andere  Darstellung  der  hier  zunächst  zu  besprechenden 
Entwicklungscoefficienten  erhält  J.  L.  Lagrange  von  der  Form  (1) 
aus**').  Er  zerlegt  1  —  2a  cos  9  +  a*  in  die  beiden  complexen 
Factoren: 

(21)  1  --  2a  cos  9  +  a*  ==  (1  -  cce'V)  (1  -  ae— >), 

entwickelt  die  (—  s)**  Potenz  jedes  Factors  för  sich  nach  Potenzen 
von  a,  multiplicirt  aus  und  ordnet  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen 

301)  §  2,  p.  647. 

302)  §  3,  p.  548.  Wie  ist  es  möglich  gewesen,  dafs  diese  Auseinander- 
setzung auf  den  Streit  über  das  Saitenproblem  so  ganz  ohne  Wirkung  ge- 
blieben ist?  Ich  kann  es  mir  nur  so  erklären:  D.  Bemoulli  mufs  damals 
die  astronomische  Litteratur  nicht  mehr  verfolgt  haben.  Euler  und  d'AIem- 
bert  andererseits,  denen  Clairaut^s  Abhandlung  unmöglich  entgangen  sein 
kann,  werden  sich  nicht  veranlafst  gesehen  haben,  ihrerseits  auf  sie  hin- 
zuweisen, zumal  da  sie  beide  mit  Clairant  überworfen  waren.  Andererseits 
wurde  ihr  astronomischer  Inhalt  bald  überholt  und  sie  geriet  dadurch  in 
Vergessenheit;  doch  haben  Gautier  und  Lacroix  sie  noch  gekannt'*^, 
ebenso  Hansen,  Astr.  K.  7,  1829,  col.  478.  —  Dafs  d'AIembert  die  Formeln 
(18)  und  (14)  gegeben  habe,  war  Foisson  noch  bekannt,  der  aber  auch 
nur  sehr  unbestimmt  davon  spricht  **^ ;  seitdem  war  es  ebenfalls  verschollen* 

303)  Mise.  Taur.  3,,  1762/65  [66],  nr.  73  (oeuvres  1,  p.  619)  und  im 
wesentlichen  ebenso  Paris,  recueil  des  .  .  .  prix  9,  1766,  nr.  18  (oeuvres  6, 
p.  87). 
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yon  9.     So  erhftlt  er  Entwicklungen  der  Coefficienten  S^  ^  der  Ent- 
wicklung: 

ao 

(1  -  2«  cos  <p  +  a*)-'  -  Jßf^  +  2^  »i^^  cos  Itp         (22) 
nach  Potenzen  von  a.     Er  giebt  von  den  Reihen  für  »^^\  JB^*\  SB^*^ 

•  •  • 

soviele  Glieder  an,  daüs  man  das  allgemeine  Gesetz: 

»TU  ifanen   ablesen  kann.     In   derselben  Weise  giebt  er,  unter  Be- 
mfong  auf  Enler»^,  die  Recnrsionsformeln: 

^(1+1)  _  (t  -  1)  (1  +  «■)  gW  -  (,  +  t  -  3)  «  g<^-^ 
*  (« —  X)  a  '        \     J 

Anfserdem  bemerkt  er  noch^,    dafs  man  mit  Hülfe  der  Identität: 

J—  —  (1  —  2a  cos  9  +  «*)  zf-'-i  (26) 

»f^j  durch  »f  ■^^\  »f^  und  »^~^^  ausdrücken  und    dann  durch 

Benutzung  von  (24)    noch    weitere  Relationen    erhalten   könne;    er 
giebt  spedell  die  beiden  folgenden: 

(1  -  ay  VCl^  -  (1  +  «*)  »r  +  '-^  «  »f ' .  (26) 

(1  -  «»)•  »l'i,  -  ^^1  +  «*)  »r  +  *  «  »!''•  (27) 

Eine  spätere  Abhandlung  von  Lagrange  ^^)  enthält  aufser  einer 
Recapitulation  der  Resultate  der  eben  besprochenen,  noch  die  beiden 
Bemerkungen:  aus  der  Identität: 

T  ^'  -  -  ^-  -  (1  -  «*)  ^-'-'  (28) 

erhalt  man  Ausdrücke  der  Ableitungen  der  93  durch  die  JB  selbst^*): 

T  ^  -  -  »i'^  -  (1  -  «')  »l+i5  (29) 

und  femer  ^^:  da  ftlr  die  hauptsächlich  in  Betracht  kommenden  Werte 

S04)  Oeuvres  1,  p.  622;  6,  nr.  20,  p.  91. 

806)  BerL  nouv.  m^.  1781  [88],  nr.  89,  46—48  (oeuvres  6,  p.  172, 
188—191). 

806)  nr.  46,  p.  186. 

807)  nr.  47,  p.  189. 

6* 
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^  a>  1  und  5  »  |-  die  Beihen  nicht  rasch  genug  convergiren,  sei  es 
zweckmäTsig,  zuerst  die  Reihen  für  ^  =»  — -  y  zu  berechnen  und  dann 
zweimal  die  Oleichungen  (26)  und  (27)  zu  benutzen,  was  die  For- 
meln gebe: 

(30)    eT  -  (1  -  «*)"'  »!^^^ .  »J^  ==  (1  - «")"'  »!iV 

Inzwischen  hatte  Euler  seine  Untersuchungen  über  diesen 
Gegenstand  ausführlich  in  seiner  Integralrechnung  dargestellt '^. 
Er  löst  zunächst  für  den  Fall  8^1  das  recurrirende  Gleichungs- 
sjstem  (7)  in  der  gewöhnlichen  Weise  au^  wodurch  er: 

erhält  Femer  giebt  er  wie  1748  den  Ausdruck  (5)  und  die 
Recursionsformel  (7)***);  dann  die  Beziehung'^®): 

n 

(32)  «<;>  -  ^  (' -  ')  Ct^ndn-2n  <> 

% 

und  die  mit  (29)  im  wesentlichen  identische '^^): 

(33)  <>.,  -  «<^>  -  ^  % 

sowie  noch  die  Formel  (11).  Aus  (32),  (33),  (ll)  schliefst  er,  dals 
S^'  der  [hypergeometrischen]  Differentialgleichung  2.  0.: 

(34)  (l-««)0+(^+2(.-l)n)g  +  5(»-l)«-O 

genügt'^*).  Für  die  kleinsten  Werte  von  $  findet  er,  daCs  die 
Oleichung  besteht  (vgl.  30): 

(35)  al"i.a-(l-n»)-'-4«!!. 

und  schliefst  daraus  durch  Induction,  dafs  sie  allgemein  gelten 
werde  ^^^).      Zur  Bestimmung  von  tr     verwendet  er  auch  diesmal 

808)  InBtitntiones  calc.  integr.  1,  Petrop.  1768.  §  272,  p.  164  des  Ab- 
drucks von  1824. 

809)  §  279,  p.  160. 
310)  §  283,  p.  163. 

811)  §  287,  p.  169.    Nach  dem  Bericht  von  A.  Gautier  **?)  p.  146  findet 
sich  diese  Gleichung  f^  «  =  |  bereits  in  Euler's  Preisschrifb  von  1756. 

812)  §  289,  p.  169. 
818)  §  290,  p.  170. 
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Formeln  derselben  Art  wie  (8)'^^).  —  Anhangsweise  leitet  er  noch 
die  Gleichung  §  15,  (18)  ab"*). 

P.  8.  de  Laplace  benutzte  zuerst ^^*)  Euler's  Entwicklungen, 
spftter*^^  die  von  Lagrange  (ohne  ihn  zu  nennen),  doch  mit  expli- 
dter  Angabe  der  allgemeinen  Becursionsformeln  (24),  'sowie: 

»«  ^  -(!  +  «»)  »i*>  -  «  (»;'+*'  +  »i'- '))  (86) 

und  (durch  Combination  yon  (24)  und  (36)): 

„(i)  («  +  t)  (1  +  .«)  »W  -  2  g  -  »  +  1)  «  »(^+" 

w.+i ,  (1  -  «»)« •      ^^^^ 

In  der  M^caniqtte  Celeste  stellt  er  daneben  noch  die  folgende'^: 

«W  »-X)(l  +  «')gl^>+2(X  +  ^-l)«»M  ,«.x 

»,+i s  (1  -  ay ^^^^ 

6.  L.  Klügel'^*)  leitet  Lagrange's  Besoltate  ohne  Benutzung 
imagin&rer  GröDsen  ab,  indem  er  von  den  Ausdrücken  der  Potenzen 
Ton  cos  <p  durch  die  Cosinus  der  Vielfachen  yon  <p  Gebrauch  macht 
Auch  giebt  er  Formeln  für  die  Entwicklungen  der  Producte  von 
jd"^'  mit  a  —  cos  9,  1  —  a  cos  9,  sin  9'*^). 


3U)  §  292,  p.  172. 

315)  §  295,  p.  175. 

316)  Par.  HiBt.  1772  n  [76],  nr.  18  (oeuTies  8,  p.  436).    Laplace  geht 

dabei  auch  auf  die  Bestmunungen  der  Ableitungen  der  fSf^^^  nach  n  ein; 
er  findet  eine  Relation  zwischen  d%^P/dn,  flS^  und  %(^-^>  (p.  438). 

317)  ib.  1785  [88],  nr.  13  (oeuvres  11,  p.  124).  —  Eine  dritte  Stelle, 
ib.  1787  [89],  nr.  6  (oeuvres  11,  p.  329)  bringt  gar  nichts  neues. 

318)  m^canique  eheste  livre  2,  Paris  an  VUI,  nr.  49  (oeuTree  1,  p.  293). 
Die  hie  und  da  sich  findende  Bezeichnung  „transeendantes  de  Laplace*^ 
ist  demnach  nidit  gerechtfertigt. 

319)  Gott  oomm.  12,  1793/94  [96],  p.  50. 

320)  §  12—17,  p.  57—60.  —  Ein  historisches  Referat  über  die  Arbeiten 
des  18.  Jahrhunderts  auf  diesem  Gebiete  giebt  A.  Gautier***),  2»«  partie, 
chap.  1 — 3;  eine  systematische  Darstellung  (in  der  wohl  Euler,  Clairaut^ 
Lagrange  erw&hnt  werden,  aber  nicht  d*Alembert)  8.  F.  Lacroiz,  trait^ 
de  calcul  differentiel  et  integral  2,  Paris  1798,  nr.  459—467,  p.  118—133 
und  wenig  TerSndert  in  der  zweiten  Auflage  1814,  nr.  456—464,  p.  112—127. 
Charakteristisch  ist  bei  seiner  Erw&hnung  von  Clairaut's  Satz  der  Zusatz 
„susceptibles  de  produire  une  sMe  convergente  de  la  forme  .  .  ."  (1.  Aufl. 
p.  131  Note;  2.  Aufl.  nr.  463,  p.  125). 
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§  18.    Die  Darstellung  der  Coefficienten  harmonischer 
trigonometrischer  Beihen  durch  bestimmte  Integrale. 

Wie  die  Darstellung  äes  Torigen  Paragraphen  zeigt,  war  die 
von  d'Alembert***)  und  Clairaut***)  gegebene  Darstellung  der  Coeffi- 
cienten trigonometrischer  Reihen  durch  bestimmte  Integrale  gegen- 
über der  Entwicklung  dieser  Coefficienten  in  Potenzreihen  und  ihrer 
Berechnung  durch  Becursionsformeln  in  der  Praxis  der  Störungs- 
rechnungen ganz  in  den  Hintergrund  getreten.  Nur  Euler  ist  1777 
auf  sie  zurückgekonmien;  aber  seine  Abhandlungen  darüber  wurden 
erst  20  Jahre  später  aus  seinem  Nachlafs  veröffentlichi  In  der 
ersten  derselben''^)  geht  er  von  der  Voraussetzung  aus,  daÜs  die 
vorgelegte  Function  bereits  nach  Potenzen  von  cos  q>  entwickelt  sei. 
Dann  sei  es  auch  möglich,  sie  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen 
von  fp  zu  entwickeln.  Dazu  sei  es  aber  nicht  erforderlich,  die  Coeffi- 
cienten der  zuerst  angenommenen  Entwicklung  zu  kennen,  sondern 
man  könne  sich  auf  den  Satz  stützen '*'):  Wenn 

(1)  f{<p)  =  ^  +  ^^^r  COS  vq> 

ist,  so  ist: 

Für  einen  hinlänglich  grofsen  Wert  von  n  könne  man  nämlich 
in  dieser  Gleichung  rechts  alle  Coefficienten  bis  auf  Äx  vernach- 
lässigen, so  dafs  sie  zur  Berechnung  dieses  Äx  dienen  könne.  Da- 
mit war  also  nicht  nur  die  von  Euler  seit  lange  geübte  Methode 
zur  Berechnung  dieser  Coefficienten^  wenigstens  für  alle  diejenigen 
Fälle  gerechtfertigt,  in  denen  man  beweisen  kann  oder  annehmen 
darf,  dafs  sie  mit  wachsendem  Index  rasch  abnehmen,  sondern  es 
war  auch  eine  Möglichkeit  zur  Abschätzung  des  dabei  noch  be- 
gangenen Fehlers  erö£Ehet. 

In  der  That  ist  Euler  in  einer  zweiten  Abhandlung '*')  jeden- 
falls von  dieser  Sunmienformel  aus^*^)  auch  seinerseits  zur  Dar- 
stellung der  Entwicklungscoefficienten  durch  bestimmte  Integrale: 

821)  Petrop.  N.  Acta  11,  1798  [98],  p.  94  (vom  Mai  1777). 
322)  nr.  28,  p.  111. 

823)  ib.  p.  114  (vom  gleichen  Datum). 

824)  Er  selbst  sagt  nur  (p.  115):  „nuper  se  mihi  obtulit  idea^^    An 
d^Alembert*8  Ableitung'*")  scheint  er  sich  nicht  mehr  zu  erinnern. 
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il^  =  —  ff  (tp)  cos  v(p  dtp  (3) 


-'-h 


(ygl.  §  17,  (20))  gelangt  Er  begnügt  sich  aber  nicht  wie  Clai- 
rant'^')  mit  der  Aufstellung  dieser  Formel,  sondern  yerificirt  sie 
auch  noch  auf  dem  seitdem  lange  üblich  gebliebenen  Wege  durch 
gliedweise  Integration  der  vorausgesetzten  Entwicklung  (1)^*^),  unter 
Berücksichtigung  der  Gleichungen: 

10  fÜriL^v, 
-5-  „    A  =  V  >  0,  (4) 

n  „    A  =«  V  =  0. 

Auch  wendet  er  sie  sofort  an,  um  die  Potenzen  von  cos  9  in  solche 
Reihen  zu  entwickeln;  die  dabei  sich  ergebenden  Resultate  fafst  er 
in  den  Satz  zusammen  ^'^z  wenn 

Z  Ay  cos*  9  =  -S  of»,  cos  V  9  (5) 

ist,  so  ist: 

2'-  «.  «  ^.  +  4^  A.^.  +  ^-+f/:  +  ^^  A.^.        (6) 


"•  i  .  8  .  12  ^''+*  "^ 


§  19.    Weitere  Untersuchungen  über  die  Entwicklung  der 

Potenzen  von  1  —  «  cos  9. 

Schon  vorher  waren  aus  Euler's  Nachlafs  weitere  Unter- 
suchungen über  die  in  §  17  besprochenen  Entwicklungscoefficienten 
veröffentlicht  worden,  die  aber  späteren  Datums  sind  als  die  in  §  18 
besprochenen  allgemeinen  Untersuchungen  und  ihre  Abhängigkeit 
von  diesen  dadurch  verraten,  dal^  in  ihnen  nicht  von  der  Entwick- 
lung von  ii~'  in  eine  Cosinusreihe,  sondern  nur  von  den  bestimmten 

Integralen  f  A~'*  cos  Xip  dfp  die  Rede  ist.     Als  nämlich  die  Peters- 

0 
burger  Akademie  eine  neue  Auflage  von  Euler's  Integralrechnung 

veranstaltete,  fÜgrte  sie  ihr  als  vierten  Band  eine  Reihe  einschlägiger 
Abhandlungen  Euler's  bei,  von  denen  ein  Teil  vorher  schon  veröffent- 
licht war,  ein  anderer  aber  damals  zuerst  erschien.  Zu  den  letzteren  ge- 
hören die  drei  als  nr.  2,  3  und  4  des  IV.  Supplements  bezeichneten'^^. 

826)  §  7,  p.  119. 

826)  §  29,  p.  182.    Bei  dem  speciellen  in  §  17  besprochenen  Problem 
war  bereits  J.  Lalande  bo  verfahren  (Par.  Hist.  1760  [66],  nr.  4.  p.  816). 
327)  Institationes  calc.  integr.,  2.  ed.,  4,  Petrop,  1794,  p.  194. 
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In  der  ersten  derselben,  vom  13.  Aug.  1778,  teilt  er  zunächst 
ohne  Beweis  die  allgemeine  Gleichung  mit'^: 

Er  erörtert  dabei  ausführlich,  in  welchem  Sinne  diese  Gleichung 
richtig  ist,  wenn  man  dem  s  oder  dem  l  negative  Werte  beilegt  ^'^). 
Auch  setzt  er  die  ausgerechneten  Formeln  fOr  eine  grolse  Anzahl 
specieller  Werte  an  und  gevrinnt  aus  ihnen  durch  Induction  die 
Vermutung,  es  müsse  allgemein: 

(2)  18Ü>, :  »i*;,  -  (;)  (1  -  «»)• :  (-  •  -  ')  (1  -  «0—« 

sich  verhalten**^).  [Die  Gleichungen  (30)  von  §  17  sind  specieUe 
Fälle  hiervon.] 

Der  zweite  Aufsatz,  vom  31.  Aug.,  setzt  das  Integral  zunächst 
als  in  der  Form: 

n 

(3)  J'{a  +  ß  COB  y)""*  cos  l<p  dq> 

0 

gegeben  voraus,  reducirt  diese  aber  sogleich  auf  die  im  ersten  be- 
nutztet^). Für  5  »  1,  2,  3  leitet  er  Becursionsformeln  zwischen 
gjC^+i)^  gW  ^^  53(^-1)    ab    und   benutzt    sie   zur  Berechnung    der 

85***),  findet  aber,  dafs  weiteres  Fortschreiten  auf  diesem  Wege 
mühsam  sei*^.  Daher  sucht  er  umgekehrt  Beziehungen  zwischen 
Coefficienten,  die  zu  demselben  iL,  aber  verschiedenen  Werten  von  8 
gehören;  er  findet  in  der  That  zunächst***): 

(4)  s  (1  -  ay  fö%,  -  (2s  -  1)  (1  +  «»)  58^  -  («  -  1)  »ri,. 

indem  er  die  entsprechende  Relation  fOr  die  unbestimmten  Integrale, 
die  noch  ein  Glied  mit  J~*  sin  ip  enthält,  zunächst  mit  unbestimmten 
Coefficienten  ansetzt,  dann  differentürt,  herau^ultiplicirt  und  die 
CoefQcienten  von  cos  O9,  cos  ^,  cos  2ip  beiderseits  vergleicht.     Mit 

828)  §  21,  p.  194. 

829)  §  28,  p.  199  und  §  86,  p.  214. 

880)  §  25,  p.  205. 

881)  §  42,  p.  218. 

882)  §  48—56,  p.  219—227. 

888)  §  57,  p.  227.  Aber  er  selbst  1748  *^^  und  Lagrange  1766  *<>^  hatten 
doch  die  Berechnung  dieser  Recursionsformeln  schon  so  weit  gefOihrt,  dafs 
das  allgemeine  Gesetz  sich  erkennen  liefs. 

884)  §  61,  p.  280. 
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Hülfe  dieser  Relation  berechnet  er  die  99^^^  fOr  ^  »»  2,  3,  4,  5,  6  und 
kommt  so  durch  Induction  zur  Vermutung,  es  werde  allgemein 

sein*^).      Auf    demselben   Wege    gelangt    er    zu    der    allgemg^ien 
Relation"^: 

«  (,  «  1)  (2s  -  1)  (1  +  «^  »f^  +  [k'  -  (5  -  1)«]  »i'l,;        ^^^ 

mit  ihrer  Hülfe  berechnet  er  die  93^ '  für  positive  ganzzahlige  Werte 
von  8  aus  den  vorher  gefundenen  beiden  ersten: 

und  konunt  so  durch  Induction  zur  Gleichung  (l)**^). 

Schon  am  10.  Sept.  ist  er  auch  im  Besitz  des  Beweises.  Er 
geht  aus*^)  von  der  Bemerkung,  dafs  die  Reihe  (1)  eine  hjper- 
geometrische  ist,  also  nach  einem  allgemeinen  Satz  über  solche 
Reihen  in  eine  andere  derselben  Art  transformirt  werden  kann,  und 
sucht  zunächst  diese  letztere  abzuleiten.  Zu  diesem  Zweck  kehrt 
er  zu  seiner  ersten  Methode^*)  zurück  [doch  ohne  jene  alte  Ab- 
handlung zu  erwähnen]:  er  erhftlt  die  [mit  §  17,  5  identische]  Glei- 
chung'*•) 


':"  w 


{-t)'('+'^-2(;)C;3(t)"- 


M^O 


336)  §  66,  p.  282.  Er  hat  übrigens  in  diesem  ganzen  Aufsatz  nur 
positive  ganzzahlige  Werte  von  8  im  Auge;  fQr  solche  brechen  die  Reihen  (1) 
und  (5)  lon  selbst  ab. 

886)  §  74,  p.  237. 

887}  §  82,  p.  241. 

888)  §  89,  p.  245. 

889)  §  97,  p.  250.     In  einer  dritten  Form,  n&mlich: 

findet  sich  diese  Gleichung  in  einer  1893  aufgefandenen,  von  den  Heraus- 
gebern etwa  in  das  Jahr  1795  gesetzten  Jugendarbeit  von  C.  F.  Gaufs 
(Gott.  Nachr.  1898,  nr.  6,  p.  680;  Werke  8,  p.  47). 
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Indem  er  hier  n  durch  a  ausdrückt  (§  17,  (3)),  die  Potenzen  Ton 
1  +  <<^  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickelt  und  nach  Potenzen 
von  et  ordnet,  erhält  er  mit  Hülfe  von  Belationen  zwischen  Binomial- 
coefficienten  die  Oleichung  §  17,  (23)  zunächst  in  der  Form^: 

und  führt  sie  noch  in  die  andere  über^^): 

m   «i'.-(-^(-")'j|(';H'::)""- 

Durch  Transformation  der  hjpergeometrischen  Reihe  ergiebt  sich  aus 
der  zweiten  Form  die  Gleichung: 

(11)  i6!i'.  -  «^  (1  -  «r +^2*  ("•■/"')("  ^ +7  V^ 

die  sich  von  (l)  nur  durch  die  Bezeichnung  unterscheidet^');  anderer- 
seits kann  man  aber  auch  die  Form  (9)  transformiren  und  erhält 
dann**'): 

C.  F.  Gaufs  führt  in  seiner  Abhandlung  über  die  hyper- 
geometrische  Reihe '^)  auTser  den  beiden  Entwicklungen  (8)  und  (9) 
(bezw.  §  17,  (5)  und  (23))  noch  die  beiden  folgenden  an: 

(13)  «;"-(•+!-')  ;;^r(.+,H±i,,,+,,_±L^), 

die  sich  aus  den  beiden  Identitäten: 


840)  §  98—102,  p.  261—264. 

841)  §  108—106,  p.  264—266. 

342)  §  88,  90,  p.  246—246. 

343)  §  107—112,  p.  266—269. 

844)  Gott.  comm.  reo.  2,  1818,  nr.  6  (vom  Jan.  1812,  Werke  3,  p.  128). 
Die  Gleichang  (8)  leitet  Gaufs  wie  Euler **^  ab,  die  Gleichung  (9)  wie 
Lagrange  •*•). 
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(1  +  «)«•  J-*  «= 


1  — 


(1  +  «)»•  ^ 


— § 


1  + 


4  a  cos*  -|- 

(1  +  «)•  J 

4a  Bin«  Z 
2 


—  » 


—  § 


(15) 


(16) 


(1  -  «)•  J 
ergeben. 

Ausführlich  hat  sich  mit  diesen  Reihenentwicklungen  auch 
Giuliano  Frullani^  beschäftigt;  doch  kann  man  nicht  sagen, 
dafs  er  einen  wesentlichen  Fortschritt  erzielt  hätte.  Er  geht  ans 
von  der  Gleichung  (18)  von  §  15,  fEtr  er »  1;  die  Möglichkeit  einer 
solchen  Entwicklung  schliefst  er  daraus,  dafs  man  in  der  Entwick- 
lung nach  Potenzen  von  cos  q>  diese  durch  die  Cosinus  der  Viel- 
fischen  von  <p  ersetzen  könne;  die  Coefficienten  bestimmt  er  mit- 
Hülfe  einer  zu  §  17,  (6)  analogen  Identität^.  Nachher  gewinnt 
er  ebenso  auch  die  genannte  Gleichung  fär  ein  beliebiges  cr^^). 
Weiterhin  zieht  er  es  vor,  die  Form: 

z  «=  log  (f»  +  cos  9)  (17) 

zu  Grunde  zu  legen;  er  bemerkt,  dafs  sie  der  partiellen  Differential- 
gleichung**^: 

genügt  und  bestimmt  auch  hieraus  die  Coefficienten  ihrer  Entwick- 
lung. 

Dann  behandelt  er  ebenso  die  Entwicklung  von  (m  +  cos  <p)'^^\ 
durch  Differentiation  nach  m  erhält  er  aus  ihr  fCir  negative  ganzzah- 
lige «**•): 

(«•  +  cos9)-.»V(-l)-^^_l^^^^^ 


1^0 


dm' 


cos  19.  (19) 


Wenn  überhaupt  irgend  eine  Function  F  (m  -\-  cos  ^)  vorliegt, 
entwickelt  er  sie  zuerst  nach  Potenzen  von  cos  <p  und  ersetzt  dann 
diese   durch    die   Cosinus  der  Vielfachen   von  9;    so    erhält   er  als 


846)  Bicerche  sopra  le  serie  e  sopra  la  integrazione  delle  equadoni  a 
differenze  parziali,  Firenze  1816. 

846)  nr.  11,  p.  12.  Freilich  convergiren  die  dabei  zu  benutzenden 
Reihen  fOr  a  ««  1  nicht  mehr;  dasselbe  gilt  auch  fOr  eine  zweite  Ablei- 
tung nr.  12,  p.  14. 

847)  nr.  18,  p.  16. 
848;  nr.  14,  p.  17 
849)  nr.  18,  p.  88. 
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Coefficienten   der  letzteren  unendliche  Reihen,  die  nach  den  Ablei- 
tungen von  F  (m)  fortschreiten^.     So  ist  z.  B.  das  Absolutglied: 

und  er  bemerkt  ^^),  dafs  das 

(21)  «  -^  /  F{m  +  cos  ip)dfp 

0 

ist.     Von  da  aus  erhftlt  er  fiir  den  Coefficienten  von  cos  A9    zu- 
nächst den  Ausdruck  ^^): 

(22)  Ai  »  ^  ^  [T'^f^^'^  +  >^cos  9)  dtp  dm^}, 
rechnet  ihn  fEtr  A  -«  1,  2,  3  aus  und  findet  so  auch  seinerseits'^): 

(23)  Äz^  —  j  F  (m  +  cos  q>)  cos  Xq>  dtp. 

Er  verificirt  diese  Formel  durch  den  SchluTs  von  X  auf  A  +  1  ^ 
und  zeigt  dann,  wie  man  sie  auch  durch  gliedweise  Integration 
der  vorausgesetzten  Entwicklung  erhalten  kann^^);  auch  fügt  er  bei, 
dafs  eine  entsprechende  Formel  f&r  jede  beliebige  Function  von  tp 
und  m  gut»«). 

In  derselben  Weise  behandelt  er  dann  auch  Sinusreihen  «^^);  als 
Beispiele  bespricht  er  die  Entwicklungen  der  Potenzen  von  x^^\ 
sowie  die  der  Sinus  und  Cosinus  beliebiger  Vielfacher  von  x  sowohl 
nach  den  Sinus,  als  nach  den  Cosinus  der  ganzzahligen  Vielfachen 
von  «•*•). 


860)  nr.  22,  p.  41.    Man  vergleiche  die  analogen  etwas  filteren,  aber 
später  publicirten  Untersuchungen  Fourier's. 

861)  nr.  26,  p.  48. 

862)  nr.  26,  p.  60. 
868)  nr.  27,  p.  68. 
864)  nr.  28,  p.  64. 
866)  nr.  29,  p.  66. 

866)  nr.  81,  p.  69. 

867)  nr.  88,  p.  66. 

868)  nr.  82,  p.  61 ;  nr.  84,  p.  67. 

869)  nr.  86—48,  p.  67—84. 
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Weiterhin  kehrt  er  wieder  zur  Entwicklung  von  (m  +  cos  9)* 
zurück.     Er  zeigt ^,  dafs  diese  Function  der  Differentialgleichung: 

(l_«^|!£  +  ,(2„_l)|l_„.,_0.O,       (24) 

also  der  Coefficient  Än,i  von  cos  iL  9  in  ihrer  Entwicklung  der 
Gleichung: 

d*Ä^  ^       m  (2»  —  1)  dÄ^  ^       n*  —  X* 

S^  +    i-m«    ~di^  ~  irr^  ^«»^  ^  ^'  (^^) 

oder,  wenn  w~^  =  Ä  gesetzt  wird,  der  Gleichung: 

**(**- l)^+Ä(2Ä»-2n-l)-^-(«»-i*)A,-0  (26) 

genügt  Der  Versuch,  die  Lösungen  dieser  Gleichung  nach  steigenden 
Potenzen  von  h  zu  entwickeln,  führt  auf  eine  [determinirende]  Glei- 
chung, deren  eine  Wurzel  aber  keine  Reihenentwicklung  liefert  [die 
Differenz  der  Wurzeln  ist  eine  ganze  Zahl];  die  andere  Wurzel  lie- 
fert eine  Reihe,  die  nach  geeigneter  Bestimmung  der  noch  willkür- 
lichen Gonstanten  sich  als  mit  der  aus  der  Integraldarstellung  (23) 
durch  Anwendung  des  binomischen  Lehrsatzes  zu  erhaltenden,  d.  h. 
im.  wesentlichen  mit  (8)  identisch  erweist '*^).  Aus  ihr  leitet  er 
durch  Differentiation  nach  1»  und  Yergleichung  mit  (19)  die  Ent- 
wicklung ab***): 

(„_  V«.-i)a  .  jji^  j  ,+.!■  2±f^  (,.)-..  1 .  („) 

Hierauf  führt  er  negative  Werte  von  n  ein;   er   substituirt  in 
die  zu  (25)  analoge  Gleichung  mit  -—  n  statt  n  durch: 

^-«.a  »  y  •  (m«  ~  1)—+T 

eine  neue  unbekannte  y  und  erhält  so  für  diese  eine  Gleichung,  die 
mit  der  für  An—i,x  übereinstimmt •••).  Er  erläutert,  dafs  kein 
anderes  Integral  dieser  Gleichung  in  Betracht  kommen  kann,  da 
diese  logarithmische  Glieder  enthalten^;  so  gelangt  er  auch  seiner- 
seits zu  der  Relation  (2),  bis  auf  die  Bestimmung  der  Constanten, 
die  er  nicht  ausführt  ••*).' 

360)  nr.  67,  p.  112. 

861)  nr.  68,  p.  117. 

868)  nr.  69,  p.  119. 

368)  nr.  60,  p.  121  für  X  »«  0;  nr.  64,  p.  129  für  beliebige  X. 

864)  nr.  61,  p.  123. 

866)  nr.  63,  66,  p.  128,  182. 


78    I- HanptieiL  8.  Abschn.  Entwickl.  analyt.  Funci  i.  harmon.  tarigon.  Reihen. 

SchlieTdich  wirft  er  noch  die  Frage  anf^:  wie  mnfs  eine 
Function  J^  (tu -f  cos  9)  beschaffen  sein,  wenn  der  Goefficient  von 
cos  ilqp  in  ihrer  Entwicklung  als  Function  von  m  einer  linearen 
Differentialgleichung  2.  0.  genügen  soll;  er  findet,  dafs  dazu  F  (m) 
einem  System  von  Gleichungen  der  Form: 

(A  ==  0,  1,  2,  3  ...  in  inf.) 

genügen  muTs  und**^  dafs  dann  £  »  J"  (m  -f  cos  9)  der  partiellen 
Differentialgleichung : 

genügt.  Er  beschäftigt  sich  noch  weiter  mit  der  Integration  der- 
artiger Gleichungen  durch  bestimmte  Integrale  und  durch  Potenz- 
reihen, scheint  aber  dabei  die  ersteren  nur  als  Durchgangspunkte 
und  die  letzteren  als  das  eigentliche  Ziel  seiner  Untersuchungen  zu 
betrachten  ••®). 

Noch  vor  Gaufs  und  Frullani  hatte  sich  A.  M.  Legendre  mit 
diesen  Entwicklungen  beschäftigt^**).  Er  geht  aus  von  der  mit 
§15,  (2)  identischen  Gleichung: 

(31)  r. o^^"'   ■     «v- 1  +  2  y'ft^cosAy. 

Um  aus  ihr  den  Wert  des  Integrals: 

(32)  SBf'  -  -  r        co,Iyd„ 

^      ^  1  n^J   1  —  2  a  cos  9  -j-  a' 

0 

ZU  berechnen,  bemerkt  er,  dafs  bei  der  Integration  alle  Glieder  bis 
auf  eines  wegfallen;  er  macht  also  von  Euler's  Gleichung  §  18,  (3) 
in  umgekehrter  Richtung  Gebrauch.     So  findet  er  zunächst: 

(33)  ©[^^-       "^     - 


1  —  a« 

Um  aus  diesem  Wert  die  93^     für  andere  positive  ganzzahlige  Werte 

866)  nr.  67,  p.  186. 

867)  nr.  68,  p.  187. 

868)  nr.  69—86,  p.  189—168. 

869)  Exercices  de  calcul  integral  1,  Paris  1811,  nr.  61,  p.  872. 
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Ton  s  zu  gewinnen,  leitet  er  durch  Differentiation  unter  dem  Integral- 
zeichen die  Identität  ab'^^): 

mit  ihrer  HtOfe  gewinnt  er  durch  Induction  die  Gleichung  (1), 
bezw.  (11)  und  erklärt,  man  könne  sie  durch  den  SchluTs  von  s 
auf  5+1  verificiren.     Er  erwähnt  den  Specialfall: 


Oirz^-  w 


d(^    ''^'"°^y)^Azr"'H-ico8Ay-2(5-l)a2f-'BinAy8iny     (36) 


Dann  leitet  er  wie  Lagrange  ^*)  und  Laplace*^^  die  allgemeine 
Gleichung  §  17,  (23)  unter  Benutzung  complexer  Gröfsen  her  und 
durch  Yergleichung  mit  (1)  die  Relationen  §  17,  (35)  und  §  19, 
(2)*^^).  Alle  diese  Formeln  verdanke  man  Euler,  aber  dessen  Ab- 
leitongen  seien  viel  weniger  einfach. 

Vier  Jahre  später  kommt  er  auf  den  Gegenstand  zurück'^'); 
dabei  läTst  er  jetzt  von  vorneherein  beliebige  reelle  Werte  von  s 
zu.     Aus  der  Identität: 

I— +1 
d<p 

gewinnt  er  die  Becursionsformel  §  17,  (24)^^')  und  folgert  aus  ihr, 
dals  fOr  groJGse  Werte  von  8  nahezu: 

»!''  ~  ('  +  *  ~  ^)  «^  (1  -  «»)-  (37) 

sei'^*).    Ferner  gelangt  er  von  da  aus  zu  der  Beihenentwicklang'^'): 

*.  "l    1    ;(i_„.).-^V  (t /(i+i)a+2)-(i+»*)u-«V' '-'*'''' 

r*         • 

die  sowohl  fOr  positive,  als  ftlr  negative  ganzzahlige  Werte  von  s 
abbricht,  fttr  gebrochene  s  aber  nur  dann  convergirt,  wenn: 

(«*)  <  (1  —  «*),  d.  h.  [för  reelle  a],  wenn  a*  <  ^  (39) 

ist.     Dann  giebt  er  Winke  fOr  numerische  Berechnung  ^^*);   er  em- 

370)  nr.  62,  p.  373. 

871)  nr  68,  p.  876. 

872)  Vn«  partie  "•),  §  12,  p,  274. 

873)  nr.  164,  p.  276. 

874)  nr.  166,  p.  276. 

876)  nr.  166,  p.  278.  0.  Callandreau  (Par.  C.  B.  116,  1B92,  p.  886) 
zeigt,  dalli  die  Entwicklung,  wenn  «  «^  iT  -f  ^,  vom  K^^  Gliede  ab  fOr 
a' >-  ^  die  Eigenschaften  einer  semiconvergenten  Reihe  hat. 

876)  nr.  168,  p.  279;  durchgefOhrte  Beispiele  nr.  170—178,  p.  289—294. 
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pfiehlt  namentlich  mit  der  Berechnung  desjenigen  Coeffidenten,  der 
zu  dem  gröüsten  vorkommenden  Werte  von  iL  gehört '^^,  und  wenn 
mehrere  Werte  von  s  vorkommen,  desjenigen,  der  zu  dem  gröfsten 
8  gehört '^^),  zu  beginnen  und  dann  mit  Hülfe  der  Becursions- 
formein  zu  kleineren  Werten  von  iL  und  $  herabzusteigen.  Weiter- 
hin leitet  er  durch  eine  andere  Umformung  der  Identität  (36)  noch 
die  Recursionsformeln  ab*^^): 

(40)  »«>  -  '^  (»f -;>  -  »f +;>)  (A  >  0) 

(41)  iBf>-(i  +  ««)«i'5.,-2«»<^;, 

vind  nmgokehrt  Ansdrflcke  der  »f^^  durch  die  V)f  (vgl.  §  17,  (37) 
und  (38)),  namentlich  die  beiden  folgenden '^): 

,     s  M  «4.11       («  +  1)  »<*'  —  Ol  +  1  -  «)  Ä?"*"'' 

(43)         ».+  i-».+i «  (1  +  „)• 

Pemer  zeigt  auch  er,  wie  die  Ableitungen  der  JB  sich  durch  die  fß 
selbst  ausdrücken  lassen ^^).  Speciell  bespricht  er  die  Fälle  A»0^^ 
und  s  «  ^^^);  der  letztere  fOhrt  auf  elliptische  Integrale. 

Eine  spätere  Darstellung  seiner  Untersuchungen'^)  —  die  im 
übrigen  gröüstenteils  in  einem  wörtlichen  Wiederabdruck  besteht  —  ent- 
hält noch  die  aus  der  Yergleichung  der  beiderseitigen  Reihenent- 
wicklungen nach  Potenzen  von  a  gewonnene  Oleichung*^): 

ft 

(44)  »w  ^  ^  f     «"^'^y     . 

Eine  wenig  verschiedene  Form  derselben  war  übrigens  schon 
vorher  von  Laplace  gegeben  worden'^):  er  findet  zunächst  durch 

877)  nr.  160,  p.  281. 

878)  nr.  167,  p.  287. 

879)  nr.  161,  p.  282. 

880)  nr.  168,  p.  284. 

881)  nr.  179—191,  p.  299—808. 

882)  nr.  198—197,  p.  810—812. 

888)  nr.  166,  166,  174—178,  p.  286,  294—298. 

884)  Trait^  des  fonctions  elliptiques  et  des  integrales  Eul^riennes,  2, 
Paris  1826,  appendice,  sect.  I,  p.  681. 
886)  nr.  7,  p.  686. 
886)  M^canique  eheste,  livre  16,  Paris  1824,  nr.  8  (oeuvres  6,  p.  878). 
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Anwendung    seiner    alten   Methoden    zur   Lösung    von   Differenzen- 
gleichungen  durch  bestimmte  Integrale: 

a 

9f  -  Con8t.  f—£Zlä=  (45) 

und  daraus  durch  die  Substitution  x  "  ti  (1  —  t*): 

9f~(M.r^:^ä^.  (4«) 

0      "^  • 

Die  Constante  bestimmt  er,  indem  er  sowohl  das  Integral  (46)  als 
die  Reihe  §  17,  (23)  nach  fallenden  Potenzen  von  X  entwickelt^. 
Legrendre's  Meinung,  die  Gleichung  (44)  stehe  ganz  isolirt, 
wurde  von  Q,  6.  Jacobi^  widerlegt,  der  sie  als  Specialfall  der 
allgemeinen  Gleichung: 

I  /'(cos x) cos Xx dx ™  ^    a.5. — (2 X  —  1^    /  ^^^ (^^ ^) sin*^a; dx  (47) 
u  0 

erkannte.  Diese  beweist  er  einerseits  ausgehend  von  dem  Special- 
faU"*): 

9  m 

Tcos'a:  (io^Xxdx^^ ^^.sl .  'm^\t  ^^  Tcos'^^»«»"^«^«^»  (^«) 

andererseits  durch  wiederholte  partielle  Integration^.  Aus  ihr  er- 
giebt  sich  zunftchst: 

J  yi  —  2«  cos  9  -f  o*  J  ]/l  —  2a  COB  9)  +  a«**"*"^       ^      ^ 

imd  hieraus  duroh  Anwendung  der  Landen'schen  Transformation 
Legendre's  Gleichung  (44)^^).  Jacobi  gewinnt  aus  ihr  eine  direc- 
tere  Herleitung  von  Legendre's  Entwicklung  (38)''^  und  von  Euler's 
^egregia  formola^^  (2)^^.  Zum  Schlüsse  giebt  Jacobi  noch  einen 
Ansatz  der  Form: 


387)  p.  376.    Die  Reihen  sind  zum  Teil  semicofivergent. 

388)  J.  f.  Math.  15,  1886,  p.  1  [Juli  1836];  Werke  6,  p.  86. 

389)  nr.  2,  p.  87.      390)  nr.  4,  p.  89.     891)  nr.  6,  p.  94. 
392)  nr.  7,  p.  96.      393)  nr.  8,  p.  99. 

JahrMberloht  d.  Dmitsohen  Mftthem.-Veretnignng.   X  6 
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n  n 

(50)    /"/"(cos  x\  cos  Xx  dx  ^f[€tf^^  -  /J/^^+»)  +  y/ti+4)  -  + . .]  dx\ 

0  0 

die  Coefficienten  a,  /?,/,*•  -,  die  von  der  Natur  der  Function  f  un- 
abhängig sind,  könne  man  dadurch  bestimmen,  dafs  man  für.  f{z) 
eine  specielle  Function,  z.  B.  cos  kz  oder  sin  he  einsetze'^). 

Als  hypergeometrische  Functionen    müssen  sich   die  93      auch 

durch  hypergeometrische  Integrale  ausdrücken  lassen.  Doch  scheint 
eine   solche   Darstellung   explicite   nicht   vor  J.   Binet'^)   gegeben 

worden  zu  sein,  der  in  der  Reihe  §  17  (23). den  Factor  (.      ,  T.         ) 

mit  Hilfe  der  ^-Functionen  durch 


1 

l^+x+,o^i  (1  _  x)-'dx     (s  <  1) 


0 

ersetzt  und  so  zu  der  Gleichung: 

1 
(51)         i8i^>«  ^v^^,  P'+^-i(l  -  xy'{l  -  a^x)-'dx 

gelangt  Er  leitet  aus  ihr  Legendre's  Entwicklung  (38)  ab*^)  und 
giebt  an,  wie  man  in  Fällen,  in  welchen  diese  nicht  convergirt, 
durch  die  Kette  von  Substitutionen: 

zu  einer  convergenten  Entwicklung  gelangen  kann**^. 

Weiter  hat  dann  A.  L.  Cauchy  seine  Theorie  der  Functionen 

cömplexen  Arguments  und  ihrer  Integrale  auch  für  die  9^ '  nutz- 
bar gemacht.     Er  stellt  sie  durch  die  Integrale  ^^) 

(53)  »f-  2-^7/(1  -  «')"•(!  -  <"^')-'''-'äz 

dar,  die  in  der  Ebene  der  cömplexen  Oröfse  e  zunächst  über  den 
Einheitskreis  zu  erstrecken  sind.  Indem  er  sie  statt  dessen  über 
den  Kreis  vom  Radius  a"^  erstreckt  und  dann  az  für  z  schreibt« 
erhalt  er  die  neue  Darstellung: 


894)  nr.  16,  p.  117.       896)  J.  6c.  polyt.  cah.  27,  1839,  nr.  42  p.  331. 
396)  p.  384.         897)  p.  336. 

398)  Par.  €.  R.  16,  1842,  p.  266  (oeuvree  (1)  7,  p.  97).    Vgl.  die  Er- 
Iftutemsgen  yon  F.  Tisserand,  Par.  C.  R.  90,  1880,  p.  667. 
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in  der  wieder  über  den  Einheitskreis  zu  integriren  ist.  Indem  er 
hier: 

l-«».=  (l-««){l+?^^^'^)  (55) 

setzt  und  dann  nach  Potenzen  von  «*/(!  —  «*)  entwickelt '••),  erhält 
er  för  85,  -*  85,  zwei  Entwicklungen,  von  denen  die  eine  mit 
Legendre's  Oleichung  (38)  identisch  ist,  die  andere,  nämlich: 

^*   "(l_af)'+^^\       n      )       (i  +  l)(X  +  ,i)..(Z  +  ^)       Vi_aV  '    V«>o^ 

vorher  nicht  gegeben  worden  zu  sein  scheint.  Die  bei  Ableitung 
dieser  Besultate  als  Durchgangspunkte  benutzten  Reihen  sind  zum 
Teil  nicht  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  von  a  convergent; 
Cauchj  zeigt  ^^),  wie  man  diese  Schwierigkeit  durch  Einführung 
eines  Convergenzfactors  umgehen  kann. 

Andererseits  kann  man  auch  den  Integrationsweg  bis  auf  die 
doppelt  zu  durchlaufende  gerade  Strecke  von  —  1  nach  -f  1  zu- 
sanmienziehen^^);  wird  ein  Zweig  der  mehrwertigen  Potenz  dadurch 
definiert,  dafs  er  aufserhalb  der  Strecken  von  0  bis  a  und  von  a"^ 
bis  (X>  ßindeutig  ist,  so  reducirt  sich  das  Integral  (53)  auf  das  von 
0  bis  a  genonmiene  Integral  der  Differenz  der  Werte  dieses  Zweiges 
längs  dieser  Strecke,  also  auf: 


Bin  na 


P- 


(or-i  -  1)—  (1  -  ar)-'  dr,  (57) 


was  durch  die  Substitution  r  »  ax  in  BLnet's  Gleichung  (51)  über- 
geht««). 


399)  ib.  19,  1844,  p.  68  (oeuvres  (1)  8,  p.  248). 

400)  ib.  p.  159  (oeuyres  p.  285). 

401)  ib.  18,  1844,  p.  1081  (oeuvres  p.  225). 

402)  ib.  §  8   (p.  237).      Gauchy    untersucht    die   etwas   allgemeinere 

Function  (1  —  2  a  cos  (qp  —  co)  -h  <<')~'i  unter  a>  eine  Constante  verstanden. 
Seine  Ausdrucksweise  ist  im  Text  durch  die  jetzt  geläufige  ersetzt;  er  hat 
diese  hier  wohl  nur  deshalb  nicht  gebraucht,  um  seinen  Zeitgenossen,  nament- 
lich den  Astronomen  leichter  verständlich  zu  sein.  Aber  seine  Darstellung 
ist  dadurch  hier  wie  an  vielen  ähnlichen  Stellen  ziemlich  undurchsichtig 
geworden.  —  Vgl.  übrigens  die  DurchfOhrung  einer  ähnlichen  Umformung 
auch  ffir  gebrochene  Werte  von  X  bei  0.  Callandreau,  Bull,  astron.  10, 
1893,  nr.  7,  p.  317. 

6* 
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Zu  einer  andern  Ableitung  der  Gleiohung  (38)  gelangt  Cauchj 
von  folgendem  Ansatz  aus^^):  Seien  die  Reihenentwicklungen  zweier 
Functionen  gegeben: 

■♦-  OD  -f  * 

(58)  f(x)  "2 «» ^  1         V  (*)  -2  *^  *" 


— >  «  —  00 


SO  ist  der  Coeffioient  A^  in  der  Entwicklung  der  Function: 


+  • 


(59)  F{x)  =  9  (ax)  f{x)  -^ ^"^" 


OD 


zunächst:  

(60)  A*-2^«mÄi— m«"- '*. 

m 

Fafst  man  k^  vermöge  der  Gleichung: 

(61)  2nkjn^  f<p  (eP»)  e"  "»p'  dp 

—n 

als  analytiÜBohe  Function  von  m  auf,  so  kann  man  kn^m  i^^oh  Po- 
tenzen von  m  entwickeln;  definirt  man  dann  die  Functionen  fy{») 
durch  die  Gleichungen: 

(62)  f,{x)  «2  »»'«m^^      {v  -  0,  1,  2,  .  .) 

00 

80  erhält  man: 

(63)  X-^^(-.)-^^. 

•»s«0 

Für  grofse  Werte  von  n  könne  man  diese  Reihe  durch  ihr  erstes 
Glied   ersetzen;  thue   man   das   im  Falle   g>(a;) -•  (1  —  a?)""*,   f{x) 

=  (1  —  a^a;— *)"■*,  so  erhalte  man  als  Näherungsformel  für  ^f^  das 
erste  Glied  der  Gleichung  (38). 

In  einer  Fortsetzung  dieser  Abhandlung^  benutzt  Cauchy 
statt  der  Entwicklung  von  Ä^_m  Qftcb  Potenzen  von  m  die  ent- 
sprechenden Gleichungen  der  Difierenzenrechnung;  er  erhält  so  an 
Stelle  der  Gleichung  (63)  die  beiden  folgenden: 

(64)  ^,.«-2t^^'*-^^ 

r  =  0 


408)  Par.  G.  R.  19,  1844,  p.  1188  (oeuTres  (1)  8,  p.  8t5). 
404)  ib.  p.  1194  (oeuTres  p.  886).    Eine  andere  Ableitung  der  Formeln 
(63)^(66)  findet  sich  ib.  p.  1831  (oeuvres  p.  869). 
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und: 

Von  diesen  sei  besonders  die  erste  unbedenklich  zu  benutzen,  wenn 
f{x)  nur  Glieder  mit  negativen  Exponenten  von  x  enthalte,  da 
dann  die  betr.  Formel  der  Differenzenrechnung  abbreche.  Für  q>(x) 
-  (1  -  ä)— ,  f(x)  ^{1-  /5a;)-',  X  -  c"'  giebt  üe^): 

^    ({l  -  ax)-'{l  -  ßx-^y^x-^dp 


— Ä 


wovon  die  Gleichung  (38)  ein  specieller  Fall  ist.  —  Übrigens  be« 
fafst  sich  Cauchj  auch  mit  der  Abschätzung  des  Restes  der  Seihen 
(63) — (66);  er  findet^  dafs  dieser  jedenfalls  dann  mit  wachsende 
Zahl  der  beiUcksichtigteB  Glieder  gegen  0  convergirt,  wenn  f{u~~^€^^ 
fttr  |p  I  <  I  TT I  eine  regul&re  Function  bezw.  von  j?,  von  a (1  —  f^^% 
von  a-i(c''- 1)  ist^). 

Endlich  ist  hier  noch  ein  Aufsatz  Cauch/s^^  zu  erwähnen, 
in  dem  er  noch  eine  andere  Art  der  Abspaltang  eines  Factors  vor 
der  Entwicklung  eines  Integrals  in  eine  unendliche  fieihe  zeigt,  als 
in  der  oben  be8|irochenen.  Er  macht  nämlich  jetzt  von  der  Factoren- 
Zerlegung  nicht  nur  der  rationalen,  sondern  auch  der  transcendenten 
ganzen  Functionen  Gebrauch.  In  der  Anwendung  auf  die  33,  ^^^ 
staut  sich  das  VerÜEkhren  so:  er  spaltet  von  1  —  2  a  cosqp  +  a'  den 
Faotor  9*+ (log«"~^)'  ab;  ist  dann  xCv)  ="  ^0  +  ^i9  +  ^s9*+ " 
die  EntwickluAg  der  (— ä)***^  Potenz  des  übrig  bleibenden  Factors  — 
sie  wird  für  I9  |<  4«*+ (log«""^)*  convergiren  — ,  so  erhält  er 
eine  Entwicklung  der  Form: 

deren  einzelne  Glieder  sich  durch  elementare  Functionen  ausdrücken 
lassen,  wenn  2  8  eine  ganze  Zahl  ist.  —  Cauchj  giebt  auch  noch 
eine  zweite  derartige  Entwicklung,  die  naoh  Potenzen  von 


2 


'      405)  p.  341.         406)  §  2,  p.  344,  346,  347. 

407)  Par.  C.  &.  SO,  1646,  p.  007  (oeuvres  (1)  9,  p.  164). 
400)  §  %  p.  176.    Cauchy  hat  übrigens  nm&chst  die  Entwicklung  der 
unbestimmten  Integrale  im  Auge. 
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fortschreitet*®*). 

Von  einem  neuen  Hilfsmittel  zur  Berechnung  der  6«,ji  hat 
öffentlich  zuerst  C.  0.  J.  Jacobi*^®)  Gebrauch  gemacht;  er  setzt 
nfimlich: 

•(70)  ei-i:«;i-Ä;i 

und  gewinnt  dann  aus  der  Relation  (vgl.  §  17,  24): 
(1\\  72,  -  1  -  J?A+i>^.  —^     -1— 

eine  Kettenentwicklung.  Da  in  dem  von  ihm  behandelten  Falle 
^-j- — I  so  klein  ist,  da£s  ein  bei  der  Berechnung  von  Biq  be- 
gangener Fehler  bei  der  successiven  Berechnung  von  R^^  R^-  -  nur 
rasch  abnehmende  relative  Fehler  erzeugt,  genügt  es  für  ihn,  wenn 
er  aus  den  ersten  Gliedern  der  Entwicklung  (38)  die  Formel: 

(72)  ^o~rTV.(i-iJöT^.l 

ableitet.     Qq  erhftlt  er  als  arithmetisch-geometrisches  Mittel. 

U.  J.  Leverrier's  Darstellung  der  Theorie  der  öj  '**^)  schliefst 
sich  im  wesentlichen  an  Laplace^^^)  an;  doch  benutzt  er  die  Becur- 
sionsformeln  in  der  ihnen  von  Legendre  gegebenen  Gestalt  (42),  (43)*^*). 
Übrigens  bemerkt  er*^*),  dafs  bei  Gebrauch  der  Gleichung  (24)  von 
§  17  die  relativen  Fehler  sich  mit  wachsendem  X  stark  häufen 
können,  wenn  a  klein  ist.  Daher  bedient  er  sich  für  diesen  Fall 
eines  von  Euler  gegebenen  Verfahrens  zur  Umformung  langsam  con- 
vergirender  Potenzreihen  in  rascher  convergirende.  Wenn  dieses 
Verfahren  unbegrenzt  oft  wiederholt  wird,  fahrt  es  von  der  Ent- 
wicklung §  17  (23)  zu  Legendre's  Formel  (38);  Leverrier  findet  es 
jedoch  vorteilhafter,  es  nur  einigemale  zu  wiederholen,  also  Reihen 
der  Form: 


409)  p.  181. 

410)  Aatr.  Nachr.  28,  1848,  col.  66  (Werke  7,  p,  166).  Vgl.  übrigen« 
Fufsnote  422.        411)  Par.  Observ.  Ann.  2,  1856,  p.  1.        412)  nr.  2,  p.  4. 

418)  nr.  6,  p.  10  (auch  schon  Par.  C.  R.  10,  1840,  p.  761).  0.  Callan- 
dreau  (Par.  C.  B.  90,  1880,  p.  1640)  leitet  diese  Reihenverbessenmg  aus 
den  Cauchy'schen  Integralsätzen  ab;  er  zeigt,  dafs  die  von  Leverrier  ver- 
wendeten Reihen  convergiren,  wenn  die  Ordnung  des  GUedes,  bei  dem 
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i"  - «:  I A + A  r^  +  ^  (r^)'  +  A  (i^)' 
+  (r=^)'K  +  4>«'+.A«'+0J  ('») 

za  benutzen ^^^).  Auch  giebt  er  eine  Tabelle  der  S^^  und  der  Vfy 
in  einer  eigentümlichen  Anordnung,  die  die  Interpolation  zu  er- 
leichtem bestimmt  ißt*^*),  sowie  die  Werte  der  ©f^(«  =  y,  f ,  }»  j) 
und  'ihrer  Ableitungen  ftlr  alle  Combinationen  der  Hauptplaneten  zu 
je  zweien***). 

Coef&cienten,   die  sich  von  den   $  '   nur  unwesentlich  unter- 

scheiden,  treten  übrigens  noch  bei  einer  andern  astronomischen  Auf- 
gabe auf,  nämlich  bei  der  Entwicklung  der  Potenzen  des  Radius 
Vector  r  eines  in  einer  Kepler'schen  Ellipse  sich  bewegenden  Hinunels- 
körpers  in  Reihen,  die  nach  den  Cosinus  der  VielÜEUshen  der  wahren 
Anomalie  w  fortschreiten.  Diese  Aufgabe  ist  von  P.  A.  Hansen 
allgemein  behandelt  worden**^.     Er  setzt: 

''-'.  '■- id^y -2 '^'''     (»' 

und  findet  zunächst  mit  Hilfe  des  binomischen  Satzes,  indem  er: 
«=sin9,  ß^tg\<p,  r''  =  (l— /3>)"cos"9(l-f/Ja;)-"(l-f/Jx~*)-"  (75) 

setzty  Reihen  derselben  Art  wie  Lagrange  ^  für  die  6^^^  Aus  der 
Identität: 

leitet  er  die  im  wesentlichen  mit  §  17,  (36)  übereinstimmende 
Recursionsformel  ab**®): 

y (n  -.  1)  _         1  y{n)     .  P  (y{n)       .      y{n)    \  /--x 

und  aus  ihr  mit  Hilfe  der  Differentialrelation: 


man  stehen  bleibt,  fOr  jede  Differentiation  aln  eine,  für  jede  Erhöhung  des 
Index  mn  zwei  Einheiten  erhöht  wird. 

414)  Ausfahrliche  Tabellen  der  Coefficieni^n  dieser  Entwicklungen 
in  den  Additions  am  Schlüsse  des  Bandes,  p.  [1]— [16];  Erläuterungen 
zu  ihrer  Berechnung  nr.  6,  p.  16. 

415)  p.  [11];  Erläuterungen  dazu  nr.  7,  p.  18.         416)  chap.  8,  p.  67. 
417)  Leipz.  Abh.  2,  1856,  p.  184.    Ausführliche  Anweistingen  zur  Be- 
rechnung und  Controle   der  iB^^^   und   ihrer  Ableitungen  nach  Hansen's 

Methoden  finden  sich  bei  S.  New  comb,  Amer.  astron.  papers  3,  1891, 
§  10—13,  18,  p.  40--64,  61—79.         418)  nr.  4,  p.  186. 


V 


SS   I^  Hauptteil.  3.  AbBchn.  Entwickl.  analyt.  Fnnct. i.  hannon.  trigon.  Beiheiu 

(vgL  §  17,  6)  die  beiden  folgenden: 

(79)  («  +  *)  Fi->  -  n  (i±J-y  Fl-+^>  +  2n^^f  7^-^ 

(80)  in-k)  F<"  -  n  (i±p*  F<-+«  +  2«  f^  7<lV' 

(vgl.  §  17,  (87)  und  (88)).  Er  bemerkt,  dals  diese  letiteren  Pormebi 
der  Oleichung  (77)  yorzuoiehen  sind,  weil  bei  jener  Oröfsen  gleicher 
Ordnung  von  einander  subtrahirt  werden.  Weiterhin  giebt  er  noch 
die  BU  §  17,  (24)  entsprechende  Formel: 

(81)  (n  +  *-l)pF,^l,  +  *(l+P»)F^"^-(w-*-l)py;["j,-0. 
Indem  er  in  ihr: 

(82)  yl"-pjtx 

substitairt,  erh&lt  er: 

(83)  (n  +  k-l)ß  +  k{l  +  ß'^Pk-  (n  -  k  -  l)ßpip,+t^O; 
und  das  vereinfacht  sich  durch  die  Stibstitationen: 

faA-\    «  n  +  k^^       p  (n-k)(n  +  k- 1)       ß* 

(84)  i>t j- r+^y*'    **"=-! (k~i)       (l  +  ßy 

za: 

^®^)  y* "  l  +  il  y^ 

Man  erhält  also  alle  yt,-  aus  einem  und  demselben  Kettenbnich  durch 
schrittweises  Aufwickeln;  aus  ihnen  erhält  man  durch  (84)  die  pk 

und  aus  diesen  und  F^  durch  (82)  die  7^"^**®).  Wenn  n  eine 
positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  wird  A«,  bezw.  In^i"^  0;  im 
ersten  Fall  erhält  man  also  sämtliche  V^  .  durch  einen  endlichen 
Kettenbruch ^'^),  im  letzteren  Fall  wenigstens  die  ersten  von  ihnen  ^'^). 
Ist  n  keine  ganze  Zahl,  so  convergirt  iljt  fOr  A;  =  oo  gegen  ß^(l  +  ß*)^\ 
also  yt  (nicht  gegen  Null,  sondern)  gegen  1  -{- ß*\  um  die  hieraus  ent- 
stehenden Schwierigkeiten  zu  vermeiden,  rät  Hansen,  sich  zur  Berechnung 
von  9^l.  fttr  den  gröfsten  in  Betracht  kommenden  Wert  von  k  der  von  Gauls 
gegebenen  Darstellung  des  Quotienten  zweier  benachbarten  hypergeo- 
metrischen Functionen  durch  einen  Eettenbmch  zu  bedienen  und  aus 
diesem  yt  mit  Hilfe  von  (81)  die  übrigen  rückwärts  zu  berechnen  ^^^. 

419)  nr.  5,  p.  187.    Eine  Tabelle  der  Logarithmen  der  hier  auftreten- 
den numerischen  CoefBcienten  giebt  Hansen  ib.  8,  1857,  nr.  62,  p.  154. 

420)  p.  188.         4SI)  p.  189. 

422)  nr.  7,  p.  192.    Vgl.  die  AuBfOhrungen  von  F.  TisBerand,  traittf 
de  m^canique  Celeste,  1,  Paris  1889,  nr.  111,  p.  282,  wo  diese  Sätze  auf 
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Hierauf  zielit  Hansen  noch  die  allgemeine  Theorie  der  hjper- 
geometrischen  Functionen  und  ihrer  Transformation  herbei  und  zeigt, 
wie  sich  frühere  Formeln  mit  ihrer  Hilfe  ergeben*"),  ü.  a.  giebt 
er  nach  Potenzen  von  4^(1  +  /?)""*  fortschreitende  Entwicklungen, 
von  denen  eine  im  wesentlichen  mit  Gaufs'  Gleichung  (13)  identisch 
ist*^).  Namentlich  macht  er  darauf  aufinerksam,  dafs  in  den  hier 
Yorliegeaden  Fällen,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  der  Coef- 
ficient  Ä  der  allgemein  geltenden  Relation: 

F(«,  ft  y,  x)  =  Äx'-yFia  -^  y  +  1,  ^  _  y  +  1,  2  -  y,  x) 

+  BF{a,ß,a  +  ß-Y+l,x)  ^     ^ 

gleich  Null  sein  mufs  und  dafs  man  daraus  neue  DarsteUuxigea  der 
V  erhalte,  die  aber  eben  nur  für  diesen  Fall  gelten*^).  Entsprechende 
Darstellungen  erhält  er  dann  auch  für  negative  ganzzahlige  Werte 
▼on  n*^.  Indem  er  hierauf  noch  einmal  die  allgemeinen  Transfer* 
mationsformeln  anwendet,  erhält  er  (unter  denselben  Bedingungen) 
fin^wicldungen,  die  nach  Potenzen  von  2  ß^^  (1  —  ß)*  fortschreiten 
und  convergiren,  wenn  diese  Grölse  <  1  ist;  er  erklärt  sie  auch 
darüber  hinaus  noch  für  „faalbconvergent''*^^).  Schliefslich  integrirt 
er  uodtk  die  h^ergeometrische  Differentialglei<^ung,  der  F^"^  genügt^ 
durch  halbconvergente  Beiben,  die  nach  fallenden  Potenzen  von  n  —  \ 
lortschreiten*^).  In  diesen  Reihen  treten  zwei  willkürliche  Gonstante 
«uf,  die  dann  noch  so  zu  bestimmen  sind,  dafs  man  gerade  das  mit 
y^"^  bezeichnete  particuläre  Integral  der  Difforentialgkiohung  er- 
hält; diese  BestLtnmung  vollzieht  Hansen  von  der  Integraldarstellung 
des   V^^^  aus  mit   Hilfe   von   Schlüssen,   die    zwar  an  und  für  sich 

nicht  einwandfrei  sind,  aber  wohl  eine  strenge  Durchführung  er- 
lauben und  verdienen  würden  ^^^). 

0.  Callandreau^^)   hat  versucht,   zu   einer  näherungsweisen 

Darstellung  der   9^     zu   gelangen,   ausgehend  von   folgendem,   von 

Ch.  Hermite  in  seinen  Vorlesimgen  mitgeteilten  Satz:  Wenn  zu 
gegeben«!  Potenzreihen: 

die  Sb^J^  übertragen  sind.    Eine  ans  Oaufs'  Nachlafs  veröffentlichte  Notiz 

(Werke  8,  p.  84,  »«vermutlich  aus  der  Zeit  um  1818")  zeigt,  dafs  Gaufs 
flpelbfrt;  sieh  seines  Kettenbrachs  zur  Berechnung  solcher  Entwicklunga- 
coefficienten  bedient  hat.  Vgl.  auch  den  von  B.  Boncompagni  (Line. 
Pontif.  Atti  1884)  publicirten  Brief  von  Gaufs  an  Olbers  tom  Sept.  1805 
(„nombreux  artifices  personnels**).        428)  nr.  8,  p.  198. 

424)  nr.  10,  p.  196.         426)  nr.  11,  p.  197.         426)  p.  200. 

427)  nr.  18,  p.  201.    Vgl.  875.      428)  nr.  18,  p.  201.      429)  ur.  16,  p.  207. 

480)  J.  ^c.  polyt.  caK  45,  1878,  p.  91. 
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(87)  fix)  ^^arx\    F{x)=^A,x* 
die  2n  Gröfsen  pit,  Fk  so  bestimmt  werden  sollen,  dafs 

n 

(88)  F(x)=^P,f(p,x) 

keine  niedrigere  Potenz  von  o;  als  o^"  enthalte,  so  entwickle  man 
die  Function: 

(89)  ''(-)=J'^-.TT.      • 

in  einen  Eettenbrach  und  zerlege  dessen  n^^  Nähemngsbrach  in 
Partialbrüche;   man  wird  erhalten 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  die  99\^^^)  giebt  ihm  jedoch  inso- 
fern nichts  neues,  als  die  entstehende  Formel  auch  dadurch  erhalten 
werden  kann,  dafs  man  in  Legendre's  Gleichung  (44)  das  Integral 
durch  einen  ülGttelwert  äquidistanter  Functionswerte  ersetzt;  übrigens 
zeigt  er^''),  dafs  diese  Formel  stets  zu  kleine  Resultate  liefert  und 
giebt  eine  Abschätzung  des  bei  ihrer  Anwendung  begangenen 
Fehlers***).  Für  beliebige  Werte  von  5  gelangt  er  nicht  zu  über* 
sichtlichen  Resultaten***). 

F.  Tisserand***)  leitet  für; 

/Qi\  r(^)-.  ?! ^- 

unter  den  Voraussetzungen  m  >  A,  m  —  X  gerade,  die  Doppel- 
ungleichung her: 

rq9^         »W  _  Jl  1-8.    .(m-X-l)      1  .3...(m  +  X  +  i)  p 
yy^J         ^m        2a2.4--.     (m  — 1)       *2.4...     (w  +  X)         ' 

{'-■;M') 

sowie  eine  entsprechende  fCLr  ungerade  m  —  X.  Daraus  erhält  er 
die  Grenzwertbestimmung: 

(94)  .       lün     B^»={^'^;<t- 

481)  nr.  8,  p.  95.    482)  nr.  4,  p.  96.     433)  nr.  8,  p.  101  und  addition,  p.  103. 
434)  nr.  5,  p.  97.         436)  Par.  C.  R.  90,  1880,  p.  1021. 


§  19.  Weitere  unten,  üb.  d.  Entwicklung  der  Potenzen  von  1 — n  cos  9.  91 

Auch  giebt  er  entsprechende  Formehi  für  Sg    und  Ss      /,    Aowie 
die  Identität*«^:  '  * 


^0  -  ^1   +  -»t  -  + I  ^  ^^  j^^q'  (95) 

0.  Callandreau^  gewinnt  auB  der  Integraldarstellung  (51) 
f&r  ^  <  1  die  asymptotische  Gleichung  für  grofse  Werte  von  m: 

«:  f!]^      !^'  (1  -  a)'-"  /    X    \  •«  .... 

«I     d«"     ~  r»(»)        m»-«'       U-«»;/  "^  ^ 

und  daraus: 

Er  bemerkt  dazu  ,4^  nombre''  X  ^'intervient  pas  dans  le  resultat; 
c'est  une  circonstance  qui  peut  etre  prevue^S  Auch  giebt  er  ent- 
sprechende Formeln  für  5  >  1. 

Andere  Beweise  dieser  Resultate  von  Tisserand  und  Callandreau 
giebt  G.  Darboux^^)  mit  Hilfe  der  Methoden  seiner  Untersuchungen 
über  Functionen  grofser  Zahlen^;   er  knüpft  daran  eine  [semicon- 

vergente]  Entwicklung  der  ©^  \  sowie  **^)  neue  Integraldarstellungen 
derselben. 

Erwähnt  seien  endlich  noch  die  beiden  Darstellungen  durch 
Doppelintegrale  von  F.  Tisserand***): 


(wi  -  Jl  >  0) 

und  0.  Callandreau**'): 

TT    1 

^+i       V         i         /(l-a^e/J  l  +  yt*Bin't;" 


436)  p.  1093.         437)  p.  1095.         438)  p.  1154. 

439)  p.  1416.    Vgl.  auch  M.  Hamy,  Bull.  aetr.  8,  1891,  p.  146. 

440)  J.  de  math.  (8)  4,  1878,  p.  6,  377;  vgl.  hier  §  21. 

441)  Par.  C.  R.  90,  1880,  p.  1472.       442)  Par.  C.  R.  92,  1881,  p.  157. 
443)  ib.  115,  1892,  p.  386.    Callandreau  empfiehlt,  zur  Berechnung  der 

Ableitungen  der  IB  sich  der  Gleichung: 

SU  bedienen. 
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Tafeln  znr-  Bestinunung  der  JB^  und  ihrer  Ableitungen  geben^ 
aufser  Leverrier*"),  J.  D.  Runkle***),  V.  Wellmann**^),'  H. 
Masal**''),  H.  Lndendorff**'). 

Eine  übersichtliche  Darstellung  der  wichtigsten  Sätze  über  die 
»^^  findet  sich  bei  F.  Tisserand**«). 

444)  Smiths.  Contr.  9,  1867  appendice  (vom  Nov.  1866).  Eine  als 
Vorbereitung  dienende  Tabelle  der  in  Leverrier's  Reihen  (73)  auftretenden 
Ooefficienten  von  Sears  C.  Walker,  Amer.  Ephem.  for  1867,  append., 
war  mir  nicht  zugänglich;  ebenso  eine  Abhandlung  von  Runkle,  Astron. 
J.  6,  1868. 

446)  Astr.  N.  127,  1891,  col.  267.    Von  den  aus  dieser  und  den  beiden 

folgenden  Tabellen  zu  entnehmenden  Ooefficienten  p^'"^^^  (H.  Gyld^n, 

Stockh.  Bih.  ^^^,  1882,  nr.  39,  p.  20;  traitä  analytique  des  orbites  absolues, 
Stockh.  1893,  nr.  74,  p.  369;  nr.  83,  p.400;  P.  Harzer,  Petersb.  M^m.  34^,, 

1886,   nr.  6,   p.  26)    sind    die    ß^J^^  mit  den  B^^^  identisch,   die  übrigen 

1 
imtencheiden  sich  nur  durch  einen  Zahlenfactor  und  eine  Potenz  von  a 

von —  '    Es  gilt  fSr  sie  die  einfache  Recursionsformel : 

446)  Stockh.  astr.  laktt.  4^,  1891;  Stockh.  Handl.  23^,  1889. 

447)  Astr.  N.  140,  1896,  col.  197.  —  A.  Donner,  Stockh.  laktt.  2, 
1886,  p.  8,  21  giebt  eine  Tafel  der  Logarithmen  der  Ooefficienten  in  der 

Entwicklung  der  fd[^^  nach  Potenzen  von  a  (fcir  2  s  »  3,  6,  7).  —  Die  von 
Farley  für  J.  W.  Lubbock  berechneten  Tafeln  der  9  (Phil.  Mag.  41, 
1847,  p.  3)  scheinen  nicht  veröffentlicht  worden  zu  sein. 

448)  Trait^  de  m^canique  Celeste  1,  Paris  1889,  chap.  17,  p.  270.  — 
W.  Scheibner  (Habilitationsschrift  Leipzig  1863,  nr.  3,  p.  4)  setzt: 


(_  i)Pa(i-«)_^  ja«+P+«-i 


döi 


speciell: 


[-(P,3)4"'^ 


««-^-(0,3^"'-(«)Af. 

Er  drückt  (nr.  4,  p.  7)  die  ersieren  Gröfsen  durch  die  letzteren  ans  und 
giebt  für  diese  Recursionsformeln  (nr.  6,  p.  9),  Eettenbrüohe  (nr.  6,  p.  11), 
sowie  analytische  Darstellungen  durch  hypergeometrische  Reihen  (nr.  7, 
p.  13)  und  bestimmte  Integrale  (nr.  8,  p.  1«),  endlieh  (Anm.  11,  p.  26) 
asymptotische  Entwicklungen   nach   fallenden  Potenzen   von  JC.   —   Eine 

Relation  zwischen  den  ©^^^  und  ihren  Differentialquotienten  giebt  L. 
de  Ball,  Astr.  N.  128,  1891,  col.  339.  —  Die  „ganz  neuen,  auf  einem 
merkwürdigen   und   sehr   allgemeinen,   aus  der  Theorie  der  elliptischea 
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§  20.     Trigonometrische  Reihen  in  der  Theorie  der 

elliptischen  Bewegung. 

Anch  abgesehen  Ton.  dem  in  den  letzten  Paragraphen  be- 
sprochenen Problem  haben  trigonometrische  Reihen  etwa  seit  1770 
in  der  Astronomie  vielfache  Anwendung  gefunden.  So  wird  z.  B. 
die  ^Reduction  auf  die  Ekliptik^^,  d.  h.  die  Berechnung  einer  Ka- 
thete X  eines  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  aus  dem  anliegen- 
den Winkel  oi  und  der  Hypotenuse  y  gelöst  durch  die  Gleichung:^ 

tg  a;  »  cos  CO  tg  2/.  *       *    (1) 

Um  aus  ihr  eine  Reihenentwicklung  von  x  —  y  nach  den  Sinus  der 
Vielfachen  von  y  zu  erhalten,  war  J.  L.. Lagrange,  wie  er* mit- 
teilt ^^),  ursprünglich  folgendermafsen  verfahren:  er  hatte  zunächst 
durch  Dijfferentiatiou: 

j  coB«  %dy  y^-. 

dx  ==  7— i i ■  .  .  ■ (2) 

1  +  008"  fl)  ^      •      am' »  „  ^  ^ 

1  +  ---, i —  C08  2V 

'     1  +  COB*  0)  ^ 

erhalten,  dann  von  der  Gleichung  (2)  von  §  15  Gebrauch  gemacht, 
integrirt  und  so  gefunden: 

Nachträglich  zeigt  er,  wie  man  dasselbe  Resultat  einfacher  unter 
Zuhilfenahme  imaginärer  Gröfsen  erhalten  kann^^).  Es  folgen  ver- 
schiedene Umformungen,  dann  die  Entwicklung  von  sin  2  fix  und 
cos2fta;^^),  sowie  die  Anwandung  der  Formeln  zur  Lösung  der 
Aufgaben  der  sphärischen  Trigonometrie^^').  Erwähnt*  sei  auch' noch 
die  Entwicklung  von  x  aus  der  Gleichung: 

a  sin  y  /  -  N 

•     tgx^ — i --,  (4) 

^  p  -f  COB  y '  ^  ^ 

nämlich*^: 

x-i,^'^^-=^(P'+Q')amn!f  (5) 

mit: 


Transcendenten  entlehnten,  Principe  beruhenden  ApproziniationBformeln" 
zur  Berechnung  der  1B^^\  von  denen  eine  nachgelasBene  Notiz  C.  G.  J. 
Jacobi'g  spricht  (Werke  7,  p.  292),  scheinen  verloren  zu  sein. 

449)  Berl.  nouv.  m^.  1776  [79;  In  1774],  p.  214;  oeuvr.  4,  p.276,  nr.  8. 

460)  nr.  4,  p.  277.         461)  nr.  12,  p.  282.         452)  nr.  16,  p.  286. 

463)  nr.  28,  p.  294;  vgl.  auch  A.  M.  Legendre,  exercices  de  calcul 
integral,  2,  Paris  1817,  p.  289. 
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(6)  P+Q-^a^        P<i-\^a- 

J.  H.  Lambert*^)  behandelt  die  Gleichnng  (l)  in  der  Weise', 
dafs  er  aus  ihr  zunächst: 

ableitet,  hieraus  x  —  y  nach  Potenzen  des  rechts  stehenden  Aus- 
drucks, dann  die  Nenner  mit  Hilfe  des  BinomiaJtheorems  entwickelt, 
endlich  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  y  umordnet;  so  gelangt 
er  auch  seinerseits  zu  der  Gleichung  (3). 

Schwieriger  sind  die  Probleme,  die  sich  an  die  sog.  Eepler'sche 
Gleichung,  d.  h.  an  die  Gleichung: 

(8)  f  «=  w  —  6  sint* 

knüpfen,  in  der  6  die  Excentricitat,  u  die  excentrische,  t^  die  mittlere 
Anomalie  eines  in  elliptischer  Bahn  nach  den  Eepler'schen  Gesetzen 
sich  bewegenden  Himmelskörpers  bedeuten.  J.  L.  Lagrange  hatte 
sie  bereits  1770  durch  Anwendung  der  Reihe,  die  seinen  Namen 
behalten  hat,  in  folgender  Form  gelöst*^): 

auch  hatte  er  schon  die  allgemeinere  Gleichung: 

(.0)      ♦(.).-  ,(0  -2  ^,  ■^"'y.*'"" 

angegeben,  aus  der  durch  die  Specialisirungen: 

(11)       t/;(M)=l— £COSU=r,       bezw.       t(;(l«)="|/j^  tgy  «  tg  y 

die  Entwicklungen  des  Radius  Vector  r^^) .  und  der  Tangente  der 
halben  wahren  Anomalie  tc?^^).  folgen,  sowie  andere  Entwicklungen 
dieser  Art.  Alle  diese  Entwicklungen  sind  zunächst  nach  Potenzen 
der  Excentricitat  geordnet;  doch  giebt  Lagrange  bereits  eine  aller- 
dings ziemlich  schwerfällige  Methode,  um  sie  nach  den  Vielfachen 
der  mittleren  Anomalie  umzuordnend^).     Er  bemerkt  nämlich,  dafs 

464)  Berl.  Aßtr.  Jahrb.  1780  [77],  p.  69,  nr.  4. 

466)  Berl.  ffißt.  26,  1769  [71],  p.  204  (vom  Not.  1770;  oeuvres  3,  p.  117). 
Lagrange  rechnet  (vgl.  die  Figur  p.  114)  die  Anomalieen  vom  Aphel,  was 
auf  Gleichmig  (8)  und  die  aus  ihr  folgenden  denselben  Einflufs  hat,  wie 
ein  Vorzeichenwechsel  von  f;  im  Text  sind  die  Formeln  in  der  jetzt 
üblichen  Weise  gegeben. 

466)  nr.  4,  p.  118.         467)  nr.  6,  p.  119.         468)  nr.  8,  p.  124. 
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seine  Gleichung  (10)  mit  folgender  Regel  gleichbedeutend  ist:  man 
entwickle  den  Bruch: 

nach  steigenden  Potenzen  von  e  und  ersetze  daA: 
z-^  durch  fdi,     z  durch  |^,  . . .,  ^»  durch  ^pipyji  ^-     (13) 

Sind  die  Functionen  9  und  t|;  nach  den  Sinus  und  Cosinus  der 
Vielfachen  von  %  entwickelt,  so  kann  man  zunächst  den  Bruch  (12) 
ebenso  entwickeln  und  erhält  dann  die  Regel  in  folgender  Form: 

im   Coefficienten    von    c^^'  ist  z^  durch   ,     ,    ..,   zu   ersetzen.     Die 

(n  +  1)! 

Anwendung  dieser  Regel  auf  die  Gleichung  (9)  giebt  ihm^^^): 

u-i^^^i^^Aximll  (14) 


=1 
mit: 


^^=5(-i)*ww(ir'      (^'> 


ebenso  erhält  er  for  den  Radius  Vector***): 

-  OD 

r  =  1  +  2  (I)  +  2^^  J9iC0sXt  (16) 

isrl 

mit: 

utid  endlich  auch  einen  allerdings  nicht  so  einfachen  Ausdruck  für 
die  Mittelpunktsgleichung,  d.  h.  die  Differenz  zwischen  wahrer  und 
mittlerer  Anomalie*^). 

Diese  Formeln  sind  dann  mehrfach  benutzt  worden;  auch  hat 
bereits  J.  H.  Lambert^^)  die  9  Formeln  zusammengestellt,  die  die 
Entwicklungen  der  Differenzen  je  zweier  der  drei  Anomalieen  (mittlere 
{;,  excentrische  u  und  wahre  w)  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  jeder 
von  den  dreien  liefern,  übrigens  ohne  von  jeder  dieser  Entwicklungen 
das  allgemeine  Gesetz  der  Coefßcienten  anzugeben. 

Die  in  §  18  besprochene  allgemeine  Darstellung  der  Coefßcienten 


459)  nr.  11,  p.  132. 

460)  nr.  12,  p.  186.    Ausgerechnete  Werte  der  Coef&cienten  bis  e^'  bei 
▼.  Schubert,  Berl.  Astr.  Jahrb.  1820  [17],  p.  118,  229. 

461)  Berl.  Astr.  Jahrb.  1780  [77],  p.  72,  nr.  8. 
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trigonometrischer  Seihen  durch  bestimmte  Integrale  scheint  zuerst 
W.  Fr.  Bessel^')  für  die  hier  behandelten  Probleme  yerweodet  zu 
haben.     Er  giebt  für  die  Coefficienten  der  „Mittelpunktsgleichung^: 


OD 


(18)  #      w-t^y  CxünXi 


zunächst  die  Darstellung: 

in  in 

(19)  Ca^^Hw  -  f)  smHdt  «  ^J(mlldw, 

und  indem  er  von  den  Gleichungen  (8)  und: 


(20)  d«  -  YTE^äu 

^     ^  1  —  e  coB  u 

Gebrauch  macht,  erhält  er  weiter: 

(21)  C, -  ^^   FcoHlu-_Ujin^ 

'       ^  In  f  1  —  6  COBU 

Hier  entwickelt  er  nach  Potenzen  von  €,  ersetzt  die  Potenzen  von 
sinu  durch  die  von  cosu  Tmd  führt  dann  die  Integration  aus;  er 
erhält  so  ziemlich  umständliche  Formeln.  Dagegen  giebt  diese 
Methode,  wie  er  sich  ausdrückt,  „mit  auffallender  Leichtigkeit'^  die 
Entwicklung  des  Badius  Vectors^^^),  nämlich: 

y 

Bx^  —  /  cos  (Xu  —  Xe  sin m)  (l  —  b  cosu)* du 

(22)  ^      ,„ 

=  —  r—  /  sin  u  sin  (Xu  —  Ae  sin  u)  du^ 

0 

und  damit  die  Entwicklung  (17).  / 

Einige    Jahre    später   führt   Bessel    für   die    hier   auftretenden 

Functionen,  die  man  jetzt  Cylinderfunctionen,  auch  Bessel'sche 


462)  Berl.  Abb.  1816/17  [18],  p.  49  (vom  Juli  1818;  ges.  Abh.  1,  p.  17); 
Zeitechr.  f.  Aatron.  6,  1818,  p.  867;  Briefwechsel  znit  Olben  2,  LiCipz. 
1862,  p.  85.  Wie  die  letztere  Stelle  zeigt,  hatte  er  die  Darstellung  der 
Coefficienten  durch  bestimmte  Integrale  gefunden,  ohne  Kenntnis  von 
seinen  Vorgängern  zu  haben;  er  spricht  seine  Verwunderung  darüber  aus, 
dafs  noch  niemand  darauf  gekommen  sei*. 

468)  p.  19. 
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oder  Fonri  er -Bessersehe  Functionen  nennt,  die  Bezeichnung  ein^^): 

i:=±jL(Hu-ksu.u)äu^(^y^^,,^^  (23) 

mit  ihr  erhält  er: 

Sic 

COS  Äf  COS  «  rfu  «  —  i^^ ,  (24) 


/■ 


e 

in 


CsrnkSsmudu  =  2  jr  (rj^L-  ^tV^  * 


(25) 


Mit   Hilfe  dieser  Integrale   drückt    er   dann    die    in    den    Entwick- 

luxigen  von 

coflu;       Bin  u;  /^^v 

cos  IT,     smw^     r  cos  IT,     rsinu;,     — j-,     — |—  (26) 

nach   den  Vielfachen   von    f;  auftretenden  Coefßcienten  aus;    femer 
giebt  er  an^^),  dafs  auch  in  den  Entwicklungen  von 

logr,    r*,    r*cosm«7,    r*  sin  wir,    r^cosww,    r^sinmt«     (27) 

dieselben  Integrale  auftreten  und  aufserdem  noch  die  Integrale: 

t/t  %jt 

_-.        B     f* coski  COB  u  du       .j^^f        «     /*  8inA;i:  sinudtt         ,     v 

^"^J      J  -ecoBi*    '     ^  ""^J      l-«C08i*    '      ^^^^ 

die  mit**^): 

tn 
yh        {*coB  (hu  —  kBiau)du  ,     . 


durch  die  Belationen: 


(30) 
^  =  2''*.      ""2''*.    ' 


464)  Berl.  Abh.  1824,  nr.  8  (vom  Jan.  1824;  ges.  Abh.  1,  p.  92).    Man 

schreibt  jetzt  wohl  meist  /^(A;)  ftir  Bessels  ij^. 

466)  nr.  10,  p.  94.  Einige  AnsfCihrungen  dazu,  die  cos  mu,  sin  mu 
betreffen,  giebt  C.  G.  J.  Jacobi,  J.  f.  Math.  15,  1836,  nr.  9  (Werke  6, 
p.  100).  Astr.  N.  16,  1837,  col.  83,  nr.  16  (ges.  Abh.  1,  p.  46)  drückt  Bessel 
auch  die  Entwicklungen  von 

yi  —  «•  (cos  u  —  e)  sin  u, 
(ooBu  —  «)■,  (1  —  «•)Bint*,  (1  —  f  cosm)*,  durch  die  ij^  aus. 
466)  nr.  15,  p.  lOO. 

Jabrosberloht  d.  Dentiohen  MAthem.-Yeroinigung.    X.  7 
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mit  den  Coefficienten  Ck  der  Mittelpunktsgleiclmng  (21)  durch: 

(31)  VT-7«-af=Ä;C^-7*,, 

^£1  

zusammenhängen.    Auch  leitet  Bessel  bereits  eine  Reihe  von  Sätzen 
über  diese  Integrale  ab;  so  die  Recursionsformel^*^): 

(32)  0  «  ^Z*"^-  2ÄJ*+  A;/*"*"^ 

mit  den  aus  ihr  folgenden  Kettenbrachentwicklungen;  die  Differential- 
gleichung*«) (vgl.  §  3,  (7)): 

die  Taylor'sche  Entwicklung*^'): 

c-('+4rK-'(>+Ä)^*' 

+  i^('+n)'C'-+-h 

die  Gleichung*'®): 

n 

(35)  I^  -  1.8. ..(2^-1)  •  hj"^^  (*  ^  ")  ^«"  **  ^**» 

0 

sowie  verschiedene  Ausdrücke  anderer  Integrale  durch  die  /^;    die 
Formeln  *'*): 

(36)  cos*  .  J^  «^  (-  1) ((2^)1). *     , 

n  =  0 

(37)  sm*  •  i^-^  (-  1)  • ((2n+i)lj«        *         ' 

den    Satz,    dafs   I^   für    2 mn  <  k  <  {2 m  +  \)7t    stets    >  0,    für 

(2  m  +  1)  jr  <  Ä;  <  (2  w  +  I)  TT  stets  <  0  ist*");  endHch  die  Re- 
lationen*""): 


467)  nr.  11,  p.  96.         468)  nr.  12,  p.  97.         469)  nr.  12,  p.  98. 

470)  nr.  18,  p.  98.  Jacobi  (J.  f  Math.  16,  1886,  nr.  9;  Werke  6, 
p.  102)  leitet  diese  Gleichung  ans  seiner  allgemeinen  Gleichung  §  19,  (47) 
ab.         471)  nr.  18,  p.  99.         472)  nr.  14,  p.  99.         478)  nr.  16,  p.  100. 


I  20.     Trigon.  Reihen  in  d.  Theorie  d.  eUipÜBchen  Bewegung.      99 
^*  ""  ""  2  •'*       ■*"*'*'"  2  •'*      ' 


•'.'  -  i^.  k+1  (rr^.)"  «"■ + <*■)  1 


(38) 


Wie  es  scheint  unabhängig  von  Bessel  ist  auch  S.  D.  Poisson 
zu  ähnlichen  Integraldarstellungen  dieser  Coefficienten  gelangt^^^). 
Aus  Lagrange's  allgemeiner  Gleichung  (lO)  leitet  er  durch  partielle 
Integration  die  beiden  folgenden  ab: 


n  n 


(39) 


/V(«)  coBiltdt-  ji>(t)  coaXtdt 

und  fahrt  die  Summationen  mit  Hilfe  der  Darstellung  durch  Ex- 
ponentialfunctionen  complexen  Arguments  aus;  damit  erhält  er: 

J^(u)  Bin  im  -  j  [^(0)  -  (-  ly  Tt.(«)] 

0 

n 

\JV{i)  cos  i  (f  -  e  Bin  t)  dt,         (40) 


n 
+  T 

u 

TT 


/VWcosXfrft-       -  j  /V'(f)co8;i(t-fsinf)rft. 
Das  giebt  fttr  tt;(tt)  -=  u  —  f ,  also  t/;(f)  -=  0,  t/;'(t)  -=  1: 

n 

Ax  =  i^y^cos  il  (f  -  €  sin  t)  dt,  (41) 


474)  ConnaiBS.  des  temps  1825  [22],  p.  879. 
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(vgL  23)*^*);  far  ^(ii)  =  e  oosw,  ^(f)  =  e  cosf,  ^'(Ö  =  —  «  sinf 

die  Gleichung  (22)^^«);  endUch  för  ^(ti)  =  2  arc  tg  f ]/|-i^  tg  | u j 

die  Gleichung  (21)*^^. 

Elf  Jahre  später  nimmt  Poiflson  den  Gegenstand  wieder  auf*^^. 
Er  formt  jetzt  die  zur  Bestimmung  der  Äx  und  Ci  dienenden 
Gleichungen  durch  partielle  Integration  um  in: 

(42)       A,^-l^f^lt%äi,     C,=  i^j 'sin  At^cJf 


und  erh&lt  so  unmittelbar  die  Gleichungen  (41)  und  (21)  (mit  u  als 
Integrationsvariable).  Die  Gleichung  (22)  erlAlt  er  wie  Bessel^. 
In  der  von  ihm  angegebenen  Relation^'''): 


(43)  Bx  = 


ds 


ist  rechts  im  Nenner  der  Factor  l  beizufClgen^^).  Nachher  ent- 
wickelt er  die  Äz  und  Bx  in  die  [schon  von  Lagrange  ^*)  erhaltenen] 
Reihen  (15)  und  (17)^^);  dabei  beruft  er  sich  auf  complicirte 
Integralformeln,  die  er  bei  anderer  Gelegenheit  gefunden  hatte  [über- 
flüssigerweise, indem  für  die  hier  allein  in  Betracht  kommenden 
speciellen  Fälle  dieser  Formeln  Euler's  Gleichung  §  18,  (6)  ausreicht]. 
Auch  für  die  Cx  bemüht  er  sich  solche  Reihenentwicklungen  zu 
finden,  kommt  aber  nicht  zu  einfachen  Formeln^').  Endlich  zeigt 
er  noch,  dafs  das  Integral: 


476)  p.  388. 

476)  PoisBon  übersieht  hier,  dafs  in  einer  Cosinnsreihe  auch  ein  con- 
stantes  Glied  auftreten  kann;  infolgedessen  fehlt  bei  ihm  das  Glied  ^b\ 
das  doch  schon  Lagrange  (Glchg.  16)  richtig  angegeben  hatte.  Er  stellt 
übrigens  dieses  Versehen  conn.  des  temps  1836  [33j,  add.  p.  5  selbst  richtig. 

477)  Poisson  giebt  p.  384  an,  dafs  ihm  Frullani  diese  Formel  mit- 
geteilt habe. 

478)  Conn.  des  temps  1836  [33],  add.  p.  3;  auch  traitä  de  mäcaniqne, 
2do  dd.,  Paris  1833,  t.  2,  §  221. 

479)  nr.  3,  p.  6. 

480)  F.  Lefort,  J.  de  math.  11,  1846,  p.  143. 

481)  Conn.  des  temps  1836  [33],  add.  p.  1,  nr.  4. 

482)  nr.  6,  p.  10.  Auch  Lefort**^  hat  nach  dieser  Richtung  nicht 
wesentlich  mehr  erreicht.  Einfacher  sind  die  von  S.  S.  Greatheed, 
Cambr.  Math.  J.  1,  1837/38,  p.  208  (p.  228  des  Abdrucks  von  1846),  von 
J.  Bourget  (Par.  C.  R.  38,  1864,  p.  807)  und  von  Y.  Puiseux  (J.   de 
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n 


y  ~  /  cosib (u  —  e  sin u) du  (44) 

0 

ftbr  jeden  Wert  von  Ä;  der  linearen  Differentialgleichung  2.  0.  ge- 
nügt*««): 

*'S  +  *-57  -  **(^  -  '')3'  =  -  Ä(l  -  e)  sinÄ«.        (46) 

F&r  die  Coefficienten  der  Entwicklung  von  r"  nach  den  Viel- 
fachen von  (: 

r^^^lt^i^%ll  (46) 

leitet  Bessel^  ans  der  Differentialgleichimg: 

— -=x-n(ii-l)r»-«+n(2n~3)r»-»-n(n-2)(l-«V''  (^7) 
die  Becnrsionsfonnel  ab: 

0  =  ;iX^^-n(n-l)iJ^'\ 

+  n(2n  -  3)iJ^'i3~  n(n  — 2)(l  -  e')-«^^!^. 

Daran  anknüpfend  giebt  P.  A.  Hansen^  den  allgemeinen  Satz: 
Seien  &,  IT,  X  Functionen  der  Zeit,  entwickelt  nach  den  Cosinus 
und  Sinus  einer  Anzahl  von  Bogen  der  Form  ai  +  |3.     Ist  dann 

r=  örcosw  +  lTrsinfr  +  Z  •  (49) 

in  die  Form: 

r=  2:2;a<''>cos(*t  +  «f  +  jj)  +  X  —  je©  (50) 

zu  entwickeln,  in  der  die  eine  Summation  auf  alle  vorkonunenden 
Werte  von  a,  /9,  die  andere  auf  alle  positiven  und  negativen  ganz- 
zahligen Werte  von  %  sich  bezieht,  so  lassen  sich  alle  a^^  durch  die 
«(1)  und  die  a^~^^  ausdrücken. 


math.  (2)  5,  1860,  p.  88)  gegebenen  Ausdrücke;  am  einfachsten  der  von  Fr. 
Faä  de  Bruno  (Par.  th^se  1866,  p.  78;  vgl.  übrigens  Bessefs  Gleichung  (88)): 


-'+5(TTTfcv)'('""C^)  +  ^'-.(V))} 


V 

488)  nr.  9,  p.  15.    Weitere  Ausführungen  zu  diesen  Untersuchungen 
Poisson^s  finden  sich  bei  G.  Plana,  Tor.  Mem.  10,  1849,  p.  249. 

484)  Berl.  Abh.  1824;  ges.  Abh.  p.  95,  nr.  10. 

485)  Fundamenta  nova  investigationis  orbitae  yerae  quam  luna  per- 
lustrat,  Gothae  1888,  Sectio  IV,  nr.  9,  p.  187. 
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In  einer  etwas  späteren  Abhandlung^  wird  Hansen  noch 
durch  ein  anderes  Problem  auf  die  Cjlinderfunctionen  geführt,  näm- 
lich durch  die  Forderung  einer  Entwicklung: 

cos  (X«  +  X'O  du  =^  «irl.  8i^  [('^  +  f*)t*  +  ^'tl 

in  der  u  die  excentrische  Anomalie  eines  Planeten,  i'  die  mittlere 
eines  andern,  x,  x',  fi  ganze  Zahlen  bedeuten.  Mit  Hilfe  der 
Gleichungen: 

(52)  i'  =  nt  +  Xj  v  =  n'n^^,  dt  — n^^ (1  — b cos a)du^  b%'v=21 
erhält  er  fOr  die  Coef&cienten  a  i     die  Becursionsformel: 

X  +  fl 


m  iHVi+««l..i)-(*+^+'«''')«!rl.= 


0  fttr  f»^0 

1    »  <»  =  o' 


vermittelst  deren  er  sie  durch  stark  convergirende  Kettenbrüche  be- 
rechnen kann**^.    Andererseits  genügt  die  erzeugende  Function *®®): 

(54)  y  =^«1';.«^ 

der  Differentialgleichung: 

oder  wenn  a;  =  c**,  od  =  n  +  n'v  gesetzt  wird: 

(56)  ^  +  «y  (ß>  —  2  A  cos  £?)  =  t, 
lälst  sich  also  durch  das  unbestimmte  Integral  ^^^): 

(57)  / 

ausdrücken  und  dann  durch  partielle  Integration  nach  Potenzen  von 
X  entwickeln.  Die  Coef6.cienten  der  so  entstehenden  Reihen  lassen 
sich  durch  Cjlinderfunctionen  ausdrücken.     So  ist  z.  B.'^^): 


486)  Ermittelung  der  absoluten  Störungen  in  Ellipsen  von  beliebiger 
Ezcentricität  mid  Neigung,  1.  [einz.]  Teil,  Schriften  der  Sternwarte  Seeberg, 
Gotha  1848;  nr.  40,  p.  90.        487)  nr.  41,  p.  91.         488)  nr.  44,  p.  96. 

489)  nr.  46,  p.  97;  nr.  46,  p.  100. 

490)  nr.  46,  p.  102.     Hansen  bezeichnet  mit  J*,  was  bei  Bessel  J^^^ 

heifst  (vgl.  nr.  47,  p.  104);  im  Text  ist  auch  hier  die  jetzt  gebräuchliche 
Bezeichnung  benutzt. 
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Das  gieht  ihm  Veranlassung,  sich  noch  etwas  eingehender  mit  diesen 
Functionen  zu  beschäftigen.  Zunächst  leitet  er  Formeln  fär  ihre 
^Verdoppelung"  ab,  z.  B.*'^):  ' 

.  *■'  (59) 

J,(2A)  =  22'(-l)*^*W^*+i«- 

Die  erste  dieser  beiden  Formeln  lasse  sich  mit  Hilfe  der  Identität^*'): 

l=Jo(i)»+2^/t(i)»  (60) 

noch  umformen.  Um  die  Werte  der  iib(X)  für  groise  Werte  von  k 
zu  erhalten,  leitet  er  aus  der  Integraldarstellung  (23)  die  Integral- 
darstellung (35)  und  aus  dieser  (wie  übrigens  vor  ihm  schon  Poisson 
gethan  hatte)  asymptotische  Ausdrücke  durch  semiconvergente  Reihen 
ab^^^);  die  in  diesen  Beihen  auftretenden  Constanten  bestimmt  er 
durch  eine  Umformung  der  Integrale*^),  die  wohl  noch  eine  ge- 
nauere Untersuchung  erfordern  und  verdienen  würde.  In  einer  Note 
bespricht  er  auch  noch  die  Auflösung  der  Gleichungen  Ik(k)  =  0 
mit  Hilfe  eben  dieser  Beihen**).  Endlich  giebt  er**«)  eine  Tafel 
der  Iq  und  I^  von  gröfserer  Ausdehnung  als  die  bei  Bessel^*^) 
sich  findende,  sowie  eine  Hilfstafel *^),  die  für  gröfsere  Werte  des 
Arguments  je  zwei  I  von  gröfserem  Index  giebt,  aus  denen  dann 
die  von  niedrigerem  Index  mit  Hilfe  der  Becursionsformel  (32)  sich 
finden  lassen. 

Schon  vorher  hatte  auch  A.  Cauchy***)  die  Entwicklung  der 
Störungsfunction  in  einer  solchen  Form  gegeben,  dais  nur  noch  er- 
forderlich war,  die  Producte  aus  je  einer  Potenz  des  Badius  Vectors, 

491)  nr.  48,  p.  107.         492)  nr.  46,  p.  101.         493)  nr.  49,  p.  110. 
494)  nr.  60,  p.  112.         496)  nr.  61,  p.  116. 

496)  p.  169—168;  Erl&utenmgen  dazu  §  VII,  p.  166. 

497)  Berl.  Abh.  1824  (gea.  Abh.  1,  p.  103—109). 

498)  p.  164 — 167.  Eine  ausgearbeitete  Anweisung  fClr  die  Berechnung 
der  in  der  Störungstheorie  erforderlichen  Werte  der  Oylinderfunctionen 
nach  Hansen's  S&tsen  giebt  S.  Newcomb,  Amer.  Astr.  papers  3,  1891, 
nr.  20,  p.  82  (vom'  Dec.  1883). 

499)  Par.  C.  B.  11,  1840,  p.  471,  §  6  (oeuvres  (1)  6,  p.  306). 


1 04  I-  Hauptteil.  8 .  Abschn.  Entwickl.  analyt.  Fanct.  i .  harmon .  trigon.  Reihen. 

des  Cosinus  der  excentrischen  Anomalie  und  der  zur  mittleren  Ano- 
malie gehörenden  complexen  Exponentialgröfse  nach  den  Vielfachen 
der  wahren  Anomalie  zu  entwickeln.  Die  Coefficienten  dieser  Reihen 
erscheinen  zunächst  in  der  Form: 


in 

(61)  -^A.*J=^  /(l  —€  cos !♦)*(«  cos uyc-'^'^+^^'JrfM; 

wenn  man  in  dieser  alles  durch  die  excentrische  Anomalie  ausdrückt 
und  die  auftretenden  Nenner  nach  dem  binomischen  Satz  entwickelti 
sieht  man,  dals  es   auf  die  Bestimmung  der  durch  die  Gleichung: 

(62)  91*,^,*  =  ^  rc****  cos^w  (i  sin  m)* du 

definirten,  später  als  „Cauchy'sche^^  bezeichneten  Zahlen  ankommt^, 
m.  a.'W.'^^)  auf  die  Bestimmimg  des  von  x  unabhängigen  GUedes 
in  der  Entwicklung  von: 

(63)  ^(ü^y(i^)'. 

Canchy  giebt  für  diese  Zahlen  die  Becundonsformel: 

(64)  2%,j,k'=%+t,j-i,k+  9U-1./-1,*; 
in  einem  etwas  späteren  Aufsatz'*")  aulserdem  noch: 

(65)  2m^j,i=3lk+t.j,k-i-3t,-i,f,t-i. 
Dazu  fügt  J.  Bourget^')  noch  die  folgenden: 

(66)  9l»,>,i=  0,  sobald  h-\-j  +  k  angerade  oder  negativ; 

(67)  ^Rj,^,*»  1  für  h+j+k  =  0; 

(68)  (k  +  1)%,/,»=  -  h3tk,j-i,k+i-  (j  -  l)%,j->,i+i\ 

(69)  (j  +  h)  %,j,o  =  (j  -  Ä  +  2)9i»-^^,o. 

600)  p.  309.  Dieselben  Zahlen  treten  auch  anf,  wenn  man  die  wahre 
Anomalie  als  Integrationsyariable  einfahrt.  (Par.  C.  R.  11,  1840,  p.  610, 
§  S;  Oeuvres  (1)  6,  p.  820.)        601)  p.  810. 

602)  Par.  C.  R.  12,  1841,  p.  92  (oeuvres  (1)  6,  p.  26).  Die  Definition 
ist  hier  durch  Weglassang  der  Nenner  2  in  (68)  modificirt. 

603)  J.  de  math.  (2)  6,  1861,  p.  88  (ein  Auszug  Par.  Observ.  M^m.  7,  1868, 
p.  800;  vgl.  auch  Par.  C.  R.  88,  1864,  p.  807;  42,  1866,  p.  630).  Vgl.  F. 
Tisserand,  trait^  de  m^canique  eheste  1,  Paris  1889,  nr.  89,  p.  234. 
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Mit  EQlfe  dieser  Formeln  erhält  er  f£b-  jeden  einzelnen  Wert  von  k 
eine  Tabelle  der  %kj,k  in  Gestalt  einer  Art  von  arithmetischem 
Dreieck. 

Der  zuletzt  genannte  Aufsatz  Cauchy's  enthält  auch  noch  den 
folgenden  Satz^^):  Der  Coefißcient  Ä^  von  e"^'  in  der  Entwicklung 
irgend  einer  Function  y  der  excentrischen  Anomalie  nach  den  Viel- 
fachen der  mittleren  ist  auch  gleich  dem  Coefißcienten  von  e"**'  in 
der  Entwicklung  jeder  der  beiden  Functionen: 

(1  —  «co8u)c***«^"«y,      ^•^"'^"SS*  C^^) 

Die  erste  Hälfte  dieses  Satzes  erhält  er,  indem  er  in  die  Integral- 
darstellung Ton  An  mit  Hilfe  der  Gleichung  (8)  die  excentrische 
Anomalie  als  Integrationsvariable  einfCQirt,  die  zweite  daraus  durch 
partielle  Integration. 

Bald  darauf^  fahrt  Cauchy  vermittelst  der  Gleichung: 

Et^  1-   re-*-'+"*«*"-\«u  (71) 

auch  seinerseits  die  Cjlinderfunctionen  ein  und  zeigt,  wie  man  mit 
ihrer  Hilfe  die  bei  seiner  Art  der  Entwicklung  der  Störungsfanction 
auftretenden  Integrale  mit  ^  =  tg  (y  arc  sin  b): 

in 

(1  -  /3e«0'(l  -  /Jc-^O«"^""^"^'^*'^**  (72) 


/< 


und: 

in  in 

r(l~/3c«0"*c"^**'*'"^'<iw  =  -?^  f(l-ß^*)e-''^'du     (73) 

ausdrClcken  kann,  indem  man  f;  durch  seinen  Wert  aus  (8)  ersetzt. 
Er  gewinnt  femer  aus  der  Darstellting  (71)  für  Ek  die  Reihen- 
^twicklung  nach  Potenzen  von  e  und  aus  ihr  durch  Benutzung  der 
Stirling'schen  Formel  den  asymptotischen  Ausdruck  für  grofse  Werte 
von  kl 


604)  Par.  C.  B.  12,  1841,  p.  88  (oenvres  (1)  6,  p.  21);  vgl.  die  Er- 
läuterungen von  y.  Puiseux,  J.  de  math.  (2)  6,  1860,  p.  76.  (Auszug 
Par.  C.  R.  60,  1860,  p.  111,  161).  Etwas  anders  bei  B.  Baillaud,  Par. 
C.  B.  93,  1881,  p.  694. 

606)  Par.  C.  R.  18,  1841,  p.  682  (oeuvres  (1)  6,  p.  346). 
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(74)  E,  ~  gi) 


*- 


n»»^ 


kß       4ib  +  4 


y2kn 

Eine  Fortsetzung^  erwähnt  Bessel***),  zeigt  im  Anschluis  an  ihn, 
wie  die  Et  auch  in  der  Entwicklung  des  von  der  Bewegung  der 
Sonne  abhängenden  Teils  der  Planetenstörungen  auftreten  und  ver- 
weist für  die  Entwicklung  der  Functionen  der  Vielfachen  von  u 
nach  den  Vielfachen  von  f  auf  Jacobi***). 

Eine  umfassende  Darstellung  hat  diese  ganze  Gruppe  von  Ent- 
wicklungen durch  P.  A.  Hansen  gefunden.  Um  zunächst  die 
Functionen  der  Vielfachen  der  wahren  Anomalie  nach  den  Viel- 
fachen der  excentrischen,  und  umgekehrt,  zu  entwickeln,  setzt 
Hansen"''): 

(75)  c«^*=a;,       e"*'=y 

und  dann: 

As  —00  Ars  — ao 

Aus  den  Integraldarstellungen  dieser  Coef&cienten  schliefst  er,  dafs 
sie  —  welches  auch  die  Beziehung  zwischen  u  und  tc  sein  möge  — 
durch  die  Relation  verbunden  sind"*): 

(77)  ^SJf'=^jä-''\         (j  +  0,  ^  +  0) 

Er  bringt  dann  die  für  den  Fall,  dafs  u  die  excentrische,  w  die 
wahre  Anomalie  bedeutet,  zwischen  x  und  y  bestehende  Gleichung 
auf  die  Formen"®): 

(78)  x=^y(l-ßy-')(l^ßy)-' 
und»^«): 

(79)  y  =  x{l  +  ßx-^)  (1  +  ßx)-^', 

das  Binomialtheorem  liefert  ihm  dann  Entwicklungen  der  B  und 
der  S  nach  Potenzen  von  ß.  Der  Umstand,  dafs  (79)  aus  (78) 
durch  VertauschuDg  von  x  mit  y  und  Vorzeichenänderung  von  ß 
hervorgeht,  liefert  in  Verbindung  mit  (77)  die  Relation ^^^): 


506}  Par.  C.  R.  13,  1841,  p.  850  (oeuvrea  (1)  6,  p.  354). 

507)  Leipz.  Abh.  2,  1865,  §  ü,  p.  211. 

508)  nr.  20,   p.  215.     Schon  Jacobi   (J.  f.  Math.   15,  1836,  nr.  10; 
Werke  6,  p.  101)  hatte  eine  solche  reciproke  Beziehung  bemerkt. 

509)  nr.  21,  p.  215.         610)  nr.  23,  p.  216.         511)  nr.  24,  p.  217. 
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^B^^^i-iy-^jH^^^,  (80) 


die  Identit&t: 


(y  -  ß) -g- E^  lix"  (1  +  ßx)  =  i^xfr'  (x  +  ß)         (81) 
liefert  die  beiden  folgenden  ^^^): 

^ßttf^''  =  0'  -»*)<-  0-  +  1)  K+i'  (82) 

,.i^^t''  =  ><  -  (»»  +  i  +  1)  ^<i,  (83) 

Yon  denen  jedoch  nur  die  zweite  stets  die  erforderliche  Sicherheit 
gebe.     Ftkr  fi  =  1  findet  er*^*)  direkt  aus  (79): 

äJ:>=-^,     I^P^ß^-\l^ß),  (84) 

Durch  Elimination  erhält  er"*)  aus  (82)  und  (83): 

jß^'-U+\-l^  +  {i+l  +  ^)ß^^U+{3+i)ßB';'l,^0    (85) 

und  daraus  Kettenbruchentwicklungen  ähnlicher  Art  wie  die  in  §  19 
besprochenen.     Zu  ihrer  Benutzung  ist  erforderlich,  dafs  man  erst 

Ic^    berechnet;    das  geschieht  entweder  durch  die  endliche  hjper- 

geometrische  Reihe  *^*): 

ii?'=i;(-i)'(:)f+:-y'      (86) 


^  =  0 


oder  durch  Transformirte  derselben.  Namentlich  empfiehlt  Hansen 
fftr  grofse  Werte  von  ft  den  Gebrauch  der  in  §  21  zu  besprechenden 
semiconvergenten  Entwicklungen.  Zum  Schlufs  giebt  er  noch  die 
Relation"*): 

die  die  Berechnung  der  2?^  für  groDse  Excentricitäten  auf  die  fCLr 
kleine  zurückführt 

Indem  Hansen  dann  diese  Entwicklungen  mit  den  in  §  19  be- 
sprochenen verbindet,  erhält  er  die  Entwicklungen  von  r"^*"' 
nach  den  Vielfachen  der  excentrischen  Anomalie"^).     Man 


512)  nr.  25,  p.  218.         513)  nr.  26,  p.  219.         514)  nr.  80,  p.  222.     . 
515)  nr.  41,  p.  240.    E^  ist  nr.  36,  p.  231  definirt.       516)  §  m,  p.  241. 
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könne  aber  diese  Angabe  auch  direct  angreifen,  ausgebend  von  der 
Gleichung  (vgl.  78): 

(88)  ^"af»=  cos«"(|arc  8inf)y*"(l  —  /3y)«-"»(l  —  /3y" *)»+"•; 
man  finde  so,  daüs  in  der  Entwicklung: 

(89)  ^"x"'=2rTI^V, 

wenn  n  positiv  ganz  und  m^fi,  nur  eine  endliche  Anzahl  Coeffi- 
cienten  auftreten  und  jeder  derselben  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl 

von  Oliedem  besteht*^').    Er  gewinnt  dann  fftr  diese  TF.*'"'  Becursions- 

formein  ^^^),  EettenbrÜche'^'),  verschiedene  Transformationen  der 
hypergeometrischen  Beihen^*^);  schliefslich  giebt  er  Andeutungen 
darüber,  wie  man  mit  Hilfe  der  relationes  inter  contiguas  die  halb- 

convergirenden  Reihen  von  §  11  auch  für  die  Berechnung  der  W?*"* 
nutzbar  machen  kann^'^). 

In  der  Entwicklung  der  Functionen  der  excentrischen 
Anomalie  nach  den  Vielfachen  der  mittleren  und  um- 
gekehrt^") dr&cken  sich  die  Coefificienten  durch  Cylinderfunctionen 
aus;  Hansen  verweist  für  ihre  Berechnung  auf  seine  fiilhere  Ab- 
handlung^^).    AuTserdem  bringt  er  die  zwischen: 

(90)  jer  =  e'^     und     y  =  e'" 
bestehende  Differentialgleichung  auf  die  Form 

und  gewinnt  daraus  für  die  Coefificienten  P^f^  der  Entwicklung: 


+  • 


(92)  y''^*^* 


(i)^» 


—  oo 


(also  implicite  auch  für  die  Cylinderfunctionen)  Entwicklungen  nach 
Potenzen  von  ^,  deren  Coefificienten  noch  rationale  ganze  Functionen 
von  ß'^  sind*"). 

Die  Entwicklung  der  Functionen  der  wahren  Anomalie 


517)  nr.  43,  p.  242.         618)  nr.  44,  p.  248.         619)  nr.  46,  p.  246. 

620)  nr.  47,  p.  247. 

621)  nr.  48,  p.  248.    Weitere  die  TT^"»*"  betreffende  Formeln  finden 

sich  bei  A.  Lebeuf,  Par.  thöse  1897,  nr.  26—28,  p.  37 — 42. 

622)  §  lY,  p.  249.  Zu  diesem  nnd  dem  folgenden  Paragraphen  ver- 
gleiche man  J.  Morrison,  Monthlj  Not.  43,  1888,  p.  845  und  J.  C.  Adams, 
ib.  p.  865.        528)  nr.  53,  p.  252. 
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nach  den  Vielfachen  der  mittleren  erhält  Hansen  zunächst 
dnrch  Vermittlung  der  excentrischen^**).    Dann  aber  leitet  er  sechs 

Terschiedene  Darstellungen  der  CoefQcienten  D^   der  Entwicklung: 

—  ap 

ab^*^),  die  alle  ähnliche  Formen  haben,  wie  die  zuletzt  erwähnte 
der  F.     Die  Coefficienten  der  umgekehrten  Entwicklung: 

^^=2^''*  (94) 

—  00 

sind  dadurch  vermöge  der  Belation  (77)  zugleich  gegeben,  mit  Aus- 
nahme der  Cf^  \  für  diese  findet  Hansen  den  endlichen  Ausdruck  ^^: 

C7<^)=(_iy^(i  +  ^yr37i).  (95) 

AuTserdem  giebt  er  noch  Entwicklungen  der  Functionen  der  Differenz 
zwischen  excentrischer  und  mittlerer  Anomalie  nach  den  Vielfachen 
der  wahren ^^,  sowie  eine  Recursionsformel  zwischen  je  fünf  der 
Coefficienten  D**®). 

Der  SchluTsparagraph  handelt  von  der  Entwicklung  von 
r"sinmK7  tmd  r^cosm«;  nach  den  Vielfachen  der  mittleren 
Anomalie;  Hansen  erhält  sie,  indem  er  entweder  die  Entwicklungen 
des  I.  und  des  V.***)  oder  die  des  IH.  und  4es  IV.  Paragraphen*^) 
verbindet.     AuTserdem  giebt  er  noch  verschiedene  directe  Lösungen 


sinirtr. 


624)  §  V,  p.  265. 

625)  nr.  67—62,  p.  256—264  „obgleich  man  noch  mehrere  geben  könnte''. 

626)  nr.  64,  p.  266.         627)  nr.  66,  p.  268. 

628)  nr.  66,  p.  270.  Bei  H.  Gyld^n,  trait^  des  orbites  absolues  des 
planstes  principales  1,  1898,  nr.  27,  p.  86  tritt  die  Entwicklung  der  Mittel- 
punktsgleichung nach  den  Vielfachen  der  wahren  Anomalie  auf: 

Daran  anschliefsend  entwickelt  er  die  Potenzen  der  Mittelpnnktsgleichung 
(nr.  28,  p.  88)  und  mit  deren  Hilfe  die  Functionen  eines  beliebigen  (auch 
nicht  ganzzaiiligen)  Vielfachen  der  mittleren  Anomalie  (nr.  29,  p.  98)  nach 
den  Vielfachen  der  wahren.  Zwischen  den  Coefficienten  der  Entwicklungen 
der  Functionen  der  Vielfachen  der  Mittelpunktsgleichung  nach  den  Viel- 
fachen einerseits  der  wahren,  andererseits  der  excentrischen  Anomalie 
besteht  eine  zu  (77)  analoge  Relation  (nr.  31,  p.  108). 

629)  nr.  67,  p.  270.         680)  nr.  68,  p.  271. 
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der  Aufgabe,  die  anf  der  Entwicklung  der  einzelnen  Factoren  in 
dem  Integral: 

(96)  X^ "  =  ^.  fr'x''z-^-'dz 

(genommen  über  den  Einheitskreis)  beruhen  ^^).  Indem  er  n  =  —  2, 
m  =  1  in  die  Formeln  einsetzt,  erhält  er  verschiedene  Formen  der 
Auflösung  des  „Kepler'schen  Problems"  (darunter  versteht  er  die 
Entwicklung  der  Mittelpunktsgleichung  nach  den  Vielfachen  der 
mittleren  Anomalie)  ^'').  Als  besonders  einfach  bezeichnet  er  die 
letzte: 


OD 

2 


(»7)  -Sj  {py + pj':^Qly + pjw^'ß''*+ ■  j^jt 


( 


J       l  +  (3"        J+^      ^    XI'      ^k       ^        u       J 


Endlich  leitet  er  noch  Relationen  zwischen  den  X"*'"  ab,  die  aber 
nicht  einfach  ausfallen^''). 

Von  den  Entwicklungen  der  Producte: 


681)  nr.  69—72,  p.  271—276.  Vgl.  auch  Lebeuf"»),  nr.  29—31, 
p.  42—46. 

582)  nr.  78,  p.  276.  Die  erste  und  dritte  hatte  er  bereits  Aatr.  N. 
35,  1852,  col.  817  mitgeteilt. 

633)  nr.  74,  p.  278.    Für  die  XJ»"*  giebt  A.  Leben f,  Par.  th^se  1897, 

nr.  81,  p.  46  einfache  Recursionsformeln.  —  Eine  symbolische  Darstellung 
der  CoefBcienten  der  Entwicklung  einer  beliebigen  Function  des  Radius 
Vector  nach  den  Vielfachen  der  mittleren  Anomalie: 

/•(r)  =  XB^cosnf 
giebt  F.  Tisserand  (Par.  C.  R.  91,  1880,  p.  897);  nämlich: 

^"^  ^(n  +  p)!^(^  "  n)«+^-»  (u  +  n)^-^(ii  +  n  +  ^p\ 
p 

wenn  nach  AusfCUimng  der  Multiplicationen  u^'  durch: 


"'(^0„, 


a 

ersetzt  wird.  Ib.  92,  1881,  p.  154  giebt  er  eine  entsprechende  Fozmel  für 
die  Entwicklung  von  Functionen  zweier  Winkel.  —  Die  wichtigsten  Re- 
sultate dieser  ganzen  Abhandlung  Hansen^s  reproducirt  F.  Tisserand, 
trait^  de  m^canique  Celeste  1,  Paris  1889,  chap.  15,  p.  249. 
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nach  den  Vielfachen  der  mittleren  Anomalie  ist  das  allgemeine  Gre- 
setz  der  Coefficienten  meines  Wissens  noch  nicht  aufgestellt  worden; 
ihre  Werte  bis  auf  e'  incl.  genau  finden  sich  bei  U.  J.  Leverrier^**). 
Eine  „Verallgemeinerung  der  BesseFschen  Functionen"  versucht 
J.  Bourget;  er  definirt  n&mlich^^): 


in 


wo  die  N  die  Cauchy'schen  Zahlen^  bedeuten.  Dabei  ist  (0,  n)k 
die  Bessel'sche  Function,  (1,  n)jb  ist  gleich  —  •  (0,  w)*;  und  es  be- 
stehen die  Becursionsformeln^^): 

0",  «)*  =  0'  - 1»  *»)*-!+  0"  - 1.  *»)*+i;  (100) 

^(i+2,n)*«A:0  +  l,n)»-(j+l)[0;n)*.x-~0»t+i].     (lOl) 

Mit  Hilfe  dieser  Functionen  leitet  er  zunächst  die  Entwicklungen  (14) 
und  (16)  von  neuem  ab*''');  dann  giebt  er  noch*^)  die  von  logr,  ajr 
und  die  der  Mittelpunktsgleichung,  letztere  in  der  Form*'^): 

OD  +• 

IP  -  t  =  2  Vr^^V^*  ^  \  (i)  a  *)»  sin  n.         (102) 


684)  Par.  Observ.  Ann.  1,  1856,  p.  848;  ein  Auszug  bei  Tisserand^") 
nr.  98/94,  p.  246 — 248;  die  Glieder  mit  a'  sowie  einige  Correcturen  zu 
Leyerrier*8  Tafel  bei  F.  Boquet,  Par.  Observ.  Mäm.  19,  1889,  B  p.  9  und 
62 — 76  (auch  Par.  these).  Vgl.  femer  Hansen's  Mondtheorie*"),  sectio  IV, 
nr.  4,  5,  p.  168—171,  sowie  N.  Herz,  Wien.  Ber.  91,  1886,  p.  852.  A. 
Cayley,  Lond.  Astr.  Mem.  28,  1860,  p.  187;  29,  1861,  p.  191  (coli,  papers  8, 

p.  819,  860)  giebt  die  Entwicklungen  von  [ l\    I   .     \jw. 

686)  J.  de  math.  (2)  6,  1861,  §  11,  p.  43;  ein  Auszug  Par.  Observ.  M^m. 
7,  1868,  nr.  8,  p.  803.  Einen  Teil  seiner  Resultate  hatte  er  in  anderer 
Form  bereits  Par.  C.  R.  88,  1864,  p.  807  mitgeteilt. 

686)  nr.  2,  p.  44,  46.         537)  §  m,  nr.  2/8,  p.  47—49. 

688)  nr.  4,  p.  60;  nr.  6,  p.  68.         689)  nr.  6,  p.  62. 
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§  21.     Asymptotische  Werte  der  Coefficienten  dieser 
Beihen  für  grofse  Werte  des  Index. 

Ein  asymptotischer  Ausdrack  der  Coefficienten  Bi  (§  20,  (17)) 
fdr  groise  Werte  des  Index,  nämlich: 


fand  sich  im  NachlaTs  von  P.  S.  Laplace^.  Die  Ableitung,  die 
er  mitteilt,  ist  insofern  sehr  bedenklich,  als  sie  zunächst  nur  für 
rein  imaginäre  Werte  von  e  gilt  und  er  das  Besultat  „sans  crainte^^ 
auch  für  reelle  in  Anspruch  nimmt;  doch  bemerkt  er  ,J'en  ai  re- 
connu  l'exactitude  par  ime  autre  analyse^S 

Schon  vorher  hatte  Fr.  Carlini  solche  Ausdrücke  nicht  nur 
für  die  Coefficienten  der  Entwicklung  des  Badius  Vectors,  sondern 
auch  fOr  die  (ungleich  schwierigeren)  der  Mittelpunktsgleichung 
(§  20,  (21),  (98),  (102))  zu  finden  versucht"^).  Da  jedoch  aus 
seinen  Formeln  das  zweifellos  falsche  Besultat  sich  ergab,  die  be- 
treffenden Entwicklungen  conyergirten  nicht  fOr  alle  elliptischen 
Bahnen,  blieben  sie  lange  unbeachtet.  Erst  30  Jahre  später  machte 
C.  G.  J.  Jacobi  darauf  aufinerksam,  dafs  diese  falschen  Besultate 
Carlini's  nicht  in  methodischen  Fehlem,  sondern  nur  in  zufälligen 
Versehen,  namentlich  in  einem  Irrtum  bez.  der  Vorzeichen  in  der 
Gleichung  §  18,  (6),  ihren  Grund  hätten***);  bald  darauf  gab  er 
eine  Übersetzung  von  Carlini's  Abhandlung,  in  der  die  von  diesen 
Versehen  beeinfiufsten  Abschnitte  neu  bearbeitet  sind'^). 

Carlini  beginnt  mit  der  Entwicklung  der  Mittelpunktsgleichung 
nach  Potenzen  der  Excentricität  mit  Hilfe  der  Lagrange'schen  Beihe^ 
(§  20,  (10))  und  ordnet  erst  dann  nach  den  Vielfachen  der  mittleren 
Anomalie  um***).     Er  erhält  so  für  den  Coefficienten  Cx  eine  Summe 


540)  Supplement  k  la  m^canique  Celeste,  Paris  1827,  nr.  4  (oeuvres  5, 
p.  489). 

641)  Bicerche  sulla  convergenza  della  serie  che  serve  alla  Boluzione 
del  problema  di  Eeplero,  Milane  1817  (auch  Milane  effem.  1818,  app.  p.  3 
ein  Auszug  Giern,  di  fisica,  chim.  e  storia  nat.  10,  1817,  p.  468?). 

642)  Afltr.  N.  28,  1849,  col.  267  (Werke  7,  p.  176). 

643)  Astr.  N.  30,  1860,  col.  197  (Werke  7,  p.  189).  Die  umgearbeiteten 
Abschnitte  sind  durch  Anführungszeichen  kenntlich  gemacht. 

644)  nr.  4,  p.  191. 
646)  nr.  6,  p.  192. 
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Yon  zwei  Bestandteilen.  Den  ersten  derselben  drückt  er  nach 
längeren  Rechnungen  ans  durch  die  endliche  Stimme^: 

eder  durch  das  bestizornte  integral^''): 

und  entwickelt  ihn  dann'^)  nach  fallenden  Potenzen  von  iL.  Die 
Berechnung  des  zweiten  Teils  bereitet  er  vor  durch  die  Unter« 
suchung  der  unendlichen  Reihe  ^^: 


er  zeigt,  dafii  sie  der  Differentialgleichung: 

genftgt  und  dafs  aus  dieser  durch  die  Substüution: 

s  =  e^'J'""  (6) 

die  Besolyente: 

hervorgeht.    Femer  giebt  er  unter  Berufung  auf  Euler^^)  von  der 
Gleichung  (5)  eine  Lösung  durch  das  bestinunte  Integral: 

546)  nr.  21,  p.  206.         647)  nr.  22,  p.  207. 

648)  nr.  23—29,  p.  207—218. 

649)  nr.  88,  p.  218.  Die  Reihe  stellt,  wie  man  sieht,  eine  Cylinder- 
fimetion  dar  (vgl.  §  20,  (15)). 

560)  Carlini  bezieht  sich  auf  £.  Lacroix,  trait^  des  diff^nces  et 
des  s^ries,  nr.  1236  (1°"«  äd.  1800,  p.  491;  2>°«  ^d.  1819,  p.  636).  In  der 
That  hatte  Euler  z.  B.  Inst.  calc.  int.  2,  Petrop.  1769,  nr.  1045,  p.  298 
gezeigt,  dafs  der  Differentialgleichung: 

&  +  ^^^^^i^^  Ä  +  «V«v-«,  -  0 

durch  das  bestimmte  Integral: 


a 


Jahretberloht  d.  Deataohen  MAthem.-Veninigang.   X.  .   8 
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T^* 


/a\  2-4    6... (2X)       2  /l-By   {*/    b*  ..U-i.        ,,     .... 

0 

um  aber  auch  ftlr  diesen  Bestandteil  eine  asymptotische  Entwicklung 
nach  fallenden  Potenzen  von  k  zu  finden,  knüpft  er  nicht  an  diese 
Integraldarstellung,  sondern  an  die  Besolvente  (7)  an^*^^).  Er  läfst 
zunächst  aUe  nicht  mit  k  multiplicirten  Glieder  aus  ihr  weg,  sodafs 
er  als  erste  Annäherung 


erhalt;  indem  er  dann  allgemein  ansetzt: 

(10)  y=T+^  +  ^  +  --; 

gewinnt  er  die  auf  Y  folgenden  Glieder  successive  durch  Differentiation 
(er  führt  die  Rechnung ''nur  für  Y^  und  Y^  durch)  tmd  hierauf  s 
Termöge  (6;  durch  Integration^').  Damit  gelingt  es  ihm,  auch  fOr 
den  zweiten  Bestandteil  Cx  von  Ci  einen  asymptotischen  Ausdruck 
anzugeben.  Durch  Vereinigung  beider  Resultate  erscheint  schliefslich 
folgender  asymptotischer  Ausdruck  für  Cx  selbst^'): 


(11)       Cx 


r>j 


1  (  sey^^_  Y 


-1  + 


3>/2i9r>^—  «■)» 


1 


die    in   ihm   yemachlftssigten   Glieder  sind  relativ  zu  ihm   von  der 
Gröfsenordnung  k"*^*. 

Carlini  untersucht  in  derselben  Weise  auch  noch  die  Coeffi- 
cienten  der  Entwicklung  des  Radius  Vectors;  Jacobi  stellt  auch 
diese  Untersuchung  richtig  und  bestätigt  so  nicht  nur  das  von 
Laplace  gegebene  Resultat  (1)^^),  sondern  erhält  auch  noch  die 
beiden  folgenden  Glieder  der  Entwicklung  dieser  Coefficienten  nach 
fallenden  Potenzen  von  A. 


genügt  wird;  die  im  Text  benutzte  Formel  geht  aus  dieser  hervor,  indem 
man  |:t»>i,  v  =^  X  '\-  ^  setzt.  —  Jacobi  zeig^  hier  (nr.  88,  p.  222),  dafs 
das  so  gefondene  parÜculäre  Integral  wirklich  das  gesuchte  ist. 

561)  nr.  86,  p.  220. 

662)  nr.  39,  p.  222.  Von  hier  an  muTste  Jacobi  Carlini's  Deduction 
wesentlich  ändern,  da  nach  Richtigstellung  der  Vorzeichen  die  Glieder 
höchster  Ordnung  sich  wegheben  und  damit  Carlini's  Approzimations- 
verfahren  iUasorisch  wird.  Vgl.  auch  Astr.  K.  28,  1849,  col.  261  (Werke  7, 
p.  182).         658)  nr.  46,  p.  287.         664)  nr.  47,  p.  240  (vgl.  auch  p.  178). 
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In  einem  Zusatz  bemerkt  Jacobi  noch,  dafs  für  Werte  von  ^, 

die  selbst  nur  von  der  GröXsenordnung  von  k  >  sind,  zwar  nicht 
die  Zwischenresultate,  wohl  aber  das  Hauptresultat  (11)  richtig 
bleibt"*). 

Mit  der  Ableitung  eines  asymptotischen  Ausdrucks  für  B^\  d.  h. 

für  den  Coefi&cienten  von  e'****  in  der  Entwicklung  von  ef*^*  nach 
den  Vielfachen  der  excentrischen  Anomalie,  hat  sich  P.  A.  Hansen 
beschäftigt*^).     Er  formt  die  Differentialgleichung: 

ßil-ß')^.  +  {l-ß^^  +  if^*ßB  =  0,  (12) 

der  dieser  Coeffident  als  Function  von  ß  =  tg{j  arc  sin  s)  genügt, 
durch  die  Substitution  ^  =  sinA;  um  in: 

5S  +  4 f»'-R  =  -  --i^-t  ^  (13) 

dk*    ^       ^  sm  k  coB  k  dk  ^     ^ 

tmd  integrirt  diese  nach  der  Methode  der  Variation  der  Constanten, 
indem  er: 

B  =  M?6**>*+  Wje-^'A«*  (14) 

einführt,  dann  die  mit  c*''**  und  die  mit  e"^*^*  multiplicirten 
Glieder  für  sich  =  0  setzt  imd  aus  den  so  entstehenden  Gleichungen  w 
und  tr^  [in  semiconvergente  Beihen]  entwickelt.  Um  die  in  w  und 
«7^   enthaltenen  willkürlichen  constanten  Factoren  so  zu  bestimmen, 

dafs  man  gerade  den   Coefßcienten  Jv  ^  erhält,  bringt  Hansen  die 

Integraldarstellung  dieses  Coefficienten,  nämlich: 


irf  =  — r—j-  I  cos  II  (to  —  w)  cos  IT  dw 
f*  n  am  k  J         ^  ^  '    ^ 


n 


(15) 


H ;— f   /  sin  tt  (m?  —  u)  sin  M?  dw 

nitauikj        ^^  ^ 

0 

durch  die  Substitution  to  —  m  =  »  auf  die  Form**^: 


ik 


■R«    ==  — ^-rn  I  V2  cos  w  —  2  cos  2  Ä  cos  1  od  cos  uco  den 
f*         n  %m*k  J  ^  .  8  r 


0 
%k 


(16) 


j-TT  /  y^  cos  CO  —  2  COS  2  X;  sin  j  co  sin  fico  dm. 


566)  p.  242.     666)  Leipz.  Abb.  2, 1856,  nr.  Sl,  p.  224.      567)  nr.  86,  p.  280. 

8* 
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Indem  er  dann  die  Prodnete  der  Wnrzelgröfiien  mit  cos^fl»  nac^ 
Potenzen  von  tf*"  entwickelt  und  gliedweise  integrirt,  erhält  er  Ent- 
wicklungen von  i2      nach  den  Vielfachen  von  ä;^  und  mit  deren 

Hüfe  die  Werte  von  ä^^  und  dl^^/dk  für  ik  =  4,   ausgedrückt 

durch  Quotienten  von  Facultäten^^).  Indem  er  diese  mit  Hilfe  der 
Stirling'schen  Formel  entwickelt  und  die  Entwicklung  mit  der  vorher 
erhaltenen  vergleicht,  gelingt  ihm  die  erforderliche  Constanten- 
bestimmung  **^). 

FUr  die  Coefficienten  der  Entwicklung  einer  beliebigen  Potenz 
des  Radius  Vectors  nach  den  Vielfachen  der  mittleren  Anomalie: 

(17)  (J)"=Cr+2j'crcoslt 

giebt  W.  Scheibner^'^)  asymptotische  Ausdrücke.  Er  gewinnt 
durch  Differentiation  nach  {;  Besser«  Becursionsformel  §  20,  (48), 
femer  durch  Differentiation  nach 

(18)  9  =  arc  sin  f ,     bezw.    x  =  cos  tp  +  log  tg  ^ 


2 


rW WS 


für  v  s  C]    cos     9    die   Gleichungen  „aux  diffjrences  mel^es'^^^: 


»*•• 


(19) 


^'''«  +  rSj  ["  -  6  -  («  -  2) «» V] ". 


dx^  4  cos*  9 

n(n  — l)8in«y 
cos*  9  y  cos  qp 


(20)  nr^ +s  -  --— ,-7ffr=-  =  V  .^^  «'«  + 


008  qp  y cos  qp  2    cos'qp     "         dx 

Für  n  =  ±  1  ÄUt  in  der  Gleichung  (19)  das  letzte  Glied  weg, 
sodaTs  sie  sich  auf  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  fElr  t;^, 
bezw.  t;-i  reducirt;  Scheibner  integrirt  diese  Gleichungen  wie  Hansen 
durch  Reihen,  die  nach  fallenden  Potenzen  von  X  fortschreiten.  Für 
andere  Werte  von  n  als  d;  1  erhält  er  durch  weitere  Differentiationeki 
und  Eliminationen  eine  Differentialgleichung  vierter  Ordnung,  die  er 
in  analoger  Weise  behandelt  ^^).  Dabei  bietet  aber  die  Constanten- 
bestimmung  eigentümliche  Schwierigkeiten,  insofern  die  angewandte 


668)  nr.  86,  p.  282.         669)  nr.  88,  p.  286.         660)  nr.  40,  p.  289. 

661)  Afltr.  J.  4,  1866,  p.  177  und  Leipz.  Ber.  1866,  p.  40;  im  folgenden 
ist  der  Wiederabdruck  beider  Aufsätze  Math.  Ann.  17,  1880,  p.  681,  644 
citirt.     Man  vgl.  übrigens  Flamme's  Bemerkungen**')  p.  71. 

662)  §  8,  p.  686.         668)  §  6,  p.  688. 
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Methode  succesaiYer  Approximationen  bei  jedem  Schritt  zwei  neue 
Constaaten  einführt.  Daher  nimmt  8cheibner  in  dem  zweiten  Auf- 
aats  das  Prohlein  noch  einmal  vor,  bezw.  das  allgemeinere  Problem 
der  Satwicklung^: 

^*^(i»+m«)<_^^*,i,«^aCi  (21) 

Die  IntegralauBdrücke  ihrer  Coeffieienten  verwandelt  er  —  imter 
der  Voraussetzung  il  >  1 2  +  m  |  —  durch  Einftthnuig  der  complexen 
Integrationsyariabeln : 

t  ^  y2kcoBfp  sin I  (u  +  t  log  cot ^\  (22) 

in  Summen  von  Gliedern  der  Form***): 

+  t 

'dt;  (23) 

da  er  eine  ausführliche  (im  Wiederabdruck  gekürzte)  Discussion 
dieser  Integrale  vorausgeschickt  hat,  ist  ihm*^)  „die  weitere  Aus- 
führung lediglich  Sache  der  Bechnung^^ 

Allen  bisher  besprochenen  Untersuchungen  solcher  asympto- 
tischen Ausdrücke  ist  gemeinsam,  dafs  sie  die  Convergenzfrage,  bezw. 
die  Frage,  wie  grofs  der  bei  ihrer  Anwendung  höchstens  zu  be- 
fürchtende Fehler  ist,  ganz  bei  Seite  lassen  und  sich  auf  den  Nach- 
weis beschränken,  dafs  die  weggelassenen  Glieder  höhere  Potenzen 
von  A  zu  Factoren  haben,  als  die  beibehaltenen.  Eine  festere  Grund- 
lage fOr  Untersuchungen  dieser  Art  hat  A.  Cauchy  geliefert;  doch 
wollen  wir  seine  Abhandlimgen  über  diesen  Gegenstand  erst  in  §  24 
besprechen,  da  die  von  ihm  selbst  vorgenommenen  Anwendungen 
dorthin  gehören.  Mit  Cauchy's  Besultaten  stimmt  im  Hauptresultat 
—  nicht  in  der  Einzelausführung  und  auch  nicht  im  Ausgangs- 
punkt —  die  neuere  Untersuchung  von  G.  Darboux**')  überein. 
Darboux  beginnt  mit  dem  Satze:    Sei 

F(x)  =  Saz  cos  Xx  +  £hx  sin  kx\  (24) 

wenn  F^*~^)(a?)  stetig  bleibt  (auch  beim  Übergang  von  -|-  ä  zu  —  «), 
convergiren  X^ax^  A*&i  mit  wachsendem  X  gegen  0.    Wenn  aber  — 


664)  §  10,  p.  550. 

666)  §  11,  12,  p.  661—664.  Auf  Integrale  dieser  Form  hatte  Laplace 
die  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkommenden  Functionen  grofser 
Zahlen  zurückgefOhrt.        666)  §  18,  p.  664. 

667)  J.  de  math.  (S)  4,  1878,  p.  6. 
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fügt  Darboux  hinzu***)  —  ^(^)  ^^  a;  =  a  unendlich  wird  wie 
(a:  —  a)~''(|?  <  1),  sonst  endlich  bleibt,  so  bleiben  wenigstens 
it^^^aji,  X^'^bi  mit  wachsendem  k  unterhalb  einer  festen  Grenze. 
Indem  er  diesen  Satz  auf  diejenige  Function  F(x)  anwendet,  auf 
die  sich  eine  Function  f(e)  der  complexen  Variabein  j?  =  re"  längs 
des  Kreises  um  den  Nullpunkt  vom  Radius  B  reducirt,  findet  er^^: 
wenn  f  im  Innern  des  Kreises  regulär  ist  und  auch  auf  ihm,  aufser 
im  Punkte  z  ==  a\  wenn  es  femer  auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

(25)  /•W  =  (^-«)*9W  +  tW, 

in  der  9,  '^  Functionen  bedeuten,  die  in  der  Umgebung  von  a 
regulär  sind,  so  unterscheidet  sich  der  Coefificient  von  ^  in  der 
EntwicMimg  von  f(z)  nach  steigenden  Potenzen  von  e  von  dem  der 
Entwicklung  von: 

(26)  [^(a)  +  '^v'ia)  +  ...^^V<P){a)]iz-ay 

nur  um  Glieder,  deren  Product  mit  Xp+*+i  bei  wachsendem  k  unter- 
halb einer  angebbaren  Grenze  bleibt. 

Um  mit  Hilfe  dieser  Sätze  asymptotische  Werte  von  Integralen 
der  Form: 

6 


(,27)  vx=Jf{x)^{x) 


dx 


abzuleiten,  betrachtet  er  sie  als  Coefficienten  der  Entwicklung*^^): 
/'oft^  C    ^(^)^^  <ll»8.5    .^X-l^^  ^ 

a  " 

oder  auch,  was  in  mancher  [nicht  in  jeder]  Beziehung  noch  ein- 
facher ist,  der  Entwicklung"^): 

In  beiden  Fällen  kommt  es  darauf  an,  zuerst  durch  Entwicklung  des 

Integrals  nach  Potenzen  von  m  =  }/l  —  ^i/^(a)  den  Hauptbestand- 
teil (26)  zu  erhalten  und  dann  diesen  nach  Potenzen  von  t  zu  ent- 
wickeln; es  ist  dabei  vorausgesetzt,  dals  ^{x)  den  gröfsten  Wert, 
den  es  im  Intervall  (a  .  .  .  6)  überhaupt  erreicht,  in  einem  innem 

668)  p.  11.         669)  p.  13.         670)  nr.  4,  p.  29.         671)  p.  82. 
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Punkt  a  desselben  und  nur  in  diesem  Punkt  erreicht^''').  Die  SchluTs- 
formel: 

(-*).,_,(.) -^]/^^(,+.,),    _H».a-0    (30) 

gilt  auch  für  gebrochene  Werte  von  A*'*).  Auch  auf  Integrale 
zwischen  complexen  Grenzen  läTst  die  Methode  sich  anwenden  ^^^): 
die  Reihen  (28)  und  (29)  convergiren  dann,  solange  |  t  {  kleiner 
ist  als  der  reciproke  Wert  des  Maximums  von  |  i|;(je^)  |  längs  des 
Integrationswegs,  der  vorteilhafteste  Integrationsweg  wird  also  der- 
jenige sein,  für  den  dieses  Maximum  möglichst  klein  („minimum 
maximorum")  ist.  Man  kann  im  allgemeinen  erreichen '^'''^),  dafs  die 
Function  \'^{z)  \  diesen  ihren  Maximalwert  nur  in  diesem  einen 
Punkt  a  des  Integrationswegs  annimmt.  Ist  dieser  Punkt  kein 
fiingulärer^^^),  so  muXs  in  ihm  ifi\cc)  =  0  sein.  Unter  Benutzung 
des  Satzes  (26)  kann  man  die  asymptotische  Entwicklung  beliebig 
weit  treiben  ^^^).  Zum  SchluTs  zeigt  Darboux,  dafs  der  bei  An- 
wendung dieser  Formeln  begangene  Fehler  merklich  gleich  dem 
ersten  vernachlässigten  Glied  ist*^®). 

Diese  Darboux'schen  Sätze  hat  nun  £.  Flamme  auf  die  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Bewegung  auftretenden  Reihenentwicklungen 
^gewendet.  Er  recapituUrt  sie  zunächst,  indem  er  dabei  nicht  an 
die  Coefßcientenbestimmung  der  trigonometrischen,  sondern  an  die 
der  Cauchj'schen,  bezw.  —  und  hierin  liegt  eine  Erweiterung 
Darboux  gegenüber  —  Laurent'schen  Reihe  anknüpft  (womit  er  zu 
Cauchy's  Ausgangspunkt  zurückkehrt)*'®).  Dann  folgt  die  An- 
wendung auf  die  Entwicklung  von  r*e»('w+»nu)  jjg^jj  Vielfachen  von  f; 
wird  wieder  tg  (j  arc  sin  e)  =^  ß  gesetzt,  so  drückt  sich  der  Coeffi- 
cient  ^n  von  6"^'  in  dieser  Entwicklung  folgendermafsen  aus^^): 


672)  Der  Fall,  dafs  das  Maximum  in  einen  Endpunkt  des  Integrations- 
wegs  fällt,  ist  für  die  Anwendungen  bis  jetzt  nicht  von  Interesse  [da  man 
bei  diesen  mit  geschlossenen  Integrationswegen  zu  thun  hat]. 

573)  p.  38.         574)  p.  34. 

675)  Vgl.  hierüber  E.  Flamme,  Par.  th^se  1887,  p.  29.  (Bord.  Ann. 
Observ.  2,  1887,  p.  69.) 

576)  Darboux'  Darstellung  klingt  so,  als  ob  das  Auftreten  singulärer 
Punkte  von  f{x)  oder  ip  (x)  hier  Schwierigkeiten  zur  Folge  hätte.  E.Flamme 
(ib.  p.  37)  betont  dem  gegenüber,  dafs  es  vielmehr  eher  eine  Erleichterung 
mit  sich  bringt;  man  mufs  dann  nur  den  Integrationsweg  durch  den 
nächstgelegenen  singulären  Punkt  legen. 

677)  nr.  6,  p.  88.         578)  nr.  7,  p.  58. 

579)  thfese"»)  CJhap.  I,  p.  9—46.        680)  Chap.  11,  p.  46. 
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(31)  ^n='^^'^y~^~^  r(l-/Je«')*-'+«(l-|Jc-'")*+'+M'+'»)»'e»'<'»«»— )(iu. 

Die  Ableitung    der   vorhin   (27)    mit  ^  bezeichneten  Function  hat 
hier  den  Wert: 


•inM-ii) 


(82)     ♦'(••)  =  -  TTr  ^*  ~  ^'^'^  ^^  ~  ^^""^  '^^' 

wird  also  Null   f ür  «  =  i  log  ß  und  t*  =  —  i  log  ß\  för  n  >  0  hat 

das  in  Betracht  kommende  Minimum  maximorum 


(33)  IL  =  ßey^^ 

von  i/;(u)  statt  in  dem  ersteren  dieser  beiden  Punkte.  Als  er* 
zeugende  Function  (29)  Mr  die  ^«  kann  daher,  wenn  Ä  —  J  +  2  >  0  ist: 

(34 j  F{t)  = ^ J —————— 

genommen  werden.     Darbonx'  Vorschriften  folgend  hat  man: 

(35)  l  —  tfi^ü^ 

zu  setzen  und  unter  dem  Integralzeichen  nach  Potenzen  von  U  zu 
entwickeln;  Flamme  entwickelt  aufserdem  nach  Potenzen  von  u — ilog^, 
was  zulässig  ist,  da  nur  die  Umgebung  des  kritischen  Punktes  ilogj} 
zu  dem  gesuchten  asymptotischen  Wert  beiträgt  ^^).  Als  Hauptteil 
des  Nenners  erscheint  dabei: 


(36)  ü^+  iVT-  B^(u  -  i  log/3)^ 

indem  Flamme  z  =  ü^^(u  —  i  log  ß)  als  Integrationsvariable  ein- 
flüirt,  reducirt  er  das  Problem  auf  die  Abschätzung  von  Integralen 
der  Form***): 

^^  ^  J(l+^>' 

in  denen  |  ?7 1  <  /?,  i?  >  0,  $  =  1,  2,  3,  4,  .  . .,  r  ^  0  ist.  Nachdem 
diese  durch  Abtrennung  von  Gliedern,  die  nur  reguläre  Functionen 
von  U  geben,  erledigt  ist,  werden  die  Potenzen  von  U  nach  Potenzen 
von  t  entwickelte^).    Indem  Flamme  schlielslich  noch  die  auftreten- 


681)  p.  61. 

682)  p.  68.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dafs  p  keine  ungerade  g^aaxe 
Zahl  ist;  p.  67  wird  gezeigt,  dafs  die  dadurch  ausgeBchlosBenen  Glieder 
keinen  Beitrag  zum  Resultat  geben.        688)  p.  64. 
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den  r'-Fonetionen  dnrch  ihre  aejrmptotischeD  Werte  ersetzt,  erhält  er 
eine  SchlnMormel^^),  von  der  hier  nur  das  Anfangsglied  an- 
gegeben sei: 

*«'^**       '  \i^L       g-'<3*-"6"'^^^^.  (38) 

Ist  A;  —  ^+2^0,  so  kann  der  Integrationsweg  nicht  durch 
den  singulären  Punkt  selbst  hindurch  gelegt  werden,  sondern  mufs 
ihm  ausweichen;  das  Resultat  bleibt  dasselbe ^^). 

Den  asymptotischen  Wert  von  $.«  erhält  man  aus  dem  von 
^n  (38),  indem  man  l  und  m  durch  —  l  und  —  m  ersetzt"*). 

Die  Entwicklung  von  f*e^^^+'^*'-^P^)^  nach  den  Vielfachen  von 
u^^)  kann  selbst  als  eine  Laurent'sche  Beihe  angesehen  werden;  um 
aiso  asymptotische  Werte  für  ihre  Coefißcienten  zu  erhalten,  braucht 
Flamme  nicht  erst  mit  ihnen  eine  Entwicklung  der  Form  (28) 
oder  (29)  zu  bilden,  sondern  kann  den  Satz  (26)  direct  anwenden: 
ßy  bezw.  ß"^  sind  die  singularen  Punkte,  auf  die  es  ankonunt.  So 
findet  er  fEbr  den  Coefficienten  3ln  von  6""'  in  dieser  Entwicklung^^): 

K,^  /j'-('+-+p)(l  +  /3«)-*(l  -  ß^y^ie-py^'^' .  *f^^'^-    (39) 

Jedoch  ist  hier  gerade  der  für  die  Anwendungen  wichtigste  Fall, 
dafs  Je  —  Z  oder  k  '^-  l  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  ein  Ausnahme- 
fall, da  in  ihm  /3,  bezw.  ß~^  überhaupt  nicht  singulare  Punkte 
sind"^.     Man  mufs  dann  den  Exponentialfactor: 

e-^'^-"'  (40) 

mit  Hilfe  der  Cylinderfiinctionen  in  Beihen  nach  Potenzen  von  z 
entwickeln  (§  20,  (14),  (15))  und  hierauf  asjrmptotische  Ausdrücke 
für  die  einzelnen  Glieder  der  Potenzentwicklung  der  Cylinderfiinctionen 
vermöge  der  Stirling'schen  Formel  einführen.  Flamme  findet  für 
ganzzahlige  k  —  l^^): 

•  

584)  p.  66.  Hier  wie  bei  den  folgenden  entsprechenden  Formeln  giebt 
Flamme  anfser  dem  im  Text  angegebenen  Gliede  noch  die  zwei  oder  drei 
nächstfolgenden  an. 

686)  p.  67—72.         586)  p.  78.         587)  Chap.  IQ,  p.  76. 

688)  p.  81 ;  die  entsprechende  Formel  fOr  92-  n  p.  80.       589)  p.  82. 

690)  p.  88;  die  Formel  fOr  91-«,  wenn  k  -^  l  positiv  ganz,  p.  85. 
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Flamme  behandelt  dann  noch  kurz  die  Entwicklung  von 
jrkf^(tw  +  mu+p^i   ^^jj^    ^q^  Vielfachen    von    tr,  jedoch    nur    fftr    den 

Fall  |)  =  0,  da  nur  in  diesem  Fall  die  Function  in  dem  in  Betracht 
kommenden  singnlären  Punkt  sich  wici  eine  algebraische  Function 
verhält  «^»1). 

Schliefslich  leitet  er  die  Ar  die  Entwicklungen  von  r*e^' •<•+'»«)« 
nach  den  Vielfochen  von  u  oder  von  w  geltenden  Resultate  auch 
noch  auf  einem  andern  Wege  ab:  er  führt  die  hjpergeometrischen 
Reihen,  durch  die  sich  die  Coefßcienten  in  diesen  Fällen  darstellen, 
durch  Transformation  in  andere  über,  bei  welchen  n  nur  im  Nenner 
vorkommt,  sodafs  man  nur  wieder  die  Stirling'sche  Formel  an- 
zuwenden braucht***). 

Ein  für  die  praktische  Anwendung  der  Formeln  keineswegs 
gleichgiltiger  Punkt  bleibt  freilich  auch  bei  Flamme  unerledigt:  es 
wird  zwar  bewiesen,  dafs  die  Differenz  zwischen  dem  genauen  und 
dem  asymptotischen  Wert  des  gesuchten  Coefficienten  gleich  ist  dem 
Product  aus  einer  in  jedem  Fall  angegebenen  Potenz  des  Index  und 
aus  einer  Zahl,  die  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  bleibt,  wenn 
auch  der  Index  über  jede  Grenze  wächst,  aber  jene  Grenze  selbst 
wird  nicht  angegeben,  sodafs  schliefslich  doch  im  Unklaren  bleibt, 
ob  der  bei  Anwendung  der  Formeln  für  einen  bestimmten  Wert 
von  n  (etwa  w  =  10  oder  n  =  20)  begangene  Fehler  bei  be- 
stimmten Anforderungen  an  die  Genauigkeit  wirklich  vernachlässigt 
werden  kann**'). 

§  22.     Die    classische   Entwicklung   der   Störungsfunction. 

Für  die  classische  Methode  der  Bestimmung  der  sog.  „absoluten^^ 
Störungen  der  Himmelskörper  ist  das  Fundament  die  Entwicklung 
der  „Störungsfunction"  nach  den  Vielfachen  der  mittleren  Anomaliecn. 
Diese  Störungsfunction  ist  die  Summe  unter  einander  analog  ge- 
bauter Bestandteile,  von  denen  jeder  nur  von  zwei  Körpern  abhängt. 
Jeder  dieser  Bestandteile  zerflLllt  wieder  in  zwei:  Der  eine,  der  ge- 
wöhnlich   als    „von    der  Bewegung    des   Centralkörpers   herrührend" 


691)  p.  88—93. 

592)  Chap.  IV,  p.  93—109.  Flamme  macht  nicht  von  den  allgemeinen 
Sätzen  der  Theorie  der  hjpergeometriBchen  Functionen  Gebrauch,  sondern 
leitet  diejenigen  Formeln,  deren  er  bedarf,  durch  Verschiebung  des  Inte- 
grationswegs in  d^r  Ebene  der  complexen  Zahlen  ab. 

693)  Ein  Ansatz  zur  Erledigung  solcher  Fragen  findet  sich  bei  Dar- 
boux,  J.  de  math.  (3)  4,  1878,  p.  63.    Vgl.  übrigens  hier  §  24. 
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bezeichnet  wird,  kommt  dadurch  herein,  dafs  man  die  Bewegung 
der  beiden  Körper,  wenn  man  sie  einzeln  betrachtet,  auf  den  Central- 
körper  bezieht,  während  die  Störungstheorie  zunächst  von  der  Be- 
trachtung der  Bewegung  um  den  Schwerpunkt  des  Systems  aus- 
gehen muis  und  erst  dann  bewegliche  Axen  durch  den  Centralkörper 
einführt;  sein  Wert  ist: 

r  cofl  S  .  . 

wenn  r,  r'  die  Abstände  beider  Körper  vom  Centralkörper,  d  ihren 
vom  Centralkörper  aus  gesehenen  scheinbaren  Abstand  voneinander 
bedeuten.  Dieser  Teil  läfst  sich  leicht  als  Summe  von  Factoren 
darstellen,  deren  jeder  nur  die  Elemente  des  einen  der  beiden 
Körper  enthält;  seine  Entwicklung  ist  daher  durch  die  Entwick- 
lungen von  §  20  im  wesentlichen  mit  erledigt,  insofern  es  sich  nur 
noch  darum  handelt,  die  gefundenen  Reihen  auszumultipliciren^^). 
Der  zweite  TeU,  der  „HauptteiP^  der  Störungsfunction  hat  die 
Form: 

li  =  z/-i=  (r»-f  r'*—  2rr'  cosd)"«.  (2) 

Sind  die  Excentricitäten  und  die  Neigungen  der  Bahnebenen  gegen 
die  Ekliptik  Null,  so  reducirt  sich  die  Entwicklung  dieses  Hauptteils 
auf  das  in  §§  17  und  19  behandelte  Problem.  Sind  die  genannten 
Gröfsen  nicht  Null,  aber  doch  klein,  so  ist  es  zweckmäfsig,  J^  auf 
die  Form*»*^): 

J^=a*{l  +  x^)—2aa{l+x){l+x')coB(t'—i+y—y'+x—t')    .  . 

594)  Fr.  W.  Bessel,  Berl.  Abh.  1824,  p.  1  (ges.  Abh.  1,  p.  88). 

596)  P.  S.  Laplace,  m^anique  cäleste  1,  1798,  livre  2,  nr.  48 
(Oeuvres  1,  p.  288).  Weiter  als  Laplace  haben  C.  Burckhardt,  Par. 
M^m.  1808,  (1809),  p.  36—67,  J.  W.  Lubbock,  Lond.  Trans.  1830,  p.  327; 
1831,  p.  25,  283;  1832,  p.  43,  601;  J.  Ivory,  Lond.  Trane.  1883,  p.  669 
und  G.  de  Pont^coulant,  traitä  analytique  du  Systeme  du  monde,  3 
Paris  1834,  nr.  6—16,  p.  26—65  die  Berechnung  der  Coefficienten  dieser 
Entwicklung  getrieben.  Von  J.  Binet's  Untersuchungen  scheint  nur  ein 
Auszug  N.  Bull,  philom.  3,  1812,  p.  113  gedruckt  zu  sein,  doch  haben  sie 
Pontäcoulant  im  Manuscript  vorgelegen.  PoggendorfTs  Angabe  „Mäm. 
sav.  Strang.  1818^'  beruht  wohl  auf  einem  Irrtum;  weder  der  Katalog  der 
R.  Soc,  noch  Houzeau  u.  Lancaster  kennen  einen  Band  der  sav.  ^tr.  für 
1813  oder  eine  gröfsere  Abhandlung  Binet's  über  diesen  G^enstand. 
Wegen  des  Ausdrucks  der  Differentialquotienten  der  fß  nach  a  und  a 
durch  die  nach  a  vergleiche  man  auch  Y.  Puiseux,  J.  de  math.  (2)  6, 
1861,  p.  366. 
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zu  bmgen,   in  der  a,  a    die  großen  Halhaxen,  r,  x'  die  mittleren 

f*  f 

Längen   der  Epoche,  x,  %    die  Gröisen       —1,   -r  — 1,  y,  y    die 

Mittelpnnktsgleichungen  (alle  diese  Gröisen  in  der  Ekliptik  gemessen), 
JET,  ip'  die  Elevationen  über  der  Ekliptik  bedeuten.  In  den  zunächst 
vorkommenden  Fällen  sind  x^  x%  y,  y\  g^  g'  kleine  Gröisen;  infolge- 
dessen begnügten  sich  die  Astronomen  bis  in  das  19.  Jahrhundert 
herein  damit,  dafs  sie  B  nach  Potenzen  dieser  Gröjjsen  entwickelten 
und  nur  die  Glieder  erster  Ordnung,  höchstens  noch  die  der  zweiten, 
beibehielten.  Man  hat  dann  diese  Gröfsen  durch  ihre  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Bewegung  sich  ergebenden  Werte  (§  20)  zu  ersetzen 
und  die  trigonometrischen  Reihen  auszumultipliciren.  So  erhält  man 
den  Hauptteil  der  Störangsfiinction  entwickelt  in  eine  Siunme  von 
Gliedern  der  Form: 

(*)      (^  )(A'f'+  if-  A't'-  Xr  +  gn  +  g'„'  +  g"0  +  g"'e'), 

in  der  tt,  tc'  die  Längen  der  Perihelien,  0,  0'  die  der  Ejioten  be- 
deuten, ky  k\  (/,  g\  g'\  g'"  ganze  Zahlen,  die  durch  die  Relation: 

(5)  ;t  +  A'  +  .^  +  ^'+/'+/"=o 

verbunden  sind. 

Eine  geringe  Modification  dieser  Entwicklung  ist  es,  wenn  man 
die  Bewegungen  nicht  auf  die  Ekliptik  oder  sonst  eine  willkürlich 
gewählte  Ebene,  sondern  auf  die  eine  der  beiden  Bahnebenen  selbst 
bezieht,  sodafs  nur  die  Neigung  der  beiden  Bahnebenen  gegen- 
einander in  den  Formeln  auftritt  ^^. 

Sehr  weit  geführt  sind  diese  Entwicklungen  —  wenigstens  formal  — 
in  den  ersten  astronomischen  Untersuchungen  A.  Cauchy's*®^).    Seine 

696)  So  2.  B.  bei  A.  Gautier  *"<0f  m,  chap.  8,  p.  aS2.  Vgl.  auch  die 
neuere  Darstellung  bei  F.  Tisserand,  trait^  1,  1889,  chap.  18,  p.  292. 

697)  Sie  sind  in  einer  äufserst  seltenen  —  auch  mir  nicht  zugänglich 
gewesenen  —  Abhandlung  niedergelegt,  die  1831—83  in  Turin  litho- 
graphirt  worden  ist;  ein  Auszug  wurde  October  1831  in  der  Turiner 
Akademie  gelesen.  Dieser  Auszug,  sowie  der  erste,  auf  den  calcul  des 
limites,  d.  h.  auf  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  complexer  Ver- 
änderlicher sich  beziehende  Teil  der  Abhandlung  selbst  sind  exerc.  d'anal.  2, 
Paris  1841,  p.  41  uud  p.  60  mit  unbedeutenden,  p.  60  erwähnten  Änderungen 
wieder  abgedruckt.  Mit  diesem  Abdruck  stimmt  bis  auf  diese  Änderungen 
überein  der  erste  Teil  einer  italienischen  Übersetzung  einer  Abhandlimg 
Cauchy*B,  die  opuscoli  mat.  e  fis.  da  diversi  autori  2,  1834,  p.  1—48, 
188—172,  261—299,  sowie  separat,  Milano  1836,  erschienen  ist;  ich  zweifle 
daher  nicht,  dafs  auch  der  zweite  Teil  dieser  Übersetzung  den  zweiten 
uns    hier  interessirenden   Teil   des   Turiner  memoire   wiedergiebt.      Ein 
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Untersnehimgen  über  analytische  Functionen  einer  complexen  Vari- 
abeln  hatten  ihn  zur  Erkenntnis  des  fundamentalen  Satzes  geführt, 
d&fs  die  Entwicklung  einer  solchen  Function  nach  Potenzen  von  x 
in  jedem  Falle  innerhalb  eines  Kreises  um  den  Nullpunkt  convergirt, 
innerhalb  dessen  die  Function  (und  ihre  erste  Ableitung  eindeutig 
und)  stetig  sind.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  war  es  ihm  einerseits 
gelungen,  das  schon  von  Laplace  gefundene  Resultat  zu  bestätigen, 
dafs  die  Entwicklungen  der  Formeln  der  elliptischen  Bewegung  nach 
Potenzen  der  Ezcentrieität  gerade  bis  zu  einer  bei  €  «  0,66  .  . .  ge- 
legenen Grenze  convergiren^^);  andererseits  hatte  sich  ihm  die  Auf- 
fassung trigonometrisdier  Beihen,  die  nach  den  Vielfachen  eines 
Winkels  9  fortschreiten,  als  Potenzreihen  Ton  ef9  ergeben ^^). 

Im  einzelnen  gestaltet  sich  die  Anwendimg  seiner  Principien 
auf  die  Entwicklung  der  Störungsfunction  folgendermafsen:  Er  be- 
ginnt mit  der  Entwicklung  des  von  der  Bewegung  der  Sonne  ab- 
hängenden Bestandteils  und  setzt  zu  diesem  Zwecke^: 

cos  tf  = -ff  cos«?  cos  IT '+ «7  cos«' sin«?'  .^. 

-f  /  sin  «?  cos  «?'  -\7  Ksiaw  siaw'y 

wo  H,  J,  /,  K  von  den  Excentricitttten,  den  Neigungen  und  den 
Winkeln  zwischen  Perihelien  und  Ejioten  abhängen.  Durch  Ein- 
führung der  excentrischen  Anomalieen  erhält  er^^): 

2L  =  —-TT-  =  —-TTi 7—- TTS  f  ff  (cos  U  —  i)  (cos  U    —  b') 

*  r'  a'(l  —  c  cos  i*  )■  i      ^  ^  ^  ' 

+  jyi  -  e* sin  ti  (cos «'-«') +  c^yi-^*  sin  w' (cos  w-s)    (7) 
+  Ky\—-i^  yi  —  «'*  sin  «  sin  u  /  - 

In  diesen  Ausdruck  führt  er  mit  Hilfe  der  auf  Functionen  zweier 
Yeränderlicher  rerallgemeinerten  Lagrange'schen  Formel  (§  20,  (10)) 
die  mittleren  Anomalieen  ein;  und  zwar  könne  das  auf  zwei  Arten 


dritter,  1838  der  Akademie  vorgelegter  Teil  ist  nicht  mit  übersetzt.  Die 
Noten  der  Übersetzer  (P.  Frisiani  und  G.  Piola,  opusc.  p.  49 — 84,  178—202, 
301 — 316)  enthalten  hauptsächlich  AasfBhrong  ron  Zwischenrechnungen. 
—  Einige  Andeutungen  auch  in  einem  Briefe  Cauchy^s  an  Goriolis,  Par. 
C.  R.  4,  1837,  p.  216  (oeuyres  (1)  4,  p.  41).  —  Man  vgl.  auch  die  Pariser 
Thise  von  J.  Perchot,  1892,  Chap.  XIn,  p.  61. 

698)  Glchg.  (149) ff.  des  ersten  Teils,  p.  88  der  ital.  Übers. 

699)  Man  vgl.  den  Anfang  des  1.  Teils,  p.  9.  Ausdrücklich  betont 
inde  ich  diese  Auffassung  bei  Cauchy  erst  Par.  C.  R.  17,  1843,  p.  1158 
(oeovres  (l)  7,  p.  120). 

«00)  n  §  8,  p.  68.         601)  Glchg.  (27),  p.  69. 
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geschehen,  nämlich  entweder  vor***)  oder  nach®®'*)  Entwicklung  der 
im  Nenner  stehenden  dritten  Potenz.  Für  das  letztere  Verfahren 
giebt  er  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  Producte  cos^  u  sin*  u  durch 
die  Vielüachen  der  mittleren  Anomalie^.  So  erhält  er  schlieljslich 
die  Entwicklung  von  R^  selbst  explicite  durch  Summenzeichen  aus- 
gedrückt, und  zwar  in  zwei  verschiedenen  Formen,  je  nachdem  auch 

die  Factoren  "/l  —  «*,  "j/l  —  f'*  entwickelt  werden  oder  nicht ®^). 
AuTserdem  giebt  er  noch  eine  dritte  Form,  die  nach  den  cosz/;i^,;i'^' 
geordnet  ist,  d.  h.  nach  den  Ausdrücken,  in  die  (6)  übergeht,  wenn 
man  tr,  w'  durch  Xf,  A'f'  ersetzt^. 

Hierauf  wendet  sich  Cauchy  zur  Entwicklung  des  Haupt- 
bestandteils der  Störungsfunction.  Er  entwickelt  ihn  zunächst  nach 
den  Vielfachen  von  6;  in  den  Goefficienten  dieser  Entwicklimg,  d.  h. 

in  den  85^    des  Arguments  r/r\  setzt  er*®'): 

/^v  r  ,       t'cosu' — fcOBu 

(8)  ,  =  a  -f  a ; 

^  ^  r  1  —  GOß u 

und  entwickelt  nach  Potenzen  des  zweiten  Bestandteils.  Femer  er- 
setzt er  die  Cosinus  der  Vielfachen  von  6  durch  die  Potenzen  von 
cosd*®®),  führt  in  diese  den  Ausdruck  (6)  und  dann  (vgl.  (7))  die 
excentrischen  Anomalieen  ein,  entwickelt  die  auftretenden  Potenzen 
von  Binomieen,  geht  mit  Hilfe  der  vorher  abgeleiteten  Gleichungen*®^) 
zu  den  mittleren  Anomalieen  über  und  erhält  so  schliefslich  die 
Entwicklung  von  J~^  in  Gestalt  einer  19-fachen  Siunme*®*).  Mit 
Hilfe  dieses  expliciten  Ausdrucks  kann  er,  wie  er  an  einzelnen  Bei- 
spielen zeigt,  den  Goefficienten  einer  beliebigen  Ungleichheit  inde- 
pendent  berechnen*^®). 

Andererseits  hat  ü.  J.  Leverrier  die  numerische  Berechnung 
der  GoefQcienten  in  der  Entwicklung  der  Störungsfunction  nach 
Potenzen  der  Excentricitäten.imd  des  Sinus  der  halben  Neigung  sehr 
weit  getrieben.     Er  bringt  cos  6  auf  die  Form: 

(9)  cos  tf  =  cos  (v'  —  v)  —  2  sin^  -^  8^^  ^  ^in  v\ 


602)  Glchg.  (80),  p.  60.         603)  Glchg.  (41),  p.  62. 

604)  Glchgen  (49)  und  (50),  p.  64. 

606)  Glchgen  (62)— (66)  und  Glchgen  (67)— (69),  p.  66.  Die  Factoren 
H,  i,  J,  K  läfst  er  in  beiden  Fällen  unentwickelt.  Vgl.  auch  die 
Glchgen  (91),  p.  70. 

606)  Glchg.  (90),  p.  70.         607)  Glchg.  (128),  p.  77. 

608)  Glchg.  (182),  p.  78.  Wenn  er  das  nachträglich  doch  thun  will, 
wozu  dann  die  Einführung  der  IB  ?  Er  könnte  ja  sofort  nach  den  Potenzen 
von  coß  d  entwickeln.      609)  Glchgen  (166)— (168),  p.  81.     610)  p.  83—88. 
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in  der  Vy  v'  die  vom  Knoten  beider  Bahnen  an  gerechneten  wahren 
Längen  bedeuten,   und  entwickelt  mit  Hilfe  dieses  Ausdrucks  J"^ 

zunächst  nach  steigenden  Potenzen  von  sin'  — *'^).  So  erhält  er 
die  Fonn: 

J- 1  =  2;jr(*»*)  cos  (Ät;'  —  hv),  (10) 

in   der  die  X^        sich   aus  den  S3i   f— ]   linear  zusammensetzen*^'). 

Hierauf   entwickelt    er    diese   K  nach    den   Potenzen    von   ( 1) 

und  (-7- — 1  j ,   die   Cosinus  nach  Potenzen  der  Mittelpunktsgleich- 

ungen*^').     Schliefslich   ordnet   er  wieder  in   erster  Linie   nach  den 

Potenzen  von  sin  — •^*). 

Als  eine  Fortbildung  der  classischen  Entwicklungsmethode  kann 
eine  spätere  Untersuchung  von  J.  Bourget^^^)  angesehen  werden, 
der  sich  wie  Cauchy*^^)  die  explicite  Darstellung  des  Goefficienten 
eines  beliebigen  Arguments  It  +  l't'  zum  Ziele  setzt.  Zu  diesem 
Zweck  entwickelt  er  nach  Potenzen  der  GrOfsen: 

a=—r^    v  =  sin'-r-»    i?  =  tg (-j  arc sin «) ,    ij'  =  tg  (^ aresin«'),     (ll) 

und  zwar  beginnt  er  wie  Leverrier  mit  der  Entwicklung  nach 
Potenzen  von  v***).  Weiterhin  vermeidet  er  den  Gebrauch  der  Jöl  ; 
statt  dessen  zerlegt  er  r'— 2  rr' cos  (r  —  t;')  +  »*'*  (vgl.  (9))  in 
seine  beiden  coi^ugirt  complexen  Factoren,  entwickelt  die  (—  j)*®  Po- 
tenz jedes  Factors  fEir  sich  und  multiplicirt  dann  aus.  Dadurch  er- 
reicht er,  dafs  er  sehr  bald  zu  Gröfsen  gelangt,  die  nur  noch  von 
den  Elementen  je  einer  der  beiden  Bahnen  abhängen.  Sobald  er 
das  erreicht  hat,  setzt  er  die  Entwicklung  in  die  Ausdrücke  der 
Coefßcienten  durch  Doppelintegrale  (vgl.  §  23)  ein  und  wendet  die 
Formeln  der  Theorie  der  eUiptischen  Bewegung  an^^^);  so  erhält  er 
den   Coefficienten  des  allgemeinen  Gliedes  in  der  Entwicklung  des 


611)  Par.  Obaerv.  Ann.  1,  1866,  Chap.  IV,  nr.  1,  p.  269. 

612)  p.  261.         618)  nr.  2,  p.  262. 

614)  nr.  8,  p.  267.  Eine  ausführliche  Tafel  der  Entwicklung,  die  alle 
Glieder  bis  zur  7.  Ordnung  einBchliefslich  enthält,  ffillt  pp.  276 — 880.  Die 
Glieder  8.  0.  hat  F.  Boquet  hinzugefügt  (Par.  Obaerv.  M^m.  19,  1889,  B; 
auch  Par.  thäse). 

616)  J.  de  math.  (2)  18,  1878,  p.  101;  angekündigt  Par.  C.  R.  70, 
1870,  p.  607.         616)  nr.  2,  p.  108.         617)  nr.  8,  p.  109. 
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Hauptbestandteils  der  Stömngsfonction  nac^  den  Vielfachen  der 
mittleren  AnomaHeen  ausgedrückt  durch  eine  neun^he  Summe ^^. 
In  deren  allgemeinem  Glied  treten  allerdings  zwei  Factoren  auf,  die 
selbst  unendliche  Beihen  (Bessel'sche  Functionen)  sind;  immerhin  ist 
die  Cauchy*^)  gegenüber  erzielte  Vereinfachung  beträchtlich. 

In  neuerer  Zeit  hat  sich  8.  Newcomb  wieder  für  die  An- 
wendung der  classischen  Methode  der  Entwicklung  der  Stömngs- 
function  "^  in  dam  geeigneten  Fällen,  versteht  sich  —  erklärt,  als 
der  einzigen,  die  zu  expliciten  Ausdrücken  fahre ^^').  In  der  That 
gelingt  es  ihm  Becursionsformeln  abzuleiten,  vermittelst  deren  die 
Goefßcienten  der  Entwicklung  sich  sacoessive  duzch  Differenüätion 
aus  einander  berechnen.  Um  das  zu  erreichen,  geht  er  zunächst 
davon  aus,  dafs  für  den  Fall  verschwindender  Ezcentricitäten  die 
Entwicklung  die  Form  hat: 

(12)  J-'=^^A^,cos{(ik  +  viy, 

oder  wie  er  zu  ordnen  zweckmälsig  findet: 

z/- 1  =  I  £Ajt  cos  (kk'  —  kl) 

+  £B,cos{{k+l)l'^(k^l)k) 
^^^^  +  £Ck  cos  ((Ä;  +  2)  X' -  {k  -  2)  k) 

H ; 

dabei  bedeuten  A,  k'  die  vom  relativen  Knoten  an  gerechneten 
mittleren  Längen,  die  Af^r  (bezw.  Ak^  Bk,  Ck  -  - -)  sind  bekannte 
Functionen  der  grofsen  Axen  und  der  relativen  Neigung,  um  den 
allgemeinen  Fall  zu  erhalten,  mufs  er  in  (12): 

.     .  k  durch    v  =  k  +  q>{B,  f) 

k'  durch  v'=  il'+ 9>(f',  t')> 
.   -X  logof  durch    ^  «  logr  =  loga  +  tj;  (f,  f) 

log  a'  durch  ^'  ==  log  r'  =  log  a'  +  t/;  (s\  f ') 

ersetzen,  wo  v,  v'  die  wahren  Längen,  <p  die  Mittelpunktsgleichung, 


618)  nr.  5,  p.  112.  Bourget  zeigt  noch  (nr.  8,  9,  p.  117 — 119),  wie 
man  aus  seiner  Formel  alle  Glieder  verlangter  Ordnung  oder  yetlangten 
Arguments  herausheben  kann;  auch  entwickelt  er  (11.  ptie,  p.  119 — 138) 
den  von  der  Bewegung  der  Sonne  abhängenden  Teil  der  StÖrongsfonction 
in  derselben  Weise. 

619)  Amer.  J.  of  maih.  3,  1880,  p.  198;  vgl.  die  Darstellung  bei 
F.  Tisserand,  m^canique  cäleste  4,  1896,  chap.  19,  p.  818. 
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^  ebenüftlls  eine  bekannte  Fonction  bezeichnend^).  Indem  er  das 
mit  Hilfe  des  Taylor'sclien  Lehrsatzes  ausfOhrt,  erhält  er  für  den 
Coefficienten  Ä»+i)  von  €"+^  in  der  Entwicklung  von  z/"*  nach 
Potenzen  von  e  einen  Aoddmck  durch  die  Ableitungen  der  Coeffi- 
cienten  der  niedrigeren  Potenzen  ^'^)  und  damit  ein  geregeltes  Ver- 
fahren zur  successiven  Herleitung  dieser  Coefficienten***).  Ent- 
sprechend verfahrt  er  für  die  Goefficienten  der  Potenzen  von  e';  die 
Coef&cienten  der  Producte  von  Potenzen  von  e  und  «'  erhält  er  dann 
durch  symbolische  Multiplication  der  Differentialoperatoren,  die  die 
Coefficienten  der  isolirten  Potenzen  geben®**). 

In  der  einige  Jahre  später  erschienenen  Ausführung  ®'^)  hat 
Newcomb  sein  Verfahren  insofern  modificirt,  als  er  zm^hst  die 
Entwicklung  nach  den  excentrischen  Anomalieen  vollständig  vor- 
nimmt und  erst  zimi  Schlufs  mit  Hilfe  der  Gylinderfunctionen  die 
mittleren  Anomalieen  einfOhrt^^).  An  Stelle  der  beiden  Oleich- 
nngen  (14)  treten  dabei  die  einfacheren  Gleichungen,  die  die  wahren 
mit  den  exeentrischen  Anomalieen  verbinden.     Einem  Gliede 

Ak  cos  (kX'—kX)  (16) 

der  Entwicklung  (13)  entspricht  dann  in  der  Entwicklung  des  all- 
gemeinen Falls  eine  Summe  von  Gliedern  der  Foi*m 

Ä%'"'j2;i';;^ii^ cos(A(tt'+  &')-jc(u  +  &)  +j'u+ju),  (i?) 

erstreckt  über  alle  ganzzahligen  Werte  von  n,  »',  j,  j\  für  die 
n — j  und  n'  —  f  gerade  sind;  dabei  bedeuten  die  11  Differential- 
operatoren, die  rationale  ganze  Functionen  der  ganzen  Zahl  Je  und 

des   Zeichens  D  =  0-1 sind***).     In  derselben  Weise  werden  aus 

d  log  ce  ^ 

den  übrigen  Gliedern  der  Entwicklung  (13)  die  entsprechenden  der 
allgemeinen  Entwicklung  mit  Hilfe  von  Operatoren  n\  II'\  .  .  .  ab- 
geleitet. Alle  diese  Operatoren,  soweit  sie  zur  Berechnung  der 
Glieder  bis  zur  6.  0.  inclusiv«  (in  Bezug  auf  die  Excentricitäten  und 
die  Neigungen)  erforderlich  sind,  giebt  er  zuerst  für  allgemeines  Ä***), 


620)  p:  196.         621)  p.  196. 

622)  p.  200.  DieBCB  Verfahren  hatte  er  bereits  Par.  C.  B.  70,  1870, 
p.  385  mitgeteilt. 

623)  p.  204.  Newcomb  scheint  hinter  diesem  Satz  „the  germ  of  some 
principle  which  I  have  not  Ailly  grasped  and  which  may  admit  of  wider 
and  more  important  applications*'  (p.  193)  zu  suchen. 

624)  Amer.  Astr.  papera  3,  1891,  p.  1  (vom  Dec.  1883). 

625)  §  9,  p.  40.         626)  §  24,  p.  103. 

Jahreibericht  d.  Dentichen  Mathem.-Vereinigung.    X.  9 
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dann  ausgerechnet  für  die  Werte  von  Ä;  =  —  10  bis  äj  «  10  •*^).. 
Wenn  Glieder  höherer  Ordnung  gebraucht  würden,  sei  die  Methode 
nicht  mehr  vorteilhaft  •*®). 

Newcomb's  Vorschriften    sind  von  A.   Chessin^'^)  vereinfacht 

fi.li' 
worden  auf  Grund  der  Bemerkung,  dals  sich  sämtliche  Operatoren  117.,  ^ 

durch  diejenigen  unter  ihnen  linear  ausdrücken  lassen,  bei  welchen 

n'=  n,  j'  =  j  ist.    Dabei  enthält  U^^,.     j  und  n  nur  in  der  einen 

Verbindung   i  +  «,     wenn    von    einem    Factor    (— 'l)*!"^^     ^' 
gesehen  wird. 

§  23.     Neuere  Methoden  der  Entwicklung  der 

Störungsfunction. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  besprochene  classische  Entwicklung 
der  Störungsfunction  convergirt  nur,  wenn  die  Ezcentricitäten  und 
die  Neigung  gewisse  Grölsen  nicht  überschreiten^  und  ist  jeden-» 
falls  praktisch  nur  dann  zweckmäfsig,  weim  diese  Gröfsen  klein  sind. 
Man  hat  daher  seit  der  Entdeckung  der  kleinen  Planeten,  bei  denen 
das  nicht  der  Fall  ist,  teils  diejenige  Methode  der  Störungsrechnung^ 
die  die  Entwicklung  der  Störungsfonction  an  die  Spitze  stellt,  über- 
haupt verlassen,  teils  sich  vielfach  bemüht,  die  schliefslich  allein 
erforderliche  Entwicklung  nach  den  Vielfachen  der  mittleren  Ano- 
malieen  auf  bequemerem  Wege  zu  erhalten.  Man  kann  die  mannig- 
fachen dahin  gerichteten  Bemühungen  vielleicht  zweckmäfsigerweise 
in  sechs  Gruppen  anordnen: 

A.   Darstellung  der  Entwicklungscoefficienten  durch 
bestimmte  Doppelintegrale  und  functionentheoretische 

Discussion  derselben. 

Die  Verallgemeinerung  der  in  Gleichung  (3)  von  §  18  ent- 
haltenen Darstellung  der  Coefficienten  trigonometrischer  Beihen  auf 
Functionen  zweier  Winkel,  also  die  Darstellung  der  Coefficienten  der 
Entwicklung 


627)  p.  126—200.         628)  Introduction  p.  8,  9. 
'  629)  Astr.  J.  14,  1894,  p.  106,  168. 
630)  Für  die  Excentricitäten  folgt  das  ans  den  Untersnchnngen  über 
die  Grenze  der  Convergenz  der  Entwicklungen  der  Formeln  der  elliptischen 
Bewegung  nach  Potenzen  der  Excentricität^'^;   für  die  Neigung  finden 
sich  Angaben  bei  F.  Tisserand,  Par.  Observ.  Möm.  16,  1880,  p.  06. 
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-f-OD  4-qP 

in  der  Form: 

in  %n 


tn  %n 


(2) 


B,y  =  -^tjJB  8i"  Of  +  /f ')  ^i^i' 


ist,  soyiel  ich  gehe,  zaerst  von  Fr.  W.  Bessel***)  und  P.  A.  Hansen***) 
ausdrücklich  ausgesprochen  worden«  Dann  hat  sich  S.  D.  Poisson 
mit  ihr  beschäftigt***).  Er  führt  zur  Bestimmung  yon  A^^  wenn 
22  die  Störungsfunction  ist,  die  wahren  Anomalieen  als  Integrations- 
variable ein**^)  und  hat  dann: 

^^'         =  ^         (3) 

yr*+  r'*—  2rr'coBa       "Kp* +  !>'*—  2i}j)'coBa  ^  "^ 

(p  =  r~\  l''^*''"^  ^^  entwickeln.  Er  entwickelt  zu  diesem 
Zweck  dann  doch  noch  nach  den  Potenzen  der  Excentricitäten  und 
des  Sinus  der  halben  Neigung***).  Für  die  Bestimmung  der  übrigen 
Coeffidenten  dagegen  findet  er  es  bequemer  die  excentrischen  Ano- 
malieen einzuführen  und  überhaupt  nach  Vielfachen  von  diesen  zu, 
entwickeln***).  Auch  die  Integrale  der  Stö^gsfunction  nach  der 
Zeit  könne  man  von  dieser  Form  aus  bequem  erhalten,  indem  man: 

Bdi  =  Z  \yij>  cos  (ju  —fu")  +  zjj'  sin  (Ju  —  j'u) }         (4) 

mit  unbestimmten  Coefficienten  ansetze,  mit  Hilfe  der  Formeln: 

ndi  =  d[w(l  —  fcostt),     ndi  =  du'  {1  —  ccost*')  (5) 

beiderseits  nach  t  differentüre,  herübermultiplicire  und  dann  die 
CoefEicienten    entsprechender   Glieder    vergleiche;    man    erhalte    Be- 


fi 


631)  Berl.  Abh.  1820/21,  p.  55  (ges.  Abh.  2,  p.  862). 

632)  Astr.  N.  7,  1829,  col.  473,  nr.  25. 

633)  Conn.  des  temps  1836  [33],  add.  p.  21,  nr.  13.  Er  sagt,  bevor 
er  Hansen  erwähnt:  ,J'ayai8  d^j&  indiqnä  cette  mani^e  de  däterminer  les 
coef&ciens  dn  d^veloppement  de  JR,  qui  n'est,  au  reste,  qu'une  extension 
tr^sHumple  du  procädä  employ^  par  d'Alembert^^ '*^),  giebt  aber  nicht  an, 
wo  und  wann  das  geschehen  sei.  —  Auch  Q.  de  Pontdcoulant  be* 
handelt  die  Darstellung  durch  Doppelintegrale,  traitä  analytique  du  Bjst^me 
du  monde  3,  Paris  1834,  nr.  26,  p.  113. 

634)  nr.  16,  p.  23.         636)  nr.  16,  p.  24.    .    636)  nr.  17,  p.  26. 

9* 


1 32  I*  Hauptteil.  3.  Abschn.  Entwickl.  analyt.  Funct.  i.  harmon.  trigon.  Reihen. 

cursionsformeln  zur  Bestimmung  der  y  und  jer,  deren  Auf  lÖsimg  durch 
Beihenentwicklimg  nach  Potenzen  yon  e  und  z'  keine  Schwierigkeiten 
darbiete«"). 

Weiter  hat  J.  Liouville  gezeigt,  dafs  man  in  yielen  Fällen, 
namentlich  wenn  nur  einzelne  Coefficienten  der  Entwicklung  be- 
stimmt werden  sollen,  die  doppelte  Integration  durch  eine  ein^Ekche 
ersetzen  kann«^.  Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Bestinmiung  der 
grofsen  Ungleichheit  von  Jupiter  und  Saturn,  also  um  die  zu  den 
Argumenten: 

(6)  5f'-2t,     10t'-4t,     15f'-6r,  ••• 
gehörenden  Coeffioienten,  so  setzt  Lionville: 

(7)  5f'-2f=ö,     f=2ff; 

die  zn  entwickelnde  Function  F{^^  £'')  nimmt  dann  die  Form  an: 

+  9(2ff,5tf-f), 
WO  9  kein  von  6  unabhängiges  Glied  mehr  enthält     Es  folgt  also: 

(9)       Aq  +  ZAx  cos  Xe  +  SBx  smlO  =  ^  fF(2  tf,  5  tf  -  |)  de. 

Nehmen  die  Goefficienten  mit  wachsendem  Index  so  rasch  ab,  dafs 
schon  ^29  ^2  vernachlässigt  werden  können,  so  reicht  es  zur  Be- 
stimmung von  ^,  Ä^^  B^  aus,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  der 

Reihe  nach  9  =  0,  -ö-  ,  n  setzt;  andernfalls  mufs  man  eine  gröisere 

Anzahl  Werte  von  6  benutzen  und  zur  Auflösung  des  so  entstehenden 
Gleichungssystems  eine  der  in  §  25  zu  besprechenden  Methoden  an- 
wendend^).   In  derselben  Weise  kann  man  die  Goef&cienten  zu  einem 

637)  nr.  18,  19,  p.  28—81.  Pont^conlant»»*)  nr.  26,  p.  130  findet  dieses 
Verfahren  unzweckmäfsig;  es  scheint  anch  nie  angewendet  worden  zn  sein. 
Man  vgl.  übrigens  das  auf  einem  ähnlichen  Gedanken  bemhende  Verfahren 
Cauchy's,  Par.  C.  R.  20,  1846,  p.  1166;  oeuvres  (1)  9,  p.  190;  speciell  §  2, 
p.  197  und  §  4,  p.  204;  dann  Jacobi's  nachgelassene  Notiz,  Werke  7,  p.  298, 
sowie  die  Fragestellung  ib.  p.  804.      688)  J.  de  math.  1,  1886,  nr.  5,  p.  201. 

689)  nr.  7,  p.  206.  J.  Hoüel,  Prag.  Archiv  1,  1876,  §  8,  p.  30  des 
S.-A.  zeigt,  wie  sich  das  Verfahren  gestaltet,  wenn  man  es  mit  der  von 
Leverrier  und  Hoüel  selbst  gegebenen  Interpolationsmethode  verbindet; 
namentlich  (nr.  87,  p.  84),  wie  man  auf  diese  Weise,  nachdem  eine  erste 
Goefficientengruppe  erledigt  ist,  eine  zweite  durch  Anwendung  desselben 
Verfahrens  bestimmen  kann*    . 
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beliebigen  Argument  k^—k'^'  und  seinen  Vielfachen  bestimmen, 
wenn  *  und  k'  relativ  prim  sind****);  der  Fall  *  =  ib'=  1  verlangt 
die  kleine  Modification,  daüs  man  ?=  t  +  <^»  f'=  t  —  tf  setzt^^). 
Auch  C.  6.  J.  Jacobi  hat  sich  wiederholt  eingehend  mit  den 
Doppelintegralen  (2)  beschäftigt.  Schon  in  der  bereits  besprochenen 
Abhandlung^  stellt  er  neben  die  Verwandlungsfoimel  §  19,  (47)  die 
entsprechende  für  Doppelintegrale***): 

j   1  /"(cos Xy  cos  x')  cosjx  coBJ'x'  dxdx' 
ffV  (10) 

i.8...(2j-i).i.8...(2j'-i)  /  f  (a coB x^ (a cos ^y 

und  wendet  sie  auf  die  Entwicklung  von 

[a*—  2 aa' (cos 9  cosg>'+  cos/ sin g>  sin^j')  +  a'*]'"*       (11) 

nack  den  Vielfachen  von  g>  +  g>'  und  <p  —  (p'  an.  Femer  giebt  er 
ohne  Beweis  die  Sätze**'),  daJjS  alle  Entwicklungscoefficienten  von 
2i~^,  unter  J  eine  beliebige  rationale  ganze  Function  von  coso?^ 
sinj;,  cosa;\  sinx'  verstanden,  sich  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
ihnen  linear  ausdrücken  lassen;  f£Lr: 

.ii=Z+ 2rco8a;+2r'cosa?'  (12) 

sei  diese  Anzahl  gleich  4,  für: 

z/j  =  a  +  6  cos  »  +  c  sin  a?  +  cos  x'  {a  +  ^'  cos  X  -\-  c  sin  a?)  ,     . 

+  sin  a?'  (a"  +  6"  cos  05  +  c"  sin  aj)       ^     ^ 
sei  sie  7,  für: 

^j«=^j  +  dcos2a?  +  <i'cos2a?'  (14) 

—  diese  Form  hat  das  Quadrat  der  Entfernung  zweier  Planeten^ 
wenn  es  durch  die  excentrischen  Anomalieen  ausgedrückt  wird  — 
sei  sie  15. 


640)  J.  de  math.  1,  IddS,  nr.  6,  p.  204.        641)  nr.  9,  p.  209. 

642)  J.  f  Math.  16,  1836,  nr.  10;  Werke  6,  p.  108. 

648)  nr.  14,  p.  115.  Die  Sätse  kehren  an  verschiedenen  Stellen  in 
Jacobrs  astronomiBchem  Nachlars  wieder,  Werke  7,  p.  287,  291,  300;  p.  804 
findet  sich  die  Bemerknng,  der  Umstand,  dafs  die  beiden  Bahnellipsen 
einen  Brennpunkt  gemein  haben,  gewähre  bei  der  Entwicklung  der 
störenden  Kräfte  nicht  die  geringste  Erleichtenmg.  —  Tisserand's  Ter- 
such,  Jacobi's  Satz  für  die  Fozm  (14)  zu  beweisen  (m^canique  Celeste  4, 
Paris  1896,  nr.  140,  p.  811),  ist  ungenügend;  vgl.  darüber  A.  F^raud, 
Bull,  astron.  16,  1899,  p.  101. 
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Nfther  ausgeführt  hat  Jacobi  Yon  diesen  Untersuchangen  nur 
die  eine,  die  sich  auf  den  Ausdrack  (12)  bezieht^.     Er  setzt: 

(15)  AI' ^  Zp^^J^^'^^^''^'^ 

und   giebt   für   die  Coefficienten  pjy  die  aus  (10)  fliefsende  Dar- 
stellung.    Dann  leitet  er  mit  Hilfe  der  Identitöten: 


(16) 


zwei  Becursionsformeln  ab,  die: 

(17)  p^y,     Pj-i,j'^    ^/+i,r'     Pjj'-'V     Pjj'-^i 

verbinden,  und  aus  ihnen  andere,  die  yon  diesen  5  Oröfsen  nur  je  4 
enthalten^.  Z.  B.  lassen  sich  alle  pj^j'  linear  durch  p^^j  Pqj, 
Piof  Pii  ausdrückend^).  Dafs  aus  den  Becursionsformeln  keine 
linearen  Belationen  zwischen  diesen  4  Coefißcienten  folgen,  beweist 
Jacobi  durch  Aufstellung  von  Identit&ten  (Syzygien)  zwischen  den 
linken  Seiten  der  Becursionsformeln**^.  Er  bemerkt  dann**®),  dafs 
man  im  allgemeinen  alle  pjj'  aus  irgend  vieren  von  ihnen  berechnen 
könne,  die  nur  nicht  alle  einem  und  demselben  Quintupel  (17)  an- 
gehören dürfen;  für  ganzzahlige  Werte  von  s  seien  aber  auch  noch 
andere  Quadrupel  auszuschliefsen,  da  dann  lineare  Belationen  schon 
zwischen  nur  drei  pjj'  bestehen.     Femer  zeigt  er***),  wie  man  diese 

6U)  J.  f.  Math.  16,  1836,  p.  205;  Werke  6,  p.  119.    Er  teilt  mit,  dafs 
er  die  Entwicklung  von: 

(a  -\-  h  cos  qp  -f  e  sin  9  -l-  ^  ^**  9  +  *  ^^  9  sin  9  +  f  sin*  9)*"' 
„sollerti  discipolo^^  übertragen  habe,  „qni  mox  ea  perfxmctas  erit".  Was 
daraus  geworden  ist,  habe  ich  nicht  eroiren  können.  Vielleicht  gehören 
hierher  die  mir  bis  jetzt  nicht  zugänglichen  Programme  von  J.  E.  Czwalina, 
1842,  mid  A.  Wiehert,  1851.  Neuerdings  hat  B.  Pietsch  das  Problem 
in  Angriff  genommen,  Progr.  Bealsch.  Plauen  i.  Y.  1897.  —  Aus  dem 
Nachlafs  Jacobi's  ist  uns  ein  Bruchstück  der  Einleitung  zu  einer  —  sicht- 
lich umfangreich  —  geplanten  Abhandlung  erhalten  (Werke  7,  p.  285),  in 
dem  er  sich  stark  absprechend  über  die  classische  „methodus  turpis  ac 
squalida^^  äufsert.  Nach  den  Mitteilungen  des  HerMugebers  des  Nach- 
lasses, H.  Bruns  (ib.  p.  286),  ist  aus  den  Bruchstücken  zu  erkennen,  dals 
die  Methoden  der  im  Text  besprochenen  Abhandlung  auf  complicirtere  Badi- 
cale  [vielleicht  in  erster  Linie  auf  die  Form  (18)?]  angewendet  werden  soUten. 

645)  p.  125.    Für  «  «>  1  tritt  eine  kleine  Modification  ein. 

646)  nr.  3,  p.  126.         647)  nr.  4,  p.  127. 
648)  nr.  5,  p.  180.        649)  nr.  6,  p.  131. 
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Unterscheidung  der  Belationen  „in  necessarias  et  snperfluas^'  auch 
Ton  den  Differentialgleichungen  (16)  aus  durchfahren  könne;  für 
complicirtere  Ausdrücke  als  (12)  sei  diese  Methode  vorzuziehen. 
Preilich  wird  bei  ihr  die  Unabhängigkeit  der  übrig  bleibenden  Re- 
lationen nur  „casibus  specialibus  ezceptis^^  bewiesen.  Durch  Eli- 
minationen  gewinnt  Jacobi  dann  eine  lineare  homogene  Relation 
zwischen  je  fünf  aufeinanderfolgenden  pjj'  mit  demselben  zweiten 
Index^  und  aus  ihr  eine  lineare  Differentialgleichung  3.  0.,   der: 

Pj'^^Pjj' cos  j(p  (18) 

als  Function  von  q>  genügt.  Auch  erhalt  er  ein  erstes  Integral 
^eser  Gleichung  in  Oestalt  einer  linearen  Gleichung  2.  0.,  aus  der 
aber  nur  Relationen  zwischen  je  sieben  pjj'  folgen  ^'^^).  Endlich  ge- 
winnt er  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  der  Entwicklungen 
Ton  J-^  und  z/-«+i<»*). 

Bemerkenswert  ist  der  Grenzfall  1^21' +21":  hier  lassen 
sich  die  Doppelintegrale  einerseits  durch  Producte  elliptischer  Inte- 
grale ausdrücken^'),  andererseits  alle  linear  durch  nur  drei  unter 
ihnen  •**). 

Diese.  Fragestellungen  Jacobi's  sind  dann  lange  liegen  geblieben 
und  erst  in  der  letzten  Zeit  von  H.  Poincare^*^)  mit  den  in- 
zwischen ausgebildeten  Hilfsmitteln  der  allgemeinen  Theorie  der 
Doppelintegrale  algebraischer  Functionen .  von  zwei  Veränderlichen 
wieder  in  Angriff  genommen  worden.     Er  setzt: 

«"•=*.     «'"'  =  y.    ^  =  :^.  (19) 

sodaTs  F  eine  rationale  ganze  Function  von  x  und  y  ist.  Den  Fall, 
dals  die  [osculirenden]  Bahnen  sich  schneiden,  schliefst  er  aus;  dann 
ist  ^  für  aUe  Werte  x,  y  vom  absoluten  Betrage  1  von  0  ver- 
schieden, und  ^~^  läTst  sich  folglich  für  alle  reellen  u,  u  nach  den 
Vielfachen  dieser  beiden  Anomalieen  entwickeln.  Die  Coefßcienten 
dieser  Entwicklung  stellen  sich  dar  durch  Doppelintegrale: 

660)  nr.  7,  p.  184.         661)  nr.  8,  p.  138. 

662)  nr.  9,  p.  189.         663)  nr.  10,  p.  146. 

664)  nr.  10,  p.  144.  —  Ein  bei  der  Untersuchung  dieses  Grenzfalls 
Torgekommenes  Versehen  ist  in  den  Werken  6,  p.  427  berichtigt. 

666)  J.  de  math.  (6)  3,  1897,  p.  208;  Auszüge  Par.  C.  B.  124,  1897, 
p.  1269  und  Bull.  astr.  14,  1897,  p.  363,  449.  Ein  Hinweis  auf  die  linearen 
Relationen  zwischen  den  Entwicklungscoefficienten  findet  sich  auch  bei 
A.  Cauchy,  Par.  C.  R.  16,  1842,  p.  306;  oeuvrcs  (1)  7,  p.  104. 
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.-a-l.,-6-1 


(20)  ^.=  j//^-^|_-..i,, 

in  denen  die  beiden  Integrationen  über  die  Kreise  |  o?  {  <  1,  1 2^  |  <  X 
zu  erstrecken  sind.  Poincare  fragt  nun  zunächst  nach  linearen 
Relationen  z¥rischen  nur  denjenigen  Coefücienten,  in  denen  —  a  —  1 
und  — b — 1  nicht  iiegatiy  sind;  eine  solche  Relation  hat  die  Form: 


(")         // 


Bdxdy    ^ 


in  der  H  eine  rationale  ganze  Function  von  x  und  y  bedeutet. 
Man  erhält  also  solche  Relationen,  wenn  man: 

oder  auch 

(23)  ^l^^  +  '-S^^^iFP,+FQ,+  \PF,+  \QF,) 

setzt,  wo  unter  P,  Q  ebenfalls  rationale  ganze  Functionen  von  o:,  y 
verstanden  und  mit  den  Indices  1,  2  die  Differentiationen  nach  x^  y 
bezeichnet  sind.  Poincar^  behandelt  zuerst  den  ünterfall,  dafs  F 
homogen  ist  und  keinen  Doppelfactor  hat  und  daCs  auch  nur  homogene 
Polynome  H  in  Betracht  gezogen  werden  ^^);  in  diesem  Fall  kann 
jedes  solche  Polynom  U  von  hinlänglich  hohem  Grade  q  auf  die 
Form  (23)  gebracht  werden,  und  dasselbe  gilt  von  jedem  Polynom 
auch  niedrigeren  Grades,  sofern  es  nur  überhaupt  auf  die  Form: 

(24)  H^AF^+BF^ 

gebracht  werden  kann,  in  der  -4,  B  irgend  welche  Polynome  von 
X  und  y  bedeuten^'').  Es  giebt  aber,  wenn  m  der  Grad  von  jP  ist, 
genau  (m  —  l)*  von  einander  und  von  den  übrigen  linear  unab- 
hängige Polynome  H^  die  nicht  auf  die  Form  (24)  gebracht  werden 
können**®). 

Werden  in  ^,  ^,  ^  auch  negative  Exponenten  zugelassen,  so 
kann  jedes  Polynom  B  auf  die  Form  (24)  gebracht  werden,'  auf  die 
Form  (23)  aber  nur,  wenn  noch  eine  Bedingung  erfüllt  ist;  und  es 
giebt  genau  m  von  einander  und  von  den  übrigen  linear  unabhängige 
Polynome  -BT,  für  die  das  nicht  der  Fall  ist**^). 


666)  J.  de  math.  (6)  8,  1897,  p.  207.        657)  p.  211. 
658)  p.  210.         669)  p.  219. 
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NnnnLehr  llüst  Poincare  die  Voraussetzung  fallen,  dais  F  homogen 
sei,  zieht  aber  zunächst  wieder  nur  positive  Exponenten  in  Betracht*^). 
Unter  der  Voraussetzung,  dals  Fmi  das  Aggregat  der  Glieder  höchster 
(m^  Ordnung  yon  F^  keinen  Doppelfactor  enthält,  findet  er  zu* 
nächst  ^^):  es  giebt  höchstens  (m  —  1)'  linear  unabhängige  Poly* 
noxne  JET,  die  nicht  auf  die  Form  (23)  gebracht  werden  können;  \xxA 
dann^'):  es  giebt  genau  so  Tiele.  Werden  dann  schlieMich  auch 
negative  Exponenten  zugelassen,  so  ergiebt  sich  zunächst ^^):  wenn 

x-^ —  und  «-Ö —  teilerfremd  sind,  kann  es  höchstens  nr-\-  m  der- 

artige  Polynome  JS  geben^  Die  genauere  Untersuchung  zeig^  aber 
dann,  dafs  diese  Zahl  auf  nt?  reducirt  werden  muTs  und  für  ein 
allgeooueines  Polynom  F  nicht  weiter  reducirt  werden  kann^**).  Für 
dieses  letzte  Resultat  läist  Poincare  noch  einen  zweiten  Beweis 
folg^,  der  auf  der  Theorie  der  zu  einer  algebraischen  Fläche  ge- 
hörenden Integrale  vollständiger  Differentialien  beruht  ^^).  Zum 
Scbluis  setzt  er  auseinander,  dais  in  speciellen  Fällen  die  Anzahl 
der  von  einander  linear  unabhängigen  Transcendenten  nur  kleiner, 
nicht  gröfser  sein  kann,  als  im  allgemeinen  Falle ^^^). 

Was  die  Anwendung  der  gefundenen  Sätze  auf  die  Entwicklung 
der  Störungsfonetion  nach  den  Vielfachen  der  excentrischen  Ano- 
malieen  betrifft,  so  constatirt  Poincarä  vor  allem,  dafs  die  bei  diesem 
Problem  auftretende  Function  F  nur  in  zwei  Fällen  zerfällt:  wenn 
die  relative  Neigung  Null  ist,  und  wenn  beide  Excentricitäten  Null 
sind**'^.  Dann  kommt  er  erst  noch  einmal  auf  die  bei  seinem 
zweiten  Beweis  •**)  benutzten  Sätze  über  Integrale  vollständiger 
algebraischer  Differentialien  zurück,  um  sich  davon  zu  überzeugen, 
daHs    sie    auch    in    den    hier    zu    behandelnden    Special^llen    gültig 

bleiben:  er  findet,  dafs  „cyclische"  Perioden  bei  den  zu  iE?  =  y^ip^^  v) 
gehörenden  Integralen  dieser  Art  nur  auftreten  können,  wemi  die 
Curve  F(xyy)=^0  in  zwei  Curven  zerfällt,  deren  Schnittpunkte 
nidit  alle  einfach  sind*^);  und  femer,  dafs  ein  solches  Integral  von 
der  Form: 

Bdx  +  Cdy 


f' 


D 


(25) 


(P,    C,   D   rationale   ganze  Functionen   von   x   und  ^)    nur    dann 
logarithmische    Unstetigkeiten    haben    kann,    wenn    die    Baumcurve 


660)  p.  220.        661)  p.  228.         662)  p.  226.        663)  p. 
66i)  p.  236.         666)  p.  236-<'239.         666)  p.  240. 
667)  p.  242.         668)  p.  246. 
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(D  =  0,  jr*=  ^)  zerftült^^).  Das  letztere  tritt  nun  aUerdings  bei 
den  für  die  Entwicklung  der  Störungsfimction  in  Betracht  kommen- 
den  Integralen  wirklich  ein;  Poincar^  zeigt  daher  direct,  dafs  der 
Satz  auch  fCLr  diese  gilt,  indem  er  davon  ausgeht,  dals  für  x  «=  const. 
oder  y  ^  const.  die  Integrale  sich  auf  elliptische  reduciren^^^). 
Daraufhin  führt  er  die  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles  noch 
einmal  durch,  indem  er  die  Rechnung  so  anordnet,  dais  unter  F 
H,  P,  Q  rationale  ganze  Functionen  nicht  von  x^  y  allein,  sondern 
von  35,  y,  35"*,  y*  verstanden  werden;  ist  m  der  Grad  von  P,  so 
giebt  es  4nt^  linear  unabhängige  Functionen  H,  die  sich  nicht  auf 
die  Form  (23)  bringen  lassen^^*).  Daraus  folgt  dann,  dafs  die 
Goef&cienten  der  Entwicklung  der  Störungsfunction  nach  den  ex- 
centrischen  Anomalieen  sich  durch  höchstens  16  linear  unabhängige 
Transcendente  ausdrücken  lassen ^^').  Die  Untersuchung  des  Falles, 
dafs  beide  Ezcentricitäten  Null  sind,  führt  zunächst  zu  dem  Resultat, 
dafs  in  diesem  Fall  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Coefificienten 
höchstens  =>  8  ist^^^);  durch  Berücksichtigung  der  Transformationen 
in  sich,  die  die  Function  F  in  diesem  Falle  zulälst,  findet  Poincar^, 
dafs  diese  Zahl  auf  6*^*),  5'^^),  und  in  einer  späteren  Abhandlung  •^•), 
dafs  sie  auf  4  erniedrigt  werden  kann. 

Zum  Schlufs  kehrt  Poincare  zur  Theorie  der  Doppelintegrale 
zurück  und  führt  die  erzeugende  Function: 

(26)       <D  (t,  u)^  f  f ^^^ j=  -  ZÄattf'u' 

JJ    {l-tx){l^uy)xyYF 

ein,  die  als  Function  von  t  wie  von  u  je  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  genügt;  auch  hieraus 
könne  man  schlielsen,  dafs  sich  die  Ä^t  durch  eine  endliche  Anzahl 
von  ihnen  linear  und  homogen  ausdrücken  lassen  ^^^.  Aufserdem 
giebt   er  noch  einige  Andeutungen  darüber,  inwiefern  sich  die  Re- 


669)  p.  247.         670)  p.  248.         671)  p.  260—269. 

672)  Da  in  Poincar^'s  Satz  das  Wort  ,Jiöch6ten8  (an  plus)*^  steht,  liegt 
ein  Widertspruch  mit  Jacobi's  Behauptung*^*)  nicht  vor;  immerhin  bleibt 
die  Frage,  ob  letztere  richtig  ist,  und  wenn  ja,  weshalb  Foincar^'s  doch 
jedenfalls  tiefer  greifende  Untersuchung  ein  weniger  weitgehendes  Resultat 
geliefert  hat,  als  Jacobrs  mehr  empirische  Methoden.  Oder  hat  Jacobi 
eine  Syzygie  zwischen  seinen  linearen  Relationen  übersehen?  —  Durch 
Färaud's  Kritik  von  Tisserand's  Beweis  versuch***)  ist  die  Frage  selbst 
nicht  erledigt. 

673)  p.  262.         674)  p.  264. 

676)  p.  266;  ebenso  Bull,  astron.  14,  1897,  p.  468. 

676)  Bull,  astron.  16,  1898,  p.  70;  vgl.  A,  Päraud,  ib.  p.  869. 

677)  J.  de  math.  (6)  3,  1897,  p.  267. 
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sultate  auf  die  Entwicldmig  der  Störungsfonction  nach  den  mittleren 
Anomalieen  übertragen  lassen.  Dabei  geht  er  aus  yon  dem  Satze: 
wenn  f{x^y)  einer  Gl^chung  der  Form: 

genügt,  genügen  die  Perioden  V  des  Doppelintegrals: 

€f"''^''yfdxdy  (28) 

der  [zu  (27)  adjungirten]  Oleichung: 

und  sldzzirt,  wie  man  durch  verschiedene  Anwendungen  dieses  Satzes 
oder  seiner  Verallgemeinerungen  für  mehrere  Veränderliche  zu  den 
gesuchten  linearen  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  jener  Ent- 
wicklung gelangen  kann*^^. 

Poincar^'s  Anregung*''),  alle  die  verschiedenen  Möglichkeiten 
der  Reduction  der  Anzahl  linear  unabhängiger  Transcendenten  unter 
den  Coefficienten  der  Entwicklung  der  StÖrungsfunction  nach  den 
Vielfachen  der  ezcentrischen  Anomalieen  zu  untersuchen,  die  sich 
ergeben,  wenn  man  Gestalt  und  gegenseitige  Lage  der  beiden  Bahnen 
irgendwie  specialisirt,  ist  von  A.  Feraud  ausgeführt  worden**^). 
Er  findet,  dafs  als  solche  Anzahlen  alle  Zahlen  von  2  bis  10,  auTser- 
dem  12  und  16  auftreten  können. 

Poincare  hat  auch  noch  die  Frage  behandelt ^^):  wenn  man 
die  Coefficienten  der  Entwicklung  der  StÖrungsfunction  nach  den 
excentrischen  oder  den  mittleren  Anomalieen  ihrerseits  nach  Potenzen 
der  Excentricitäten  und  der  Neigung  entwickelt,  wie  weit  wird  diese 
Entwicklung  convergiren?    Er  findet:  wenn  £  =  c'  =  0  ist,  convergirt 

die  Entwicklung  nach  Potenzen  von  sin'  -^  nur,  solange  dies 
<  ^-^ — r^    ist***),    dagegen    die    Entwicklung    nach  Potenzen    von 


678)  p.  269—276.  Bull,  astron.  14,  1897,  p.  863  hatte  er  nur  Diffe- 
rentialrelationen zwischen  jenen  Coefficienten. 

679)  J.  de  math.  (5)  3,  1897,  p.  240. 

680)  Bord.  Observ.  Ann.  8^,  1898  (die  Tabelle  der  Resultate  p.  23; 
Auszüge  Par.  C.  R.  126,  1898,  p.  1402  und  Bull.  Astron.  16,  1899,  p.  93). 

681)  BuU.  aetron.  15,  1898,  p.  449.  Die  Grenzen  sind  für  alle  Coeffi- 
cienten der  beiden  Entwicklungen  (nach  den  excentrischen  und  nach  den 
mittleren  Anomalieen)  dieselben  (nr.  4,  p.  466).        682)  nr.  5,  p.  457. 
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sin*—  und  cos*-x-  immer •*•).    Ist  andererseits  J"  =  0,  so  convergirt 
die  Entwicklimg  nach  Potenzen  von  8  und  b'  jedenfalls  immer,  wenn: 

(30)  ^<^'         ^'<'' 

a*  I  £«  I  +  a'»  I  «'» I  +  2aa' I  ee'cos(«  -  «')  l<  («'- «)' 

ist^.    A.  Ferand**)  untersucht  den  allgemeinen  Fall  concentris(dier 
Bahnen;  er  findet,  dafs  in  diesem  Fall  die  Entwicklung  nach  Potenzen 

von  sinj"  weiter  convergirt  als  die  nach  Potenzen  von  sin-^- 


B.    Vorbereitung  der  definitiven  Entwicklung   durch 
Entwicklung  nach  Potenzen  eines  Correctionsglieds. 

Eine  zweite  Klasse  von  neueren  Entwicklungen  der  Störungs* 
function  hat  das  gemeinsam,  dafs  das  Quadrat  der  Distanz  in  einen 
Hauptbestandteil  und  ein  Correctionsglied  zerlegt  wird  und  seine 
reciproken  Potenzen  zunächst  auf  Grund  des  binomischen  Satzes 
nach  Potenzen  des  Verhältnisses  des  Correctionsglieds  zum  Haupt- 
bestandteil entwickelt  werden.  Dabei  ist  einerseits  zu  wünschen, 
dafs  dieses  Verhältnis  möglichst  klein  wird,  damit  diese  vorbereitende 
Entwicklung  möglichst  rasch  convergirt;  andererseits,  dafs  der  Haupt- 
bestandteil nlöglichst  einfach  wird,  damit  die  Entwicklung  seiner 
Potenzen  möglichst  bequem  von  statten  geht.  Wie  diese  im  Grunde 
einander  widersprechenden  Forderungen  zweckmäfsigerweise  gegen- 
einander abzugleichen  sind,  darüber  läfst  sich  nur  nach  den  nume- 
rischen Verhältnissen  des  einzelnen  vorliegenden  Falles  ein  Urteil 
gewinnen;  der  Grundgedanke  selbst  bleibt  unverändert  derselbe  bei 
allen  den  mannigfachen  Modificationen  dieser  Methode,  die  vorge- 
schlagen und  zum  grofsen  Teil  auch  praktisch  verwendet  worden  sind. 

Die  älteste  mir  bekannt  gewordene  Andeutung  eines  solchen 
Verfahrens  ist  die  von  P.  A.  Hansen*®*)  gegebene,  der  vorschlägt, 
das  Quadrat  der  Distanz  beider  Himmelskörper  auf  die  Form 

(1)  ^*=  a«+  a'*-  2aa'  cos  (?-?'+  tt  -  tc')  +  ^^ 

zu  bringen,  in  der  ;r,  jt'  die  Längen  der  Perihelien  bedeuten,  U  eine 
B^ihe,  die  sich  nach  Vielfachen  der  mittleren  Anomalieen  ordnen 
läfst,  und  dann  zunächst  nach  Potenzen  von  U  zu  entwickebi;   er 


688)  p.  469.    664)  nr.  6,  p.  460. 

685)  ib.  16,  1899,  p.  449;  Auszug  Far.  C.  B.  ISO,  1900,  p.  1876;  181, 
1900,  p.  661.    686)  Astr.  Nachr.  8,  1881,  col.  205. 
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besitze  „eine  einfache  und  sichere  Art,  die  Potenzen  von  27,  sowie 
solche  Prodncte  wie  17*  cosÄ:(f  —  f '  +  «  —  «')  z^  rechnen"*®''). 
Übrigens  hat  Hansen  in  seinen  znnftchst  folgenden  Abhandlungen 
sich  anderer  Entwickitingsmethoden  bedient. 

Um  dieselbe  Zeit  hat  auch  A.  Canchy  bemerkt,  man  könne 
die  cLassische  Entwicklnngsmethode  nur  brauchen,  wenn  a  merklich 
kleiner  als  1  und  die  Ezcentricitäten  kleiner  als  0,66  .  .  seien  ^; 
atL&erdem  müsse  aber  auch  noch  r/r'  beständig  kleiner  als  1  bleiben, 
was  z.  B.  för  «=»e'«»|  nur  fttr  a<|^,  für  «-««'— i  nur  fftr 
«  <  f  sicher  der  Fall  sei.  Er  schlägt  daher  yor,  man  solle  zun&chst 
nach  Potenzen  von 

2  rr'  cos  d      -        2  rr'  (1  +  cos  a)       ,        2  rr'  (1  —  cos  d)      /_>. 
— y-i — rr    oder    /,'.,, — -    oder    j-^ tt^ — -      (2) 

entwickeln;  von  diesen  Entwicklungen  seien  die  beiden  ersten  stets 
convergent,  den  Fall  eines  Zusammenstofses*®^)  allein  ausgenommen. 
Wenn  man  cosd  willkürlich  lasse,  sei  die  erste  von  diesen  Ent- 
wicklungen vorzuziehen;  wenn  man  sich  aber  entschliefsen  wolle,  für 
verschiedene  Teile  der  Bahn  verschiedene  Entwicklungen  zu  ge- 
brauchen, könne  man  in  der  Gegend  der  Opposition  die  zweite,  in 
der  der  Conjunction  die  dritte  benutzen.  Die  erste  führt  er  zunächst 
fär  den  Fall  verschwindender  Ezcentricitäten  und  Neigungen  näher 
aus;  er  behauptet  sogar,  sie  sei  dann  auch  im  Grenzfall  a  =*  a' 
noch  brauchbar**^).  Für  den  allgemeinen  Fall  entwickelt  er  zunächst 
die  Potenzen  von  cosd  durch  Interpolation  nach  den  Vielfachen  der 
wahren  Anomalieen*^^);  dann  fOhrt  er  an  deren  Stelle  die  ex- 
centrischen***)  und  schliefslich  die  mittleren  Anomalieen*^')  ein. 
Andererseits    druckt    er   auch   die  Badien  Vectoren    durch    die    ex- 


687)  Ausgearbeitete  Anweisungen  zur  AusfClhrang  der  Multiplication 
doppelter  trigonometriBcher  Reihen  giebt  Hansen  in  seiner  Preisschrift 
über  die  gegenseitigen  Störungen  des  Jupiters  und  Satums,  Berlin  1831, 
nr.  24,  p.  100. 

688)  §  4  des  oben  besprochenen  memoire '*^,  p.  89  des  Separat- 
abdrucks der  ital.  Übersetzung. 

689)  i.  h.  den  Fall,  dafs  die  osculirenden  Bahnen  sich  schneiden. 
—  P.  A.  Hansen,  Leipz.  Abh.  2,  1866,  §  Hl,  p.  847  bemerkt:  es  scheine, 

als  ob  die  Entwicklungen  von  d"^  nach  den  Potenzen  der  ersten  oder 
zweiten  Gröfse  (2)  rascher  convergiren  müfsten,   als  die  nach  Potenzen 
von   r/r\   da  beide  Gröfsen  kleiner  als  r/r'  seien;   thatsächlich  sei  das 
nicht  der  Fall,  da  (vgl.  die  Tafehi  V  und  VH,  p.  873—876)  die  CoefB 
deuten  jener  Entwicklungen  im  allgemeinen  weit  gröfser  ausfallen. 

690)  p.  96.         691)  Glchg.  76,  p.  108.         692)  Glchg.  88,  p.  104. 
693)  Glchg.  97,  p.  106. 
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centrischen  Anomalieen  aus  und  entwickelt  die  89J    ( —  ]  nach  Potenzen 

von  r  —  a  nnd  r' —  a '•**).  Zum  Schlob  giebt  er  eine  Abschätzung 
des  Bestes,  den  man  vemachlttssigt,  wenn  man  diese  Reihen  bei 
einem  bestimmten  Gliede  abbricht®^). 

Cauchy  hat  diese  Untersuchungen  dann  jahrelang  liegen  lassen 
und  sie  erst  wieder  aufgenommen,  als  er  1839  zum  Mitglied  des 
bureau  des  longitudes  gewählt  worden  war  und  durch  eifrige  Thätig- 
keit  auf  diesem  Oebiete,  nicht  ohne  einige  Reclame,  die  Regierung 
nötigen  wollte  ihn  zu  bestätigen,  ohne  den  sonst  geforderten  Treueid 
von  ihm  zu  verlangen«»«).     Er  setzt«»^): 

(3)  J^^2  TT  {l  —  cos  *  +  ?), 

wo 

und  entwickelt  zunächst  A~^  nach  Potenzen  von  q.  In  jedem  Term 
der  so  erhaltenen  Reihe  hängt  der  eine  Factor 

f.\          /,               *\-i+'        ,    l-8.6-..(2Z— 1)    a'(X  — 008^)"« 
(ö)  (A-COS*)  -±       2. 4. 6... 2? ^^i 

nur  von  dem  Winkel  i  ab,  läfst  sich  also  leicht  nach  den  Vielfachen 
der  wahren  Längen  entwickeln.     Um  das  auszuführen,  setzt  er«^): 


p  =.  (X  —  cos  S) 


2 


WO  p^  p'  die  wahren  Längen  bedeuten,  (i,  v,  <l>,  J7  von  den  Neigungen, 
den  Excentricitäten   und   den  Knotenlängen   abhängen.     Wird  dann: 

(7)  P-2:PA,A'c(*i'+*'i'')' 

gesetzt,  so  ergiebt  sich: 

wenn  h  -^  y  ungerade,  sonst: 


694)  Glchg.  80,  p.  104.         695)  §  6,  p.  121. 

696)  Ein  Programm  seiner  Entwürfe,  in  ziemlich  allgemein  gehaltenen 
Ausdrücken,  findet  sich  Par.  CR.  11,  1840,  p.  179;  oenvres  (1)  6,  p.  260. 

697)  Par.  C.  R.  11,  1840,  p.  461;  oeuvres  (1)  6,  p.  296,  §  2. 

698)  §  3,  p.  302. 
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''.■-2Ä(i(..+»+»-,)©'Ä(^«P(l))-  w 

Im  zweiten  Factor  jedes  Terms  setzt  er*^^): 

^  "■  ~  «  (7 p")  («'cosu'—  6  COStt)  (9) 

und  entwickelt  die  Potenzen  dieses  Ausdrucks  nach  dem  binomischen 
Satz;  indem  er  dann  nur  noch  mit  Functionen  zu  thun  hat,  die  nur 
von  den  Elementen  je  einer  Planetenbahn  abhängen,  setzen  hier  die 
bereits  §  20  besprochenen  Entwicklungen  ein***).  Als  Verall- 
gemeinerung des  in  diesen  vorkommenden  Satzes  §  20,  Glchg.  (70) 
för  Functionen  von  zwei  Variabein  erhält  er  den  folgenden'^): 

Der  Coefficient  von  e^'«^+ »'»')»  in  der  Entwicklung  einer  Func- 
tion y  nach  den  Vielfachen  der  mittleren  Anomalieen  ist  auch  gleich 
dem  Coefßcienten  von  e^»  «+»'«*')'  in  der  Entwicklung  jeder  der  vier 
Functionen: 


(1  —  6Cost*)  (1  —f' COS  u')ye<"« '*"•*+"'•' "*""')', 
4t(1  -ecostt)|^e(-'^«'+»'-''^"')S 

-.(1  -6'cosu')-|^e(-'^«+»'*''*»«')S 

^  ^'y  _g(ii«ilnu  +  n'«'iin«')» 


(10) 


fin'  dudu' 

nach  den  Vielfieichen  der  ezcentrischen  Anomalieen. 
Femer  setzt  er  diesmal^®*): 

J^^2aa'il  -  cosCt'-  t  +  H)  +  y),  (11) 

wo  X,  n  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorhin^  y  eine  kleine  Gröi^se 
ist,  und  entwickelt  in  erster  Linie  nach  Potenzen  dieses  y.  Zur 
Entwicklung   dieser  Potenzen    bedient  er  sich  der  Interpolation''^*) 

oder  auch  seiner  Formeln  für  die  Entwicklung  von  -^  -~  1  (§  20)'^). 


699)  §  4,  p.  306. 

700)  Par.  C.  R.  12,  1841,  p.  89;  oeuvres  (1)  6,  p.  23.  Die  zwischen 
diesem  und  dem  unmittelbar  vorher  erwähnten  liegenden  Aufsätze  (Par. 
C.  R.  11,  1840,  p.  512,  633,  679;  Oeuvres  (1)  6,  p.  321—869)  befassen  sich 
mit  der  Einführung  anderer  Bahnelemente  als  der  sonst  gebräuchlichen 
in  die  StOmngsrechnungen;  Cauchy  hat  diesen  Gedanken  später  still- 
schweigend wieder  fedlen  lassen. 

701)  §  8,  p.  28.         702)  p.  32. 

703)  p.  33.     In   einem  sich  anschliefsenden  Aufsatz  (Par.  C.  R.   12, 
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Es  folgen  die  bereits  in  §  19  besprochenen  Untersuchungen 
Über  Umformung  von  Integralen  durch  Veränderung  des  Int^grations- 
wegs^^^);  an  sie  anschliefsend  bringt  er  den  Coef&cienten  ^k  cLer 
Entwicklung: 

(12)  jd-^^'ZJjtcoskS 
auf  die  Form'<^): 

(13)  ^*  =  T^\l\^  ~  ^  "")"  *  (^  ^  '""^'^ ^^ 

0 

und  entwickelt  zunächst  den  ersten  Factor  unter  dem  Integralzeichen 
nach  Potenzen  von: 


r*         a« 


r'«        a'*' 


(14) 

dann^^^  das  Product: 

nach  den  mittleren  Anomalieen.  Dabei  führt  er  in  die  Doppel- 
integrale, die  die  Coefficienten  der  letzteren  Entwicklung  darstellen, 
wieder  die  excentrischen  Anomalieen  ein'^^).  Diese  Entwicklungs- 
form biete  den  Vorteil,  dafs  man  nur  die  85,  \  nicht  die  83,  ,  83^   .  .  . 

brauche'®^.  Aufserdem  legt  er  Wert  darauf,  dafs  in  seinen  Formeln, 
von  den  83  abgesehen,  die  grofsen  Axen  nur  algebraisch  vorkommen. 
Die  nächste  Note^^^)  enthält  zunächst  wieder  allgemeine  Aus- 
einandersetzungen,  die  sich  auf  die  Bestinunung  der  vom  Integrations- 
weg umschlossenen  Pole  der  zu  integrirenden  Function  beziehen. 
Da  deren  zwei  seien,  könne  man  die  Reihe  in  zwei  Bestandteile  zer- 
legen, von  denen  der  eine  sich  durch  eine  „endliche  aber  transcendente^ 
Function  ausdrücken  lasse.  Diese  Bemerkungen  sowie  die  Entwick- 
lung des  vorhergehenden  Aufsatzes'®*)  fahrt  er  dann  speciell  fttr  die 
Säcularglieder  noch  näher  aus'®^);  dabei  benutzt  er  die  wahre  Ano- 
malie des  einen  Körpers  und  die  excentrische  des  andern  als  Inte- 
grationsvariable und  erreicht  dadurch,  dafs  die  zu  integrirende 
Function  eine  ganze  Function  der  Cosinus  dieser  beiden  Winkel  wird. 


1841,  p.  189;  Oeuvres  (1)  6,  p.  84  werden  diese  Resultate  znr  Bestimmxmg 
der  SftcnlarstOrangen  der  elliptischen  Elemente  verwendet. 

704)  Par.  C.  R.  16,  1842,  p.  «66;  Oeuvres  (1)  7,  p.  98,  %  8 

705)  p.  99.         706)  p.  100.         707)  p.  88. 

708)  Par.  C.  R.  16,  1842,  p.  301;  Oeuvres  (1)  7,  p.  101. 

709)  Par.  C.  R.  16,  1842,  p.  867;  Oeuvres  (1)  7,  p.  104. 
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Um  Miieli  fOr  die  periodiechen  Tenne  dae  entsprecihende  auA^ 
znfOhren,  geht  er  in  der  nächsten  Note^^^)  auf  die  Zerlegimg  des 
Quadrats  der  Distanz  in  den  Hauptbestandteil  r*— 2  rr'  cos  (v— v')  +r '* 
und  das  Gorrectionsglied  rr'I^  mit: 

I »^  ^smvmn  ria?^  (16) 

zurück  und  entwickelt  zuerst  nach  Potenzen  von  I  und   dann   die 

Potenzen  des  ersten  Factors  nach  Potenzen  von  1 r  und  1 n  • 

Im  weiteren  Verlauf  seiner  Untersuchungen  hat  sich  Cauchj 
der  unter  C  zu  besprechenden  methode  mixte  zugewendet ''^^);  erst  in 
einer  Abhandlung  vom  Juli  1844^^^^  bringt  er  wieder  hierher  ge- 
hörige Entwicklungen.  Er  trennt  von  dem  Ausdruck  des  Quadrats 
der  Bistanz  durdi  die  excentrischen  Anomatieea: 

+  c  cos  (w  +  u'  —  y)  +  j  cos  2  tt  +  j"  cos  2  w" 

naadUt  die  beideo  letzte»  GHeder  ab  ttnd  entwick^  nfleb  Potenzen 
ihirer  SaiBiie;  hiennif  verfthrt  er  ebenso  mit  den  drei  vorhergdModen 
Cttiedenx*  Didorch  iei  alles  auf  die  Bittwkkluiig  der  Pakenzen  von 
h-\- kctm{u^u^  +  u)  aaeüfAgefUiTL  Die  a«f  dieeein  Wege  er^ 
faaUenen  Fotmeln  feien  ftr  die  eteten  Qüeder  der  Sutwickltuig 
wirUidi  biaiuskbar;  wolle  man  OUeder  hdh^rer  Ordira&g  babes,  so 
sei  ein  anderes  Verfahren  vorzuziehen,  das  auf  seiner  ^loganth- 
mischen  Methode^'^^')  bemha  Um  dieses  amsofähreOr  treimt  er''^^) 
von  J^  zoidKciist  die  beiden  letztes  Glieder  ab  «ad  entwiek^  flach 


710)  Par.  C.  R.  16,  1842,  p.  478;  Oeuvres  (1)  7^  p.  1«1. 

711)  Die  Note  Par,  C.  E.  17^  1843,  p.  1167;  oeuvres  (1)  8,  p.  120  macht 
darauf  aufmerksam,  dafs  man  trigonometrische  Reihen  auch  als  Potenz- 
reihen einer  ExponentialgrOfse  auffassen  und  infolgedessen  die  fOr  die 
Fehlerabschätzung  bei  Potenzreihen  geitenden  Sätze  auf  die  trigono-- 
metrischen  Reihen  übertragen  könne.  Die  folgende,  Par.  C.  R.  18,  1844, 
p.  19;  oeuvres  (1)  8,  p.  143  teilt  nur  mft,  dafs  Csuchy  der  Akademie  eine 
Abhandlung  über  die  Entwicklung  der  SMrungB^nction  nach  den  Viel- 
fachen der  mittleren  Längen  vorgelegt  habe. 

712)  Par.  C.  R.  19,  1844,  p.  61,  §  4;  oeuvres  (1)  8,  p.  26a. 

713)  Darunter  Terstehi  er  (p.  61,  beaw«  p.  ^0)  die  Bemerkung  ^  dafs 
m  twBekmlUidig  sei,  weiMi  eine  Potenz  einer  Fonetion  is  eine  Heike  ent- 
wickelt werden  8<^,  zoeni  ihren  Logarithmus  zu  eniwickela« 

714)  Par.  0.  R.  1»,  1344,  p.  282,  §  2;  oeuvres  (1)  8,  p.  t»6.  Eine 
dazwischen  liegende  Note  (p.  169,  besw.  p.  2d4)  enthält  nur  ganz  allgemein 
gehaltene  Andeutangen. 

Jahresbericht  d.  Deatachen  Mathem.-Verelalgang.   X.  10 
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Potenzen  ihrer  Summe;  die  übrig  bleibenden  Glieder  bringt  er  auf 
die  Form: 

(18)  Q^H+  Kco8{u—  »), 

in  der  H^  K^  m  noch  Functionen  von  u  sind.  Ist  dann  die  Ent- 
wickltmg  nach  den  Vielfachen  von  u' — o  vorgenommen,  so  sind 
noch  Producte  der  Form: 

(19)  e-'+'+Tfi("'-'-i)u;-K"'-*-'+T) 

nach  den  Vielfachen  von  u  zu  entwickeln ^^^);  dabei  sind: 

0  —  tg^arc  sin-g^, 

(20)  r  -  (1  -  6e(«-''>0  (1  ~  ce<— ^)0, 

IT  -  (1  —  6c-(— /')••)  (1  —  cc-<--')0, 

und  b,  c,  fi,  V  sind  von  u  und  u'  unabhängige  GrOCsen.  Hierzu 
benutzt  er  nun  eben  seine  logarithmische  Methode:  er  entwickelt 
Kun&chst  dlogO/du^  indem  er  auch  hiervon,  nach  Abtrennung  eines 
Factors,  erst  noch  einmal  den  Logarithmus  ninmit^^^.  Auch  den 
Übergang  von  den  excentrischen  zu  den  mittleren  Anomalieen 
vollzieht  er  diesmal  mit  Hilfe  dieser  Methode,  indem  er  zuerst 
log\^l  —  (  cosii)  entwickelt '^^).  Eine  Schluisbemerkung  besagt,  daCs 
es  eventuell  [\m  Kometen)  zweckm&Isig  sein  könne,  nicht  die  beiden 
Glieder  mit  den  doppelten  Anomalieen  zuerst  abzutrennen,  sondern 
nur  das  eine'^*V 

Eine   eigentümliche  Form  der  Entwicklung  giebt  Cauchj  noch 
an  einer  sp&teren  St<?lle'**):    In  der  Gleichung  (vgl.  §  20,  (9  0: 

^2n       ^\w,fi'^«y'^  ^^  {^l-«cosJ)sin-?F(t,ii')} 

ersout  er  dui^h  Berücksichtigung  der  IdentiUt: 

di^  Diffewnüaüon   nach  J  durch   eine  solche  nach  /;  so  erhält  er: 


Tl^    p  ««  T16^  §  3^  P  -^'^  71*    §  4.  p.  SiW 

TIS    §  \  p  Ä>>     Ch    Tr^pied,  ISir  C  R.  ;K\  i;k<«\  p,  1474  «rliateit 

<la9    t>;ir»*r-iorciA-Voii :    w>^nn    A' >  W    M^i.    Tt^rssfci?^?    Cauchv*»    T^rfahi«n; 

Ji  -^  j    «"i  «l^w  i»xB<'r  ^.Wt  a1#  K^     K$  *»ei  djih^r  vonoilh After,  B-^j' 

11^^  PSM-   C    K.  :^\  i:>*>V  p  UTK  §  3;  vvuvrysi    i^  ^^  p  j^^i 
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wo  @  eine  f,loi<^^^  zu  bestünmende^^  Function  bedeutet,  U  eine  neue 
Variable,  die  durch  die  Gleichung: 

F-€BinZ7-f'-^f  (24) 

definirt  ist.  Infolgedessen  läfst  sich  F{^^  ü)  durch  die  einfach 
unendliche  Reihe: 

-F(t,P)=2'i,^((l-*co«n(*'«üir'-^8mf)V(t,n)   (25) 

darstellen. 

An  Cauchy  schliefst  sich  eine  Untersuchung  von  V.  Fuiseux'*^) 
an.  Er  entwickelt  zunächst  nach  Potenzen  von  sinc7^'^);  dann 
zerlegt  er 

P  =  r«—  2  rr'  cos  («?  —  w?'  +  tf)  +  r'^  (26) 

in  seine  beiden  complexen  Factoren,  setzt: 

i(;  =  arcsin6,     rc'«'^.  ae*'" cos |(l  —  tgle"'«*)  (27) 

und  entwickelt  nach  dem  binomischen  Lehrsatz.  So  erhält  er  zu- 
nächst die  Entwicklung  nach  den  excentrischen  Anomalieen  dar- 
gestellt durch  eine  fElnffache  Summe ''^)  und  führt  dann  erst  die 
mittleren  Anomalieen  ein^'^).  Auch  hebt  er  denjenigen  Teil  des 
Coefficienten  von  e^'^C+m'C')«  speciell  heraus,  der  von  der  Ordntmg 
m  +  m'  ist^**).  —  Eine  sich  anschliefsende  Abhandlung'**)  ent- 
wickelt zuerst  P  nach  den  83  (— )  ?  f&brt  dann  in  die  cos  il  (w  —  w'  +  tf) 

die  excentrischen  Anomalieen  ein  und  entwickelt  nach  den  Potenzen 

r                    r' 
von  1 und  1 r,   was    convergire,    solange    beide    Qröisen 


a  a 

a  —  a 


< i — r-7  seien'**)   —  m.  a.  W.    sie    kehrt  im .  wesentlichen  zu 

der  classischen  Entwicklungsmethode  zurück,  nur  dafs  sie  den  Über- 
gang von  den  wahren  zu  den  mittleren  Anomalieen  nicht  durch  die 
Potenzen  der  Mittelpunktsgleichung,  sondern  durch  die  excentrischen 
Anomalieen  vermittelt. 


720)  J.  de  math.  (2)  6,  1860,  p.  84;  Auszug  Far.  C.  B.  60,  1860,  p.  151. 

721)  p.  88.         722)  p.  94.         723)  p.  96.         724)  p.  99. 

726)  J.  de  math.  (2)  6,  1860,  p.  106;  Auszug  Far.  C.  R.  50,  1860, 
p.  490.  Er  giebt  an,  dafs  er  Canchy's  Abhandlungen  aus  Far.  C.  B.  11 
und  12  nicht  gekannt  habe. 

726)  p.  108. 

10* 
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Aneh  dib  ünUisiidiimgea  C.  Gl  J.  Jacobi't  tfber  die  Eoir 
wicklung  der  Stöningsfanction  haben  aüi  deqjemgai  Ganchj'fl  riele. 
Verwandtschaft.  Ein  ,^arste8  Besnltat  seiner  Störongsrechnungen^ 
hat  Jacobi  im  Februar  1843  der  Berliner  Akademie  vorgelegt;  der 
veröffentlichte  Anszng^^  giebt  auTser  einigen  numerischen.  Angaben 
keine  weitere  Auskunft  als:  „Entwicklung  der  stSrenden  ErSfte 
nach  den  Vielfachen  der  mittleren  Anomalieen  auf  eine  Weise, 
welche,  aua  der  Natur  der  zu  entwickelndoi  Functioa  selbst  ge^ 
schöpft,  jeden  Ghrad  der  Genauigkeit  und  die  grSfste  Übersicht  und 
Klarheit  in  Betreff  der  Gröfsen,  welche  man  vernachlässigt^  auIäUst^S 
In  der  5  Jahre  später  erschienenen  ausfClhrlicheren  Darstellung^^) 
bringt  Jacobi  das  Quadrat  der  Distanz  zunächst  auf  die  Form  (17). 
Die  fOr  Jupiter  und  Saturn  geltenden  Werte  der  Coef&cienten  er- 
lauben ihm, 

(28)    Qf^^h  +  kcos(u--u  +  B  ---B)  +  h  co8(u+ B)  +  1)'  Go^iu  +b) 

als  Hauptbestandteil, 

.     .  ^1  =  y  cos  2  tt  +y  cos  2  m'  +  c  cos  (tt  +  tt'  —  y) 

als  Correctionsglied  zu  behandeln  und  zunSchst  nach  Potenzen  von 
(^x/Qq  zu  entwickeln.     Qq  bringt  er  auf  die  Form^: 

Dann  fOhrt  er  Winkel  17,  17'  ein,  die  zu  u  +  -^^  t«' +  -^  üi  denselben 
Beziehungen  stehen,  wie  excentnsche  zu  wahren  Anomalieen  in 
EllqMMn  von  gMgnei  gvwStdteD  ExoentrieHBtsii;  beclasteo  ß,  ß*  äiß 

Tutgenten  dar  hallwn  bez.  EiieamtricitKtawiiik«!,  ao  kun  et  ^~  t  tat 
die  Form  bringen^**): 

(Zi)        —  =  i  f (t-gpc<>M  +  l?')(l-8p'co8.;'  +  P")U 

Er  entwickelt  zunSchst'^)  die  ( —  j)**  Potenz  des  IS'enners  nach  den 
Vielfachen  von  1}  —  ri'  und  sucht  dann  die  CoefGcienten  der  Ent- 
wicklung"*): 


727)  Berl.  Ber.  18ia^  p.  60;  Werke  7,  p.  94. 

728)  Astr.  Nachr.  28^  1^4J^  col.  65;  Werke  7,  p.  145. 

729)  nr.  I,  p.  147;  vgl.  auch  die  Notiz  aus  dem  NachlaJb,  Weike  p.  SOI. 

730)  p.  149.         781)  p.  156.         782)  p.  158. 
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i^ni(i  ^  2ß  CQ8fi  +  ßy^  (1  ^  ß')2:h^e^'^-^'^^''''^\     (32) 

von  diesen  sind  die  V^  im  wesentiichfin  mit  den  S^^  (§  17)  iden- 

tiaeb,  £e  iMbrig^  berednieii  nch  aaWeder  ans  ümen  durdi  Beciii8ion8>- 
fwieln^*)  od«r  diipeei  d«r(^  ItypeigieometnKlie  Beilum'^).  —  Di« 

Entwicklung  von  qJqI  behandelt  Jacob!  in  entspnehenier  W^iss'*^). 

Durch  E.  Luther  ist  uns  überliefert''^),  dafs  Jacobi  auch 
damit  begonnen^  habe,  dals  er  Ton  dem  Quadrat  der  Distanz  zunftcfttti 
das  Quadrat  des  Abstands  des  unteren  Planeten  von  der  Ebene  des 
oberen  abtrennte. 

Von  den  Fragmeatea  des  NadilaBses  kritisirt  ein  von  Brans 
in  die  Zeit  um  1843  gesetztes  ^^  zunächst  die  Methode  der  doppelten 
mechaniaelMn  Oomdratw;  JsieoU  erkl&rt,  die  -waloB  Meihode  scheine 
ihm  immer  die  der  Xntwickhmg  sn  sein,  ,yal>er  nickt  naeh  den  Dz* 
MntrieitBten  ^md  Neigimg«D".  Ar  seist  das  Quadrat  der  Distana 
diflsmal  gleich 

a  +  6  cos  M  +  c  sin  tt  +  5  cos  tt'  +  c  sin  u' 
4-  /'oosti  costt'-f  ^  cosu  sinu^+  T^sintf  co8tf^-|-J  sinu  sinii'   (83) 

+  A;  cos  2 1«  +  ^  cos  2  m'^ 

dabei  seien  in  der  Begel: 

Ä  =»  a  +  fcos(u  —  t*') 
der  Hauptbestandteil, 

B  '=^  b  to&u  +  c  smu  +  d  cosu' -i-  e  wjiu' 

Tenne  «nter  Oxdnung, 

C  «=  ^  cos  M  sin  w'  +  Ä  sin  u  cos  t*'  +  (^*  —  /")  sin  w  sin  «' 

-|-  Ä;  cos  2 14  -f  Z  cos  2  «' 

Terms  zweiter  Ordnung.  Betrachte  man  die  Umsetzung  der  ex- 
centrisdien  AnomaHeen  in  mittlere  als  eine  secmidäre  Arbeit,  so 
bestehe  die  Hauptarbeit  in  der  Entwicklung  von  J"^  und  ^"^  nach 
den  ezcentrisdien  Anomslieen.  Als  di^enig^  Methode,  „welche  am 
meisten  eigentflmlieh  ist  und  die  mannigfiichen  Hilfsmittel  der  Ana- 


788)  p.  160.         784)  p.  161.         736)  nr.  ü,  p.  162. 

786)  Berl  Ber.  1862,  p.  187;  Werke  7,  p.  280.  Die  dort  in  AuiBicht 
gestellte  weitere  YeröffenÜidinng  ist  nicht  erfolgt;  wohin  Jaoobi's  bez. 
Papiere  gekonmien  sind,  wird  nicht. mitgeteilt. 

787)  Wezke  7^  p.  t87,  p.  S91  benutet  er  wieder  die  Form  (17). 
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lysis  darlegt",  bezeichnet  Jacobi  weiterhin '''®)  die  folgende:  Er  trennt 
znnftchst  die  kleinen  Glieder  k  cos  2u  +  l  cos  2u'  ab;  die  Ent- 
wicklongscoefficienten  der  Potenzen  des  übrig  bleibenden  Haupt- 
bestandteils drückt  er  durch  Doppelintegrale  ans.  Man  könne  nicht 
wissen,  ob  es  unmöglich  sei,  diese  Doppelintegrale  auf  einfache 
zurtlckzuffihren;  jedenfalls  gelinge  diese  ZurackfCLhning  bei  Doppel- 
integralen der  Formen: 


^^^^  J  J  Vi  -  Ä«  Bin« 


9  sin'^ 
und 

(35)  C  C  ^^^^^^  "I"  ^^  ^^^'  ^^  "^  ^^ ^^^^ 

^     ^  J  J  yi  —  (cos  9  cos  t^  -|-  cos  /  sin  qp  sin  ip)  ' 

von  denen  das  letztere  den  Fall  congruenter  Kreisbahnen  in  be- 
liebiger Neigung  betrifft  —  Bchliefslich  schlägt  er  noch  vor'''*), 
man  soUe  f£ur  jede  der  beiden  ezcentrischen  Anomalieen  eine  neue 
Variable  durch  die  in  Oaufs'  Untersuchungen  über  die  säcularen 
Ungleichheiten  benützte  Substitution: 

rqß^  ^nnti-"'+<^^^^^  +  y^8in^      -  »  -  "^' + ^'' ^^ ^ + ''' ^ ^ 

tOD)     COSt*  =  r-3 i : •       SIU  tt  =  r—ä i ' 

^     ^  a  +  P  COS  ij  +  ysmij'  a  +  P  cos  7j  +  y  Bm  7j 

einfahren  und  die  Constanten  so  bestimmen,  dajjs  das  Quadrat  der 
Distanz  die  Form  annimmt: 

(%l\  (r  —  G*  cofl  71  COB  T\'  —  G**  Bin  r\  sin  r\* 

^      ^  (a  +  p  COB  1]  +  y  flinij)  (/*  +  fl'  cos  ^'  +  ^  ^^  ^') ' 

Ein  Brief  Jacobi's  an  Bessel  vom  December  1840'^^)  enthält 
die  Bemerkung:  im  Falle  concentrischer  Bahnen  treten,  wenn  man 
kleine  Gröfsen  2.  0.  yemachlässigt,  die  beiden  Excentricitäten  im 
Ausdruck  des   Quadrats  der  Distanz  nur  in  einer  Verbindung  auf. 

J.  W.  Lubbock'*^)  verzichtet  gänzlich  auf  irgend  welchen 
Ausdruck  der  EntwicklungscoefEk^ienten  durch  die  grofsen  Axen,  die 
Excentricitäten  und  die  Neigung;  er  fCQirt  vielmehr  sogleich  zu 
Beginn  der  Rechnung  die  numerischen  Werte  dieser  Elemente  ein, 
da  man  nur  so  ein  Urteil  darüber  gewinnen  könne,  welche  Glieder 
den  übrigen  gegenüber  als  klein  behandelt  werden  können.  Er 
bringt  den  reciproken  Wert  der  Distanz  auf  die  Form: 


738)  p.  298. 

739)  p.  299.    Man  vergleiche  hierzu  anch  C.  Y.  L.  Charlier,  Stockh. 
Handl.  22, ,  1887,  nr.  7,  p.  14.        740)  p.  386. 

741)  Phil.  Mag.  81,  1847,  p.  1,  86;  Auszug  Monthlj  Not.  7,  1847,  p.  253. 
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j;^,i(I  +  P)-i,  (38) 

setzt  dann: 

1  +  P  «  1  —  -4i  cos  «1  —  -4^  cos  oj  —  •  •  -,  (39) 

wo  die  Winkel  ce^,  Og,  ...  sich  aus  den  Anomalieen  zusammensetzen 
und  die  Coef&cienten  ^,  A^,  ...  der  Gröfse  nach  (mit  wachsendem 
Index  abnehmend)  geordnet  sind,  und  weiter 

1  +  P-2(*  -  Ä/ßos«^)  -  Q,  (40) 

wo  Q  ein  Correctionsglied  bedeutet  und  X;  so  gewählt  wird,  dafs  Q 
nur  Tenne  enthält,  deren  Coefficienten  alle  kleiner  als  0,  1  sind 
(also  je  nach  umständen  A;»3,  4,  5  oder  6).  Die  Entwicklung 
geschieht    dann  zunächst  nach  Potenzen  von   Q;    die  Potenzen  der 

einzelnen  Factoren  l  —  Äjoos  aj  entwickelt  er  mit  Hilfe  der  von 
Farley  fOr  ihn  berechneten  Tafeln  der   Coefficienten  81   (§  17)^**). 

Dabei  setzt  er  für  die  Äj  die  den  Äj  zunächst  liegenden  in  den 
Tafeln  vorkommenden  Werte. 

B.  Baillaud"^**)  bringt  J^  zunächst  auf  die  Form: 

^«=a«-2aa'{cos*YCos(M-t«'+Ä)+sin*yC08(u+t«'+-ff)}  +  a'* 

+  bcoB{u  +  B)  +  h'cos  (u  +  B')  (41) 

+  c+rfcos(tÄ— w'+i>)+<«'cos(«+u'+i>')+/*cos2M+rco8  2w'. 


J 


Wenn  J  klein  sei,  sei  es  zweckmäfsig,  die  mit  sin^-^-  multiplicirten 

Glieder  in  die  dritte  Zeile  zu  nehmen  '^^).  Andererseits  könne  es 
im  ungünstigen  Falle,  z.  B.  bei  Pallas/ Jupiter,  erforderlich  werden, 
die  mit  o,  (7,  d'  multiplicirten  Glieder  in  die  erste  Zeile  zu  ziehen '^^^); 
die  so  modificirte  erste  Zeile  bringt  er  dann  durch  Einführung  neuer 
Gonstanten  a^,  a^,  «7^^,  J3j,  JTj  wieder  auf  die  Form'**): 

aJ~2aia;[co8«^cos(«-M'+jyi)+8in^^co8(t«+tii+-Bri)}+a;^  (42)  * 


742)  Diese  Tafeln  scheinen  nicht  publicirt  worden  zu  sein. 

743)  Toul.  Ann.  Observ.  2,  1886,  B  p.  44.  Die  zugehörigen  Noten 
Toul.  Mdm.  (8)  8,  1886,  p.  73  und  9,  1887,  p.  387  waren  mir  nicht  zu- 
gänglich. 

744)  nr.  6,  p.  44.         746)  nr.  13,  p.  53. 

746)  nr.  14,  p.  54.  nr.  27,  p.  66  bemerkt  er  hierzu:  bei  kleiner  Neigung 
könne  diese  Umformung  unausführbar  sein;  überhaupt  sei  eine  grofse 
Neigong  viel  eher  ein  Yorteil,  als  ein  Nachteil  für  die  Entwicklung. 
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Weiterhin  beschäftigt  er  sich  mit  der  Feststellnng  der  Grenze^ 
bis  zu  der  die  so  erhaltene  Entwicklung  convergirt '*'');  er  findet^ 
dal3  das  Conyergenzgebiet  enger  ist  als  für  die  Entwicklung  der 
exeentrischen  Anomaiieen  nach  Potenzen  der  Excentricitäten. 

Um  flchliendirii  noch  dia  BiittLeren  Anomaiieen  einyiiWhren,  b^ 
Datzt  er  die  auf  zwm  Variable  y«raJlgemtiiierte  Fonnel  Ton  Lagrsjxg^ 
(§  20,  (10)) ''*®);  zur  Umfonnujig  der  in  dieser  auftretendaii  Produot© 
trigonometrischer  Functionen  in  Summen  leitet  er  eine  allgemeine 
Formel  her"^^^).  Sr  wendet  das  zunichst  auf  die  Form  (41)"^^),  dann 
auf  die  Form  (42)'''^^)  an;  bei  dieser  letzteren  benutzt  er  die  von 
Tisserand  gegebenen,  weiter  ojiteA  (C)  zu  besprechenden  Formelxu 

Ch.  Cell^rier'W)  jetzt; 

(48)  •     J^^Jl  +  S, 

—  wo: 

(44)  ^  =  a«+  o'*-  2aa'cos(t-  O 

—  und  entwickelt  zunächst  nach  Potenzen  von  S/^l]  er  zeigt '*')^ 
dafs  dieser  Quotient  <  1  bleibt  f&r  alle  Combinationen  der  8  Haupt- 
planeten  zu  je  zweien  (auGser  vielleicht  füi*  MerkuryTenus),  wie  man 
auch  deren  Bahnen  gegeneinander  neigen  und  welche  Lagen  man 
ihnen  auch  auf  diesen  Bahnen  anweisen  ncuig* 

Eine   Gruppe  für  sich  bilden  unter  den  Untersuchungen  über 
die    Entwicklung    der    Störungsftuiction    die   von   H.    Gylden   und 
seinen  SehiÜem,     Gyiäin  beginnt  (wie  Tisserand^^^)  mit  der  Ent- 
wicklung des  Hauptteils  der  Störungsfanction  nach  den  Cosinus  der , 
Vielfacli«n  der  scheinbaren  Distanz'^): 

(45)  (r«  +  r '«  -  2  rr'  cos  3)""^  =  zd^^  cos  A*. 

747)  AbBchnitt  II,  p,  58.       748)  nr.  24,  p.  62.        749)  nr.  26,  p.  63. 

T60)  nr.  28,  p.  66;  die  SchlnfBfonneln  nr.  84,  p.  76. 

761)  nr.  32,  p.  70;  die  Sehlufsformeln  nr.  S6,  p.  77. 

752)  Par.  sav.  [6tr.]  (2)  3i,  1894,  nr.  6,  p.  19.         763)  nr.  7,  p.  21. 

764)  Aitr.  K.  70,  1867,  col.  161  („Vor  etwa  2  Jahren  f^d  ich  .  .  .''); 
Stockh.  Bih.  6^4,  1882,  §  6,  p.  18;  vgl.  auch  traitä  analytique  des  orbites 
absolues  des  huit  planstes  principales,  Stockhohn  1893,  nr.  74,  p.  376, 
sowie  die  fiberaichÜiche  Darstellung  von  K  Bohl  in,  ups.  K.  A.  (S)  17,, 
1898  (96),  nr.  2,  p.  16.  Auch  P.  Harzer  bedient  sich  derselben  Ent- 
wicklung (Petersb.  Möm.  (7)  34j,,  1886,  nr.  6,  p.  26;  der  Auszog  Stockh. 

laktt.  3,  1888  (86)  enthält  gerade  dies  nicht) f  nur  bestimmt  er  die  ß^^^'^^ 

durch  die  Methode  der  biierpoiation,  auf  deren  praktisehen  Weit  ihn 
H.  Bxuns  «nfmwkBam  gemacht  habe.  Über  die  Beziehungen  Ton  Oyld^n's  ß  za 
den  S,  map.  ihren  Ableitungen  Tgl.  man  B.  Radau,  Bull,  aiiron.  13, 18d6  p.  1. 
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Die    Coeffidenten    dieser   Entwicklung    drückt    er    auf   Grund   von 
Legendre's  Oleichung  §  19,  (44;  durch  die  Formel  aus 


er -'-4^  /  .    """";..  («) 


und  entwickelt  sie  daraus  in  die  Eeihe: 


indem  er: 


««0 


ft 

1  . 


i  +  1  «     /  »>-H 


(1,1)      i.g.6-    -(gg-l)    A+s.-Hi^a.+i)  /^^jx 

f*  «4-6    ■•  (2«)  *^^  +  l  ^      '' 

setsst.     Die  cos  Ad  entwickelt  er  wie  Tisserand. 

Weitere    AusfÖhrungen    enthalt  Gylden's  Traiti'^).     Zunächst 
setzt  er  dort''**): 

•    cos  d  «  cos  (v  —  v')  +  Ä  (51) 

und  entwickelt  cos  iL  d  nach  Potenzen  von  /i^*^;  für  die  Coefficienten 
^eser  Entwicklung  findet  er  Becursionsformeln'"*^.  Für  den  Fall 
gröfserer  Neigungen  bezieht  er  sich  auch  hier  auf  die  Methode  von 
Tisserand ''*®).  Aus  den  gefundenen  Teilentwicklungen  setzt  er  dann 
die  Entwicklung  von 

^^'.'^•»(p-p')  (52) 

zusammen '*•).     Femer  entwickelt  er  die  Potenzen  von: 


756)  traitä  nr.  47,  p.  164.         764))  nr.  48,  p.  169. 

767)  nr.  49,  p.  162.  Für  X  =-  1,  2,  .  .  .,  6  sind  die  Glieder  0**'  und 
2^  Ordnung  YollBtändig,  fOr  7,  8,  9  die  wichtigsten  angegeben;  p.  171 
auch  die  wichtigsten  Glieder  4.  0. 

768)  nr.  62,  p.  186. 

769)  Kap.  8,  p.  198;  Tabelle  dieser  Entwickhingen  nr.  66,  p.  202^221 
in  vorläufiger,  nr.  69—68,  p.  227—320  in  definitsver  Form. 


154  I.  Hauptteil.  S.Abschn.  EntwickL&nalyt.Fmict.i.harmon.trigoxi.  Reihen. 

m       X  -  >  -  (^)  (mr 

nach  Potenzen  von  ^  and  q': 

(54)  ^  =  ZL!^,.fy ; 

die  Coefficienten 

(55)  if,,-:siE^/;*><,* 

sind  dabei  ganze  ganzzahlige  Functionen  yon"^^) 
(56)  «  =  _i  +  (i^)». 

Die  durch  Einsetzen  von  (54)  und  (55)  in  (47)  erhaltenen  Reihen 
ordnet   er  dann   nach  Potenzen  von  e   und  e'  um  und  schreibt ''^^): 

Zur  Berechnung   der   hier  auftretenden  Coefficienten  Sl  bedient  er 
sich  verschiedener  Methoden.     Einmal  setzt  er: 

und  erhalt  dann''^"): 

(59)  Ä(i,  ..  .'),.,<=2'(-  l)'(i)  C')  ^i-M'-r„.,M 

die    U  werden  dabei  direct  oder  indirect  aus  den  y  '     berechnet. 

Andererseits  entwickelt  er  nach  dem  Vorgang  von  Haraer''^)  die  ^ 
direct  nach  den  y^^): 

(60)  Ä(i.«,o,.,.-2'^^>.''y5''''' 

J 

dabei  sind  die  W'^,^^  ganze  Zahlen'"),  die  übrigen  H  sind  von 
der  Form'«*): 

(61)  ^S>,.'=2'^*(^'^')<*'*' 


760)  nr.  75,  p.  860;  Tabelle  der  K  p.  362—367. 

761)  nr.  76,  p.  868.         762)  p.  371. 

763)  nr.  77,  p.  372;  nr.  78,  p.  877. 

764)  p.  373;  Harzer  p.  29.         766)  p.  377—386. 
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in  der  die  (pk  ganze  Zahlen,  die  N  ganze  ganzzahlige  Functionen 
Ton  iL  sind.  Auch  grieht  Gjld^n  an,  wie  man  andere  Potenzen  von 
J  als  die  ( —  1)**  in  derselben  Weise  entwickeln  kann"^*®). 

AuTserdem  bringt  er  noch  eine  andere  Entwicklungsmethode, 
die  an  Gleichung  (51)  anschlieüst'^^'^).  Noch  directer  sei  die 
folgende'**):     Man  gehe  aus  von  der  Zerlegung **•): 


m  m 


aus  ihr  erhält  man  Reihenentwicklungen  für  die  C7^  ,  und  indem 
man  die  Potenzen  von  1  —  %  entwickelt,  hypergeometrische  Reihen 
f&r    die    y)      y   ^6    sich    dann   noch    verschiedentlich   transformiren 

lassen. 

Bezüglich  der  Convergenz  der  so  gefundenen  Reihen  bemerkt 
er,  die  Entwicklungen  nach  Potenzen  von  e  und  e^  converg^irten, 
solange  diese  Gröfsen  <  1  seien;  dagegen  die  nach  Potenzen  von  h 
könnten  schon  bei  kleinen  Werten  von  h  divergiren'**). 

Durch  Umformung  der  erhaltenen  Entwicklungsformen  könne 
man  noch  zu  andern  bemerkenswerten  gelangen;  er  erwähnt  von 
ihnen  drei'*'): 

A)  mit  Hilfe  der  Entwicklung  des  Ausdrucks  (52),  nach  den 
Vielfachen  der  wahren  Anomalieen; 

B)  nach  Gröfsen,  die  den  excentrischen  Anomalieen  der  gewöhn- 
lichen Theorie  entsprechen; 

G)  eine  von  ihm  als  „diastematische*^  bezeichnete  Entvdcklungs- 
form,  die  eine  gewisse  Ähnlichkeit  mit  der  von  Hansen  benutzten  habe. 

Diese  letztere  behandelt  er  im  folgenden  Capitel  noch  aus- 
führlicher; bei  ihr  vdrd  in  erster  Linie  nach  den  Potenzen  der 
Excentricitäten  entwickelt"®). 

K.    G.    Olsson"^)    giebt    eine    Modification    des    Gyldin'schen 


766)  nr.  79,  p.  886;  fttr  d~^  ausführlicher  bei  Harzer  nr.  7,  p.  32. 

767)  nr.  80,  p.  388.         768)  nr.  81,  p.  890.         769)  nr.  94,  p.  426. 

770)  nr.  98,  p.  440  giebt  er  eine  Tabelle  der  Coefficienten  bis  zur 
3.  Ordnung;  nr.  100,  p.  448  eine  entsprechende  für  die  Entwicklung  der 
Componenten  der  störenden  Ejrafb.  In  etwas  anderer  Form  waren  diese 
Entwicklungen  von  H.  Masal,  Stockh.  Handl.  28^,  1889  gegeben  worden 
(man  vgl.  die  nachträglich  gelieferten  Correcturen).  Gyld^n  giebt. traitö 
nr.  101,  p.  454  an,  wie  man  von  seiner  Entwicklungsform  zu  der  MasaUs 
gelangen  könne,  findet  letztere  aber  namentlich  für  Glieder  höherer  Ord- 
nung weniger  zweckmäfsig. 

771)  Stockh.  Bih.  22,,  1897. 
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üntwickhmgBTerfidireBS ,  Ton  der  er  findet,  dafe  sie  ^^n  Bezug  auf 
die  ExeentricititeQ  ein  genaueres  Eesiütat  gieU,  als  die  gebräuch- 
lichen Entwickhmgsmetboden  nadi  Poiemsen  denelbem'S  Zuerst  ent- 
wickelt er  nach  Potenzen  von  sin'-^;  dann  setzt  er: 

(63)  (^)= xcr>  (^)'*'  (^y  cos  i  («-«'+«- «'), 

wobei  die  C^  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  bei  Gylden  (Gkhg.  46). 
Hierauf   entwickelt   er   die   C^     nach  Potenzen   von  1 ts^^   und 

diese ''^),  sowie  die  in  (63)  auftretenden  Potensea  von  a'/r'^^'), 
nach  den  Vielfachen  der  wajiren  Anomalie  w^  des  störenden 
Körpers.  Dagegen  entwickelt  er  die  Potenzen  von  r/a  nach  den 
Vielfachen  der  excentrischen  Anomalie  u  des  gestörten  Körpers ^^. 
Schliefslich  ordnet  er  nach  den  Vielfachen  von  u  und  u  —  «?'  um'^*). 

Aus  der  so  gewonnenen  Entwicklung  von  ^^  leitet  er  die 
von  J~    durch  Multiplication  mit: 

^-*-=(r'«-r«)-2  {1  +  2  2r^r^'^cosk(w-tv'  +  jt-7t')] 

(vgl.  §  15,  (2))  ab"«). 

Ziemlich  isolirt  steht  eine  Abhandlung  von  N.  Herz,  in  der 
die  Potenzen  der  Distanz  der  wahren  (gestörten)  Lagen  zweier 
Himmelskörper  (nicht  der  Lagen,  die  sie  ohne  Berücksichtigung  der 
Störungen  in  ihren  osculirenden  Bahnen  einnehmen  würden)  ent- 
wickelt werden"').     Herz  betrachtet  als  Hauptbestandteil  von  J^: 

(64)       Bl  =  (r)«  +  (ry -  2  (r)  (r')  cos  («;  +  «-  «^'  -  «'). 

wo  (r),  (r')  die  Projectionen  der  Radien  Vectoren  aiif  die  resp. 
Bahnebenen  bedeuten;  das  Correctionsglied  ^ — R\  nennt  er  {J. 
Da  er  nicht  die  Störungsfunction,  sondern  die  rechtwinkligen  Com- 
ponenten  der  störenden  Kräfte  zu  entwickeln  wünscht,  beginnt  er^'®) 
mit  der  Entwicldung  von  ^~*  nach  Potenzen  von  ^:  Itl,  Neben 
diese  Zerlegung  stellt  er  die  folgende: 

(66)   z/;  -  a«+  a'«^  2aa'oos(f  +  ^ -  f'-  ,')  +  J«  -  äJ  +  {• 

und  die  zugehörige  Entwiekhmg  von  J~  nach  Potenzen  von  i^  :  i^; 
in  dieser  entwickelt  er  die  Potenzen  von  Hq  nach  den  Vielfachen 


772    p.  6.        773)  p.  7.       774)  p.  11.       776)  p.  14.       776)  nr.  2,  p.  17. 
777)  Wien.  Her.  91,  1886,  p.  344.         778)  p.  349. 
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^^on  i  —  S'  (§  17,  19).  Um  dann  aus  der  so  erltaltenen  Entwioklang 
▼on  ^    die  Ton  jf    ra  gewinnen,  setzt  er^^*): 

r^(a  +  Ja)  (1  +  y),       w^t+  ^J,  (66) 

wo  ^a  xmä  ^l  die  ans  der  Theorie  der  elliptisohen  Bewegung  zn 
entnehmenden  Ansdrfk^ke  der  Differenz  r  —  a  und  der  Mittelpnnkts- 
gieiehtrag  dnreh  die  mittlere  Anomalie  (§  20),  y  „die  Bt(yrang  des 
Badins  Vectors^  bedeuten,  und  entwickelt  auf  Qnmd  des  Tajlor'sdien 
Satoe  nach  Potenzen  von  ^a,  Ja\  Jti  ^i'-  ^^  Störung  des 
Badius  Yeetors  sei  dadurch  in  Reehnung  zu  ziehen,  dafs  man  überall 
(auch    in    ^ia)    a   dureh    a(l-f-/)    ersetze;    bei    der   Bildimg   der 

Differentialquotienten  von  J~    sei  J^  nicht  mit  zu  Äfferentiiren '**). 

Er  giebt  dann  eine  ausftEhrliche  Darstellung  der  Entwicklungen  der 
Potenzen  und  Prodnete  von  Ja^  Ja\  J^  —  J^'  naeh  den  Vielfachen 
der  mzttkren  Anomaüeen^^)  und.  seiet  diese  in  die  gefundene  Ent- 
wicklung ein^^^.  Nachträglich  entwickelt  er  aueh  die  Potenzen  von 
iu  yemachlftssigt  aber  dabei  höhere  Potenzen  der  Neigungen  und 
der  Massen  ^^;  und  ganz  zum  SchluTs  führt  er  die  Correctionen  ein, 
die  davon  herrühren,  dafs  auch  in  den  S3  die  a  durch  a(l  -\-  y)  zu 
ersetzen  sind^. 

C.  Vorbereitung  der  definitiven  Entwicklung  durch 

Entwicklung  nach  Potenzen  des  Verh&jtnisses  der  Badien 

Vectoren  oder  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  der 

sckeinbaren  Distanz. 

In  der  Mondtheorie  ist  es  seit  langer  Zeit  üblich,  die  Störungs- 
fuDction  in  erster  Linie  nach  Potenzen  des  Verhältnisses  der  Badien 
Vectoren  zu  entwickeln,  da  hier  dieses  Verhältnis  einen  sehr  kleinen 
Wert  hat.  Aber  eben  aus  diesem  Grunde  hatte  man  zunächst  keine 
Veranlassung,  nach  dem  allgemeinen  Gresetz  der  Coefßcienten  der  so 
entstehenden  Entwicklung  zu  fragen,  da  man  sich  mit  einer  ge- 
ringen GHederzahl  begnügen  konnte  (die  Schwierigkeiten  der  Mond- 
theorie liegen  nach  ganz  anderer  Seite).  Auch  in  der  Mondtheorie 
von  P.  A.  H&nsen^^)  ist  das  nieht  anders. 


77»)  p.  »6^.         780)  p.  361.         781)  p.  362—87«.         782)  p.  37t. 

785)  p.  385.         784)  p.  387. 

786)  Fondamenta  nova  investigationis  orbitae  verae,  quam  luna  'per- 
Instrat,  Gothae  1888,  Sectio  11,  nr.  26^  p.  91 ;  sectio  IV,  nr.  2,  p.  168.  Vgl. 
die  Ansfühmagen  von  A.  Caylej-,  Lond.  asir.  mem.  27,  1869,  p.  69 
(papera  3,  pt  2aa). 
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Dagegen  ist  Hansen  in  seinen  Untersuchungen  über  absolute 
Kometenstörungen ''^®)  von  der  Überzeugung  ausgegangen,  dafs  in 
der  Entwicklung  der  Störungsfunction  nach  Potenzen  von  r'/^,  bezw. 
rlr\  eine  gewisse  ,,natürliche  Convergenz"  sich  auspräge,  die  auf 
keine  Weise  vermehrt,  wohl  aber  in  der  weiteren  Entwicklung  be- 
trächtlich vermindert  werden  könne.  Es  komme  also  nur  darauf  an, 
zu  bewirken,  dafs  die  Verminderung  der  natürlichen  Convergenz 
möglichst  gering  werde  ^^^).  Dazu  sei  es  vor  allem  erforderlich, 
unendliche  nach  den  Potenzen  der  Excentricität  und  der  Neigung 
des  gestörten  Körpers  fortschreitende  Reihen  zu  vermeiden'®®). 

Um  das  durchzuftOrren,  bringt  er  zunächst  den  Cosinus  der 
scheinbaren  Distanz  auf  die  Fonn'®^): 

(l)  cos  d  —  ^  cos  W  -{-  B  %V£LW^ 

in  der  A^  B^  aufser  von  den  übrigen  Elementen  beider  Bahnen, 
auch  noch  von  der  Anomalie  des  störenden  Körpers  abhängen, 
übrigens  aber  immer  ^  1  sind.     Wird: 

(2)  X  =  —  cos  «;  =  cos  u  —  e,     y  =  —  sin  «;  =  y  1  —  «^  sin  « 

gesetzt,  so  kann  die  Störungsfunction  in  eine  Reihe  der  Form  ent- 
wickelt werden'^): 

(3)  -^a  ^  ZC,,,x^y'; 

yi  —  s' 

dabei  ergeben  sich  die  Coefficienten  Ck^i  aus  den  Coefficienten  Dk,i 
der  Entwicklung: 

(4)  (i_  2^1- 2^7, +  !«+ ,,»)-?=  2:z),,,iv 

vermöge  der  Gleichung: 

Hansen  beschäftigt  sich  zunächst  mit  der  Bestimmimg  der  Dk,i  durch 
wiederholte  Anwendung  des  binomischen  Satzes;  er  giebt  fiir  sie  eine 
allgemeine  Formel,    sowie    eine   Tabelle    der   für   seine  Zwecke  er- 

786)  Ermittelung  der  absoluten  Störungen  in  Ellipsen  von  beliebiger 
Excentricität  und  Neigung,  I.  (einz.)  Teil,  Schriften  der  Sternwarte  See- 
berg, Gotha  1843 ;  franz.  von  V.  Mauvais,  Conn.  des  temps;  1847  [44]  add.  p.  3. 
Auszüge  Berl.  Ber.  1843,  p.  11;  Astr.  Nachr.  20,  1843,  col.  177;  Monthly 
Not.  6,  1843,  p.  227;  Brux.  Bull.  9,  1842,  p.  621;  Taylor  ecientif.  mem.  3, 
1843,  p.  587. 

787)  nr.  6,  p.  16.         788)  nr.  6,  p.  17.         789)  nr.  8,  p.  19. 

790)  nr.  9,  p.  21.  Den  Factor  a/yi  —  «•  fügt  Hansen  im  Interesse 
seiner  weiteren,  uns  hier  nicht  interessirenden  Rechnungen  bei. 
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forderlichen  mit  ausgerechneten  numerischen  Coefficienten.  Die  Pro- 
ducta 0^^  entwickelt  er  nach  den  Vielfachen  der  excentrischen 
Anomalie  des  gestörten  Körpers;  die  Coefßcienten  werden  rationale 
ganze  Functionen  von  e  und  Yl  —  e*  ^•^).  Durch  Einsetzen  erhalt 
er  Beihen,  die  nach  den  Vielfachen  der  excentrischen  Anomalie  des 
gestörten  und  der  wahren  Anomalie  des  störenden  Körpers  fort- 
schreiten; wegen  der  geringen  Excentricität  des  letzteren  könne  man 
auch  seine  mittlere  Anomalie  einführen.  Bchliefslich  würden  noch 
^6  ^i,i  zu  entwickeln  sein;  Hansen  entwickelt  nach  den  Vielfachen 
der  wahren  Anomalie  des  störenden  Körpers  und  bedient  sich  hierzu 
der  Interpolation,  was  in  diesem  Falle  strenge  richtig  sei,  weil  die 
Entwicklung  von  Ä  und  B  auf  endliche  Ausdrücke  führe ''^^).  Die 
Coeffidenten  Ca^j  (5)  erscheinen  dann  als  Summen  von  Gliedern  der 
Formen  r'"*"  cosrnw'  und  r'^^sinrnw';  diese  entwickelt  er  durch 
Anwendung    des   Tajlor'schen   Satzes    nach  Potenzen    der  Differenz 

1 und  der  Mittelpunktsgleichung,  ohne  nach  allgemeinen  Aus- 
drücken der  Coef&cienten  dieser  Entwicklungen  zu  suchen '^^'). 

Für  die  Störungsformeln  ist  auch  noch  die  Kenntnis  der 
Differentialquotienten  der  Dj^^i  nach  Ä  imd  B  erforderlich;  diese 
drückt  er  durch  lineare  Functionen  der  Dk,i  selbst  aus^**). 

Erst  zwölf  Jahre  später  kehrt  Hansen  zu  diesen  Untersuchungen 
zurück  ^^),  nachdem  er  inzwischen  die  in  §  20  besprochenen  Ent- 
wicklungen der  Functionen  eines  Winkels  absolyirt  hatte.  Er  be- 
ginnt mit  der  Erklärung,  es  sei  zwar  nicht  in  allen,  aber  doch  in 
vielen  Fällen  zweckmäfsig,  mit  der  Entwicklung  nach  Potenzen  von 
r/r'  anzufangen.  Die  Coefficienten  seien  dann  Kugelfunctionen 
(vgl.  Abschnitt  V);  aber  während  man  diese  gewöhnlich  nach  Potenzen 
der  Sinus  imd  Cosinus  der  Argumente  der  Breiten'**)  Z7,  U'  und 
nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  der  relativen  Neigung  ordne,  sei 
es  für  die  Zwecke  der  Störungstheorie  gerade  umgekehrt  erforderlich, 
nach  den  Vielfachen  von  U  imd  ü'  und  nach  Potenzen  von  sin/ 
oder  cos  J  zu  ordnen.  Um  das  auszuführen,  bringt  er  das  Quadrat 
der  Distanz  auf  die  Form'^^): 

791)  nr.  10,  p.  24;  weitere  AnsfÜlhrungen  nr.  16—20,  p.  40 — 48,  wo 
Hansen  auch  BecurBionsformeln  zwischen  den  Coefficienten  dieser  Ent- 
wicklungen ableitet. 

792)  nr.  12,  p.  27.         793)  nr.  13,  p.  29.         794)  nr.  21,  p.  61. 
796)  Leipz.  Abh.  2,  1865,  p.  283. 

796)  d.  h.  der  Winkel  zwischen  dem  Ort  des  Planeten  und  seinem 
aufsteigenden  Knoten. 

797)  nr.  14,  p-308. 
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(6)  ^/r'«-(l-«i,-^g)(l-«i>-i-iSr»)-«^G'V'-l»'^A 

« 

wo: 

(7)  «(«^'-«O'-p,     <^u-^xr)i^q^     ^l«,««^-«,    ^sm»^-|5 

gesetzt  ist,  und  entwickelt  fonftchsi  nach  Potenzen  des  Terh&ltiiifees 
des  Subtrahenden  zum  Afinuenden^^.  Die  Potenten  des  Mumenden 
entwickelt  er  ihrerseits  nach  Potenzen  von  a  tmd  p'^  und  mnltipli- 
cirt  dann  aas;  so  erhftlt  er  den  Goettcienten  Ton  tf^jV  in  der  Ent^ 
Wicklung  Ton  r'/d  in  der  Porm*^: 

Die  Zahlencoefficienten  &  und  H  drttdcen  ach  nach  Iftngeren  Beeh-' 
nungen,  die  auf  einleitungsweise  rorausgeschicktfiD  Sätzen  über 
hjpergeometrische  Beihen^^)  beruhen,  durdi  Quotienten  y<«.  Facul- 
tätenproducten  aus*®^).  Der  CoefBcient  D»  von  (r/r'Y  wird  dann 
erhalten^  indem  man  alle  Glieder  zusammenfaTst,  in  denen  k  -\- 1  ^^  n 
ist;  er  hat  die  Form*^: 

« 

Dabei  sind  die  C  rationale  ganze  Functionen  von  ^^-^  i^<^  ^^'v 
mit  numerischen  Coef&cienten^;  sie  lassen  sich  auch  als  Producte 
je  einer  Potenz  von  co8*-r-»  einer  von  tg^-r-  und  einer  endlichen 

hjpergeometrischen   Beihe    darstellen,    deren   4.   Element   tg*-^  ist. 

Für  grofse  Werte  der  Neigung  (noch  nicht  für  die  der  Pallas)  geben 
die  Formeln  kleine  Zahlen  als  Differenzen  von  grofsen^^);  Hansen 
giebt  daher  verschiedene  Transformationen  der  trigonometrischen 
Eeihen^  und  eine  Entwicklung  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen 
der  Neigung,  deren  Coefficienten  das  sind,  was  man  jetzt  hjper- 
geometrische Functionen  höherer  Ordnung  nennt,    sich  aber  durch 


79S>  nz.  16,  p.  »10.        799)  nz.  11,  p.  310. 

800)  ni.  18,  p.  aiB.         801)  sr.  I-'IS,  p.  288—^07. 

802)  nr.  21,  p.  818;  Tabellen  der  Logarithmen  der  Factaren,  aas  denen 
sich  diese  CoefEcienien  susammensetsen ,  p.  36S  xmd  864^ 

803)  nr.  24,  p.  322. 

804)  TabelleB  der  LogarxthiMB  dieser  Coefficieaten  p.  357^370  (eine 
HilfstabeUe  p.  356);  Erläuterung  ihrer  Berechnung  nr«  26,  p.  82&. 

805)  nr.  27,  p.  328.         806)  nr.  28—30,  p.  329-— tSS. 
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EettenbrftQhe  ^^^icht  und  sicher'^  ber^c^iieii  lassen  ^^,  Schlielüslich 
ordnet  er  nach  den  Vielfachen  der  waftiren  Anomaliedn^*^). 

Die  Entwicklungen  voiji  -^"'j  -^i"*,  ,  . .  leitet  er  i^us  4er  von 
J-^  durch  Differentiation  ftb^. 

Di^  lJntersuc)ittngen  Han^en's  sin^  ziuiäch^t  von  A.  Cajjej 
weitergeführt  worden  ^^^);  er  giebt  fttr  den  Cp^fficiepten  C,t(jjJ') 
dia  allgeqMBine  Formel 

%/f^^' .  1 . 1 . 6 . . .  (h4-  i  —  1) .  1  •  6  . 6  . . .  (n  +  i'  ^  1) 

.^IS*       r      t..^. IT T ;y— k 1 .    P  '■  ^^ 

(^)'('^)'y  +  >')*  (7) 

sin/+>'  _  cos^--^'  y  1^(--  n  +  i,  n  +  i  +  1,  i  +  i'  +  1,  sin*  y)  • 

Um  sie  abzuleiten,  entwickelt  «r  in  erster  Linie  nach  Potenzen  von 

sin^y   «md   wendet   dana  das  Yerfa^rea  von  Lagyange^')  an^^'). 

»Für  die  Planejbentheorie  sei  es  ^WBckmäijsiger,   nach  Potenzen  von 

sin^Y  xunmojämm;  imff^  ^fm^j^  mk  abcir  m^t  «11#  Co^^^piept» 

durch  hypergeometrische  Reihen  ausdrucken,  sondern  nur  die  Leit- 
glieder ®^*).  —  Ein  gerauipe  Zeit  sp^r  fplgeod^r  Nachtrag®^')  ent- 
hält specielle  Ausführungen  für  j+j'— 0,  2,  4,  6,  sowie"*)  eine 
Vergleichuog  i^  f ^z^ieJUi  mit  4e;^aigen  ^on  .{jevenier. 

Andererseits  hatte  auch  Leverrier  bereits  bemerkt,  dafs  man 
bei  grofsen  Werten  der  Ningcgig  nicht  nach  Potenzen  des  Sinus 
ihrer  Hälfte  entwickeln  kann;  er  hatte  deshalb  yorgeschlagen,  in 
sokkyen  FWen  jsn^rfft  mit  Hilfe  ißr  in  §  JL7  and  X9  besprpc}ienen 
Formeln  nach  den  Cosinus  der  Yiejl^hepi  Tpn  i  ^  .f^twickel;!  ip)d 
diese  dann  vermöge  der  Gleichung: 

cos  d  »  fi  cos  a  4^  j/  cos  (a  rf  2  ^),  (8) 

in  der 


807)  nr.  31—36,  p.  33)^—338.         808)  nr.  36,  p.  338. 

809)  nr.  42,  p.  346. 

810)  Lond.  astr.  mem.  28,  1860,  p.  187;  coli,  papers  3,  p.  323. 

811)  nr.  6,  p.  886;  Nachweis  der  ÜberemErfcimmnng  der  Formel  mit 
der  Yon  Hansen  gegebenen  nr.  7,  p.  343.  Die  durch  Yertanschung  von  j 
und  f  sich  eig9|>e;^de  .FpxTne}  BQi.£9r  j'^J'  woßiger  ^^Qlß^l^ü\g  (p.  342). 

p;l2)  AT.  4  p.  Ä33. 

813)  Lond.  astr.  mep».  39,  1872,  p.  66;  OoU.  p^en  7,  p.  611. 

SH)  p.  618  «ine  Tabelle,  die  für  jedes  rppn  ImBtaiei  beiiectinete 
Störongsglied  den  Ausdrack  seines  .^ügnqa^ents  d$ip»9h  4ijd  vofi  Q^ley  ge^ 
brauchten  Winkel  giebt. 

Jahrotbericht  d.  Dentoohen  MAthem.-Vereinlgnng.    X.  11 
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(9)  fi=«cos'-ö-,     v==sin*-2-,     «=«;' — «?  +  jr' — jr,     ß^^w'-\-ny 

durch  die  Functionen  der  Winkel  a  und  ß  auszudrücken.  „II  reste- 
rait  a  rechercher  la  loi  generale  du  coefficient  de  cos  (ja  +  A;/3)  .  .  .; 
mais  cette  recherche  s'^carte  trop  de  mon  objet  actuel**^^)."  Ein 
nicht  eben  übersichtlicher  Ausdruck  dieses  Coefficienten  durch  eine 
dreifache  Summe  findet  sich  bereits  bei  Fr.  Faa  de  Bruno®^^); 
neuerdings  hat  F.  Tisserand  die  Frage  wieder  aufgenommen^^''). 
Er  benutzt  nicht  a  und  /3,  sondern  die  beiden  Winkel  ^^^): 

(10)  X  ^  w'  —  w  +  n  —  n^       y^w'+w  +  7c'-\-7C 
und  setzt: 

(11)  J~^  ^  21Pjk  cosjx  cos  ky. 

Die  hier  auftretenden  Coefficienten  Pj]t  drückt  er  zunächst  mit  Hilfe 
von  Jacobi's  Formel  §  23  A,  (10)  aus  und  leitet  aus  ihr  Schranken 
ab,   zwischen   denen  ihre  numerischen  Werte  eingeschlossen  bleiben/ 
Andererseits  lassen  sie  sich  auch  in  der  Form  darstellen: 

(12)  p,*-v®"^*^"'C*^"'. 

wenn  nämlich  mit  Qj^  die  Coefßcienten  der  Entwicklung: 
(13)  cos  nd  =*^.  Qj'l  oosjx  cos  ky 

bezeichnet  werden.      Tisserand  findet   es   zweckmäfsig,   neben  ihnen 
noch  die  Coefficienten  der  Entwicklung: 

einzuführen ^^^);  durch  diese  drücken  sich  die  Q  folgend^Tnaüsen  aus: 

(15)  2«<;i=7^;t--Ri^-*^• 

Für  diese  ICjj^  bestehen  Recursionsformeln,  vermöge  deren  sie  sich 


815)  Par.  ObBcrv.  Ann.  1,  1866,  chap.  IV,  nr.  17,  p.  B81. 

816)  Par.  th^se  1866,  p.  105.   Zwei  andere  Darstellungen  bei  EowalBki^ 
Kasan  recherches  astron.  1,  1859,  nr.  2,  p.  118,  119. 

817)  Par.  Obflerv.  M^m.  15,  1880,  p.  C  1;  Auszüge  Par.  C.  R.  88,  1879^ 
p,  97,  137,  201;  89,  1879,  p.  553,  587. 

818)  nr.  2,  p.  9.         8 19)  nr.  8,  p.  12. 
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saccessive  berechnen  lassen ®^^);  ans  der  so  entstehenden  Tabelle^'') 
entnimmt  Tisserand  durch  Induction,  daTs: 

_^^'^'^''^^V  (16) 

gesetzt  werden  kann,  wo  die  F  rationale  ganze,  durch  die  Relation: 

2^-) «  const. . -^^^J*^  (17) 

verbundene  Functionen  von  v  bedeuten.  Durch  einen  Brief  von 
E.  Heine  an  Ch.  Hennite  aufinerksam  gemacht,  findet  er  zunächst,  daDs 

Ff^  f^'  bis  auf  einen  numerischen  Factor  nichts  anderes  ist  als  das  n^ 

Le'gendre'sche  Polynom  P» (1  —  v)^F{—n, »  +  1, 1,  v)  (vgl. §  31)«**); 
auf  einen  zweiten  Brief  Heiners  hin,  der  auf  die  Zugeordneten  der 
Eugelfimctionen  hinweist,  gelingt  es  ihm  zunächst  für  ^*  »=  A;  und 
gerade  «***),  dann  auch  allgemein®**),  durch  Induction  die  Gleichung: 

W-)  _  ((n-fc+2)'^i')((n-A:+4)«^i«)...((n+Ä;)«~i')    ,  , 
-">,*""  (2    4  ...  (2  ÄÖp  """  {»^v^^ 

X^(^±4^,     i+lin  +  .^     ,^^^^J  (1«) 

aufzustellen  und  ihre  Richtigkeit  durch  Vervollständigung  der  In- 
duction zu  beweisen.  Auch  giebt  er  auf  Grund  von  Sätzen  von 
G.  Darboux^')  die  asymptotischen  Darstellungen  fftr  grofse  w®**): 

^J^^-^^Ü^A^  +  (-  l)*BÜi(«+  1)^),  (19) 

«^:^~^^<^«"'^-  (20) 

Schliefslich  führt  er  in  die  Gleichung  (12)  die  Ausdrücke  der 
Radien  Yectoren  und  der  wahren  Anomalieen  durch  die  Elemente 
und  die  mittleren  Anomalieen  ein  (§  20)  und  erhält  so  die  Ent- 
wicklung der  Störungsfimction  nach  den  Vielfachen  der  letzteren«*^). 

820)  Ti88erand*8  Becnrsionsformeln  sind  zu  numerischer  Berechnung 
wenig  geeignet,  da  siö  kleine  Zahlen  tfls  Differenzen  von  grofsen  geben ;  zweck- 
mäfsigere  Recursionsformeln  giebt  B.  Baillaud,  Bull,  astron.  4,  1887,  p.  98. 

821)  p.  14,  16. 

822)  nr.  4,  p.  16;  vgl.  Par.  C.  B.  88,  p.  1^29,  sowie  G.  Taube,  Bisa. 
Halle  1880,. p.  12.    .  .  _ 

823)  Par.  C.  R.  88,  p.  1233. 

824)  ib.  89,  p.  667;  Par.  Observ.  Möm.  16  C,  nr.  7,  p.  26:     " 
826)  nr.  8,  p.  31.  ^ 

826)  nr.  9,  p.  82.  Man  vgl.  auch  Kowalski«*»)  nr.  iß,  7,  p.  140;  speciell 
für  die  Saecularterme  nr.  8,  p.  141 ;  für  die  periodischen  nr.  9,  p.  166. 
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Pur  ilun  DiffarantialqiiotieiiteKi  erhält  «r  entqireclMmde  Entwieklungieii 
mit  Hilfe  der  Identit&t»"): 

(21)  ^  =  ^sin7(i^:i,,+  ij):i_,-ie;-),,-i^-iJ. 

Endlich    giebt   er  lineare  Belationen  zwischen  den  Pjk^^  im  An- 
ßchlnfs  an  Jacobi^. 

Eine    andere   Ableitung   dieser   Resultate    giebt  F.  J.   Stielt- 
je««»).     Ist 

(22)  cos  d  »  cos  1«  cos  u'  cos  {x  —  a?')  +  sin  t*  sin  m'  sin  {x  —  a?'), 

80  setst  er:  ' 

«1—  r.<iosM£06X,  Ci-—r'eoBu'ooi8»', 

/oo\               «Cj  —  r  coBit  sinsc,  fg*»  r'coBu' «inw', 

ajjj «  r  sm  t*  cos  y ,  Cj  =■  r  sin  m  sin  y  , 

«4—  r  Sinti  sin 3f,  c^—  r'sint*'  flin^f'; 

daim  wird: 

2/«  =  t^-  2rr'cosd  +  /«=  (^1-  q)*+  («2-  O* 
Wird  «Isa: 
(25)  ^-^»^'^^"'P&I 

gesetzt,  so  genügt  F^")  als  Function  von  9;^,  a:^,  X3,  x^  der  partiellen 
Differentialgleichung  (ygl.  §  32): 

werden  in  diaaer  11,  d^  y  als  Vaiiidiie  emgeffifart  <viid  (inm  die  Set- 
Wicklung: 

(27)  7^^=-^Äj;^ca8i(a;  — ^OcoflÄÖ^-yO 

substituirt,  so  erhält  man  für  if^^  die  Gleichung: 

(2B)    J!J  =  2cot2M^  +  rn(n+2)-^^J ^"jl^^O, 

827)  p.  38.         828)  nr.  10,  p.  89. 

628)  J.  de  maÜL  (4)  6,   1869,  p.  &&;   Arazng  Par.  C.  B.   96,  1882, 
p.  901.    YgL  aach  Tisiecmd's  isaM*^')  1,  nr.  194,  p.  448. 
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die  durch  die  Substituüaa: 

in  eine  hypergeometrisclie  Differentislgleiclnxng  ttbergekt,  sodsfe  man* 

s;;>-g<;j'(^'+;-",  i±*±i±i,  k+t,  sm»«)  (30) 

erhält;  Für  die  Abhängigkeit  der  yorkommenden  Oröfsen  Ton  den 
gestrichenen  Buchstaben  gilt  entspreoheadea  Ztir  Bestimmung  der 
Constanten  dient  der  Specialfall  w^  u\  sc' ^  y' '^  0:  Vergleichung 
der  Tenne  mit  8in**w  giebt*^): 

(cos y  —  cos  x)^  —  ^®?*  cos^Ä  cos  iy.  (3 1) 

Indem  man  schlieislich  u  »  ti' «  ^  «T  setzt,  erhält  man  Tisserand's 
Resultate  wieder***). 

Eine  etwas  qitttere  üntenmcfaimg  Tigseraii4'a^  über  di»- 
selbes  Bntwicldungseoefficienten  schliafst  sich  insofienL  näher  an 
Hoaseit^^)  an,  als  er  diesmal  die  Sntwieklimg  naoh  Potenzen  Toa  r/r'z 

^-^-2^P^^.(«).  (32) 

in.  der  die  P«  die  Legendre'schen  Polynome  (§  31)  sind,  Yoranstellt. 
Wird  wieder: 

tf  =  fi  cos«  +  V  cosy  (33) 

gesetzt,  so  geht  die  Differentialgleichung  dieser  Polynome  über  in: 

-57rCot/+cotJ-^  +  ^-^  +  ~^+n(i.4-l)P--0;  (34) 
wird  hier: 

substitnirty  so  erhält  man  zunächst  für  C.y  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung;    diese   kaim  durch  die  Substitution  (vgl.  29): 

Cj^>  =  ^^*5^;>  (36) 

in  eine  hypergeometrische  übergeführt  werden,  sodaCs  man: 

^;^-jr;;>F(i  +  Ä;-n,i+Ä  +  n+l,  2fc+l,  v)      (37) 


880)  nr.  4,  p.  69.         831)  nr.  6,  p.  61. 

832)  Par.  Observ.  Mdm.   18,  1886,  C;  AnssOge  Par.  C.  B.  97,  1883, 
p.  '815,  880.    Vgl.  auch  traitä  1,  nr.  197,  p.  4M. 
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erhält^^^).  Die  Bestimmung  der  Constanten  Kjj^  geschieht  auch 
hier  durch  Vergleichung  mit  (31)®^).    Durch  Transformation  erhalt 

er  Entwicklungen,  die  nach  Potenzen  von  tg*Y  fortschreiten®"). 

Die  Nebeneinanderstellung  der  Formeln  (18)  und  (36)  giebt 
ihm  Veranlassung,  sich  überhaupt  mit  den  Coefficienten  der  Ent- 
wicklung: 

(38)  (1  -  2  ötf  +  tf«)"^  =  Zff'F^^^  (a) 

zu  beschäftigen®^).  Die  P^  (a)  sind  Kugelfunctionen  höherer  Ord- 
nung; werden  x  und  y  durch  (32)  eingeführt,  so  erhält  man  eine 
Entwicklung  der  Form: 

(39)  P^J^  (<y)  =  ^B]llyfv  cosjx  cos  ky. 

Für  j  «^Ic  und  gerade  n  sind  die  hier  auftretenden  Goef&denten  B 
hjpergeometrische  Polynome  höherer  Ordnung  von  fAV®^^;  allgemein 
lassen  sie  sich,  wie  P.  Appell®^)  gezeigt  hat,  als  hypergeometrische 
Fimctionen  zweier  Variabeln  (fi^  und  v^)  ausdrücken. 

Eine  sich  unmittelbar  anschliefsende  Abhandlung  von  B. 
Badau®^^)  stellt  zunächst  einige  Sätze  über  die  Coef&cienten  der 
Entwicklung  (37)  zusammen.  Dann  leitet  er  den  Satz,  dafs  für 
k  ^  \  die  B  in  (38)  Quadrate  sind  (Glchg.  18),  im  AnschluTs  an 
Stiel^es®*®)  von  neuem  ab®*®),  indem  er: 

(40)  e  =  "j/fi (l  —  v)  cos X  +  yv  (1  —  fi)  cosy 

setzt,    dabei   ^  und  v  als  von  einander  unabhängige  Variable  be- 

trachtet  und  zeigt,  dafs  dann  die  B^j^  >  hypergeometrische  Functionen 

einer  jeden  dieser  beiden  Variabein  sind.  Für  den  Fall  eines  be- 
liebigen  q   gelangt    er    durch  Umformung  der  Differentialgleichung 

der  F^    zu  einer  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  der 

J?*'^  genügt®*^);  diese  war  vorher  von  Appell's  Resultaten®*®)   aus 

von  0.  Callandreau  erhalten  worden®**).     Badau  vereinfacht  die 

833)  nr.  2,  p.  6.        834)  nr.  8,  p.  8.        835)  p.  11.        886)  nr.  4,  p.  13. 

837)  nr.  6,  p.  20.     Für  j  ^k  und  j  =  Ä  ±  1   war   dieses  Resultat 
bereits  von  Q.  Taube""),  p.  23,  29  abgeleitet  worden. 

838)  Par.  C.  R.  97,  1883,  p.  1036. 

839)  Par.  Obeerv.  Möm.  18,  1885,  D;  Auszug  Par.  C.  R.  97,  1883, 
p.  1130,  1275. 

840)  nr.  2,  p.  5.    841)  nr.  3,  p.  7. 
842)  Par.  C.  R.  97,  1883,  p.  1187. 
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hjpergeometrischen  Formeln  durch  Einführung  von  Yandenuonde's 
Bezeichnung  der  Eactoriellen,  indem  er  z.  B. 

(.  -  &4«r  («) 

für  F( — w, /5,  y,  a;)  schreibt®*');  infolge  der  damit  gewonnenen 
gröfseren  Übersichtlichkeit  gelingt  es  ihm,  Appell's  Darstellung  der 

B^^^)  einfach  abzuleiten»**).     Auch  für: 

erhält  er  so  eine  ebenfalls  von  Appell  gegebene  Darstellung,  sowie 
verschiedene  Transformationen  derselben.  Schliefslich  ordnet  er  nach 
Potenzen  von  v  allein;  doch  werden  die  entstehenden  Formeln 
keineswegs  einfach  ^^). 

In  einer  eigentümlichen  Modification  treten  diese  Untersuchungen 
bei   0.   Backlund   auf.     Er  hatte  schon   1878^   die  Functionen 

JSJ^    untersucht,  die   entstehen,  wenn  man  (1  —  2  6<s  +  6^)    *    erst 

nach  Potenzen  von  0  entwickelt,  mit  einem  bestimmten  Gliede  ab- 
bricht und  dann  nach  Potenzen  von  o  umordnet: 

(1  -.  2  ö<y  +  Ö«)"^-  ^^f  <y";  (43) 

er  hatte  für  sie  Becursionsformeln  aufgestellt  und  eine  Tabelle  der 
Logarithmen  ihrer  Coefficienten  gegeben^'').  Andererseits  bildet  er 
(vgl.  Glchg.  33)»*«) 

und  leitet  fOr  die  hier  auftretenden  Coefßcienten  ß  Becursionsformeln 
ab,  namentlich  die  folgende: 

«'  -  T+ht  ("C" + <:-".) .         («) 

843)  Par.  Obsery.  Mdm.  18,  1886,  D,  nr.  4,  p.  9. 

844)  nr.  6,  p.  13.         845)  nr.  6,  p.  16. 

846)  Petersb.   Bull.    24,    1878,   col.  609;    Petersb.    M^m.    82«,    1884, 

nr.  2,  p.  4.  Die  E^  sind  zu  unterscheiden  von  den  Coefßcienten 
/«/2  +  »*\(2^)m(j  _^  Ö«)""*""  ^  die  bei  directer  Entwicklung  nach  Po- 

tenzen  von  a  auftreten;  dadurch  erledigt  sich  R.  Radau's  „remarque", 
Par.  C.  R.  97,  1883,  p.  1648. 

847)  col.  617. 

848)  Petersb.  U4m.  32«,  1884,  nr.  3,  p.  8 ;  Auszog  Par.  C.  R.  97, 1883,  p.  1470. 
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did  bei  gföfeeii  Wört^  V6ü  n  mit  Vorteil  flngeWertdcJt  Werdet!  kfemw. 
Indem  er  das  in  (43)  eüLset^t  tUid  omördii^,  Erhält  ctt-  fflr  deti 
Coefficienten  von  cob  jx  cos  Jcif  den  Ausdruck®**): 

r 

WO  von  r  =  0  bis  (j(s  +j  +  k)]  zu  suinmiren  ist.  Backlund  giebt 
von  dieser  Formel  noch  folgende  Darstellung:  man  setze 

(47)  „<^l^jnlf^^^^ 


und    bezeichne    mit    ri^,    denjenigen    Wert,     der    aus    der    hyper- 

O 

geometrischen  Beihe  F(—  r,  -^  +  j  +  k -{-  r^  1,  jp)  hcdrVorg^tf  w«na 
man  x    durch  a.j^  ersetzt;  dann  gekt  iyj  äüs 

dädufelf  hervor,   dftft  AM  ^^*+2'-  ^^j^i^  e^^^-^^'^r/fl  ««etet*»). 

Wenn  V  und  Ä  grö&öf  als  /"  Sind,  köime  man  diö  ff  mit  SÖlfe  der 

Becursionsformeln  bereehnen;  doch  zieht  es  Backlund  vor,   die  rf^j^ 

nach  Potenzen  von  v  zu  entwickeln  und  die  Logarithmen  der 
Codffidöiiten  Öiesef  Äntwiökltüigeö  lA  6iti6f  fftbelle  zusftmmeö' 
zustellet®*').  Ar  ftlhrt  daön  fw)ch  riöörsöitä  Wie  LÄvötti^r  dtach 
Entwicklung  nach  Potenzen  der  Mittelpunktsgleichungen  ü«  s.  W.  die 
nuttleren  Anomalieen  ein^*),  andererseits  die  excentrische  Anomalie 
des  einen  Planeten  und  die  mittlere  des  andern,  wodurch  er  An- 
sckhifii  an  Hansen  errcioht^')/ 

Neuerdings  hat  A.  Lebeuf  üntersuobiuigeiai  über  diei^  f^Hansen' 
Tisserand'schen  Polynome",  wie  er  sie  nennt,  veröffentlicht®^).  Er 
leitet  zunächst  deti  Aufdruck  von  S^^  durch  ein  hypergeometrisches 

Polynom  von  zwei  Variabein®*®)  noch  einmal  ab®**)  und  führt  ihn 
fmj^k  durch  quadratische  Tränsfonnätiott  der  hy^^fgeonietrischen 
Reihen  auf  hypergeometrische  fWctionen  zweiter  Ordfiüng  der  einen 
Variabein  p^v  zurück  ®^^).  AuTserdem  giebt  er  für  den  allgemeinen 
Fall  verschiedene  Transformationen®*^. 

849)  p.  11.         860)  p.  18.         861)  p.  14—16.         852)  nr.  4,  p.  1(J. 
«ÄS)  nt.  6,  p.  i^. 

864)  Thöse  Paris  1897.        866)  nr.  4,  p.  6. 

866)  nr.  6,  p.  7.    Damit  ist  Tiflserand's  Resultat  *^')  auf  uttgeHuie  n 
erweiten.       8d7)  nr.  Y,  8,  p.  11-^  1 6. 
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Fftf  di6  ilumerifl^he  Bechnimgf  empfiehlt  «r  Becii»ion;$formelii 
m  gebthxi^titt.  Dft  die  allg^meiAe  Theorie  der  relatioiied  inter 
cöOÜgVM  für  6ke  hyperg'eometriecben  l^etionen  höherer  Ordntuijf 
noeh  liicht  entwickelt  Mi^  leitet  er  ztmSehst  Becnrsionsförmelii  fttr 

die  JPj^  ftb*^;  ifidfem  er  dann  die  Entwicklung  (39)  einsetzt,  er- 
hält er  fiecnrsionsfonneln  der  gesachten  Art^^^). 

Ferner  beweist  er,  dalis  die  F^^   als  Functionen  von  Xy  y^  v 

fär  h*^\  keiner  [lineareA]  partiellen  DifferemtialgleiehuAg  zweiter 
Ordnung  gemftgen^);  dagegen  erh&lt  er  Badaa's^^)  Differential- 
gleichung  dvittef  Ordnung;^^)  und  Yon  ihr  aas  <^e  lineare  Oleichuni; 
3.  O.  für 

i^  sehlie&t  eine^  fonctionentheoretisdie  Untersuchung  des  Yerhaltena 
der  Integrale  dieser  Gleichung  in  der  Umgebung  der  singul&ren 
Punkte  0,  1,  oo  an  und  bahnt  dadurch  einen  neuen  Zugang  zu 
den  frftheren  Besiütaten^').  Auch  beweiat  Wy  dafs  nur  für  g  »  1 
dieser  Gleichung  3.  0*  durch  das  Product  zweier  I^iösungen  einer 
hypergeometrischen  Gleichung  2.  0.  gent^  werden  kann^. 

D.    Entwicklung   nach    den  Vielfachen  des   einen  Winkels 

auf  analytischem  Wege,  nach  denjenigen  des  andern  durch 

mechanische  Quadratur  (Methode  mixte). 

Diejenige  Methode  der  Entwicklung  der  St(yrungsfunction,  bei 
der  die  Coefficienten  auf  Grund  der  Gleichungen  §  23  A,  (2)  durch 
doppelte  mechanische  Quadratur  berechnet  werden,  soll  in  §  25  im 
Zusammenhang  der  tfntersudhtmgen  Aber  Interpolation  durch  trigono- 
metrische Functionen  besprochen  werden.  Aber  es  giebt  auch  eine 
„gemiscMe  Methode^'  (m^hode  mixte),  bei  der  die  mechanische 
Quadratur  nur  auf  die  fintwickhing  nach  den  Vielfachen  des  einen 
Elements  angewendet,  naöh  den  Vielfachen  des  andern  aber  „alge- 
braisdi"  oder  „analytisch"  (beide  Ausdrücke  werden  von  den  Astro* 
nomen  in  der  gleichen  Bedeutung  gebraucht)  entwickelt  wird.    Der 

8W)  ttr.  10,  p.  1«, 

%W)  ta,  11,  p.  17.    BaiUand*B  Fermehi"*)  sind  SpecialflUle. 
860)  ni.  13,  p.  21.        861)  nr.  14,  p.  22. 
862)  nr.  16—19,  p.  24—29. 

868)  HI.  21,  p.  80.   nr.  22,  p.  81  bestimmt  er  die  IntegtationBoOnstanten ; 
nr.  23,  p.  33  giebt  er  Controlen  fiir  die  numerische  Rechnung. 
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Gedanke  eines  solchen  Verfahrens  scheint  Ü.  J.  Leyerrier  an- 
zugehören, der  die  Vorzüge  und  Nachteile  der  verS^iedenen  Methoden 
folgendermafsen  gegeneinander  abwägt^:  ,,0n  peut  developper 
algebriquement  ...  Ce  mode  de  developpement  offft  cet  avantage, 
que  la  fraction  R  etant  une  fois  reduite  en  s^rie,  t)n  en  deduit 
imm^diatement  le  d^yeloppement  de  ses  därivees  parti^es  par  la 
differentiation.  Mais  d'un  autre  cot^,  on  est  oblige,  polur  ne  pas 
tomber  dans  des  longueurs  inextricables,  de  ne  conserver  (fte  ceux 
des  termes  qui  peuvent  devenir  sensibles;  c^est  une  elimidation 
delicate  et  dans  laquelle  on  peut  s'egarer.  On  ^vite  ce  demier 
incony^nient  en  calculant  directement  la  valeur  numärique  des  coefß- 
cients  de  la  fonction  perturbatrice  par  des  integrales  doubles.  C'est 
une  marche  süre,  mais  tres-p^nible;  le  developpement  des  fonctions 
deriv^es  se  deduisant  alors  moins  simplement  de  celui  de  la  fonc- 
tion R  .  ,  ,  On  pourra  souvent  conserver  en  partie  les  avantages 
qu'offirent  les  deuz  methodes,  en  les  reunissant  comme  je  vais  Fin- 
diquer  sommairement." 

Er  fuhrt  das  dann  insofern  aus,  als  er  zunächst  nach  Potenzen 
der  Ezcentricität  des  störenden  Körpers  entwickelt  und  nur  die  0^ 
und  !*•  Potenz  beibehält*^).     Den  Hauptteil 

(1)  Jl  =  r^+  a'^ —  2  a'r  cos  ü  cos  Z7'  —  2  a'r  sin  ü  sin  Z7'  cos  J 

bringt  er  durch  Einführung  dreier  Hilfsgröfsen  IT,  a,  t,  die  von  den 
Elementen  und  der  Anomalie  des  gestörten  Körpers  abhängen,  auf 
die  Form: 

(2)  2^  «  X(H-  ««-  2a  cos(t;'-  t)) 

und  entwickelt  ihre  Potenzen  wie  in  §  19  angegeben  ist;  analog 
verfährt  er  mit  dem  Term  erster  Ordnung.  Diese  Rechnung  wieder- 
holt er  für  eine  Anzahl  verschiedener  Lagen  des  gestörten  Körpers; 
aus  den  so  gewonnenen  verschiedenen  Werten  der  Goef&cienten  der 
ersten  Entwicklung  gewinnt  er  durch  mechanische  Quadratur  (§  25) 
ihre  Entwicklung  nach  den  Vielfachen  der  mittleren  Länge  des  ge- 
störten Körpers.  Wenn  man  bei  diesem  Verfahren  den  störenden 
und  den  gestörten  Körper  ihre  Bollen  tauschen  lasse,  müsse  man 
höhere  Potenzen  der  Excentricität  berücksichtigen;  aber  man  habe, 
dann  den  Vorteil,  die  Ableitungen  der  Störungsfunction  nach  den 
Elementen  des  gestörten  Körpers  nicht  besonders  berechnen  zu  müssen. 

864)  J.  de  math.  8,  1848,  nr.  11,  p.  282. 
866)  nr.  12,  p.  283. 
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In  seinen  späteren  Arbeiten  hat  Leverrier  diese  Methode  nicht 
weiter  verfolgt,  sondern  ist  zur  classischen  Entwicklung  zurück- 
gekehrt. Dagegen  hat  A.  C auch 7  den  Gedanken  aufgenommen  und 
weiter  durchgebildet^*),  indem  er  zeigt,  dafis  das  Verfahren  an- 
gewendet werden  kann,  auch  ohne  dals  man  vorher  nach  Potenzen 
der  einen  Excentricität  entwickelt.  Er  handelt  zu  diesem  Zwecke 
zunächst  ausführlich  von  der  Zerlegung  rationaler  ganzer  Functionen 
von  Sinus  und  Cosinus  eines  Winkels;  die  gewonnenen  Besultate 
wendet  er  dann^^  auf  das  Quadrat  der  Distanz  zweier  Planeten 
an,  das  als  Function  der  excentrischen  Anomalie  des  einen  von  ihnen 
die  Form  hat: 

^/««a+ 2©costt+ 2(Esintt  +  4S)cos*«  (3) 

und  sich  daher,  wenn 

6«'  =  s  (4) 

gesetzt  ¥mrd,  folgendermafsen  in  Factoren  zerlegen  läfst: 

J*^k{l  —  ae-^^s)  (1  —  ae*'«-i)  (1  —  6c-«'5)(l  —  5e«'5-0-     (ö) 

Dabei  bedeuten  A*,  a,  &,  a  reelle  Functionen  der  Elemente  beider 
Bahnen  und  des  Ortes  des  andern  Planeten  auf  seiner  Bahn®^). 
Wenn  die  Excentricität  des  einen  Planeten  Null  ist,  ist  auch  eine 
der  beiden  Gröfsen  a,  h  Null  und  man  kommt  auf  die  in  §  19  be- 
sprochenen Entwicklungen  zurück.     Andernfalls  ergiebt  sich^^): 

l|.2:^.cosiu-2:D.si.A«,  (6) 


866)  Par.  C.  R.  18,  1844,  p.  626;  oeuvrea  (1)  8,  p.  168.  Die  dort  für 
die  exerc.  d^anal.  in  AuBsicht  gestellte  detai]lirtere  YerOfFentlichung  ist 
unterblieben.  Cauchy  nennt  Leyerrier  nicht,  sondern  bezeichnet  seine 
Methode  ausdrücklich  als  neu. 

867)  §  2,  p.  179. 

868)  Nähere  Anweisung  zur  zweckmäfsigen  Ausführung  der  zu  dieser 
Factorenzerlegung  erforderlichen  Rechnungen  geben  Cauchy  selbst,  Par. 
C.  R.  19,  1844,  p.  1283  (oeuvres  (1)  8,  p.  360);  ib.  20,  1846,  p.  778  (oeuvres 
(1)  9,  p.  184);  P.  A.  Hansen,  Par.  C.  R.  Suppl.  1,  1866  (a.  d.  J.  1846), 
nr.  62—63,  p.  209—233,  namentlich  nr.  60,  p.  223  (nr.  64,  p.  233  nimmt 
Hansen  die  Zerlegung  erst  nach  EinfQhrang  der  mittleren  Anomalieen 
vor);  Leipz.  Abh.  3,  1867,  nr.  64—60,  p.  141—160;  Ch.  H.  Berger,  Tou- 
louse thäse  1863,  nr.  3,  4  p.  23—37;  Y.  Puiseux,  Par.  Observ.  M^m.  7, 
1863,  nr.  6,  6,  p.  171—178;  G.  J.  Hoüel,  Prag.  Archiv  1,  1876,  nr.  69—74, 
p.  60—67  des  S.-A.;  F.  Tisserand,  trait^  4,  1896,  nr.  127/128,  p.  281—287. 
—  J.  Bourget,  Par.  Observ.  Mäm.  7,  1863,  nr.  12,  p.  284  erklärt  diese 
Factorenzerlegung  fdr  „une  Operation  des  plus  laborieuses". 

869)  p.  184. 


172  1-  Hanptieil.  8.  Abachs.  Entwickl.  aaalyt.  Ftinct.  i.  hannon.  trigon.  Beäen. 


mit: 


(7) 


^x  -2  »r"  («)  »l'  (*)  CO»  (i  +  2  ^)  ., 


4- 00 


0«  -2 ^r"*  («)  »f  (*)  «iitCi  +  3  ^) «. 


^SS-"«  • 


In  diese  EntwicMungen  führt  er  noch  mittelst  der  Cylinderftmctionen 
(§  20)  statt  der  excentrischen  Anomalie  die  mittlere  ein^^.  Zmn 
Schlnfs  bemerkt  er,  dafs  man  die  Coefficienten  der  so  gefundenen 
Entwicklungen  entweder  durch  ein  Interpolationsverfahren  oder  auch 
analytisch  nach  den  Yiel&dien  der  andern  Anomalie  entwickeln 
könne  »''ö). 

In  einer  folgenden  Abhandlung,  die  gröfstenteils  bereits  be- 
sprochen ist*®*),  giebt  er  eine  Umformung  der  Integralausdrücke  für 
die  Coefficienten  der  Entwicklung  (7),  die  zu  der  in  6lei(^ung  (53) 

Ton  §  1&  enthaltenen  Darstellung  der  9^  ^  ganz  analog  ist^^). 

Ebenfalls  eine  solche  „gemischte  Methode^'  scheint  P.  A.Hansen 
im  Auge  gehabt  zu  haben ,  als  er  neben  die  unter  G.  besprochene 
Methode  eine  andere  stellte,  bei  der  nur  nach  den  Vielfachen  der 
einen  wahren  Anomalie  analytisch  entwickelt  wird^^^).  Er  bereitet 
diese  Entwicklung  durch  eine  nach  Potenzen  einer  HilfsgröJGse  vor^ 
die  von  derselben  Grölsenordnung  wie  sin*/  ist.  Für  die  Coeffi- 
cienten der  schliefslich  erhaltenen  Entwicklung  giebt  er  verschiedene 
Darstellungen  durch  hypergeometrische  Reihen®");  auch  zeigt  er, 
wie  man  aus  der  Entwicklung  von  J~^  die  von  //"',  -^"^i  •  •  • 
ddreh  Differentiationen  erhalten  kann®^^. 

Mag  die  vorhin  angedeutete  Vermutung  über  Hansen's  Ab- 
sicht bei  diesen  Entwicklungen  zutreffend  sein  oder  nicht,  jedenfalls 


870)  p.  188.  Wie  er  sich  hier  die  analytische  Entwicklung  gedacht 
hat,  kann  nicht  mit  Bestimmtheit  angegeben  werden,  da  er  füi  die  nShere 
Ausftlhmng  auf  ein  zukünftiges  „antre  m^moii«^  verweist;  ich  vermute, 
dafs  er  die  bereit«  besprochenen  Entwickinngen '^')  im  Auge  gehabt  hat. 

871)  Oeuvres  (1)  8,  p.  240.  Auffällig  ist  die  Äufserong:  ,,nach^^  dieser 
Transfomation  redncirten  sich  die  Integrale  auf  elliptische.  —  Über  die 
Behandlung  von  elliptischen  Integralen  der  hier  vorliegenden  Art  finden 
sich  Angaben  bei  C.  V.  L.  Charlier,  Stockh.  Handl.  22,,  1887,  nr.  7,  p.  18. 

872)  Leipz.  Abh.  2,  1866,  nr.  87,  p.  840. 

873)  nr.  39—41,  p.  843—346;  Tabelle  der  Logarithmen  der  Coefficienten 
p.  371—873. 

874)  nr.  42,  p.  846. 
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bat  er  m  Miliar  Pariser  Freififlchrift^  Ton  der  gemiBcfaien  Methode 
Gebniudi  gemacht  und  «ie  dann  in  seiner  ersten  Abhandlung  über 
die  Stümngen  der  IdeiiieKi  Planeten  ^^^)  ausführlich  auseinander  ge- 
setzt. Er  bringt  ^ide  Oanchj  das  Quadrat  der  Distanz  auf  die 
Form  (3)^^^);  die  Factorenzeclegung  (5)  giebt  er  in  der  reellen 
Form«"): 

iC-q  cos  («'  ~  Q))  (1  -  g,  cos  («'-f  Q)).  (8) 

Die  Entwicklung  der  Potenzen  der  einseinen  Factoren  führt  er  dann 
nach  seinen  früher  besprochenen  Methoden^^^)  au&  Die  MultipU- 
cation  der  beiden  Factoren  yerschiebe  man  beaser  bis  nach  Ans- 
fühmng  der  Entwicklung  nach  den  Vielfachen  der  andern  Variable  ^^^); 
diese  letztere  geschieht  durch  mechanische  Quadratur.  Dabei  wählt 
er  als  zweite  Variable,  nach  welcher  entwickelt  wird,  nicht  die 
andere  Anomalie  u  selbst,  sondern  die  Differenz  u' — u^'^). 

„Eine  wesentliche  Abänderung  der  vorgetragenen  Methode,  die 
in  manchen  Fällen  mit  Nutzen  angewendet  werden  kann^*^^),  setzt: 

J^-^  D  —  f  cob(u'  —  I^  —  ^y^cos2u,  (9) 

^2  ssi  so  Idein,  dafe  man  bei  der  Entwiddong  nach  seinen  Potenzen 
nur  die  erste  Poteoiz  zu  berücksichügen  brauche;  und  die  Ent- 
wicklung heilerer  Potenzen  des  Hauptbestandteils  habe  man  ohnedies 
nötig,  wenn  die  Störungfen  2.  O.  in  Bezug  auf  die  Massen  berechnet 
werden  sollen.  Wenn  aber  das  nicht  der  FaU  sei,  sei  die  erste 
Methode  yorzuzieben,  da  die  Zerlegpmg  (8)  weniger  Mühe  mache, 
als  die  Entwicklung  dieser  höheren  Potenzen. 

Nachdem  -so  auf  die  eine  oder  andere  Weise  die  erforderlidien 
Potenasen  der  Distanz  nach  den  Vielfechen  der  exoentrischen  Ano- 
naalieen  entwickelt  sind,  führt  Hansen  die  mittlere  Anomalie  des 
fitörenden   Phmeten   mit  Bllfe   der  Oylinderfnnctionen  {§  ^0)   ein; 


875)  Leipz.  Abb.  3,  1867,  p.  41.  AusfCLhrliche  Erläuterungen  bei 
J.  Hoüel,  Prag.  Archiv  1,  1876  (auch  sep.,  Paris  1876);  vgl.  auch  P. 
Tisserand,  traiii^  4,  1896,  chap.  tl,  p.  MO  (die  diort  p.  ^6  eitbrte  Ab- 
iumdlmig  von  Ventari  war  nur  nicht  zugftnglich).  —  Woiü  die  nmfang- 
xäAsie  Anwandnng,  die  iSanaen*«  Methode  gef^den  hU,  ist  die  von 
G.  W.  Hill  auf  dks  gegemeitigsn  6t9ruB^B  von  Jmpite  und  Saturn. 

87B)  nc.  SSi,  p.  139.        877)  nr.  64,  p.  141. 

876)  nr.  64,  p.  167.        670)  ar.64,  p.  1^8. 

880)  nr.  98,  p.  167.  In  neneren  DaEstellnngen  von  fiaoieen's  Methode 
wird  gewOhnlidi  diese  Modificatüm  mitgeteilt,  so  z.  B.  bei  TieseruLd '^*). 
In  denelben  Weise  verfiLfart  anch  J.  Bourget,  Par.  Obsetv.  M4m.  7, 
1863,  nr.  12,  p.  279. 
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dagegen  behält  er,  „um  die  Conyergenz  nicht  zu  Yerringem^\  die 
ezcentrische  Anomalie  des  gestörten  Planeten  bei^^).  Es  folgen 
dann  noch  die  zur  Berechnung  der  Differentialquotienten  der 
Störungsfunction  erforderlichen  Multiplicationen  mit  den  Factoren 
r\  r'*  u.  s.  w.®®*)  und  die  Entwicklung  des  von  der  Bewegung  der 
Sonne  abhängenden  Teils  der  Störungsfunction®**).  Schlieüslich  bringt 
er  auf  Grund  der  Relation: 

(10)  f'=Bc' — (IC -{- (lu  —  fAfsinu, 

in  der  f&  das  Verhältnis  der  mittleren  Bewegungen,  c,  c'  die  mittleren 
Anomalieen  der  Epoche  bedeuten,  und  mit  Hilfe  der  Cylinder- 
functionen  die  Entwicklung  auf  die  fOr  die  Integration  bequeme 
Form  einer  Summe  von  Gliedern*®*): 

(11)  [2}iQc-k'i.)u-k'ic'-(.c)). 

Wenn  die  Ezcentricität  e  des  gestörten  Planeten  ebenfalls  kleiü 
sei,  köime  man  auch  die  beiden  Körper  ihre  Rollen  bei  der  Rech- 
nimg tauschen  lassen.  Dann  könne  man  die  mechanische  Quadratur 
sogleich  fElr  die  mittlere  Anomalie  des  störenden  Planeten  aus^ 
fähren,  wodurch  man  eine  Umformung®*^)  erspare.  Doch  sei  das 
nicht  zu  empfehlen,  wenn  e  einigermalisen  gröfser  sei  als  a'e'/a^^). 

Auch  in  0.  G.  J.  Jacobi's  astronomischem  Nachlafs  ist  von 
der  gemischten  Methode  die  Rede**^).  Jacobi  schlägt  vor,  den 
Winkel  A  =  w  —  J'  an  Stelle  von  u  einzufahren:  durch  diese  Ein- 
führung werde  erzielt  ^^),  dafs  die  Anzahl  der  Werte  von  f',  für 
welche  man  die  CoefQcienten  im  Ausdruck  des  Quadrates  der  Distanz 
zu  berechnen  und  die  mechanische  Quadratur  auszufahren  hat,  der 
Potenz  von  e'  entspricht,  bis  zu  der  man  gehen  will,  während  sie 
sich  sonst  nach  der  betr.  Potenz  des  Bruches  a/a  richten  würde; 
auch  veimindere  man  dadurch  die  Schwankungen  der  CoefQcienten^ 
In    erster  Linie    behandelt    er    dann   eine   im  wesentlichen  mit  (9) 


881)  nr.  69,  p.  169.         882)  nr.  72,  p,  174.         883)  nr.  73,  p.  177. 

884)  nr.  74,  p.  180.  nr.  75,  p.  181  zeigt  er,  wie  an  dieser  Form 
partielle  Differentiationen  nach  u  bei  constantem  £'  auszuführen  sind. 
Ihre  Benutzung  war  übrigens  bereits  von  J.  W.  Lubbock  vorgeschlagen 
worden,  Phil.  Mag.  31,  1847,  p.  6  und  Monthly  not.  8,  1848,  p.  120. 

886)  nr.  71,  p.  173.  Hoüel"*),  nr.  77,  p.  68,  wägt  die  Vor-  und  Nach- 
teile beider  Methoden  gegeneinander  ab,  findet  aber  BchUelslich,  dafs  nur 
„la  pratique  compar^e"  darüber  entscheiden  könne. 

886)  Werke  7/p.  294  (von  den  Herausgebern  in  das  Jahr  1843  gesetzt). 

887)  p.  296. 
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übereinstmimende  Form  mid  entwickelt  na,6k  den  Potenzen  des 
Üorrectionsglieds.  Wolle  man  das  nicht,  so  haK^  man  die  Aufgabe 
vor  sich,  die  Potenzen  eines  Ausdrucks  der  Form*®): 

^2«  a  +  b  O08(k  --  a)  +  c  cos2  (X  —  a)  +  d  sm^{X  —  a)     (12) 

nach  den  Vielfachen  von  X  —  a  zu  entwickeln.  Man  könne  die 
zwischen  den  Coef&cienten  dieser  Entwicklung  bestehenden  !^lationen 
(vgl.  §  23A)  benutzen,  um  diese  CoefQcienten  vermittelst  seiner 
„kettenbruchäljnlichen  Algorithmen^^  zu  berechnen.  „Wäre  [das 
Correctionsglied]  nicht  so  klein,  so  würde  es  passend  sein,  eine  a^s 
dem  oben  erwähnten  neuen  Approximationsprincip  abgeleitete  neu» 
Formel  anzuwenden,  welche  elegant  und  bequem  ist  und  ohne  ein 
rücklaufendes  Verfahren  unmittelbar  jeden  Goef&cienten  giebt,  aber 
freilich  ebenfalls  [wie  die  Factorenzerlegung  (8)]  die  Auflösung 
einer  cubischen  Gleichung  erfordert."  Die  Factorenzerlegung  (resp. 
die  Beduction  der  die  Coeffidenten  darstellenden  Integrale  auf  die 
I^ormalform,  was  auf  dasselbe  hinauskonmit)  f£Üire  auf  „sehr  un- 
angenehm zu  berechnende  elliptische  Integrale  IIL  G.  mit  imaginären 
Parametern". 

E.  F.  W.  Klinkerfues,  der  ebenfalls  die  gemischte  Methode 
empfiehlt,  bereitet  ihre  Anwendung  durch  Abtrennung  des  Gliedes 
mit  yy,  in  (d)  vor®^®).  Daim  entwickelt  er  eine  eigentümliche,  an 
Cauchy's  methode  logarithmique ''^')  erinnernde  Behandlung  der  Auf- 
gabe, die  w**  Potenz  einer  (endlichen  oder  unendlichen)  trigono- 
metrischen Beihe  U  selbst  wieder  durch  eine  solche  Reihe  V  aus- 
zudrücken®^). Er  setzt  nämlich  V  mit  unbestimmten  Coefficienten 
an  und  dann  beide  Entwicklungen  in  die  zwischen  U  und  V  be- 
stehende Differentialrelation: 

ein.  Indem  er  dann  die  Goefi&cienten  der  Functionen  gleicher  Viel- 
fachen von  u  vergleicht,  erhält  er  Relationen  zwischen  den  bekannten 
und  den  unbekannten  Coefßcienten;  diese  lassen  sich  nach  den 
letzteren  auflösen,  wenn  man  alle  diejenigen  unter  ihnen  vernach- 
lässigt, deren  Index  eine  gewisse  Grenze  übersteigt  ®^^).  Das  wendet 
er  dann  an  auf  die  Entwicklung  der  Potenzen  des  Hauptbestandteils 


888)  p.  297. 

889)  Gott.  Abh.   11,   1862/63  [64],  §11,  p.  66  (Auszog  Gott.  Nachr. 
1868,  p.  268). 

890)  §  6,  p.  58.         891)  p.  69. 
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der  Dktanz  «aoh  den  YieläbcbiBfi  ff»  u'«-'  u(  die  Co^SGLoj^tea  dieser 
fintwiddimg  eninnekelt  lar  luieb  den  Yisi&i^imi  ^oa  i^  diftr^b  iv#c)uu 
nische  Quadratur*^). 

In  etwas  modificiiter  Fas^UQg  erscheint  die  analytische  Entwick- 
lung der  Störungsfiinction  nach  einem  Argument  bei  EL  Gjlden^^). 
fitatt  Bftmlieh  das  Qo»äx$t  4er  Pifitanz^  das  bei  Um  iu  ^  Fona; 

(14)  ^«=  EÄmCOsmc  +  ÄBinflintnc' 

eraoheint»  in  Factprezx  zu  zerlegen,  mnltipUcirt  er  i^it  ßinem  Factor 

(16)  Jfj»  H-tfooec'-f  y»Pf' 

tmd  bestimmt  ^,  p  so,  dttfis  aas  dem  Prodvtöt  MA^  die  Glieder  mit 
cos  2  e'  omd  sin  8  c'  henrasÜEiIlen.    Ist  dann 

(16)  MJ*  -=  -2f  C«,  cos  mc"  +  ZVm  siji  mc\ 

so  behandelt  er  zwaftobst  iJQ+ Ct^Q^mc  -^  D^^mc  9^  Haopt- 
bestandteil,  aUis  tibrig^a  Glieder  «to  Corr0ctiQn$glie^r. 

0'  Ba^kluad  verbindet  die  gemischte  Methode  mit  d^Q  JEz^ 
wiekluagw  von  §  MC;  indem  er  m  Gleiphwjg  (9)  u—F^so^ 
2 1«' »  9c  —  y  setzt,  erhält  er  die  Form,  Ton  der  jene  Entwioklnpgani 
«U8geb«n®^). 

E.   Entwicklung  nach  purtiellen  Anomalieen. 

P.  A.  Hansen  hat  in  seiner  PAriser  Preis^chrift  über  Kpmei^n- 
ötörungea®^)  den  Vorschlag  gemacht,  den  Wiakel,  aach  dessen  Yipl- 
&chen  man  entwickelt,  nicht  för  die  gan^  Umlaufs^it  beizubehalten, 
sondern  die  Bahn  in  zwei  oder  nu^hrei«  T^ile  zu  zerlegen  Twd  fftr 
jeden  dieser  Teile  eine  besondere  „parti9Ue  .Anon^JUe'^  QinziifilUu^en, 
um  dadurch  eine  raschere  Convergeoz  der  Entwicklungen  zu  er- 
zielen.    Er  setzt  zu  diesem  Zwecke  zunächst  ^^): 

8d2)  Petersb.  Ball.  U,  1869,  p.  8fi8;  Stockh.  HaniU.  Bih.  \^^  \»lh,  p.T. 

69S)  Petenb.  Mte.  <7),  fifi«,  18a4,  nr.  <,  p.  27. 

894)  Par.  &  R.  Suppl.  1,  1866,  p.  X%X  <18|I6  einge^ieht,  ;1850  gekrönt, 
vgl.  Par.  C.  B.  30,  la^Q,  p.  %m\  Auszüge  Berf.  JBcr.  1344.  p.  346;  18^6, 
p.  39;  Astron.  Nachr.  22,  1846,  col.  191.  Erläutennigen  boi  B.  Baillaud, 
Par.  thöse  1876,  nr.  U— lU  (Ann.  6c.  norm.  (2)  6, 1876,  p.  360—870). 

«96)  nr.  t,  p.  IM.  ftr.  10^^4,  p.  :14i---162  erteilt  EaiMen  RelatMnea 
zwischen  den  eingeföhrten  Hilfsgröfsen  zusammen,  nr.  16,  p.  163  fragt  er, 
wie  r'  und  r"  gewählt  werden  müssen,  wenn  gleichzeitig  J^<;  ^,  jg*  <  \ 
werden  «oll;  er  ftp4et,  da/s  diw  da»n  imd  nur  da^  .eiofxitt«  wmn  kein 
Winkel  des  von  den  Teilungspunkten,  der  Sonne  und  dem  Bahmwitt^lpHiiliqt; 
gebildeten  Yierecks  gröfser  als  n  ist. 
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sin  —  =  ^  (cos  X  sin Ä  +  sin  Z),  (l) 

cos  Y  ==  ^1  (cos  Zj  sin  k^  —  sin  Z^).  (2) 

Dabei  wählt  er  zwei  Werte  r',  r"  des  Badius  Vector  r  und  be- 
stimmt E^  J^i,  X,  X^  so,  daJDs  ä  das  Intervall  ( — §" ' '  *  t)  ^^^"^^" 
läuft,  wenn  r  von  r"  über  das  Perihel  bis  r'  geht,  und  daijs  Ä;^  das 
Intervall   f  —  •  •  •  -^j   durchläuft,   wenn  r  von  r'  über  das  Aphel 

bis  r"  geht®**).  Er  erreicht  so,  dafe  die  Gleichungen  r  =  f(k)^ 
**  ^  /i  (^i)i  wenn  r  und  A;,  bezw.  k^  als  Polarcoordinaten  gedeutet 
werden,  Gurven  darstellen,  die  sich  weniger  von  E[reisbogen  unter- 
scheiden, als  die  elliptischen  Bogen  der  Eometenbahn  selbst 

AuCser  dieser  Teilung  der  Bahn  in  zwei  Teile  betrachtet 
Hansen  auch  noch  eine  Reihe  anderer  Teilungen  mit  anderer  Lage 
oder  grö&erer  Anzahl  der  Teilungspunkte '''). 

Es  sind  dann  vor  allem  die  Formeln  der  elliptischen  Be- 
wegung (§  20)  nach  den  Vielfachen  dieser  partiellen  Anomalieen  zu 
entwickeln.  Im  einfiichsten  Falle  r'  >=>  r"  sind  dazu  die  [von  den 
in  §  17,  19  besprochenen  nicht  wesentlich  verschiedenen]  Entwick- 
lungen®*®): 

(1  -  -B'sin^Ä;)"'»  =  aJl'^  —  2 «^"^  cos  2 Ä;  +  2ai"^co8  4Ä—  -f  •  •  •     (3) 

erforderlich;  Hansen  benutzt  zu  diesem  Zwecke  Recursionsformeln 
und  Kettenbrüche,  nachdem  zuerst  a^^^  als  arithmetisch-geometrisches 
Mittel  berechnet  ist®**).  Im  allgemeinen  Fall  r'^^r"  sind  Aus- 
drücke der  Form*^): 

(A  -f  5  sin  Ä  -  C  sin*  Ä?)"  *  (4) 

zu  entwickeln;  da  sich  bei  Anwendung  der  für  diesen  Fall  geltenden 


896)  nr.  4,  p.  129. 

897)  nr.  7—9,  p.  132—141  (nr.  17,  18,  p.  166—161  auch  kurz  para- 
boliflche  und  hyperbolische  Bahnen).  Die  Frage,  welche  Wahl  der  Teilungs- 
punkte  in  jedem  einzelnen  der  zahlreichen  möglichen  Fälle  die  zweck- 
mäfsigste  ist,  wird  nr.  16,  p.  164  und  nr.  29—32,  p.  177—181  ausfOhrlich 
behandelt. 

898)  nr.  19,  p.  162. 

899)  nr.  21,  p.  166.  nr.  23,  p.  170  giebt  er  auch  asymptotische  Ent- 
wicklungen. 

900)  nr.  24,  p.  171. 
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Becnrsionsfonneln  die  Fehler  im  Laufe  der  Bechnimg  anhäufen,  giebt 
Hansen  eine  „m^thode  snre  et  facile^^  die  auf  der  Eactorenzerlegung: 

.  .         l-E^sm^X  +  l!^sm2X  sin  Ä  —  iJ«  cos«  Z  sin«  Ä  = 

^  ^    =(1  —  JEJ8inZ  +  J&cosZsinÄ)(l  +  -£7  8inZ  — JKcosZsinÄ) 

beruht ^^).     Die  entstehenden  Entwicklungen  haben  die  Form: 

(6)  «0  +  Ol  sin  Ä  +  Oj  cos  2  Ä;  +  «8  sin  3  Ä  +  «^  cos  4  Ä  +  •  •  •; 

der  Ausdruck  des  Differentials  der  Zeit,  resp.  der  mittleren  Anomalie 
ist  umgekehrt: 

(7)  ndt  =  (Aj  cos  Ä  +  A,  sin  2  Ä  +  ^^8  cos  3  Ä  +  A4  sin  4  ÄJ  +  •  •  •)  dÄ. 

Hansen  ersetzt  nun^«)  die  mittlere  Anomalie  des  störenden  Planeten  ^ 
durch  ihren  Ausdruck: 

(8)  f'=n'«  +  c'; 

nach  Ausführung  aller  Entwicklungen  erhält  er  die  Störungsgröfsen 
dargestellt  durch  Reihen,  die  nach  den  Vielfachen  der  beiden 
Winkel  o  und  c'  fortschreiten.  Dabei  ist  c'  die  mittlere  Anomalie 
der  Epoche,  die  in  den  zunächstliegenden  Periheldurchgang  des  ge- 
störten Körpers  verlegt  wird*^');  für  jeden  Umlauf  desselben  ist 
also  eine  andere  Epoche  zu  wählen,  daher  ist  in  den  Formeln  das 
allgemeine  Zeichen  c'  beizubehalten,  nicht  sein  numerischer  Wert 
einzuführen.  Bei  der  Integration  der  so  gebildeten  Störungs- 
gleichungen  treten,  da  c'  in  jedem  einzelnen  Intervall  von  der  Zeit 
unabhängig  ist,  weder  Säcularglieder  noch  kleine  Divisoren  auf,  und 
man  hat  überhaupt  nicht  nötig  Entwicklungsglieder  zu  berechnen, 
in  denen  beide  Winkel  cd  und  c'  gleichzeitig  grolse  Zahlenfactoren 
haben  ^^).  Die  Integrationsconstanten  sind  daraus  zu  bestimmen, 
dafs  in  jedem  Teilungspunkt  die  für  das  vorhergehende  und  die  für 
das  nachfolgende  Intervall  geltende  Entwicklung  aneinander  an- 
schliefsen  müssen"*^). 

•  Die  Ausführung  der  Entwicklungen  geschieht  nach  der  ge- 
mischten Methode  (§  23  D),  und  zwar  in  Bezug  auf  c'  analytisch, 
in  Bezug  auf  k  durch  mechanische  Quadratur*^). 

Mit  dieser  Preisschrift  Hansen's  haben   eine  Beihe  von  Unter- 
suchungen H.  Gyld^n's  den  Gedanken  gemeinsam,  die  Integration 


901)  nr.  26,  p.  173.         902)  nr.  36,  p.  182.         903)  nr.  36,  p.  183. 
904)  nr.  46,  p.  198. 

906)  nr.  37—42,  p.  184-192;  vgl.  auch  H.  Gyld^n,  Stockh.  HandL 
Bih.  2, g,  4876,  §4,  p.  20. 
906)  nr.  76,  p.  264. 
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der  StOrungsgleichungen  dadurch  zu  erleichtem,  daXs  nur  nach  den 
Vielfachen  eines  einzigen  variabeln  Winkels  entwickelt  wird.  Das 
Mittel  zur  Erreichung  dieses  Zweckes  ist  aber  zunUchst  ein  anderes, 
n&mHch  die  Ersetzung  der  in  den  §§15  und  16  besprochenen 
Entwickelungen  durch  andere,  welche  zwar  einen  engeren  Gültigkeits- 
bereich haben,  dafür  aber  rascher  convergiren.  Gjlden  geht  aus 
von  der  Entwicklung  der  Function 


■ 


cos"<^d^  (9) 


nach  den  Sinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  <^*^').  Die  Coeffi- 
cienten  dieser  Entwicklung  erscheinen  zunächst  als  Doppelintegrale; 
Gylden  formt  sie  durch  partielle  Integration  in  einfache  Integrale 
um  und  wertet  diese  mit  Hilfe  von  Sätzen  über  Euler'sche  Integrale 
aus.  Indem  er  dann  alle  trigonometrischen  Functionen  auf  die  rechte 
Seite  der  Gleichtmg  bringt,  erhält  er  eine  Entwicklung  der  Form 

^  (A;  4-  1)  (jfc  +  2)  {*  +  8)  .  .  .  (2A)  ^^^ 

^^2!  +  i«M2n  +  1)0  -  ^<«^2^' 


X 

die  für  das  Intervall: 


-l^^^l  (11) 

gültig  ist^®).     Die  Zahl  k  kann  dabei  beliebig  gewählt  werden^®). 
Durch  Integration  entstehen  aus  den  gefundenen  Formeln  ent- 
sprechende  für  die  Potenzen   von  <&;  indem  man  diese  in  die  betr. 

2il^ 
Potenzentwicklungen  einsetzt,  erhält  man  Entwicklungen  für  cos 

2/l'6' 

und    sin ,    in    denen    X/n  eine  beliebige,   auch  gebrochene   oder 

irrationale  Zahl  bedeuten  kann^^^).    Durch  Grenzübergang  zu  Ä;  =  <x> 

907)  Fenn.  Acta  9,  1871,  p.  78  (datirt  von  1867);  Auszug  Astr.  Nachr. 
69,  1867,  col.  198. 

908)  nr.  6,  p.  82.  Die  Werte  der  A  sind  nr.  2,  p.  78,  die  Logarithmen 
der  B  nr.  6,  p.  83  angegeben.  0.  Callandreau,  Par.  C.  B.  93,  1881^ 
p.  201  giebt  an,  wie  man  solche  Entwicklungen  fdr  andere  Intervalle  er- 
halten  kann. 

909)  Gyldän  giebt  nr.  7,  p.  86  an,  je  nachdem  man  mit  6,  6  oder 

7  Stellen  rechnen  woUte,  sei  es  zweckmäfsig,  A;  ss  1  oder  2,  2  oder  3, 

8  oder  i  zu  wählen. 

910)  nr.  10,  p.  90,  sowie  Astr.  Nachr.  69,  1867  col.  198.    Die  Coeffi- 
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gelangt  man  wieder  zu  den  Gleichungen  (5)  und  (7)  von  §  16^^^) 
und  durch  Übergang  zu  rein  imaginftren  Argumenten  zu  ent- 
sprechenden Gleichungen  für  hyperbolische  Functionen*^'). 

Um  mit  Hilfe  dieser  Formeln  die  in  den  Störongsausdrücken 
vorkommenden  Functionen  zweier  Winkel  auf  Functionen  eines 
Winkels  zurückzuführen,  setzt  Gyldin*") 

(12)  i'^fit+X,     wo     X^c'-fic 

(vgl.  Gleichung  (8)),  führt  mit  Hilfe  des  numerischen  Wertes  von 
X  jedes  Gliederpaar 

(13)  ^^^.cos  (Ji  +  i't)  +  ^y/sin  O'f  +  /O 
in  ein  Gliederpaar: 

(14)  ^^/cosO+i»t+-B^/8inC;+i»f 

über   und  benutzt  seine  Formeln  dann  in  einer  Gestalt,  in  der  sie 

für  das  Intervall  ynn  —  ö^  * '  *  ^^  +  ö")   g®!^^-     ^i®  Coefficienten 

setzen  sich  dabei  aus  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  hn 
und  A^fATP  zusammen.  In  einer  etwas  späteren  Note*^^)  modificirt  er 
das  insofern,  als  er  von  der  Entwicklung  nach  einer  mittleren  und 
einer  excentrischen  Anomalie  ausgeht  und  die  Relation  §  23  D,  (10) 
benutzt;  sie  liefert  eine  Entwicklung  der  Form: 

t'  =  Zm  +  f»^/»i;^  +  i8iii(2n  +!)(«-  «.«) 

(15)  -0  , 

—  f*f  sin tt  — ^^  «j^ sin  2ttw , 

11  =  1 
mit: 

(16)  Zi„  =■  c'  —  iiiC'\-i»,mn. 

Die  Entwicklung  der  Potenzen  der  Distanz  nach  den  Vielfachen 
von  u  geschieht  dann  durch  mechanische  Quadratur;  dabei  sind  zu 


cienten  dieser  Entwicklungen  sind  selbst  unendliche  Reihen.    Wenn  X  sehr 
nahe   gleich   einem  ganzzahligen  Vielfachen  von  9f/2  wird,   werden  die 
Formeln  zu  ihrer  Berechnung  unbequem;  Gyld^n  giebt  nr.  16, p.  104  andere. 
911)  nr.  18,  p.  99.         912)  nr.  14,  p.  100. 

913)  Astr.  Nachr.  69,  1867,  col.  197. 

914)  Stockh.  Of7. 1874^,  p.  16.  Vgl.  auch  das  Referat  von  H.  Schultz, 
Astr.  Viert.  10,  1875,  p.  29,  sowie  die  Darstellimg  von  0.  Gallandreau, 
Par.  th^se  1880  (Par.  Observ.  Ann.  16,  1882,  A;  Auszug  Par.  0.  R.  87,  1878, 
p.  1071;  88,  1879,  p.  960;  90,  1880,  p.  82,  98,  1881,  p.  201).  Eine  Zu- 
sammenstellung durchgeführter  Anwendungen  dieser  Methode  findet  sich 
Bull,  astron.  2,  1886,  p.  478. 
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den  zu  benutzenden  Werten  von  u  die  zugehörigen  Werte  von  u 
mit  Hilfe  von  (15)  zu  berechnen,  auch  in  demjenigen  Teile  der 
Bahn,  in  welchem  diese  Entwicklung  nicht  gilt^^^).  Au&erdem  ist 
noch  die  Entwicklung  der  Functionen  der  Vielfachen  von  u'  nach 
den  Vielfachen  von  u  und  Z9,  erforderlich;  diese  nimmt  Gjlden 
analytisch  vor*^'). 

Zu  weiteren  hierhergehörigen  Untersuchungen  wurde  Gjlden 
durch  das  (beim  AnschluTs  der  einzelnen  Teilentwicklungen  an- 
einander^ auftretende)  Problem  veranlafst:  sei 

u^ip{(it)  (17) 

eine  periodische  Function  von  f, 

«2  ==  g)(AfA«),  (18) 

F(t)  =  f(u)  =2^^  ^^'  ^(**  +  *)  '  (^^) 

die  Summe: 

ys  -  f(uo)  +  f{u,)  +  f{u^)  +  . .  .  +  f{u.)  (20) 

durch  Ut  auszudrücken*^^.  Das  l^ann  zwar  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
(14)  und  (15)  von  §  15  geschehen;  aber  wenn  die  Entwicklung  von 
f{u)  langsam  convergirt,  kann  man  sehr  viele  Glieder  berücksichtigen 
müssen.     Gjld^n  bringt  daher: 

^*  -  y- -  Mt*o)  -  t/*W  (21) 

zunächst  auf  die  Form*^®): 

=  \^Mi  cot  ?^  [sin  I(t;;  +  5|»«)  —  sin  Itf;]  ;  (22) 

und  dafür  kann  geschrieben  werden: 


z,  =  ^ 


91t 


i' 


^s-\     f(9(^0)%(t)dt,  (23) 


916)  Stockh.  Öf7.  1874i,  p.  20.  —  Sollte  die  von  W.  Scheibner, 
Afltr.  N.  102,  1882,  col.  806  überlieferte  Äufserung  G.  G.  J.  Jacobi*8 
sich  nicht  auf  etwas  ähnliches  beziehen?  —  G.  V.  L.  Gharlier,  Stockh. 
Handl.  22„  1887,  nr.  22,  p.  88  und  G.  A.  Schultz-Steinheil,  Stockh.  Ofv. 
1899, ,  p.  691  stellen  Erwägungen  darüber  an,  ob  es  zweckmäsfiger  sei,  das 
Argument  X^  vor  oder  nach  der  Integration  einer  StörangsgrÖfse  einzufahren. 

916)  ib.  p.  21.  Stockh.  Handl.  Bih.  2^^,  1875,  §  1 ,  p.  7  entwickelt 
Gyld^n  auch  die  Potenzen  der  Distanz  nach  den  Vielfachen  von  X^  ana- 
lytisch, unter  Zuhilfenahme  des  bereits  besprochenen  Kunstgriffs'^*). 

917)  Stockh.  Handl.  11,,  1872;  franz.  Ann.  4c.  norm.  (2)  8,  1879, 
p.  203,  mit  Zusätzen  des  Verfassers  und  des  Übersetzers  0.  Gallandrea u. 

918)  p.  6;  Gallandreau  p.  206. 
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«TT 


(24)      /  cos  l(tlß  +  kfif)x(t)dt  =*  cot  -|^  [sinX(tf;  +  s^in)  —  smXip] 

0 

wird'^^).    Unter  Benutzung  der  Partialbruchzerlegung  der  Cotangente 
findet  Gyldän  zunächst,  dafs  das  dann  der  Fall  sei,  wenn  man: 

(26)  xCO^-^ll  +  2cos2«  +  2cos4f  H } 

nehme '^);  doch  erhalte  man  durch  diese  Wahl  nichts  anderes,  als 
was  die  Maclaurin'sche  Summenformel  auch  gebe.    Dagegen  gelange 

man  zum  Ziele,  wenn  man  nicht  cot-rr  selbst  in  Parüalbrüche  zer- 

lege,  sondern  erst  noch  einige  Factoren  abtrenne.     Wenn  nämlich: 

sei'*^)  und 

(2^)  TK'  -  w^)  - 1  -  ft?'.« + j;v  - + . . .  ±  ^y\ 

A  =  l 

so  könne  man: 

(28)  z*(0«|{z;+22^/^cos2ä4 

nehmen;  dann  ergebe  sich: 


«TT 


(29)    .  z.  =  i  Ar«  +  6l*'P"(0  +  •  •  •  +  ^'^I^^\i)\l,{S)it 

0 

Gylden  zeigt  weiter^**),  wie  man  zu  derselben  Entwicklung  auch 
von  den  Formeln  seiner  früheren  Abhandlung ^^)  aus  gelangen  könne: 
es  stellt  sich  heraus,  dafs: 

(30) z*(o  -  ;:;:::::g*i:i  i  «m"-^  i 

919)  Man  yergleiche  Callandreau's  Erläuterungen,  p.  326. 

920)  Die  Reihe  in  der  Klammer  divergirt,  wie  bereits  in  §  12  erörtert; 
aber  der  entsprechende  Grenzwert  von  t^  exietirt,  wie  Gallandreau  p.  221 
auf  Gbund  der  Untersuchungen  Dirichlet^s  darthut. 

921)  Dafs  die  Reihe  rechts  wirklich  convergirt  und  ihre  Summe  gleich 
der  linken  Seite  ist,  beweist  Gallandreau  p.  222.       922)  §  2,  p.  7,  bezw.  209. 
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ist  Er  multiplicirt  dann  beide  Seiten  der  Gleicliimg  (10)  mit 
cos  xOdO,  sin  xOdO  und  integrirt;  so  erhält  er  einen  neuen  Beweis 
der  früheren  Entwicklungen  ^^^),  sowie  anderer,  in  denen  endlich  viele 
ungerade    und   unendlich   viele    gerade  Vielfache   von    0    auftreten. 

Die  Substitution  ö  =»  —  giebt  dann  die  Partialbruchzerlegung  (26)^'). 

AuDserdem  giebt  er  noch  eine  ,,sehr  wichtige"  Transformation  der 
Hauptformel  (29)  durch  partielle  Integration^^)  und  anhangsweise 
entsprechende  Partialbruchzerlegungen  der  Functionen  tg,  sec,  cosec^*^). 
Callandreau  zeigt^,  da£s  man  Gylden's  Hauptformel  auch 
erhalten  könne  ausgehend  von  AbeVs  Lösung  des  Problems,  eine 
gegebene  Function  f(x)  in  der  Form: 

f(x)  -  fe*'q>{v)dv  (31) 

darzustellen;  man  erhält  dann: 


'•  -  V' 


'^""TT^-49>W^t;  (32) 


«•^-  1 


und  durch  Partialbruchzerlegung  unter  dem  Integralzeichen  die 
Formel  (29). 

Ein    Zusatz    von    Gyldin    selbst •")    leitet    zunächst    durch 
Differentiation  aus   (10)  und  den  analogen  Formeln  Entwicklungen 

Ton  1  in  trigonometrische  Beihen  ab,  die  im  Intervall  —  g-  ^  ö  ^  -5- 

gelten.  Durch  Verbindung  der  so  erhaltenen  Beihen  erhält  er 
andere,  die  dieselbe  Eigenschaft;,  auDserdem  aber  noch  die  haben,  fOr 
0  ^^  n  den  Wert  0  zu  geben.  Solche  nennt  er  separirende 
Eactoren^*^);  durch  Multiplication  eines  zu  entwickelnden  Ausdrucks 
mit  einem  derartigen  Factor  kann  raschere  Convergenz  erzielt  werden, 
wie  er  noch  an  einem  Beispiel  zeigt  ^^^. 

Von  anderen  Überlegimgen  aus  gelangt  C.  V.  L.  Charlier^**) 
2U  Gyld^n's  Ansätzen:  Sei  q>(x)  die  zu  entwickelnde  Function  und: 

f{x)  ^  q>(x)  --^2ßnsmnx,  (33) 


923)  p.  10,  beew.  214.        924)  §  3,  p.  11,  bezw.  215. 
925)  §  5  p.  14,  bezw.  220.         926)  p.  227.         927)  p.  233. 

928)  Er  hatte  sie  bereits  1873  der  skandinavischen  Naturforscherver- 
eammlimg  vorgelegt  (Skand.  Naturf.  Förh.  1873,  p.  196).  Man  vgl.  über 
sie  auch  0.  Callandreau,  Paris  Observ.  Möm.  16  A,  1882,  nr.  14,  p.  32, 
sowie  K.  Bohl  in,  Stockh.  laktt.  8,  1888,  nr.  4,  p.  25. 

929)  p.  237. 

930)  Bull,  astron.  3,  1886,  p.  378;  Stockh.  Handl.  22„  1887,  nr.  16,  p.  30. 
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(34)  (p(x)^^ omcosmx,     f{x) -^^ Ämcosmx^ 

so  ist: 


«>      4nÄ 


(^^)  2  ^'^  ""  2  **"•  "^^  m"  -^nn ' 


nsi 


dabei  sind  in  der  Snmme  dem  m  nur  Werte  beizulegen,  fOr  die 
tn  —  n  ungerade  ist.  Man  kann  nun  über  die  ß^  so  verf&gen,  dafs 
aus  der  Entwicklung  von  Am  nach  fallenden  Potenzen  von  m  mög- 
lichst viele  Glieder  herausfallen.  Wendet  man  das  auf  (p(x)  ^^  x 
an,  so  erhält  man  Gjld^n's  Gleichung  (10);  Gjld^n's  Wahl  der  Hilfs- 
function  sei  also  die  zweckmäfsigste,  die  man  hätte  trefifen  können  ^'^). 

Den  Zusanmienhang  der  Resultate  Gyld^n's  und  Gharlier's  mit 
allgemeineren  Sätzen  hat  erst  H.  Poincare  aufgedeckt ^'').  Indem 
er  die  Untersuchung  des  Convergenzgrades  der  trigonometrischen 
Reihen  wieder  au&immt,  gelingt  es  ihm,  schon  früher  von  andern 
erhaltene  Resultate  (vgl.  §  21  und  24)  zu  dem  Satze  zu  prädsiren: 

Wenn  f(x)  mit  seinen  p  —  2  ersten  Ableitungen  stei^  und 
fip-^)(x)  endlich  [und  abteilungsweise  stetig]  ist,  existirt  eine  von 
k  unabhängige  Gröfse  M  von  der  Art,  dafs  die  Coefficienten  der 
Entwicklung: 

f(x)  =^,  ajicosAflj  +  ^j  hxsinkx 

den  Ungleichungen  genügen: 

(36)  \XPax\<M,       \kPbx\<M: 

Der  Beweis  stützt  sich  zunächst  auf  den  Satz,  dais  kein  Coeffi- 
cient  einer  solchen  Reihe  gröfser  sein  kann  als  das  Doppelte  des 
Maximums  des  absoluten  Betrages  von  f(x).  Das  reicht  aber  nur 
aus  um  zu  beweisen,  dafs  |  Ji^''^ax  \  und  |  kP''^hx  \  kleiner  als  M 
bleiben;  um  den  Schlufs  zu  vervollständigen,  untersucht  Poincari 
die  EntwicUung  einfacher  Functionen  von  vorgeschriebener  ün- 
stetigkeit  (vgl.  die  Formeln  von  §  15)  und  subtrahirt  eine  solche 
Function  von  der  zu  entwickelnden. 

Das  wendet  er  dann  auf  Gyldän's  Problem  an,  o;  im  Intervall 
(0  •  •  •  7t)  durch  eine  Reihe  darzustellen,  die  wie  £m''P  convergirt; 
dabei  macht  er  darauf  aufmerksam,  dafs  die  Einsetzung  einer  solchen 


981)  Bull,  adtron.  S,  p.  384.  Charlier  skizzirt  auch  noch,  wie  man 
auf  demselben  Wege  zur  Entwicklung  von  cosfix  und  sin  fix  gelangen 
könne  (p.  386). 

932)  Bull,  astron.  3,  1886,  p.  521. 
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Beihe  in  eine  analytische  Function  wieder  eine  Reihe  derselben 
Art  üefere»"). 

In  einer  neueren  Note^  formulirt  Charlier  seinen  Ansatz  all- 
gemeiner, indem  er  die  Coefficienten  ai,  b\  durch  wiederholte  par- 
tielle Integration  nach  fallenden  Potenzen  von  k  entwickelt.  Er 
wendet  ihn  dann  auf  die  Entwicklung  von  (1  +  a*  —  2acosXfl:)~* 
an,  unter  verschiedenen  Annahmen  über  die  zu  subtrahirende  Funddon. 

FtLr  die  Ausführung  der  von  der  Methode  der  partiellen  Anoma- 
lieen  geforderten  Entwicklungen  hat  andererseits  auch  O.Backlund^^) 
Vorschriften  gegeben.  An  Stelle  von  c'  fOhrt  er  einen  anderen 
Winkel  g>  ein,  der  mit  |  =  c'  —  JP  durch  dieselbe  Relation  (§  20, 11) 
verbunden  ist,  wie  die  excentrische  Anomalie  mit  der  wahren  in  einer 
Planetenbahn  von  geeignet  gewählter  Excentricit&t  x;  das  Maximum 
der  durchschnittlichen  Convergenz  werde  erreicht,  wenn  man  diese 
Hilfsgrölse  x  so  wähle,  dafs  die  Convergenz  in  der  gröfsten  und 
kleinsten  Entfernung  beider  Bahnen  nahezu  dieselbe  wird^'^.  Aller- 
dings werde  durch  diese  Einführung  zwar  die  Convergenz  der 
Potenzen  des  Hauptterms  vergröfsert,  aber  die  der  übrigen  zu  ent- 
wickelnden Factoren:  Potenzen  des  Correctionsglieds,  Potenzen  von 
l+ÄC0s|-fysinJ  (vgl.  §  23  D,  Gleichung  (16)),  r'cos  w',  r'sinw' 
verringert:  doch  könne  man  diese  Schwierigkeit  durch  geeignete 
Zusammenfassung  der  Factoren  umgehen  und  alles  auf  die  Be- 
stimmung von  Hansen's  Coefficienten  TF*'*"  (§  20,  Gleichung  (89)) 
zurückführen^*'). 

F.    Einführung  elliptischer  Functionen®*®). 

H.  Gjlden  hat  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  das  Ziel 
verfolgt,  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  für  die  Astronomie 


933)  p.  628.         934)  Astr.  Nachr.  141,  1896,  col.  273. 

935)  Petersb.  Bull.  27,  1881,  col.  122. 

936)  col.  128.  Entwicklimgen  nach  derselben  Variabeln  xmd  einer 
excentrischen  Anomalie  durch  doppelte  mechanische  Quadratur  finden  sich 
fast  gleichzeitig  auch  bei  0.  Gallandreau,  Astr.  Nachr.  100, 1881,  col.  193. 
Er  empfiehlt  col.  198  derartige  Yersuchsrechnungen  fOr  verschiedene  Werte 
der  Constanten  x  anzustellen.    Vgl.  übrigens  auch  FuTsn.  971. 

937)  col.  126. 

938)  Wenn  hier  von  der  Einführung  elliptischer  Functionen  in  die 
Entwicklung  der  Störongsfonction  die  Rede  ist,  so  wird  dabei  abgesehen 

von  der  seit  sehr  langer  Zeit  bekannten"*)  Darstellung  der  SB^^  durch 

elliptische  Integrale,  die  gelegentlich  ausgespielt  worden  ist,  um  Gyld^n's 
Originalität  heronterzusetzen. 
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nutzbar  zu  machen.  Will  man  über  die  Aussichten  dieses  Be- 
strebens ein  Urteil  gewinnen,  so  muTs  man  sich  vor  allem  gegen- 
wärtig halten,  daJs  die  elliptischen  und  Thetafimctianen  für  die 
wirkliche  Ausführung  von  Rechnungen  immer  (auch  bei  Gjlden) 
durch  ihre  trigonometrischen  Entwicklungen  ersetzt  werden.  In 
diesen  Entwicklimgen  tritt  ein  Parameter  auf,-  über  den  noch  in 
geeigneter  Weise  verfügt  werden  kann:  nämlich  der  Modul,  bezw. 
das  Periodenverhältnis  der  elliptischen  Functionen.  Daher  kann  eine 
willkürliche  periodische  Function  in  der  Weise  durch  eine  elliptische 
Function  ersetzt  werden,  dafs  aufser  dem  Anfangsglied  auch  noch 
ein  zweites  GHed  der  trigonometrischen  Entwicklung  der  ersteren 
durch  die  letztere  genau  wiedergegeben  wird.  Daraus  erklärt  es 
sich,  dafs  man  in  sehr  vielen  Fällen  die  erste  Annäherung  viel 
genauer  erhält,  wenn  man  elliptische,  als  wenn  man  ausschliefslich 
direct  trigonometrische  Functionen  benutzt;  andererseits  ist  aber  durch 
diese  Überlegung  auch  die  Grenze  für  die  Tragweite  der  Methode 
gegeben.  Ob  sich  eine  durch  elliptische  Functionen  dargestellte  erste 
Annäherung  ebensogut  wie  eine  durch  trigonometrische  Functionen 
dargestellte  zum  Ausgangspunkt  für  weitere  Approximationen  eignet 
—  diese  Frage  läfst  sich  auf  Grund  des  bis  jetzt  vorliegenden 
Materials  nicht  mit  Sicherheit  beantworten. 

Die  Benutzung  elliptischer  Functionen  für  die  Entwicklung  der 
Störungsfimction  ist  von  Gylden  schon  in  seiner  frühesten  Abhand- 
lung aus  dem  Gebiete  der  Störungstheorie  ^*^)  vorgeschlagen  worden. 
Er  bringt  zunächst  wie  Hansen  *°*)  das  Quadrat  der  Distanz  auf 
die  Form: 

in  der  cd  eine  partielle  Anomalie  des  gestörten,  c'  die  mittlere  Länge 
einer  Epoche  des  störenden  Körpers  bezeichnet.  Durch  passende 
Wahl  der  Teilungspunkte  könne  man,  wenn  J  nie  sehr  klein  wird, 
erreichen,  dafs  die  von  oo  freien  Glieder  D  als  Hauptbestandteil, 
alle  übrigen  als  Correctionsglieder  betrachtet  werden  können.  Dann 
setzt  er  (vgl.  §  23  D,  Glch.  (8)): 

(2)  D  =  C,  (1  +  /i  cos  (c'  +  F,))  (1  +  G,) 
oder  wenn  das  nicht  ausreicht: 

(3)  D  =  C,  (1  +  /i  cos  (c'  +  F,))  (1  +  r;  cos  (c'  +  F,'))  (l  +  G,) 

939)  Petersb.  Bull.  14,  1869,  col.  195;  vgl.  auch  die  Darstellung  von 
B.  Baillaud,  Par.  th^se  1876,  nr.  14—26  (Ann.  6c.  norm.  (2)  5,  1876, 
p.  869—886). 
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u.  8.  w.  und  entwickelt  nach  Potenzen  von  Q-^  oder  G^  . , ,  Schwierig- 
keiten macht  nur  der  Fall,  dafs  f^  (resp.  f^)  wenig  Ton  1  yerschieden 
ist.     In  diesem  Falle  setzt  Qjld^n:^ 

iCc'  +  j'O-am?!!      (*«-rT7;)  (4) 

jsodara  er: 

1  +  /i  cos  (c'  +  F,)y=  (1  +  /i)  z/»am  ^  |  (5) 

erh&lt.  Die  Goefficienten  der  trigonometrischen  Entwicklungen  der 
Potenzen  von  ^am  bestimmt  er  durch  Becursionsformeln,  die  er  aus 
den  linearen  Differentialgleichungen,  denen  diese  Potenzen  genügen, 
ableitet^). 

Für   den    auch  yon  Hansen  in  erster  Linie  betrachteten  Fall 
f '  =  r"  (vgl.  §  23  E)  setzt  Gylden  sogleich: 

sm  ^  =  A;  sm  am , 

COS  TT  =»  Ä  sm  am 

2  n 

(mit  verschiedener  Bedeutung  von  k,  K  m  beiden  Gleichungen)  und 
giebt  Anleitung  zur  Entwicklung  der  Formeln  der  elliptischen  Be- 
wegung nach  den  Vielfachen  dieser  w^^).  Um  dann  auch  die 
Coordinaten  des  störenden  Körpers  als  Functionen  von  w  auszudrücken, 
benutzt  er"»)  die  Relation  (vgl.  §  23  D.  Glchg.  10): 

t'  «  rt  +  Cj  +  fA?  =  '»J  +  <?i  —  2ij  •  sin M? .  .  .  (7) 

940)  col.  200.  0.  Backlund  zeigt  Petersb.  Bull.  27,  1881,  col.  132, 
durch  ein  Beispiel,  daCs  man  durch  Einföhrung  dieses  Argoments.nahe 
dieselbe  Convergenz  erhält,  wie  durch  Einführung  Beines  Arguments  (p. 

941)  Weitere  Ausführungen  über  diese  Entwicklxmgen  finden  sich  bei 
Gylden,  recueil  de  tables  1877  (Stockh.  1877;  aufgenommen  in  Stockh. 
laktt.  1,  1880)  S  3,  p.  16  und  bei  A.  Donner,  Stockh.  laktt.  2,  1886, 
p.  8  (a.  d.  J.  1881).  Eraänzungen  betr.  das  Auftreten  langperiodischei 
Ungleichheiten:  Stockh.  öW.  I8763,  p.  6. 

942)  col.  206.  col.  227  behandelt  er  noch  den  Fall,  dafs  ein  neuer 
Teilungspunkt  ins  Aphel  verlegt  wird.  Weitere  Ausführungen  zur  Be- 
handlung der  Formeln  der  elliptischen  Bewegung  mittelst  elliptischer 
Functionen  finden  sich  Stockh.  Ofv.  1875,,  p.  7.  Man  vergleiche  auch 
die  verschiedenen  Methoden  zur  Lösung  des  Eepler^schen  Problems  mittelst 
elliptischer  Functionen,  die  Gylden  Astr.  Yiert.  10,  1876,  p.  285  und 
Stockh.  Ofv.  1875^.  p.  8  mitteilt.  —  Für  den  Fall,  dafs  man  es  vorzieht, 
die  Bahn  in  4  Teile  zu  zerlegen,  giebt  Th.  Wittram  nähere  Ausfahrun- 
gen, Petersb.  Bull.  80,  1885,  col.  168  (auch  Diss.  Dorpat). 

943)  col.  216. 
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in  der  te  -f  c^  die  mittlere  Anomalie  des  störenden  Körpers  zur  Zeit 
des  letztvorbergehenden  oder  des  nächstfolgenden  Periheldurchganges 
des  gestörten  bedeutet  (also  fOr  jeden  Umlauf  des  letzteren  einen 
andern  Wert);  aus  ihr  entwickelt  er  die  Functionen  der  Vielfachen 
▼on  ^'  nach  den  Vielfachen  von  iv  und  c[.  Um  diese  Entwicklungen 
in  das  Quadrat  der  Distanz  einzuführen,  bringt  er  dieses  zuiitchst 
auf  die  Form  §  22,  (7)^.  Zum  Schluls  deutet  er  die  Benutzung 
einer  quadratischen  Transformation  zur  Erzielung  rascherer  Con- 
vergenz  an***). 

In  einer  etwas  späteren  Abhandlung  bemerkt  Oyld^n,  das  ein- 
fache eben  besprochene  Verfahren  verliere  seine  Kraft,  wenn  die 
Bedingung  gestellt  wird,  „dals  in  allen  durch  Einftihrung  partieller 
Anomalieen  Ton  einander  getrennten  Teilen  der  Bahn  derselbe  Modul 
imd  dieselbe  Amplitude  eingehen  sollen^^^.  Ist  diese  Wahl  bereits 
getroffen,  so  nimmt  [für  einen  andern  Teil  der  Bahn]  D^  die 
Form  an: 

Di^Jlf  jl  +  2^iCos(2am(^,  h)  +  F^ -- f)  +  l\] 
=  Jlf,jl  -  ?8in«(am(i|?,  fc)  +  |(JP,- F))), 


WO  Mj  itf|,  Z,  Ij^  neue  Gonstante  bedeuten.    Gyld^n  entwickelt  dann 

2  Sx 

zunächst   nach  den  Functionen  der  Vielfachen  Ton   2  am und 

n 

diese  wieder  nach  den  Vielfachen  von  x.     Auch  könne  man: 

(9)  am(i^,Ä)  +  i(f,-J')  =  am(i^,i) 

setzen,  unter  L  das  zum  Modul  l  gehörende  vollständige  elliptische 
Integral  L  G.  verstanden,  und  zimächst  nach  den  sin  2  fty  und  diese 

wieder  nach  den  sin  2  n  am entwickeln  ^"H. 

n  ^ 

Um  die  zur  Ausfuhrung  dieser  Ideen  nötigen  Entwicklungen  zu 
erhalten,  leitet  Gylden  zunächst  Becursionsformeln  für  die  Coefficienten 

der  Entwicklungen  der  n**"*  Potenzen  von  sin  am ,  cos  am , 

2  Kx 
A  am nach    den    trigonometrischen  Functionen   der  Vielfachen 

von  a;^  her  und  benutzt  sie  zur  Berechnung  dieser  Coefficienten 


944)  col.  222.         945)  col.  2dl. 

946)  Petersb.  Mäm.  (7),  löjo,  1871,  p.  5. 

947)  p.  7.         948)  §  1,  p.  10. 
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durch  Kettenbrüche  **•).    Weiterhin  schlielst  er,  dafs  diese  Goefficienten 

rationale  ganze  Functionen  von  ■  y,  sein  werden,  mit  noch  von  Je 

abhängigen  Coefficienten,  und  giebt  för  die  letzteren  Becnrsions- 
formeln**®).  Die  Coefficienten  von  Jfi  untersucht  er  noch  genauer  ^^); 
namentlich  giebt  er  für  sie  Darstellungen  durch  bestimmte  Integrale 
(elliptische  Perioden)  •**)  und  durch  (unter  umständen  semicon- 
vergente)  Beihen,  die  für  grofse  Werte  von  n  brauchbar  sind***). 

Andererseits  behandelt  er  allgemein  die  Ableitung  der  trigono- 
metrischen Entwicklungen  von  6^  und  e^'  aus  den  entsprechenden 
Entwicklungen  von  u  und  v*^)  und  wendet  das  auf  die  Entwick- 
lung der  Potenzen  der  genannten  elliptischen  Functionen  an*^). 

Aus  den  auf  die  eine  oder  die  andere  Weise  gewonnenen  Ent- 
wicklungen dieser  Potenzen  leitet  er  dann  die  Entwicklungen  einiger 
Producte  solcher  Potenzen  ab,  die  er  für  das  folgende  braucht ^^); 
er  drückt  nämlich  Sinus  und  Cosinus  der  n-fachen  AmpUtude  durch 
solche  Producte  aus**^^).  Dabei  tritt  namentlich  eine  Verbindung 
dieser  Functionen  auf,  für  die  er  den  einfachen  Ausdruck  ^^): 

ri{x)  ^     ^ 

£ndet,  indem  er  mit  ri(x)  das  unendliche  Product: 

bezeichnet. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  geht  er  zum  Hauptgegenstand  der 
Abhandlimg  über:  der  Bestimmung  der  Goefücienten  der  Entwick- 
lungen •'^•): 


949)  §  2—4,  p.  12—21;  §  6,  p.  22  die  ausgerechneten  Ausdrücke  für 
Ideine  Werte  von  n.        960)  §  7,  p.  24.        961)  §  8,  p.  81. 

962)  §  11,  p.  41.  §  18,  p.  68  entwickelt  er  zur  Berechnung  solcher 
Integrale  noch  eine  allgemeine  Methode,  die  in  successiver  Anwendung 
quadratischer  Transformationen  besteht;  auf  die  Benutzung  solcher  Trans- 
formationen hatte  er  bereits  am  Schlüsse  der  Fufsn.  989  genannten  Ab- 
handlung hingewiesen. 

968)  §  12,  p.  60  [die  Beihen  sind  Transformirte  der  zunächst  sich  er- 
gebenden hjpeigeometrisqhen  Beihen];  p.  61  asymptotische  Ausdrücke, 
ohne  Absddtzung  des  bei  ihrer  Benuüung  begangenen  Fehlers. 

964)  §  14,  p.  66.  Man  vergleiche  Cauchy's  „logarithmische  Methode" 
(Fufsn.  713).         966)  §  14[I],  p.  62. 

966)  Abschnitt  Öl,  p.  64;  weitere  Entwicklungen  im  recueil  de  tables  *'^, 
§  8—12,  p.  86—68. 

967)  Abschnitt  IV,  p.  81.         968)  §  26,  p.  94.         969)  §  27,  p.  103. 
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sm«am^^  =  2  2:|"^inÄ+  2  2?^*^ sin  2 x  H 

(12) 

cosfiam?-^  =  rl"^+2r|"^cosaj+  22i"^cos2a;+  •  •• 

TP  Ol  '  « 

(in   denen  die   Coefficienten  ly     und  2^^'  Null  sind,   wenn  n— y 

ungerade  ist).  Er  erhält  für  sie  zunächst  Becursionsformeln^, 
dann  aber  Ausdrücke  der  F  durch  die  zum  transformirten  Modul  k^ 

sin  am ^— j  *•*)- 

AuTserdem  giebt  er  asymptotische  Ausdrücke  dieser  Coefficienten  for 
gro&e  Werte  des  einen  oder  des  andern  Index***). 

Zum  SchiuTs  behandelt  er  noch  die  Coefficienten  der  um- 
gekehrten Entwicklungen: 

sm  WÄ  =  2  <y'  '  sm  am \-  2  tf^  sm  2  am h  •  •  s 

(13)  In* 

cosnx  =  yj^ '+  2  y^  'cos  am h  2  y^   cos  2  am 1 ; 

sie  sind  mit  den  ^,  F  durch  entsprechende  Relationen  verbunden^ 
wie  §  20,  (77),  sodafs  nur  noch  die  y^^  und  a^  besonderer  Be- 
handlung bedürfen***). 

Einige  Jahre  darauf  giebt  Gyld^n  eine  einfachere  Darstellung  ••*), 
indem  er  zunächst  den  Ausdruck  (8),  unter  EinfCthrung  der  Be- 
zeichnungen: 

(14)  w  =  ZiCos(J\-JP),        t;  =  ZiSin(JPi— F), 
in  Factoren  zerlegt: 


960)  §  28,  p.  106, 

961)  p.  29,  p.  109;  eine  andere,  ziemlich  umständliche  Ableitmig  §  SO, 
31,  p.  112—119.    Diese  letztere  fOhrt  §  82,  p.  120  auf  eine  Methode  zur 

Berechnung    der    F^    '    yermittelst    wiederholter    quadratischer    Trans- 
formationen. 

962)  §  84,  36,  p.  124—129.  —  Weitere  Ausfahrungen  über  diese  Coefß- 
cienten,  speciell  für  gerade  Indices,  finden  sich  im  recneil*^^),  §  6,  p.  2S 
und  §  7,  p.  26;  für  ungerade  bei  K.  M.  Lindeberg,  Stockh.  öfv.  1876^^ 
p.  31.  —  Wenn  man  durch  Transformation  einen  sehr  kleinen  Modul  ein- 
gefCihrt  habe,  könne  man  sich  beträchtlich  abgekürzter  Methoden  bedienen^ 
die  auf  rein  numerischen  Processen  beruhten  (recueil  §  4,  p.  19). 

963)  §  36,  p.  129. 

964)  Stockh.  öfv.  1876,,  p.  6.  A.  Donner  teilt  Astr.  Nachr.  100, 
1881,  col.  85,  von  Gyld^n  dazu  aufgefordert,  die  betr.  Transformationen 
in  reeller  Form  mit;  vgl.  auch  0.  Callandreau,  Astr.  Nachr.  100,  1881» 
col.  193. 
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D^^M\l  +  {u  +  iv)e         *  ]  1 1  +  (tt  -  iv)  c         *  /     (15) 
«  Mfi(x)''*  {ri{xy  +(u  +  iv) ^*^ri (—  ix^ ) • 

Nach  Ausführung  zweier  quadratischer  Transformationen  erhält  dieser 
Ausdruck  eine  solche  Gestalt,  dafs  seine  Potenzen  mit  Vorteil  zuerst 
nach  Potenzen  des  kleinen  Factors: 

=  ^+;i+>^  (16) 

entwickelt  werden  können,  der  in  den  Fällen  der  Anwendungen  weit 
kleiner  als  l^  sei. 

Die  Einleitung  zu  Gyld^n's  Tafelsammlung  ^*)  enthält  aufser 
den  hereits  erwähnten  Becapitulationen  und  Ergänzungen  früherer 
Entwicklungen  noch:  verschiedene  andere  Formen  der  Zerlegung  des 
Ausdrucks  (8),  die  jedesmal  eine  bequeme  Abtrennung  eines  oder 
des  anderen  Correctionsgliedes  gestatten**^);  Formeln  für  die  Ent- 
wicklungen der  Potenzen  von  2/^  «=  ]/l  —  Jc\  sin*  (p  nach  den  Viel- 
fachen von  9^;  desgleichen  für  die  Producte  dieser  Potenzen  mit 
Sinus    oder    Cosinus   von    coam  9^^;    Regeln    für   die    wiederholte 

Differentiation    einer  Function    von    x  nach   am •**) :    Entwick- 

lungen  von  Potenzen  und  Producten  von  Thetafunctionen  ^^) ;  endlich 
umgekehrt   Entwicklungen    von    Functionen    von    trigonometrischen 

Functionen  von  x  nach  den  Vielfachen  von  am ®'^\     Von  den 

Goefficienten  aller  dieser  Entwicklungen  werden  ausführliche  Tafeln 
für  einen  speciellen  Wert  des  Moduls  gegeben,  nämlich  denjenigen, 
dessen  decadischer  Logarithmus  den  Wert  0,99736685  hat 

In  etwas  anderer  Auffassung  als  bei  Gylden  erscheint  die  Ein- 
führung der  elliptischen  Functionen  in  die  Entwicklung  der  StÖrungs- 
fnnction  bei  0.  Callandreau^^).     Er  macht  keinen  Gebrauch  von 


965)  p.  V— VII;  zugehörige  Tafeln  p.  116—158. 

966)  §  13,  14,  p.  53—67.         967)  §  16,  p.  67.         968)  §  16,  p.  80. 
969)  §  17,  18,  p.  86—96.         970)  §  19,  20,  p.  95,  96. 

971)  Aßtr.  Viert.  14,  1879,  p.  402;  vgl.  auch  die  Fufan.  936  erwähnte^ 
ausführlichere  Abhandlung.  —  In  Hansen 'b  Nachlafs  hat  sich  ein  Manu- 
script  von  fremder  Hand  „Entwickelungen  zu  Jacobi's  Theorie  der 
Störungen"  vorgefunden,  in  dem  ^  —  f'+  const  als  doppelte  elliptische 
Amplitude  der  „Elongation  y^'  ausgedrückt  und  dann  in  Bezug  auf  y  und  £ 
doppelte  mechanische  Quadratur  angewendet  wird  (Astr.  Nachr.  102,  1882, 

col.  806);    aufserdem    wird   noch   (ohne   nähere   Erklärung)   mit   <0"j  l~\ 
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dem  Formelapparat  der  ausgebildeten  Theorie  dieser  Functionen, 
sondern  bestimmt  die  Goefficienten  der  erforderlichen  Entwicklungen 
im  einzelnen  Falle  durch  mechanische  Quadratur;  die  Ersetzung  des 
zunächst  in  den  Formeln  erscheinenden  Winkels  durch  die  elliptische 
Amplitude  eines  andern  ist  ihm  also  nicht  die  Bereitstellung  eines 
mächtigeren  analytischen  Hilfsmittels,  sondern  nur  eine  geeignete 
Wahl  „de  la  fonction  du  temps  qui  doit  figurer  sous  les  signes  sin 
et  cos  dans  les  expressions  des  perturbations^^ 

Auf  eine  ganz  andere  Art,  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
für  die  Entwicklung  der  Störungsfunction  auszunutzen,  machte  1876 
ein  Preisausschreiben  der  Jablonowski'schen  Gesellschaft  aufinerksam, 
nämlich  auf  die  Verwendung  der  der  Transformationstheorie  der 
Thetafunctionen  angehörenden  Formel^'*): 


(1^)  Vi  = : 


1  +  2  276""*'"'^"^ 


Das  Ausschreiben  selbst  blieb  zunächst  ohne  Erfolg;  erst  später 
setzte  P.  Harzer  auseinander,  man  könne  den  Factor  a  so  wählen, 
dafs  e~'^^  und  damit  überhaupt  die  ganze  Summe  im  Nenner 
yemachlässigt  werden  kann^''').  Dann  brauchen  nur  noch  Potenzen 
von  Q  mit  positiven  ganzen  Exponenten  entwickelt  zu  werden;  das 
führt  er  so  aus,  daüs  er  erst  ein  Correctionsglied  abtrennt,  dann 
nach  Vielfachen  der  excentrischen  Anomalieen  entwickelt  und  schliefs- 
lich  die  mittleren  Anomalieen  einführt  *^^). 

G.    Gruppenstörungen. 

Schon  früher  ist  wiederholt  vorgeschlagen  worden,  die  für  die 
Berechnung  der  Störungen  der  kleinen  Planeten  aufzuwendende  Mühe 
dadurch    zu   yerringem,    daJGs    man  die  Entwicklung  der  Störungs- 

multiplicirt  (col.  820).  W.  Scheibner,  dem  wir  diese  Mitteilung  ver- 
danken, vermutet,  Jacobi  habe  die  betr.  Rechnungen  durch  einen  seiner 
Schüler  oder  Freimde  ausfiihren  lassen. 

972)  W.  Scheibner  berichtet  Astron.  Nachr.  102,  1882,  col.  807,  er 
habe  schon  vor  ca.  80  Jahren  Hansen  auf  die  Möglichkeit  einer  Ver- 
wendung der  Gleichung  (17)  für  die  Entwicklung  der  Störungsfunction 
aufoierksam  gemacht  und  bei  ihm  Zustimmung  gefanden. 

978)  Astr.  Nachr.  102,  1882,  col.  1  (auch  Habil.-Schrifb  Leipzig  1884). 

Dadurch,  dafs  das  geschehen  kann,  ohne  dafs  andererseits  e~^^^      zu  grofs 
wird,  erledigen  sich  0.  S tone 's  Bedenken  (ib.  88,  1886,  col.  261). 
974)  col.  8. 
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fonction  nicht  für  jeden  einzelnen  Planeten  besonders  yominunt, 
sondern  für  eine  ganze  Gruppe  von  ihnen  Mittelwerte  der  Elemente 
sucht,  mit  diesen  entwickelt  und  dann  an  den  Entwicklnngs- 
eoeffidenten  diejenigen  kleinen  Correctionen  anbringt,  die  erforderlich 
sind,  mn  von  diesen  Mittelwerten  zu  den  für  den  einzelnen  Planeten 
geltenden  Werten   überzugehen.     So   finden    sich    in'  mehreren  der 

§  19  genannten  Tafeln  der  V/'^\  namentlich  bei  Bnnkle'^^),  Hilfs- 
tafeln der  Correctionen,  die  an  diesen  Coefßcienten  anzubringen  sind, 
wenn  das  Verhältnis  der  grofsen  Axen  mn  eine  kleine  Gröfse  ge- 
ändert wird.  Auch  W.  Klinker fues*'*)  hat  vorgeschlagen,  bei  der 
Construction  von  Störungstafeln  zunächst  den  Fall  commensurabler 
mittlerer  Bewegungen  ins  Auge  zu  fassen  und  dann  nach  Potenzen 
der  „Gorrection  wegen  der  Incommensurabilität'^  zu  entwickeln,  was 
nur  Glieder  gebe,  die  man  mit  den  Säcularstörungen  vereinigen 
könne.  Im  einzelnen  scheinen  aber  solche  Entwicklungen  erst  in 
der  neuesten  Zeit  durchgeführt  worden  zu  sein.  K.  Bohl  in  •^') 
schliefst  sich  dabei  an  Gyld^n's  Entwicklung  der  Störungsfunction 
an,  indem  er  zunächst  nach  der  scheinbaren  Distanz  ^^),  diese  dann 
nach  den  excentiischen  Anomalieen^^)  und  den  Potenzen  der  Ex- 
centricitäten*^)  entwickelt,  hierauf  statt  der  excentrischen  Anomalie 
des  störenden  Körpers  die  mittlere  einführt^*),  endlich: 

J:'=fi(tt  — csintt)  — e  (1) 

setzt  (wo  0  durch  diese  Gleichung  defiinirt  ist)  und  nach  den  Viel- 
fachen von  tt,  fiu  und  6  umordnet ^^.  Nachdem  die  Entwicklung 
soweit  durchgeführt  ist,  setzt  Bohlin: 

^  =  ^(1—«;),  (2) 

indem  er  unter  (Iq  einen  angenäherten  rationalen  Wert  des  Ver- 
hältnisses der  mittleren  Bewegungen  versteht;  dementsprechend  ist 
dann  auch  für  das  Verhältnis  der  grofsen  Axen: 

«-«oKT^r;^  (3) 

ZU  setzen*^).     Bei  der  Entwicklung  nach  Potenzen  von  w  berück- 

975)  Smiths.  Oontr.  9,  1867,  append.  p.  11. 

976}  Gott.  Abh.  11,  1862/68,  §  6,  p.  14;  Auszug  Gott.  Nachr.  1868,  p.  17. 
Weitere  Andeutungen,  die  m.  W.  nicht  auegefOhrt  worden  sind,  ib.  p.  181. 

977)  UpB.N.  A.  (8)  17,,  1898  [96];  Auszug  Astr.  Nachr.  138, 1895,  col.  81. 

978)  nr.  2,  p.  16.         979)  p.  22.         980)  p.  89.         981)  nr.  3,  p.  50. 

982)  nr.  6,  p.  69.     Von   den  in  diesen   Entwicklungen  auftretenden 
Coefficienten  giebt  er  ausgedehnte  Tabellen. 

983)  nr.  7,  p.  108. 

JahrMb«rieht  d.  Doutioben  Mathem.-VerelniguDg.   X.  13 
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ndaügi  er  ttor  did  Glieder  1.  tmd  2.  Ordnung^.  Diq«fiig«ft 
OHedeifr  die  fär  ^ «««  ^  den  IMvisor  0  bekommen  worden^  behti&deit 
er  besonden^^ 

DemgegimüW  maclit  K.  Olsson«^)  geltend,  dafo  für  ^ 
Aerteroiden  die  Entwicklung  der  StOrongsftinetion  nach  Poteoten  der 
Eitcentricit&t  imd  der  Neigung  nicht  zweckmäfsig  eei^  er  nintmt 
daher  anch  fCa  diete  GrSCieB  zunächst  Näherungswerte  f^y  Jq^  die 
für  eine  ganze  Gruppe  von  Planeten  günstig  gelegen  sind,  und  entr 

wickelt   nach   Potenzen   von   ^  — ^a   und   sin*— -- sin*-^-     Dabei 

behandelt  er,  um  auch  die  Störungen  2.  0.  beherrschen  zu  können, 
auch  die  Periheltängen  als  Variable,  nach  welchen  analytisch  ent- 
wickelt werden  mufs;.  dagegen  entwickelt  er  nach  der  Anomalie  des 
gestörten  Körpers  durch  Interpolation^^).  Die  Entwicklung  von 
cos  nf  f£Qirt  er  in  eigentümlicher  Weise  durch,  indem  er  in  der 
Gleichung  §  33  C,  (13)  zunächst  das  Argument  x  als  constant  be- 
handelt und  nur  nach  den  Vielfachen  von  y  entwickelt^.  Die 
Coefficienten  dieser  Entwicklung  stellt  er  mit  Hilfe  von  Jacobrs 
Gleichung  §  19,  (47)  dar  und  entwickelt  sie  dann  zuerst  nach 
Potenzen  von  cos  05*'*),  hierauf  nach  den  Vielfachen  von  x^^. 
Durch  Einsetzen  erhält  er  die  Entwicklung  der  reciproken  Distanz *•*); 
er  ordnet  sie  nach  den  Vielfachen  der  wahren  Anomalieen  um^. 
Nunmehr  nimmt  er  die  beabsichtigte  Entwicklung  der  Coefßcienten 

der  erhaltenen  Reihen  nach  Potenzen  von  t  —  fo»    ^""'^o»   ^in*— 

—  sin'-—-  vor^^*).     Schliefslich  «rietzt  er  noch  die  wahre  An<»iiali« 

d68  gestörten  Körpers  durch  die  excentnsche^,  die  des  störenden 
durch  die  mittlere  ^'^).  Anhangsweise  behandelt  er  nach  derselben 
Methode  den  von  der  Bewegung  der  Sonne  abhängenden  Term  der 
Störungsfunction^)  und  die  (—  3)*«  Potenz  der  Distanz»*^. 

Die  Fortsetznng  dieser  Abhandlung^  ordnet  die  erhaltenen 
Reihen  nach  den  Vielfachen  von  u  und  fiu  um;  eine  Note^  giebt 


984)  nr.  8,  p.  108.         985)  p.  118. 

986)  Stockh.  Handl.  Bib.  22«,  1897.  Er  hatte  schon  in  der  bereits 
besprochenen  Abhandlung  (ib.  22b,  P*  ^^)  Entwicklungen  seiner  Fonneln 
nach  Potensen  yon  b  —  »q  und  a  -^  a^  angegeben. 

987)  %  6,  p.  29.         988)  §  2,  p.  6.         989)  p.  8.         990)  p.  9. 
991)  #  9,  p.  10.         992)  §  4^  p.  18.         998)  §  6,  p.  16. 

994)  §  7,  p.  23.         995)  §  10,  p.  88.         996)  §  11,  p.  84. 
997)  §  12,  p.  87.        998)  Stockh.  Handl.  Bih.  23, ,  1898,  p.  8. 
999)  Stockh.  Ofv.  64,  1897,  p.  149. 
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«nftsprecheiide  EntwiddmigeB  naok  Potenzen  der  Ezcentricitäten,  snim 
Sefahifii'^^^)  eine  Abschfttzung  des  bei  Abbrechen  der  Beihen  be« 
gangenen  Fehlers. 


§  24.     Asymptotische  Ausdrücke  für  die  Coefficienten 
der  Entwicklung  der  Störnngsfunction. 

Asymptotische  Ausdrücke  fOr  die  Coefficienten  der  Glieder  hoher 
Ordnungszahl  in  der  Entwicklung  der  StÖrungsfimction  scheint  zuerst 
A.  Gauehj  gesucht  und  gefunden  zu  haben.  Schon  1827  hatte  er 
die  Resultate,  die  Laplace  über  ,,Fttnctionen  groTser  Zahlen'^  erhalten 
hatte,  von  reellen  auf  complexe  Functionen  übertragen ^^^).  Um 
nämlich  den  Wert  des  Integrals: 

S-^Cv^vds,  (1) 

in  dem  «  «>  e*  und  v  reelle  oder  complexe  Functionen  von  s  be- 
deuten kennen,  für  grofse  Werte  Ton  8  approximativ  zu  bestimmen, 
nehme  man  es  zün&chst  zwischen  den  Oreazen: 

unter  8^  irgend  einen  speciellen  Wert  von  8^  unter  a  eine  Gröfse 
verstanden,   über   die   weiterhin   noch  VerfElgung   getroffen  werden 

solL  Wird  sie  so  bestimmt,  dals  a/Yn  sehr  klein  wird,  so  kann 
man  unter  dem  Integralzeichen  n&herungsweise: 

v-Vo,     «'"-«'a+w'o^  +  K-Jj-  (3) 


1000)  p.  157.  Einige  nur  nieht  zugänglich  gewesene  Abhandlungen 
über  die  Entwicklung  der  Störungsfunction  —  die  übrigens,  soviel  ich 
sehe,  auf  die  Ausbildung  dieser  Theorie  keinen  erkennbaren  Einflufs  aus- 
geübt haben  —  seien  hier  wenigstens  genannt:  G.  de  Pont^coulant, 
Conn.  des  temps  1837  [34],  p.  40;  Bertelli,  Bologna  N.  Comm.  9,  1849, 
p.  83S;  Peirce,  Astr.  J.  1,  1861,  p.  1,  81^  88;  Boston  Amer.  Acad.  Proc. 
8,  1863,  p.  197;  A.  Durrande,  th^e  Paris  1864;  A.  Hall,  Ann.  of 
math.  8.  Die  von  C.  J.  Serret  der  Pariser  Akademie  vorgelegte  Ab- 
handlung (Par.  G.  B.  88,  1864,  p.  622)  scheint  der  Veröffentlichung  nicht 
wert  befunden  worden  su  sein.  ^  G.  W.  HilL  (Astron.  Nachr.  88,  1874^ 
eoL  209)  sehlagt  vor,  nach  den  wahren  Anomalieen  su  entwickeln  und 
SU  integriren.  —  A.  Callandreau  hat  Par.  C.  B.  127,  1898,  p.  6,  211 
neue  Tafehi  fOr  Par.  Observ.  Ann.  28  angekOndigi 

1001)  Par.  M^.  8,  1829,  p.  97  (vom  Sept.  1827). 

18* 
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setzen ^^^),  wo  der  untere  Index  0  jedesmal  andeutet,  daTs  in  der 
betr.  Function  s  '^  Sq  gesetzt  werden  soll;  man  erhält  dann  zunächst: 


(4)  S.~^/ 


—  a 


Wählt  man  weiter  Sq  so,  dafs: 

(5)  ir; «  0,         8l<  <  0 

ist,    aolserdem   a  sehr  grofs  —  was  der  bereits  getroffenen  Fest- 
setzung nicht  widerspricht  — ,  so  erhält  man  weiter*^'): 

+  00 


(6)  Sn'^^^^  fe^  """dt  =  v^t^^^y^ 


2n 


Die  Voraussetzungen  (5)  sagen  aus,  dafs  91  (t&),  also  auch  |u|,  im 
Punkte    Sq    ein  Maximum    hat.     Ist    es    das  Maximum  Maximorum 


unter  allen  Werten,  die  |u|  annimmt,  während  s  die  Werte  von  s^ 
bis  8^  durchläuft,  so  sei  „facile  de  reconnaitre^^,  daTs  man  setzen 
könne  1«^): 

(7)  /tt»t?rf5-(l  +  0<'o«"*'"]/i:^^»        lime-O; 

*i 

werde  dagegen  das  Maximum  Maximorum  nicht  nur  in  einem,  sondern 
in  mehreren  Punkten  des  IntegrationsintervaUs  erreicht,  so  müsse 
man  diese  alle  in  Bechnung  ziehen. 

Soweit  ist  nur  von  complexen  Functionen  reellen  Arguments 
die  Bede;  nun  aber  fügt  Gauchj  dem  gefundenen  Resultat  noch 
folgenden  Zusatz  bei^^^):  Wenn  das  Integral  einen  veränderlichen 
Parameter  r  enthalte,  sein  Wert  aber  von  diesem  Parameter  un- 
abhängig sei,  könne  man  über  diesen  so  verfügen,  dafs  in  Sq  nicht 


1008)  In  einer  späteren  Darstellong  (Par.  C.  R.  29,  1849,  p.  42; 
Oeuvres  (1)  11,  p.  189)  fügt  Gauchy  hier  noch  ein  Glied  ß^n"'^*  bei,  mit 
lim /}  SB  1^  to^" ;   er  zeigt,   dafs   dieses  Glied  in  der  That  yemachlässigt 

werden  kann,  wenn  nicht  nur  a/|/n,  sondern  auch  a^/Yn  yalso  a/Yn) 
sehr  klein  gemacht  wird.  —  Dafs  v^  -f-  0  wesentliche  Voraussetzung  der 
Schlüsse  ist,  scheint  Gauchy  nirgends  ausdrücklich  zu  sagen;  auch  fehlt 
die  Angabe  der  Stetigkeitsroraussetzungen. 

1008)  Par.  M^m.  8,  1820,  p.  108.         1004)  p.  106.         1006)  p.  09. 
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nur  Ä(tr')  «=»  0,  sondern  überhaupt  w'—O  werde.  Für  jeden  ge- 
gebenen Wert  von  r  habe  |  u  |  ein  Maiimum  Maximoram;  wenn  man 
dann  r  yariiren  lasse,  nehme  der  imaginäre  Teil  yon  w'  unendlich 
viele  Werte  an,  „parmi  lesquejles  on  trouvera  gen^ralement  une 
igale  a  z^ro^.  Durch  diesen  Zusatz  gewinnt  er  den  Übergang  zur 
Theorie  der  Functionen  complexen  Arguments;  er  nimmt  nämlich  für 
u,  V  Functionen  der  complexen  Variabeln  z  ^^  r&*^  sodaCs  die  Inte- 
gration in  Bezug  auf  s  angesehen  werden  kann  als  Integration  auf 
einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  in  der  Ebene  dieser  complexen 
Gröfse*^*).  Den  Maximalwert  von  u  nennt  er  dann  „Principal- 
modul  der  Function  ti^^  Er  schreibt  auch  noch  die  Formeln  für 
den  FaU  um,  dafs  die  oben  mit  u  bezeichnete  Function  gleich  dem 
Product  aus  jc"^  in   eine   andere  Function  i/;(jer)  ist;   er  erhält *^^): 


—  Ä 


und  g^  ist  aus  der  Gleichung: 


zu  bestimmen.  Noch  etwas  allgemeinere  Formeln  kommen  in  Be- 
tracht, wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  asymptotischer  Werte  fCLr 
Ausdrücke  der  Form: 

1  dT'itpii,*) 


hr-^^'  m 


w!        dz^  2 

-Ä 

handelt  i~«). 

Eine  in  der  BeweisfELhmng  dieser  Abhandlung  noch  vorhandene 
Lücke  erglänzt  Cauchj  erst  geraume  Zeit  später  durch  die  ausdrück- 
liche Formulinmg  des  folgenden  Satzes  ^^^:  Sei  f(Xy  d)  eine  Function 


1006)  p.  109.  Cauchy  bedient  sich  hier  noch  nicht  der  ausgebildeten 
AuBdrackaweise  der  Theorie  der  Fimctionen  complexen  Arguments;  aber 
der  Zusammenhang  zeigt,  dafs  ihm  das  Operiren  mit  der  Integration  über 
einen  Kreis  schon  ganz  vertraut  war. 

1007)  §  8,  p.  122. 

1008)  §  2,  p.  108.  —  Als  Anwendungen  seiner  allgemeinen  Sätze  be- 
handelt Cauchy  die  Bestimmung  der  Convergenzgrenze  fOr  die  Lagrange^sche 
Reihe  (hier  §  20,  10),  speciell  fOr  die  Lösung  der  Eepler'schen  Gleichung 
(p.  111,  126);  die  Legendre*8chen  Polynome  fär  grofse  Werte  des  Index 

(p.  118);  schliefslich  J^8*  für  grofse  m,  n^  8  aber  endliche  m/n^  a/n  (p.  129). 

1009)  Par.  C.  R.  17,  1848,  p.  1216  (oeuvres  (1)  8,  p.  128).     Die  für 
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der  Variabein  x  uai  des  Parameters  s,  «^  ein  bestinimter  Wert  des 
letzteren  f  jf^  diejenige  Wurzel  der  dnrdi  EliminatioB  ron  x  aos 
/*(«,  0^)  und  df(x,  «o)/^^  ""  0  entstehenden  Gleidmng 

(11)  ff(y)-.o, 

die  für  diesen  Wert  des  Parameters  das  Maximum  Majdmonun  von 
f(x)  ist.  Ändert  sich  dann  a  und  mit  ihm  ^q,  so  bleibt  Pg 
Maximum  Maximorum,  bis  a  einen  Wert  erreicht,  Blr  den  zwei 
Wurzeln  der  Gleichung  (11)  zusammenfiallen,  m.  a.  W.  einen  Wert, 
fOr  den  auch  d'*f/dx^==  0  wird.  Auch  giebt  er  den  entsprechenden 
Satz  für  Functionen  zweier  Variabeln  und  stellt  Anwendungen  „auf 
den  cabul  des  limites  und  die  Astronomie'^  in  Aussicht. 

Wieder  zwei  Jahre  später  leitet  er  durch  Umformung  der  &fiher 
für  den  reellen  und  den  imaginären  Bestandteil  gesondert  erhaltenen 
Bedingungen  den  Satz  ab^^^^),  dafs  die  Bedingungen: 

(12)  r{^)^0,        8l^^>0 

erfüllt  sein  müssen,  wenn  zu  dem  Wert  »  «in  Prinfflpa1»odal  der 
Function  f(x)  gehören  soll. 

Weitergehende  Sätze  über  die  Bestimmung  von  Functionen 
grolser  Zahlen  erhält  Cauchy,  indem  er  die  beiden  Entwiddungen 
einer  Function  F{x): 

(13)  F{x)^^ÄnX^ 
und: 

OP 

(14)  F(ref^  «^Ä^j,« 

nebeneinander  stellt  ^^^.  Convergirt  die  letztere  auch  noch  für 
{j>|  »  0,  so  erhält  er: 


die  Gültigkeit  des  Satzes  erforderlichen  Stetigkeitsbedingmigen  «ind  bei 
Cauchy  nicht  vollBtändig  angegeben;  auch  würde  die  Ansdmüksweise 
,, dieselbe  Wurzel  der  Qlei^ung  (1)  für  einen  andern  Wert  von  o*  -einer 
näheren  Determination  bedürfen.  Für  die  hier  zu  besprec^tenden  An- 
wendungen des  Satzes  sind  diese  Bedenken  belanglos. 

1010)  Par.  C.  E.  20,  1845,  p.  616  (oeuvres  (1)  9,  p.  8<^. 

lOil)  Par.  €.  B.  20,  1846,  p.  691  (oenrrea  <1)  9,  p.^);  amgekündigi 
p.  481  (bezw.  p.  74)  und  p.  &62  (bezw.  p.  81). 


fnsO 


+  Ä 
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convergirt  sie  nur  bis  |l>  |  *=*  lo,  30  ist: 

ZerftUt  F(»)  in  zwei  Faetoren  9(1?),  ;K(i^)  w^*  '^t- 

»'(j>)-^<W"i  (17) 

so  folgt  im  enteren  FaU«^"^*): 

A)=^^^/i^x(p)rfi>;  (18) 

also  z.  B.  ffir  %{^p)  —  e*'': 

IT 

(die  symbolischen  Potenzen  der  Differentiftlqnotienten  sind  durcli 
höhere  Differentialquotienten  zu  ersetzen). 

um  entsprechende  Formeln  für  An  zu  erhalten,  braucht  man 
nur  F{x)  durch  x'''^F(x)  zu  ersetzen;  Cauchy  nimiat  dann  auch 
%(jp)  "*  e"*"*^  und  ersetzt  die  Differentiationen  nach  «  durch  solche 
nach  n.     So  erhält  er*®"): 

0 

Weiter  wendet  er  die  Formeln  auf  den  Fall  an,  dals: 

F(x)  ^  X'^fix)  (22) 

genommen  wird,  unter  X  ebenfalls  eine  Function  von  x  rer- 
standen*^^).  Er  behandelt  der  Einfachheit  wegen  zunächst  den 
BpecialfiEÜU,  dals  ein  Principalmodul  Yon  X  gerade  dem  Werte  x  ^  1 
entspricht,  sodafs  also  f&r  «  -»  1: 


1012)  p.  87.     Cauchy   g^ebt  auch   die  entsprechenden  Umformungen 
der  Gleichung  (6). 

1013)  p.  Ol.        lOU)  p.  OB. 
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(23)  X'=0,         ^i^)>0 

ist.     Wird  dann: 

gesetzt,  so  beginnt  die  Entwicklung  von  X  nach  Potenzen  von  p  mit: 
also  die  von  <p  (f)  <=  ^f{p^  «■"'*  mit: 

»o(l-iO'(i)  +  r(l))i>«+-); 

und   der  Coefficient  von  p^  in  der  letzteren  Entwicklung  wird  eine 

ganze  Function  von  n,  deren  Orad  höchstens  gleich  -^  ist.    Werden 

_1 
also  Glieder  der  Ordnung  n    >  yemachlässigt  und  wird: 


0  0 


durch: 

OD 

(25)  Je-"^dp  -^^Y^ 

ersetzt,  so  erhält  man: 

n 

(26)  Ä„=^fx'f(x)dx-\^^il+e),      lime-0. 

'^^^  ynna  iis=«> 

Ist  X  ^k  der  Punkt,  der  einem  Principalmodul  von  X  entspricht, 
so  ergiebt  sich: 

(27)  ^,»i^(l+e),         linis-0 

ynna  »=« 

mit: 

[d.  h.  im  wesentlichen  die  Gleichung  (6),  die  also  jetzt  auf  einem 
Wege  abgeleitet  ist,  der  die  Gröijsenordnung  der  vernachlässigten 
Glieder  erkennen  lä&t].  Wolle  man  die  Annäherung  weiter  treiben, 
so  müsse  man  weitere  Glieder  der  Eeihenentwicklungen  berück- 
sichtigen ^^i*). 


1016)  p.  96.  —  Als  Anwendmigen  behandelt  Gauchy  zmiächst  (§  2, 
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Gauchj  behandelt  dann  weiter  noch  den  Fall,  dais  die  Function  X 
innerhalb  des  Convergenzbereichs  der  Entwicklung  (13)  überhaupt 
keinen  Principalmodül  hat,  was  z.  B.  ffkr  X^  x  eintritt^**).  Da- 
gegen setzt  er  jetzt  voraus,  daüs  f(x)  gleich  gesetzt  werden  könne 

dem  Product  aus  (1  — r-j  und  einer  Function  /][(«),  die  inner- 
halb eines  den  Punkt  x  ^^k  enthaltenden  Ereisringes  in  eine  Beihe 
der  Form  (13)  ent¥dckelt  werden  könne.  Ist  dann  |  ^  |  <  |  A;  |  und 
k  —  h/h^  so  kann  der  Coefficient  von  x*  in  der  entsprechenden  Ent- 
wicklung Yon  f{x)  durch  das  Integral: 

A  -  \^J<r"il  -  ieO-ZiCACO  dp  (29) 


—  n 


ausgedrückt  und,  wenn  «  <  1   ist,  hierin  zur  Grenze  1  =»  1  über- 
gegangen werden.     Da: 


«— i"(l  -  ePf)-dp  =  (•  +  *-*)  (30) 


sei,  erhalte  man  in  erster  Ann&hemng'*'^^: 

A'v,('  +  ;-')*-/i(Ä).  (31) 

Wenn  die  Entwicklung  (14)  von  f{x)  noch  für  p  =■  ;r  convergire, 
könne  man  den  vollständigen  Wert  von  A^  in  der  Form  dar- 
steUen*«"): 

^.=.*-YiGe"Ä)f +  ;-^).  (32) 

Dabei  könne  man  noch  die  asymptotischen  Ausdrücke  der  P-Functionen 
benutzen. 

„A  Step  farther^  sind  diese  Untersuchungen  Gauchy's  von  G. 
W.  Hill  geführt  worden^®^^):  statt  die  bei  Entwicklung  der  sym- 
bolischen Gleichung  (32)  auftretenden  Ableitungen  von  f^  zu  be- 
rechnen, was  mühsam  sei,  könne  man  auch  zunächst  Gröfsen  xx<i  yx 
so  bestimmen,  dafs: 


p.  97)  die  Stirling'Bche  Entwicklung  der  T- Function,  dann  (p.  99)  wieder 

^"*«",  diesmal  als  Entwicklungscoefficienten  von  ^*(c*—  l)*". 
1016)  p.  101.         1017)  p.  106.         1018)  p.  107. 
1019)  Amer.  J.  of  math.  6,  1884,  nr.  4,  p.  126. 
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fiW  +^  —^r-  (,  +  «_i)(g4^_8)...(,+„_^*  /i  W  - 
(83)       •  "' 


sO 


wird.  D&Ba  sei  nur  die  Auf  ISsimg  «iner  Glmohung  (p  ^-  1)**^  Qraidas 
«rforderUch.  ■ —  FOr  j>  ■■  1  könne  man  auch  adiraiben^''''}: 

(34)  ^.^.(•  +  ;-')ft(-p!t^). 

Cauchj  selbst  behandelt  in  weiterer  Verfolgung  seiner  ünter- 
sadbmigen  den  Fall,  dafs  in  der  EntwicUnng  der  Function  fj^(x) 
auch  Potenzen  von  x  mit  negativen  Exponenten  auftreten  ^^'^).  Er 
schreibt  dann: 

(35)  /i(a?)  =  3  («,«-!),     c^»-l  =  z/,     r^*-l=r- 
und  erhält  so  fQr  diesen  Fall: 

(36)  Än'^k-^^ik-JcJ,  Ä-*-Ä;-ir)f +  JJ'"^), 
wo  bei  der  Entwicklung  die  Identität: 

za  berübcksidbtigen  ist.  Beschickt  man  sich  ani  daa  «rate  Glied,  so 
hat  man  auch  in  diesem  Fall  die  Relation  (27);  die  Identität  (37) 
zeigt,  unter  Berücksichtigung  der  asymptotischen  Werte  der  F" 
Functionen,  dals  die  beiden  folgenden  Glieder  im  Verhältnis  zum 
eisten  von  der  Ordnung  n'^,  £e  drei  nächsten  von  der  Ordnung 
w~^  u.  s.  w.  sind*^**).  Übrigens  macht  Cauchy  darauf  aufmerksam, 
dafe  es  Fälle  giebt,  in  denen  die  durch  Entwicklung  von  (36)  ent- 
stehende Doppelreihe  nicht  unbedingt,  sondern  nur  bei  bestimmter 
Anordnung  der  Glieder  convergirt^**). 

Eine  Gelegenheit  zur  praktischen  Eiprobung  seiner  Formeln 
ergab  sich  fEkr  Gauchj,  als  J.  ü.  Leverrier  seine  durch  Interpolation 
(§  25)  gefundenen  Resultate  über  die  langperiodische  6t6nmg  der 
Pallas  durch  Jupiter  der  Akademie  vorlegte.  Er  controlirte  Le- 
yerrier's    Ergebnisse    durch    seine    Methoden   und    gab    ein    Resume 


1020)  nr.  8,  p.  186. 

1021)  Par.  C.  R.  20,  184d,  p.  716;  oeuTres 

1022)  p.  116.    1028)  p.  114. 


(l)  ö,  p.  110. 
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derselben  (sowohl  der  §  23  P,  als  der  hier  besprochenen)  in  Noteii| 
die  seinem  Bericht  über  Leverrier's  Abhandlung  angehängt  sind^^^). 
Er  bemerkt  vor  allem,  daüs  bei  der  Bestimmimg  langperiodischer 
Ungleichheiten  der  von  der  Bewegung  der  Sonne  herrührende  Term 
yemachlässigt  werdeü  kann,  sodaDs  es  nm  auf  die  Entwicklung  der 
reciproken  Distanz  ankomme  ^^).  Dann  recapitulirt  er  seine  früheren 
Untersuchungen;  schlieDslich  wendet  er  sich  zur  Ableitung  eines 
asymptotischen  Ausdrucks   ftlr   den  Coefficienten  An'  Ton   e"'^'^  in 

der  Entwicklung  von  J^  (resp.  J^  )  nach  den  Vielfachen  der  einen 
mittleren  Anomalie,  bei  festgehaltenem  Werte  der  andern ^^.    Sei: 

^'«a-Vv  (38) 

dkrjenige  NuUstella  von  /fi  (als  Fnnctioa  von  ^^«"  e^'*  beizachtet), 
die  den  kleinsten  absoluten  Betrag  hat;  sei  ferner: 

d(x',  «'T^)  -(1  -*'r-0'^*  (l- Y  («'+«''-')) «'^^''"''~'^  (89) 

dann  kann  An'  mit  Hilfe  eines  früher  erwähnten  Satzes^  auf  die 
Form  gebracht  werden: 

•fÄ  1 

An—  ^J(l  -tr'r-*)"*3(a:',«'-^)*''Mii'.  (40) 


— « 


Die  Anwendung  der  Formel   (31)   (bezw.  der  auf  ihr  erstes  Glied 
beschränkten  Formel  (36))  giebt  sodann^®*'): 

1024)  Par.  G.  B.  20,  1B46,  p.  769,  826;  oeuvres  (1)  9,  p.  124—164. 
Erläntenuigen  geben  Fr.  Faä  de  Bruno,  Par.  th^se  1866,  append.  p.  88; 
Berger,  Toulouse  thäee  1868;  Y.  Puiseuz,  Par.  Observ.  Mem.  7,  1868, 
p.  166  (auf  Veranlassung  von  Leverriex);  J.  Bourget,  ib.  p.  263  (nr.  29, 
p.  299  auch  für  ^-«);  J.  Hoüel,  ib.  8,  1866,  in»»  ptie,  p.  181  und  Prag 
Archiv  1,  1876,  §  X,  p.  70  des  8.  A.;  F.  Tisserand,  traitä«*")  4,  1896, 
diap.  17,  p.  278. 

1026)  Bote  1^  p.  126;  vgl  H.  Poincarä^  les  m^thodes  nouv.  de  la 
m^canique  c^.  1,  Paris  1892,  nr.  100,  p.  824.  Übrigens  haben  V.  Puiseux, 
Par.  Observ.  T,  1Ä6S,  II"*  «ect.,  p.  207  und  J.  Bourget,  ib.  p.  «78,  nr.  f 
auch  den  Sonnenterm  nach  Cauchy^s  Methode  behandelt. 

1026)  note  sixi^me  (demiäre),  p.  160. 

1027)  p.  162.  Eine  im  wesentlichen  mit  (41)  übereinstimmende  Formel 
liatte  Oanchy  schon  einige  Wochen  vorher  aus  den  Gleichungen  (68*) — (65) 
von  f  19  gewonnen  (Par.  C.  R.  20,  1S45,  p.  224,  §  2;  oeuvres  (1)  8,  p.  447; 
man  vgl.  auch  die  Andeutungen  Par.  C.  B.  19,  1844,  p.  6M;  oeuvres  (1)  8, 
p.  809,  die  sich  vielleicht  hierauf  beEiehen).  Etwas  modificirt  ist  die  Ab- 
leitung der  Formel  bei  J.  HoHel,  Prag  Archiv  1,  1876,  nr.  86,  p.  78  des 
S.  A.;  er  giebt  sie  übrigens  für  beliebige  Potenzen  der  Distane.  Er  er- 
klärt (p.  72)  mit  Bezug  auf  eine  mündliche  Äofserung  Cauchy's  «md  auf 
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(41)  Än"^&e^j 

mit: 


n'«' 


Cauchj  führt  diese  Bechnnng  fttr  eine  Anzahl  Werte  der  ex- 
centrischen  Anomalie  des  andern  Planeten  aus;  durch  Interpolation 
bestimmt  er  dann  den  Wert  des  Goefficienten  Än',-n  ^  ^^^^  Ent- 
wicklung von  z/"*  nach  den  Vielfachen  der  beiden  Winkel  ^^. 

Übrigens  hatte  Cauchj  auch  schon  Formeln  zur  directen  Be- 
rechnung asymptotischer  Ausdrücke  für  die  Entwicklungscoefficienten 
einer  Function  yon  zwei  Variabeln: 

(42)  F{x,y)^^Ä^n(^r 

gegeben,  wenigstens  für  den  Fall,  dafs  F  gleichgesetzt  werden  kann 

dem  Product  aus    (l  —  -  j       und  einer  Function  f{x^y)i   die  für 

1  ^  I  y  I  ^  1 1?  I  regulär  ist  {v  kann  auch  Function  von  x  sein),  und 
dafs  f{x^  v)  als  Function  von  x  den  früheren  Bedingungen  genügt*®**). 
Es  ist  dann: 

(43)         j.,.~  ('+;->».- A^, 

wenn  u  der  Wert  von  x  ist,  der  zu  einem  Principalmodul  von 
x^v^  gehört  und: 

(44)  a.[_|,^(^^)] 

genommen  wird.  Für  die  Entwicklung  des  Hauptteils  der  Störungs- 
fnnction   nach   den   excentrischen  Anomalieen  erhalte  man  hieraus, 

wenn   man    noch    (  )    durch   seinen    asymptotischen   Wert 

l/ynjc  ersetze: 

eigene  vielfache  Erfahrung  ,,cette  m^thode  d'approximation  donne  des 
r^eultaU  beaucoup  plus  ezacts  qu^on  n^anrait  pu  s'y  attendre  ä  priori, 
d*apr^8  la  gprandeur  des  quantit^s  qu^on  n^glige,  ce  qui  tient  ä  une  com- 
pensation  qui  s^^tablit  entre  les  erreurs  commises'^  Eine  Yerification 
dieser  Behauptung  würde  von  Interesse  sein. 

1028)  p.  168. 

1029)  Par.  C.  R.  20,  1846,  p.  691,  §  8;  oeuvres  (1)  9,  p.  116. 
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}^ 


mna 


fOr  ti,  i;  seien  dabei  Wurzeln  des  Gleiclinngssjstems: 

^.»0,         *?/!+»^*  =  0  (46) 

^        m    dx    *    n    cy  ^     ^ 

zu  nehmen*®*^). 

Einige   Monate    später    folgt    eine    Fortsetzung    dieser    Unter- 

sucliungen,  die  aber  auch  nur  „une   idee  des  avantages  que  peut 

ofi&ir  leur  emploi  dans  les  calculs  astronomiques'^  geben  will  und 

nähere  Ausführungen  fftr  später  verspricht  ^^•^).     Cauchj  beschäftigt 

sich  diesmal  hauptsächlich  mit  der  Entwicklung  nach  den  mittleren 

Anomalieen.     Er  behauptet,  es  sei  dann: 

^'.-" 2^^— l-2--:äF  +  '*'*ätär  +  T"ärl     '  ^^^^ 

dabei  seien  für  {;,  i'  diejenigen  (complexen)  Werte  zu  setzen,  die 
man  erhalte,  wenn  man  f  yermöge  der  Gleichung  ^'-»0  als 
Function  von  i  ansehe  und  unter  dieser  Voraussetzung  den  Principal- 
modul  von  c^»C-»»'C')'  aufsuche;  m.  a.  W.  diejenigen  Werte,  die  den 
Gleichungen: 

^«=0,       n'^4'  +  n|f'-0  (48) 

zugleich  genügen  ^^^').  Hauptsächlich  komme  der  Fall  in  Betracht, 
daßs  sehr  nahe: 

n' :  n  =  fi :  fi'  (49) 

sei,  unter  fi,  ft^  die  beiden  mittleren  Bewegungen  verstanden;  dann 
Bei  die  rechte  Seite  von  (47)  sehr  nahe 

2«  (,[*  dt*)  ^^^> 

und  die  Gleichungen  (48)  fielen  sehr  nahe  mit: 

zusammen;  aber  man  dürfe  deswegen  doch  nicht  die  Lösungen  der 


lOSO)  p.  120. 

1031)  Par.  C.  E.  20,  1846,  p.  1612;  oeuvres  (1)  9,  p.  206. 

1082)  p.  210.  Cauchy  giebt  den  Satz  auch  in  geometrischer  Ein- 
kleidung, p.'206.  P.  213  macht  er  noch  nähere  Angaben  darüber,  welches 
LöBungssystem  der  Gleichxmgen  (48)  zu  wählen  ist. 
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letzteren  für  die  der  entenn  ffeizen,  da  im  Exponenten  noch  die 
Factoren  n,  n    auftreten*^. 

Eine  wesentliche  Ergänzung  erfahren  die  bisher  besprochenen 
Resultate  Cauchy's  durch  seine  einige  Jahre  später  folgenden  Unter- 
suehnngen  über  ,^ries  limit^es^%  d.  L  semiconyergente  Reihen  ^^, 
deren  wesentlicher  Omndgedanke  folgender  ist:  um  das  Bestglied 
einer  solchen  Reihe  abschätzen  zu  können,  braucht  man  sie  nur  so 
umzuformen,  dafs  ihre  Glieder  als  Integrale  der  Glieder  einer  geo- 
metrischen Reihe  erscheinen;  gerade  zu  einer  solchen  Umformung 
wird  man  aber  geftLhrt,  wenn  man  den  ftmdamentalen  Integralsatz 
von  Cauchy's  Theorie  der  Functionen  complexen  Arguments  an- 
wendet*"). „Pour  fixer  les  id^es'*  behandelt  Canchy  die  Aufgabe 
in  der  Entwicklung  von  Z  nach  Potenzen  von  &  den  Coefflcienten 
A^  n  von  JET  *  ztt  bestimmen^  wenn  Z  aidi  als  Product  von  (1  —z^^z'^^y^ 
und  einer  in  der  Umgebung  von  z^  regulären  Function  darstellen 
läfst;  dann  sei*^): 

(52)        ^--C'T>"(n*^)  +  i^'^n'.)  + 

Für  grofse  Werte  von  n  überwiege  der  erste  Term,  sofern  die  Reihe 
Überhaupt  convergire.  In  den  meisten  Fällen  sei  sie  freilich  divergent; 
dann  künne  uan  aber  ZxF^''^{z^  fftr  v  >—  0,  1,  2, . . .,  m  —  1  darck 

^^^)  — 2iri — J  (fT-  ^ji^r 

ersetzen  und  das  Bestglied: 

^  ^  *«•  J  (t^-i?l)'"(t*-') 

hinzufügen  (die  Integrale  sind  über  einen  Kreis  um  den  Nullpunkt 
zu  nehmen,  der  den  Punkt  jcr^,  aber  auDserdem  keinen  singuläreil 
Punkt  einschlieM)  ^^^.     Da  die  Sätze  gelten: 

103S)  p.  207,  212. 

10S4)  Par.  C.  B.  89,  1861,  p.  709;  84,  1852,  p.  8,  70,  121,  16«;  oeuTres 
(1)  11,  p.  386—402. 

1035)  Cauchy  bezeichnet  den  Satz  in  dieser  Zeit  als  ,4^  theortee  de 
la  moyenne  isotrepique^*. 

1089)  p.  888.  Damit  hatte  Caudiy  Davboux*  Haaptresultat  §  21 ,  (26) 
bereits  yonreg^nommeD. 

1087)  p.  394.    Enthält  die  Bntwicklimg  von  Z  auoh  Potensen  von  z 
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\i:ans^^\££\an\  |;er|«,  (56) 

die  Cauchy  bei  dieser  Gelegenheit  (wie  es  scheint  zum  ersten  Mal) 
ansdrttcklich  formulirt^®'^),  so  kann  man  das  Restglied  (54)  ab«- 
schätzen;  es  ergiebt  sich,  dais  es  absolut  genommen  kleiner  ist,  als 
dafirjenige  Olied,  das  in  der  Reihe  folgen  wflrde^®^).  Damit  ist  man 
imstande  zu  beurteilen,  wie  weit  man  in  der  Reihe  gehen  muls,  um 
Terlangte  Qenatiigkeit  zu  erreiehen;  Cauchy  führt  als  Beispiel  die 
Entwicklung  §  19,  (38)  an»*^. 

Endlich  hat  Cauchy  abermals  zwei  Jahre  aqp&ter  noch  einige 
Koten  „über  die  Entwicklung  impHeiter  Functionen  in  trigono- 
metrische Reihen'^  veröffentlicht  Die  erste  derselben  erhSlt  nur  ehre 
Darstellung  frUher  ^chon  von  ihm  gewonnener  Resultate  in  der  ihm 
damals  gelSufigen  Terminologie  und  Bezetchnungsweise^^').  Die 
zweite  kommt  wieder  auf  die  ebenfalls  Mher  schon  •*»^  ron 
Cauchy  behandelte  Auswertung  bestimmter  Integrale  durch  Reihen- 
entwicklung eines  Factors  unter  dem  Integralzeichen  zurück  und 
setzt  sie  zu  seinen  Untersuchungen  Über  Functionen  grober  Zahlen 
in  Beziehung'^');  auch  stellt  er  hier  bereits  Anwendungen  auf 
astronomische  Probleme  in  Aussicht  ^^').  Über  diese  finden  sich 
dann  in  der  dritten  einige  Andeutungen;  namentUch  spricht  Cauchy 
von  der  Lösung  der  Eepler^schen  Gleichung  (§  20,  (8))  für  e  »  1^ 
d.  h.  für  parabolffiche  Bahnen,  wie  sie  bei  Kometen  vorkommen  ^^« 
Er  macht  darauf  aufmerksam^  dafs  in  diesem  Fall  die  „Moduln  der 
Reihen^'  der  elliptischen  Bewegung,  d.  h.  die  Grenzwerte  der  Coeffl* 
eienten  zweier  aafeinanderfolgendMi  Glieder,  gleich  1   seien ,  sodals 


mit  negativen  Exponeoten,  so  mufs  man  noch  einen  zweiten  Ejeis  hinzu- 
nehmen  [d.  h.  statt  der  Cauchy^schen  die  Laurent'sche  Entwicklung  be- 
nutzen].   (Par.  C.  R.  S4,  1862,  p.  ISl;  oeuvres  (1)  11,  p.  896). 

1038)  Par.  C.  R.  84,  1862,  p.  166;  oeuvres  (1)  11,  p.  399. 

1089)  p.  401. 

1040)  p.  402.  —  Auch  eme  sich  anschliefiende  Note  über  die  Ein- 
führung einer  nenBen  unabhftiigigen  Variabeln  in  ein  isotropes  Mittel  ^^'') 
schliefst  mit  einem  Hinweis  auf  eine  Verwendung  fär  die  BestimnUMg 
von  Functionen  grofser  Zahlen  (Par.  C.  R.  84,  1852,  p.  162;  oeuvres  (1> 
11,  p.  406). 

1041)  Par.  C.  R.  88,  1864,  p.  910.        1042)  p.  946. 
104»)  p.  947,  962. 

1044>  p.  990.  Cauchy  erwähnt^  dafs  dieselbe  Gleiehung  auch  bei  dem. 
Problem  der  homaJographischen  Kartenprojection  von  Babiaet  aafbrete. 
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Beine  früheren  Sätze  zunächst  illnsorisch  würden.    Aber  man  erhalte 
z.  B.  für  die  Entwicklung  (§  20,  (14)): 

OB 

(57)  u-t-^Ä^Binni 

N  =  l 

die  Grenzwertbestimmung: 

(58)  lim(«V.^.)  =  i-^r(i). 


11=00 


Endlich  macht  noch  eine  Note  daranf  aufinerksam,  dafis  man  in 
diesem  Fall  den  Integrationsweg  zweckmäfsigerweise  aus  Bogen 
logarithmischer  Spiralen  zusammensetze  ^^^^).  — 

M.  Hamy  ist  es  wenigstens  in  einem  speciellen  Fall  gelungen, 
die  von  den  Sätzen  von  Cauchj,  bezw.  Darboux  geforderten  Rech- 
nungen auch  für  die  Entwicklung  von  StÖrungsausdrücken  durch- 
zoführen^^^).  Er  behandelt  nämlich  die  Entwicklung  von  J'*ilf(Jt^\ 
wenn  J  die  Distanz  zweier  Planeten  in  kreisförmigen  Bahnen  (von 
beliebiger  Neigung),  8  eine  ungerade  ganze  Zahl,  ^  eine  reguläre 
Function  der  Periode  it  bedeuten.  Er  bringt  zu  diesem  Zweck  das 
Quadrat  der  Distanz  auf  die  Form^^^: 

(59)  /fi^(a*+  aj)  (1  —  g  cos  i) 

und  sucht  zunächst  einen  asymptotischen  Ausdruck  für  das  Integral: 

(60)  J„,^^  f    '  "''^^^^  ,  ==■  ^  faf'^''iF(x)y*dx, 
^     ^  2«J  (1  — gcosa)'        «•  J  V    V  //  ' 

mit: 

(61)  F(x)^q(i  sin  fj  cos/—  cosfj)  a?*+  2  a:  — g'(i  sin  J^i  008/+  cosf,). 

Für  reelle  i^  hat  F(x)  zwei  Nullpunkte,  einen  v  innerhalb,  einen  fi 
auTserhalb  des  Einheitskreises  ^^;  aulserdem  ist  x  »  0  singulärer 
Punkt    der   zu   integrirenden   Function.     Die    nähere   Untersuchung 


1046)  p.  1088. 

1046)  Bull,  astron.  10,  1898,  p.  41;  Auszug  Par.  G.  R.  114,  1892, 
p.  998;  116,  1892,  p.  869.  Eine  wesentliche  Ergänzung  der  Cauchj- 
Darboux^Bchen  Sätze  ist  es,  dafs  Hamy  hier  p.  48/44  xmd  J.  de  math.  (4) 
10,  1894,  nr.  4,  p.  404  angiebt,  welcher  Wert  der  auftretenden  Quadrat- 
wurzel in  jedem  Fall  zu  nehmen  ist. 

1047)  §  n,  p.  46. 

1048)  Dafs  diese  Punkte  auf  den  Einheitskreis  selbst  rücken,  wird 
durch  die  VorauBsetzung  ausgeschlossen,  dafs  die  Bahnen  sich  nicht 
schneiden  sollen. 
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ergiebt,  dafii  von  diesen  smgulären  Punkten  fi  derjenige  ist,  der  für 
die  Bestimmung  des  asymptotischen  Wertes  den  Ausschlag  giebt; 
die  Anwendung  des  Darboux'schen  Satzes  liefert  demnach  ^^^): 


/. 


[l-.  g*  +  g*  sin*  fj  Bin  V]    * 


r{8)m^—lir  (62) 

h  +  '-^^^^  -  ^"+  3"sin«f,sinVf  ^+  ^], 

dabei  ist  R  eine  periodische  Function  von  ^,  der  Periode  tt,   die 
keine  andern  singulären  Punkte  hat,  als  der  Hauptbestandteil. 

Der  so  gefundene  asymptotische  Ausdruck  für  <7m  ist  nun  noch 
mit  «''^^(?|)  zu  multipliciren  und  nach  f,  zu  integriren^®^). 
Wird  ^^^m  e  gesetzt,  so  erhält  man  drei  Bestandteile  der  Form: 


ni  1  > 

(.r=i 


,p-i 


f(i)-^dg,  (68) 


in   denen   f(i)  jedesmal    eine   längs    des  Einheitskreises    eindeutige 
gerade  Function  bedeutet.     Durch  die  Substitution: 


^-i=y(«)  (64) 


W»     «  — 


werden  diese  Integrale  auf  die  Form  (l)  gebracht;  dabei  kann  für 
ßVn  der  Hauptwert  genommen  werden.  Die  damit  eingeführte 
Fimction  <p  genügt  der  Gleichung: 

ip-*(i?co8»^+^'sin«-^9«-2g-ig>+^(^sin«^+^->co8*^=0;(65) 

zur  Bestimmung  derjenigen  Werte  von  jbt,  für  die  q>'(js)  ^  0  ist, 
ergiebt  sich  daraus  eine  Gleichung  achten  Grades,  die  sich  auf  eine 
quadratische  Gleichung  für  g^-^-z"^  redncirt  Hamy  discutirt  aus- 
führlich die  Lage  ihrer  Wurzeln  und  deren  Zugehörigkeit  zu  fi  oder 
zu  v;  z.  B.  gehört  von  den  beiden  positiven  reellen  Wurzeln 

für  ö  >  cos  /  die  gröfsere, 
für  0  <  cos  J  die  kleinere 

zu  (i.     Damit  ist  auch  der  Principalmodul  von  (p(e)  gefunden  ^®*^) , 


1049)  p.  49. 

1060)  nr.  2,  p.  61. 

1061)  nr.  8,  p.  66. 

JahrMberloht  d.  Dentfohan  ICAthem.-Verelnigiuig.   X.  14 
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und    die    abermalige  Anwendung  des   Cauchy-Darboux'schen   Satzes 
giebt  (för  gerade  p  —  m)^^*): 

(66)  yir{,){a*+a")' 


xV^'y'"*[l-«'--T'^''^('-'"')*]    *• 


Die  Behandlung  von  weniger  einfachen  Fällen  auf  diesem 
Wege  wurde,  der  steigenden  Complication  der  vorzunehmenden 
Separation  der  Wurzeln  wegen,  wohl  nicht  mehr  durchfahrbar 
sein^^^^.  Doch  hat  schon  vor  Hamy  H.  Poincar^  eine  Methode 
gegeben,  die  das  Problem  der  asymptotischen  Ausdrücke  für  Ent- 
wicklungscoefßcienten  einer  Function  von  zwei  Yariabeln  auf  das 
entsprechende  Problem  fOr  eine  Function  von  einer  Yariabeln  zurück- 
zuführen erlaubt*^**).     Sei: 


(67)  ir=^'^'^^^^c(»hCi  +  m.ro^, 

(68)  Ah.«.=  ^  rTPe-c-f.+'-.W'rfrtrft,; 

um  dann  grolse  Werte  von  m^  und  m^  zu  bekommen^  setzt  Poincare^^^): 

(69)  m^=  an  ■\-h^  m^—  cn  +  d 

und  Iftfst  n  über  alle  Grenzen  wachsen.    Wird  überhaupt: 

(70)  ^'^«-=<«,         c-'^— r«j5« 
und: 

(71)  F(ti,  tj)  =  z'  r«*«+»<'+^JP(5,  0 


1052)  nr.  4,  p.  84.  Hamy  giebt  auch  noch  den  zweiten  Term  der 
Annäherung;  er  stellt  p.  88 — 90  die  Formeln  zusammen  und  teilt  p.  90 — 92 
ein  numerischea  Beispiel  aus  der  Mondtheorie  mit. 

1058)  Hamy  giebt  das  selbst  zu,  J.  de  math.  (4)  10,  p.  392. 

1054)  Les  m^thodes  nouvelles  de  la  m^canique  eheste  1,  Paris  1892, 
chap.  VI,  p.  269  (Auszug  Par.  G.  B.  112,  1891,  p.  269);  Erläuterungen  und 
Durchführung  der  von  der  Methode  geforderten  Rechnungen  bei  N.  Gocu- 
lesco,  J.  de  math.  (6)  1,  1895,  p.  359  (auch  Par.  th^se;  Auszüge  Par.  G.  B. 
118,  1894,  p.  69;  120,  1895,  p.  32). 

1055)  Poincar^  nr.  94,  p.  280;  Goculesco  nr.  4,  p.  869. 
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gesetzt,  80  geht  die  EntwicHung  (67)  über  in: 


m^'-ä 


Zu  der  Entwicklung  des  Integrale 

liefern  dann  nnr  diejenigen  Glieder  von  (72)  einen  Beitrag,  fEbr  die 
der  Exponent  von  t  gleich  —  1  ist,  d.  h.  eben  diejenigen,  für  die 
m^,  nt,  die  Form  (69)  haben,  und  man  erhält: 

Oiz)=^Ä^n  +  ,,cn^ä^,  (74) 

n 

also: 

uian+6,c«  +  rf=«  ^.J0(e)z'*dg,  (7ö) 


:*i«i 


Es  konmit  also  nur  auf  die  Bestimmung  der  Singularitäten  einer 
Function  an,  die  durch  ein  Integral  der  Form  (73)  gegeben  ist. 
Eine  solche  Function  ist  jedenfalls  solange  eine  reguläre  Function 
Yon  jT,  als  2^  fOr  alle  Funkte  des  Integrationsweges  eine  reguläre 
Function  von  0  und  t  ist.  Aber  der  Integrationsweg  ist  nicht  fest, 
sondern  kann  in  der  ^- Ebene  verschoben  werden,  solange  er  nur 
keiner  Singularität  begegnet.  Bei  gegebenem  e  hat  F  als  Function 
von  t  betrachtet  gewisse  Singularitäten;  rückt  mit  Änderung  von  e 
eine  von  ihnen  auf  den  Einheitskreis,  so  kann  man  den  Integrations- 
weg ihr  zunächst  ausweichen  lassen  und  0(z)  bleibt  regulär.  Erst 
dann  wird  ein  solches  Ausweichen  unmöglich,  wenn  gleichzeitig 
zwei  Singularitäten  von  verschiedenen  Seiten  her  auf  den  Inte- 
grationsweg rücken  und  sich  in  einem  Punkte  desselben  vereinigen; 
nur  solche  Werte  von  e  also,  für  welche  das  eintritt,  können  singu- 
lare Funkte  der  Function  0(js)  sein. 

Ist  wie  im  vorliegenden  Falle  F(js,  t)  eine  mehrwertige  Function 
von  f,  so  ist  diese  ganze  Untersuchung  auf  der  zugehörigen  Bie- 
mann'schen  Fläche  zu  fahren:  nur  solche  Singularitäten  kommen 
in  Betracht,  die  mit  dem  Integrationsweg  auf  demselben  Blatt  liegen. 
Poinoarä  bezeichnet  diejenigen  Singularitäten,  für  welche  beide  Be- 
dingungen erfallt  sind,  als  „admissibles"  ^®*^).     Auch  mufs  in  diesem 


1066)  Poincarä  nr.  96,  p.  282;  nr.  98,  p.  307;  Cocnlesco  nr.  6,  p.  373. 

14* 


212  1-  Hanptteil.  3 .  AbBchn.  Entwickl.  analyt.  Funci  i.  hannon.  trigon.  Reihen . 

Fall  der  Integrationsweg  den  Yerzweigungspunkten  der  Biemann'schen 
Fläche  ausweichen,  sodafs  ein  singolärer  Funkt  von  0(z)  auch  auf- 
treten kann,  wenn  ein  sihgulärer  Punkt  t  von  F(z^  t)  in  einen  Ver- 
zweigungspunkt der  Biemann'schen  Fläche  hineinrückt  ^^^. 

Von  der  Anwendung  auf  die  Entwicklung  der  Störungsfunction 
behandelt  Poincare  zunächst  den  Fall,  dafs  die  relative  Neigung 
Null  ist^*^^).  Werden  die  excentrischen  Anomalieen  Mj  und  u,  als 
Integrationsvariable  eingefllhrt  und 

(76)  a;  =  c'"»,        y  =  «*"» 
gesetzt  (es  wird  dann: 

(77)  0  =  trx^e^,     mit     «  =  ^(a;-i- o?)  +  ^(y-^- y)), 

so  sind  die  singulären  Punkte  von  F(zj  f)  als  Wurzeln  gewisser  in 
X  und  y  algebraischer  Gleichungen  gegeben;  die  singulären  Punkte 
von  ^(z)  sind  dann  unter  denjenigen  Werten  von  e  zu  suchen,  für 
die  eine  dieser  Gleichungen  eine  mehrfache  Wurzel  oder  zwei  eine 
gemeinsame  Wurzel  haben.  Poincar4  beschränkt  sich  auf  die  Unter- 
suchung des  Falles: 

(78)  a<0,         c>0,         a  +  c>0; 

in  diesem  sind  alle  zu  den  singulären  Werten  z  gehörenden  Werte 
von  X  tmd  y  reell  und  ihre  Untersuchung  kann  daher  geometrisch 
an  den  Gurven  geführt  werden,  die  durch  jene  Gleichungen  in  x 
und  y  als  rechtwinkligen  Coordinaten  gegeben  sind^^.  Aufserdem 
setzt  er  die  eine  Excentricität  ganz  "=»  0,  von  der  andern  vernach- 
lässigt er  das  Quadrat.  Unter  diesen  Voraussetzungen  kann  die 
Einführung  der  Biemann'schen  Fläche  noch  vermieden  werden,  indem 

man  x^  und  e^  als  unabhängige  Variable  einführt,  sodafs  man  nur 
noch  mit  einer  zweiwertigen  Function  zu  thun  hat*^^);  die  Werte, 
die  zu 

(79)  x%     a?^c  ^  ,     ic^c  %. .  . 

gehören,  sind  entweder  gleichzeitig  admissibel  oder  gleichzeitig  in- 
admissibel  *®*®). 

1067)  Diese  von  Poincar^  hier  nur  gestreifte  Möglichkeit  ist  später 
von  F^raud  "••)  ausfOhrlich  behandelt  worden. 

1068)  Poincar^  nr.  96,  p.  286;  Gocnlesco  nr.  9,  p.  376. 

1069)  Poincar^  p.  297;  Gocnlesco  nr.  11,  p.  386. 
1060)  Poincar^  p.  298;  Gocnlesco  p.  894. 
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Die  Discnssion,  ob  ein  bestiminter  singulärer  Punkt  admissibel 
ist  oder  nicht,  geschieht  nun  folgendermafsen^^^):    Seien  a,  ^  die 

ihm  entspiißchenden  Werte  von  :r^ ,  e^  \  man  lasse  z  die  Gerade  J 
durchlaufen,  die  S^  mit  £^:  |{T|  verbindet.     Für  jeden  Punkt  dieser 

Geraden    hat   F(e^t)    als   Function    von   x^    eine   gewisse   Anzahl 

i_ 

singulftrer  Punkte;  für  ^^  »  {;  faUen  zwei  derselben  zusammen  und 

treten  nachher  auseinander.     Nun  wird  untersucht,   ob  diese  beiden 

Punkte,  wenn  z  den  Endpunkt  von  J  erreicht,  durch  den  Einheits- 

kreis  der  o;*^- Ebene  von  einander  getrennt  werden  oder  nicht.  Das 
Resultat  der  Discussion  ist,  dais  von  den  14  zunächst  vorhandenen 
singulären  Punkten  nur  zwei,  nämlich: 


_    c-2a+yc{c--Sa)  (x  ^  t^         .     . 

^'  X-       X  2(c  +  a)  '       ^       a«(l  +  T»)       ^^^^ 

(t  =  tg  (i  »ro  lin  •)) 

xmd  der  zu  ihm  reciproke  Punkt  ft'  admissibel  sind  (auTserdem  die 
aus  fi  und  ii'  durch  den  Cyclus  79  sich  ergebenden). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  die  Methode  von  Darboux 
angewendet  werden  ^^^.  Zu  jedem  schliefslich  in  Betracht  kommen- 
den singulären  Wert  z  gehört  je  ein  Wert  von  x  und  y,  aber  c 
Werte  von  t  Ist  (j^qO  ®^^  solches  Wertsystem,  so  ist  in  den 
wirklich  in  Betracht  kommenden  Fällen*^')  F(z^  t)  von  der  Form: 

F{z,t)^--=L=,  (81) 
wo  ^  in  der  Umgebung  von  (zq^  (q)  reg^är  und 
'fo-O.        ©0-0                               (82) 

1061)  Poincarä  p.  300—306;  Coculesco  nr.  12,  13,  p.  387—394.  Über 
die  entsprechende  Discussion  des  allgemeinen  Falles  giebt  Poincar^  nr.  98, 
p.  306  einige  Andeutungen,  die  mit  der  Aufforderung  an  „plus  d'un 
chercheur*^  zur  weiteren  Verfolgung  der  Frage  schliefsen  (p.  314).  Es 
handelt  sich  namentlich  xmi  die  Änderung  der  singoläreD  Punkte  mit  der 
Änderung  der  Excentricitäten  und  um  die  Frage,  ob  dabei  ein  zuerst  nicht 
admissibler  Punkt  admissibel  werden  kann. 

1062)  Foincar^  nr.  99,  p.  314;  Coculesco  nr.  14,  p.  396. 

1063)  Poincar^  bemerkt  p.  321,  man  hätte  sich  die  vorhergehende 
Untersuchung  betxä^shtlich  erleichtem  können,  wenn  man  von  vorneherein 
gefragt  hätte,  unter  welchen  Umständen  sich  F(ey  t)  auf  die  Form  (81) 
bringen  läfst. 
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ist.  Infolgedessen  kann  man  nach  einem  Satz  von  Weierstrafs  auch 
setzen*®"): 

wo: 

(84)  d  -  SOn  (t  —  Ä)» 

eine  reguläre  Function  von  b  und  t^  hj  k  und  die  0»  reguläre 
Functionen  von  e  allein  sind,  von  denen  sich  i^  z  '^  g^y  h  auf  ^ 
und  k  auf  0  reduciren.     Damit  wird*^: 

(35)  ^  ^         '^  '  ««••/  V(e~Ä)«+fc' 

-  <I>,(^)  +  2:^.(-  A:)"Ö2nlog(^-£ro); 

und  wenn  man  sich  mit  der  ersten  Annäherung  begnügt,  so  erhält 
man  hieraus*^*): 

(86)  ^,.^6.c.+d~  g^,y  -i<;      *o  [sfi).,,,: 

Auf  Grund  dieser  Entwicklungen  Poincare's  hat  zunächst  M. 
Hamy*^^)  den  Fall  eingehend  behandelt,  dafs  nur  eine  imd  zwar 
die   äufsere  Bahn  kreisförmig  ist  und  dafs  ein  Ausdruck  der  Form: 

(87)  /;./•,.  j- 

ZU  entwickeln  ist,  wenn  /j,  f^  zwei  rationale  ganze  Functionen  von 
x,  bezw.  y  (76)  bedeuten.  Er  recapitulirt  vor  allem  die  allgemeinen 
Sätze  von  Darboux^*^  und  Flamme '^'•)  und  ergänzt  sie  durch  Be- 
rücksichtigung des  Falles,  dals  auch  logarithmische  Unstetigkeiten 
auftreten:  der  Coefßcient  von  t^  in  der  Entwicklung  von 

(88)  (l  -  ~)*  log*  (l  -  -J)  ,     Ä  positiv  ganz 

ist  von  der  Gröfsenordnung: 


1064)  Poincarä  p.  817;  Coculesco  nr.  16,  p.  397. 

1065)  Poincar^  nr.  100,  p.  321;  Coculesco  nr.  16,  p.  398.    Man  ver- 
gleiche auch  das  Auftreten  ähnlicher  Integrale  bei  Flamme'**). 

1066)  Poincar^   p.  328;   man   vgl.,   namentlich   auch  wegen  der  Be- 
stimmung von  $(g^,  t^)f  Coculesco  nr.  17,  p.  402. 

1067)  J.  de  math.  (4)  10,  1894,  p.  891;  Auszüge  Par.  C.  R.  117,  1893, 
p.  1060;  118,  1894,  p.  88,  698;  Berichtigungen  J.  de  math.  (5)  2, 1896,  p.  480. 
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a         n*  •  \ar    n 


«rsteres  wenn  h  eine  nicht  negative  ganze  Zahl  ist,  letzteres  in  den 
übrigen  Fällen  ^^^).  Auch  formulirt  er  ausdrücklich  den  folgenden 
Satz,  der  bei  Gauchj  und  Flamme  überall  stillschweigend  voraus- 
gesetzt wird:  wird  das  Integral: 

Jn '-/«'  ^''-^^^0(z)dg  (90) 

über  einen  «Curvenbogen  genommen,  dessen  sämtliche  Funkte  um 
mehr  als  B  vom  Ursprung  abstehen,  so  ist: 

lim  (JnB^n^)  =  0  (91) 


nsoo 


für  jedes  noch  so  grofse  j^®*'). 

In  Foincar^'s  Ansatz  (69)  ninunt  Hamy  6=»e?  =  0,  c=l, 
floda£s  n  mit  m^  zusammenf&llt^^^);  die  zu  untersuchenden  Integrale 
nehmen  dann,  wenn  noch: 

arc  sin  fi  "=■  1(1  (92) 

und: 

-^(^-tg^){x-cotl)F,il:,t^)  =  F(z,x)        (93) 
gesetzt  wird,  die  Form  an*^'^): 

•^  (^)  =■  äii  T-^C^.  x)  «-- .  - 1  d5  (94) 


(96) 


Ein  Funkt,  auf  den   er  selbst  Gewicht  legt,  ist  nun,  dafs  er  hier 
schon  die  Function: 

^(.)  =  |-sin«|(.-cot|y[*e-^-"'^^'-'^-"       (96) 
einführt;  mit  ihrer  Hilfe  drückt  sich,  wenn  noch  der  Radius  Vector 

1068)  p.  899.  X;  ist  wirklicher  Potenzezponent,  nicht  etwa  Iterations- 
symbol. 

1069)  nr.  1,  p.  394;  vgl.  die  Verallgemeinerung,  mit  <p(g)  statt  z^\ 
J.  de  math.  (5)  2,  p.  383. 

1070)  nr.  7,  p.  406.  Die  Buchstaben  z  und  e  gebraucht  Hamy  gerade 
in  der  mngekehxten  Bedeutung  wie  Poincar^;  im  Text  ist  Poincar^'s  Be- 
zeichnung beibehalten. 

1071)  nr.  8,  p.  409. 
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(97)  ..^(._tg|)(.-cot|) 
benutzt  wird,  die  Function  F(j!,x)  folgendennalsen  aos^**^*): 

(98)  F{e,  x)  -  r ST — •      '\^f jrT  -^  fJt-'e)  fix). 

Das  erste  ist  nun  die  Bestimmung  der  Singularitäten,  die  diese 
Function  als  Function  von  e  besitzt,  wenn  dem  x  ein  dem  Einheits- 
kreis angehöriger  constanter  Wert  beigelegt  wird:  es  sind  j? «»  0, 
jer  =  oo ,  sowie  ein  Funkt  jer  »  fi  innerhalb  xmd  ein  Funkt  $  =^  v 
aul'serhalb  des  Einheitskreises  ^^^').  Man  erhält  dann  auf  Grund  des 
Gauchj'Darboux'schen  Satzes,  wenn  für  (i  sein  Wert  eingesetzt  wird: 

(99)J-<^??[-J^V«H(^)^f(^)A(^a-'8in-«|(*-cotf)-')(a;-r»)-' 

und  zwar  hat  diese  asymptotische  Gleichheit  hier  folgende  Be^ 
deutung:  wird  rechts  1  +  Bm^^  als  Factor  beigefügt,  so  bleibt  R 
bei  wachsendem  m^  endlich,  auTser  für  diejenigen  singulären  x- Werte, 
ffSoc  welche  zwei  von  den  singulären  Werten  g  zusammenfallen  ^^^), 
Weiter  ist  die  Bestimmung  der  Frincipalmoduln  der  Function 
(p(x)  erforderlich;  Hamy  fahrt  sie  durch ^®'*),  indem  er  eine  Dis- 
cussion  der  rationalen  ganzen  Function  3.  Grades: 

(100)  üix,a)-2x'(x-cot^)^ 

vorausschickt.  Werden  x  und  a  als  rechtwinklige  Coordinaten  in 
einer  Ebene  betrachtet,  so  ist  U(Xj  a) » 0  die  Gleichung  einer 
rationalen  Gurve  3.  0.  mit  3  zur  x-Axe  parallelen  Tangenten  ^^^^; 
je  nach  der  Lage  des  in  Betracht  kommenden  Wertes  von  a  zu 
diesen  Tangenten  gestaltet  sich  die  Discussion  verschieden. 
Femer  bedarf  es  der  Discussion  der  beiden  Gleichungen: 

(101)  aex^—  2aaj  +  «€  ±  2aj«0, 

deren  Wurzeln  zu  den  oben  erwähnten  Ausnahmepunkten  x  ge^ 
hören  ^^^^).  Kann  dann  der  Integrationsweg,  ohne  seine  kreisförmige 
Gestalt  zu  ändern  und  ohne  einen  dieser  letzteren  Funkte  zu  treffen^ 


1072)  nr.  9,  p.  411.    L,  L^  sind  die  grofsen  Halbaxen. 

1078)  nr.  10,  p.  412.         1074)  nr.  11,  p.  416. 

1076)  Abschnitt  UI,  IV,  p.  415—427;  Ergänzungen  p.  470. 

1076)  Tabelle  der  Ordinaten  ihrer  Berührungspunkte,  fOr  verschiedene 
WertjB  von  c,  p.  466. 

1077)  nr.  18,  p.  427. 
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so  deformirt  werden,  dafs  er  durch  einen  der  Funkte  Z  hindurch- 
geht, für  die  ^{z)  Principahnodnl  ist,  so  lädst  sich  der  Canchy- 
Darhonx'sche  Satz  auf  das  Integral  I  munittelbar  anwenden  ^^^^; 
andernfalls  mufs  man  mit  dem  Integrationsweg  den  singulären 
Punkten  ausweichen  und  die  so  entstehenden  schleifenförmigen  Stocke 
for  sich  behandehi^^^^.  Dabei  bieten  ev.  diejenigen  Teile  des  Inte- 
grationsweges besondere  Schwierigkeit,  die  in  der  Umgebung  eines 
der  durch  die  Gleichungen  (lOl)  definirten  singulären  Punkte  liegen; 
Hamy  überwindet  diese  Schwierigkeit  durch  eine  Transformation  der 
Function  JP(if,  o?)*^.  Ist  nämlich  x^  ein  solcher  Wert  und 
^1=*  (vC^i))""*»  so  läfst  sich  der  reciproke  Wert  des  Quadrats  der 
Distanz  auf  die  Form  bringen  (vgL  83): 

wo  in  der  Umgebung  von  (Xy  e^)  H  eine  reguläre  Function  von  x 
und  jET,  tf',  c'\  h^  k  reguläre  Functionen  von  g  allein  sind  und 
i7(0,  0)  -t"  0  ist.  Es  erweist  sich  dann  als  erlaubt  und  als  zweck- 
mäljBig^^^)  die  Beihenfolge  der  Integrationen  umzukehren  und  zuerst 
das  Integral: 

genommen  über  den  deformirten  Weg,  zu  berechnen.  Dieses  Integral 
zerfällt  in  eine  Summe  Ton  Gliedern  der  Form"**): 

unter  den  Dp  bei  jer^  reguläre  Functionen  von  z  verstanden.  Bei 
der  Auswertung  dieser  Integrale  macht  nur  die  Auswahl  unter  den 
Werten  der  auftretenden  mehrwertigen  Functionen  einige  Umstände*^*). 
Im  Resultat  zeigt  der  in  den  früheren  Arbeiten  allein  untersuchte 
Fall  5  «  y  gegenüber  den  Fällen  «  =  f,  j,  •  •  •  ein  etwas  ab- 
weichendes Verhalten ^^^).     Schliefslich  ist  noch  das  Integral: 

^'»äi^/^W^'.T  (105) 

genommen  über  einen  so   eingebuchteten  E!reis,   dafs  die  singulare 

1078)  nr.  19,  p.  429.  1079)  nr.  20,  p.  432. 

1080)  nr.  22,  p.  488.  1081)  nr.  27,  p.  449. 

1082)  nr.  28,  p.  461.  1088)  nr.  29,  p.  462;  nr.  81,  p.  467. 

1084)  nr.  31,  p.  466. 
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Stelle  g^  auTserhalb  bleibt,  vermittelst  der  vorausgeschickten^^^)  Er- 
weiterung des  Oauchy-Darbouz'schen  Satzes  abzuschätzen  ^^^). 

Hamys  Untersuchung  des  Falles,  dafs  die  innere  Bahn  kreis- 
förmig, die  äufsere  elliptisch  ist^^,  Iftuft  im  groDsen  und  ganzen 
der  eben  besprochenen  parallel;  doch  ist  einiges  einfacher  dargestellt, 
und  einige  nur  hier  auftretende  Schwierigkeiten  erfordern  die  Bei- 
ziehung besonderer  Hil&mittel.  Auch  bei  diesem  Problem  kommt  es 
niemals  vor,  dals  ein  singulärer  Punkt  e  von  F(z^  x)  einen  andern 
solchen  Punkt  vollständig  umkreist,  während  x  seinen  Integrations- 
weg durchläuft  ^^^.  Dagegen  ist  ein  wesentlicher  Unterschied  gegen- 
über dem  vorigen  Fall,  dafs  diesmal  die  singulären  Punkte  e  auch 
fCbr  endliche  und  von  Null  verschiedene  Werte  von  x  nach  0  bezw. 

nach  <x>  rücken  können,  nämlich  für  je?  =  tg-|-  und  jer  =  cot^*^- 

Es  ergiebt  sich  ein  zu  (99)  ganz  analoger  asymptotischer  Ausdruck 
für  J{x)^  der  auch  diesmal  gilt,  wenn  gewisse  Ausnahms werte  x 
ausgeschlossen  werden  ^®®).  Aber  bei  der  Bestimmung  der  Principal- 
moduln  von  q>{x)^^^)  stellt  sich  diesmal  heraus,  dals  es  nicht  inmier 
angeht,  den  Integrationsweg  in  der  re-Ebene  nur  aus  geraden  Strecken 
und  Kreisbogen  zusammenzusetzen.  Dann  folgen  wieder  Entwick- 
lungen, die  den  früheren  ^^'*~^^  ganz  parallel  gehen  ^^^);  zum 
SchluTs  werden  die  Resultate  resumirt*^**). 

Zwischen  die  beiden  zuletzt  besprochenen  Abhandlungen  Ham/s 
fällt  der  Zeit  nach  die  schon  erwähnte  These  Coculesco's^®^).  Sie 
enthält  auDser  den  Erläuterungen  zu  Poincar^  noch  eine  Behandlung 
des  Falles,  dafs  die  Neigung  Null,  die  beiden  Excentricitäten  von 
Null  verschieden,  aber  beide  klein  sind^^*).  Diese  letztere  Voraus- 
setzung erlaubt  ihm,  die  auftretenden  Gleichungen  näherungsweise 
durch  rationale  Functionen  aufzulösen  und  so  das  Operiren  auf  der 
Biemann'schen  Fläche  ^^^  auch  diesmal  noch  zu  umgehen.  Die  aus- 
führliche Discussion  der  einzelnen  singulären  Punkte  führt  zu  dem 
Besultat:  wenn  clb'/b  <  1  oder  >  —  c/a  ist,  ist  derselbe  singulare 
Punkt  für  die  Abschätzung  des  asymptotischen  Werts  mafsgebend, 

1085)  nr.  32,  p.  459.  Hamy  resumirt  seine  Resultate  nr.  36 — 38, 
p.  461 — 466  und  giebt  drei  numeriflche  Beispiele  (p.  466;  Berichtigung 
(6)  2,  p.  439). 

1086)  J.  de  math.  (5)  2,  1896,  p.  881;  Auszug  Par.  G.  B.  122,  1896, 
p.  980,  1082. 

1087)  nr.  3,  p.  390;  nr.  7,  p.  898.         1088)  nr.  6,  p.  894. 
1089)  nr.  8,  p.  403.         1090)  DI,  IV,  p.  406—420. 
1091)  V,  VI,  p.  420—486.         1092)  p.  436—439. 

1093)  J.  de  math.  (5)  1,  1896,  IV,  p.  406. 
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wie  im  Falle  e  =  «'=  0;  ist  dagegen  1  <  ae'/e  <  —  c/a^  so  tritt 
ein  anderer  singulärer  Punkt  ein^^^). 

Dagegen  haben  die  aus  der  Benutzung  der  Biemann'schen  Fläche 
sich  ergebenden  Umständlichkeiten,  sowie  überhaupt  diese  ganze 
Theorie,  noch  eine  eingehende  Darstellung  durch  A.  Färaud  ge- 
funden ^^^).  Er  leitet  zunächst  die  erweiterten  Gauchy-Darboux'schen 
Sätze ^^  noch  einmal  ab,  indem  er  (im  Anschlufs  an  später  zu 
besprechende  Untersuchungen  von  J.  Hadamard)  den  Satz  an  die 
Spitze  stellt ^^:  Ist  f(e)  =  2ani^  eine  für  |i8f|<l  convergente 
Potenzreihe,  so  ist: 

1 

q>{t)  =   Ml  —  xy'-^fitx)  dx  «  r(—  a) StifUn^.      (106) 

0 

Besitzt  dann  f{z)   auf  dem  Einheitskreis  nur  den  einen  singulären 
Punkt  e  =  1  und  in  ihm  eine  Entwicklung  der  Form: 

f{z)  =  (1  -  ^Y^iz),     («  <  0,  ^(z)  regulär)  (107) 

so  setzt  Firaud^''^: 

k 

<p{t)  ^  f(l  -  x)'^-^f(tx)dx  + 

,       '  (108) 

+    /(l  —  a?)-"-i(l— ^«)-«tf;(*a?)c?a;; 

der  erste  Summand  ist  auch  für  ^  =  1   regulär,  den  zweiten  ver- 
gleicht Feraud  mit  dem  hjpergeometnschen  Integral: 

1 
y  =    /(l  -  a;)-«-i(l  -  txYdx,  (109) 

dessen  nicht  regulärer  Bestandteil  in  der  Umgebung  von  <  =  1  eine 
Entwicklung  der  Form  zuläfist: 

log(l  -  0  •  {^0+  »h (1  -  0  +  ^«(1  -  ^")  +  •  •  •}•     (llö) 
Daraus  ergiebt  sich  für  diesen  Fall: 


1094)  nr.  42,  p.  439.  Die  nr.  43,  p.  440—442  resumirten  Formeln  be- 
ziehen sich  auf  den  ersteren  Fall. 

1096)  Bord.  Observ.  Ann.  7,  1897,  p.  37  (auch  Par.  thöse;  Auszüge 
Par.  C.  R.  122,  1896,  p.  871;  Bord.  Proc.  1896/97,  p.  98). 

1096)  nr.  2,  p.  60.         1097)  nr.  8,  p.  60. 
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(111)  On^^  fiion-«-Vr(—  a). 

Darüber  hinaus  behandelt  F4raud  noch  den  Fall,  dafs  f(js)  die  Form 
hat^ö«*): 

(112)  f{z)  =  (1  -  zyiogil  -  0)t/;(^); 

68  yerhält  sich  dann  <p(t)  wie  die  Function: 

1 

(113)  y  =    ni-  a;)-«-»(l  —  ^a;)«log(l  -  tx)dx. 

Diese  genügt  einer  linearen  Differentialgleichung  4.  0.  mit  rationalen 
Coefficienten^ö»»)  und  ihre  Entwicklung  enthält  wirkKch"«^)  ein  Glied 
mit  log'(l  —  ^);  ist  n^  der  Coefficient  des  entsprechenden  Gliedes  in 
der  Entwicklung  von  9>(0)  so  ist  in  diesem  Falle: 

(114)  an~  2  non-«-i  log  (n  +  l)/r(-  a). 
Ist  endlich: 

(115)  f{z)  =  (1  -  z)' logP (1  -  z)^(z) , 
80  findet  F^raud  in  entsprechender  Weise  ^'''^): 

(116)  o«  ~  (j)  +  1)  So  J^  log'(n  -  1). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ninunt  Färaud  die  Bestimmung 
asymptotischer  Werte  für  die  Coefficienten  der  Entwicklung  einer 
Function  von  zwei  Variabein,  f(Xj  y),  in  Angriff ^^®*).  Er  führt 
dieses  Problem  auf  das  vorher  behandelte  zurück,  indem  er  statt 
von  Poincare's  Satz^®")  von  dem  folgenden  Gebrauch  macht  ^^•): 
der  Coefficient  von  a^i>+ftycp+<'  in  der  Entwicklung  von  f{x^y)  ist 
gleich  dem  Coeffiicienten  von  t^  in  der  Entwicklung  von: 

(117)  9(0 -J^j      J  ^.iy.+i(,  _  ,,-y.c)  • 

1*1  =  1  lyi  =  i 
Ist  speciell: 

d.  h.  gleich  dem  Quotienten  zweier  rationalen  ganzen  Functionen,  so 
l&fst  sich  eine  Integration,  z.  B.  die  nach  y  ausführen  ^^^);  sie  liefert 
im  Falle: 

1098)  nr.  4,  p.  62.         1099)  p.  67.         1100)  p.  69. 

1101)  nr.  6,  p.  69.         1102)  2—  partie,  p.  70.         1103)  nr.  2,  p.  71. 

1104)  nr.  4,  p.  74. 
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I     C<0, 

da  dann  die  übrigen  Factoren  des  Nenners  nicht  in  Betracht  kommen, 
sohmge  ^  <  1  bleibt: 


.^  P(x,yj) 


2  «»2r "      sQu    »N .  (119) 

die  Summe  erstreckt  über  alle  diejenigen  f  Wurzeln  y  =^  yj  der 
Gleichung: 

Q{x,y)  =  0,  (120) 

deren  absoluter  Betrag  •<  1  ist.  Das  würde  dann  noch  in  Bezug 
auf  X  über  den  Einheitskreis  zu  integriren  sein.  Statt  dessen  sagt 
Firaud"^*):  ich  construire  die  zu  der  Gleichung  (120)  gehörige 
Biemann'sche  Fläche  über  der  re- Ebene  und  integrire  dann: 

P{^.  y) 


a:*+V+Hl-«^-VO|^ 


(121) 


über  diejenigen  f  yon  den  Ä;  Curven  |  x  |  —  1  in  den  k  Blättern  der 
Fläche,  fOr  die  |  y  |  <  1  bleibt.  Nämlich  längs  jeder  dieser  Curven 
bleibt  I  y  |  entweder  <  1  oder  >  1,  wenn  ausgeschlossen  wird,  dafs 
die  Gleichung  (120)  durch  ein  Wertepaar  o;,  y  erfüllt  wird,  für  das 
|j;|  «B  1^1  SS  1  igt.  Wird  dann  t  yarürt,  so  hat  man,  um  <p(t) 
analytisch  fortzusetzen,  diese  Inte£p:ationscurven  so  zu  deformiren, 
dals  sie  den  Polen  des  Integranden  und  den  Yerzweigungspunkten 
der  Biemann'schen  Fläche  ausweichen.  Von  den  Polen  sind  nur 
diejenigen  mit  t  variabel,  die  durch  die  Schnittpunkte  der  Curven 
(120)  und 

aj«yc_^«0  (122) 

gegeben  sind;  da  ftbr  |a;|  =  l,  |y|<l  diesen  Gleichungen  durch 
|f  I  •<  1  nicht  genügt  werden  kann,  braucht  man  die  Integrations- 
wege nicht  zu  deformiren,  solange  |^|<1  ist.  g>(t)  ist  daher 
jedenfalls  im  Innern  des  Einheitskreises  regulär.  Wenn  dann  weiter- 
hin für  einen  bestimmten  Wert  t^  von  t  die  Curve  von  zweien  der 
genannten  singulären  a;-Werte  eingeklemmt  wird,  ist  dieser  Wert  fg 
im  allgemeinen  ein  singulärer  Punkt  von  q>{t).  F4raud  geht  nun 
eine  Beihe  der  hier  auftretenden  Möglichkeiten  durch,  indem  er  jedes- 

1106)  p.  76. 
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mal  in  der  Umgebung  eines  solchen  singulftren  Wertsjstems  (/q«  Xq,  y^) 
nach  Potenzen  von  t  —  f^,  x  —  a^o>  ^  ~  ^o  ©ntwickelt;  er  findet  so: 

1.  Bückt  für  f  »=  ^^  ein  Pol  des  Integranden  in  einen  gewöhn- 
lichen Verzweigungspunkt  der  Biemann'schen  Fläche  (fOr  den  Q  »  0^ 
dQ/dx=^0,  dQ/dy-=^0  ist),  so  ist  t  =  t^  nicht  singnlärer  Punkt 
von  9(0"^). 

2.  Bücken  für  t^^f^  zwei  Pole  des  Integranden  in  einen  ge- 

wöhnHchen  Doppelpunkt  {o  «  0,  dQ/dx  =»  0,  dQ/dy  ==-  0»  ^  —^ 

—  L    y  J  4=  ö) »  ^"^^  ^*^  dabei  ofii^  —  <  =  0  mit  jedem  der  Zweige 

nur  einen  Punkt  gemein,  so  konmit  es  auf  die  Lage  der  schliefslich 
zusammenrückenden  Singularitäten  gegen  den  Integrationsweg  an,  ob 
^==^2  einfacher  Pol  oder  nicht  singulärer  Punkt  von  q>{i)  ist"®'); 
hat  aber  «*y*  ~  ^  a=s  0  mit  einem  Zweige  mehrere  Punkte  gemein^ 
so  kann  ^ »  f,  auch  mehrfacher  Pol  oder  algebraischer  Yerzweigungs* 
punkt  von  q>{i)  sein*^*^. 

3.  Bücken  für  ^  «^  ^  zwei  Pole  in  einen  Selbstberührungspunkt 
zusammen,  so  kann  t^t^  Pol  von  q>{i)  sein^****);  rücken  sie  in  eine 
gewöhnliche  Spitze  zusammen,  so  kann  ^ »  f,  auch  einfacher  alge- 
braischer Verzweigungspxmkt  von  q>{i)  sein^^^**). 

4.  Bücken  endlich  für  t^^t^  zwei  Pole  in  einen  gewöhnlichen 
Punkt  zusammen,  so  kann  t  ^^  t^  ebenfalls  ein  Pol  oder  ein  einfacher 
algebraischer  Verzweigungspunkt  von  <p{()  sein^"*). 

Ferand  giebt  auch  noch  einige  Ausführungen  betreffend  den 
Fall"!«): 

n    c>0. 

In  diesem  Falle  sind  für  |  <  |  <  1,  |  a?  |  =  1  die  Wurzeln  y  der 
Gleichung  (122)  absolut  <  1  und  können  daher  von  Anfang  an 
nicht  unberücksichtigt  gelassen  werden.  Das  bedingt,  dafs  man  die 
beiden  zu  den  Gleichungen  (120)  und  (122)  gehörenden  Biemann'- 
sehen  Flächen  über  der  fl;-Ebene  gleichzeitig  in  Betracht  ziehen  mufs. 
Doch  ist  auch  diesmal  q>{t)  innerhalb  des  Einheitskreises  regulär, 
indem  die  Singularitäten  je  zweier  Summanden  sich  gegen  einander 
wegheben ^^*').  Die  gesuchten  Singularitäten  der  Function  q>{i)  sind 
daher  identisch  mit  denjenigen  Singularitäten  der  Function: 


1106)  nr.  5,  p.  77.         1107)  nr.  6,  p.  80. 
1108)  nr.  7,  p.  84.         1109)  nr.  8,  p.  86. 
1110)  p.  88.         1111)  nr.  9,  p.  90. 
1112)  nr.  10,  p.  93.         1113)  p.  97. 
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<Pi  (0  -  f "^^^-^^^^      ,,,        ,  ,         (123) 

deren  absoluter  Betrag  >  1  ist;  diese  Singularitäten  sind  auf  der 
Biemann'schen  Fläche  der  Gleichung  (122)  zu  untersuchen  ^^^^), 
Diese  Function  <Pi(t)  ist  identisch  mit  der  von  Foincare  mit  ^(/) 
bezeichneten  Function  (73),  sodafs  also  in  diesem  Fall  c>0  Feraud'a 
Verfahren  mit  dem  von  Foincare  identisch  ist.  Dagegen  bietet  im 
Fall  c  <  0  Feraud's  Verfahren  den  Vorteil,  dals  man  auf  einer  von  t 
unabhängigen,  also  unveränderlichen  Biemann'schen  Fläche  operirt^^^*^)« 
Diesen  Vorteil  sucht  F^raud  nun  auch  bei  den  Anwendungen 
auf  die  Entwicklung  der  Stönmgsfunction  zu  erreichen.  Er  be- 
handelt  zunächst  den  Fall,  dals  beide  Excentricitäten  Null  sind,  die 
Neigung  von  Null  verschieden  ^^^;  die  zu  entwickelnde  Function  ist 
dann^^'^: 

mit  ß  =>  a^a'"^.  Werden  dem  t  und  dem  x  bestimmte  Werte  von 
gröfserem  absoluten  Betrag  als  1  beigelegt,  so  ist  füi*  das  nach  p 
zu  nehmende  Integral,  das  ein  elliptisches  ^^^)  Integral  ist,  der 
Integrationsweg  ein  Periodenweg,  indem  dann  gerade  zwei  singulare 
Punkte  y  innerhalb  des  Einheitskreises  liegen.  Die  durch  die 
Gleichung: 

(x-ßy){y-ßx)  +  |(cos  J-  1)  (l  -  a;»)  (l  ~  y«)  =  0    (125) 

definirte  Biemann'sche  Fläche  wird  also  von  dem  über  dem  Einheits- 
kreis  der  o;- Ebene  errichteten  Cylinder  in  zwei  getrennten  Ourven 
geschnitten;  in  allen  Punkten  der  einen  ist  j^j^l,  in  allen  der 
andern  |j^|  >  1;  erstere  wird  als  im  untern,  letztere  als  im  obem 
Blatt  der  Fläche  gelegen  bezeichnet.  Nun  fährt  F^raud  die  ganze 
Untersuchung  auf  dieser  Biemann'schen  Fläche  (statt,  wie  es  eigent* 
lieh  geschehen  mtUTste,  auf  derjenigen,  die  durch  die  Nebeneinander- 
stellung der  Gleichungen  (125)  und: 

(x^f-t^  (126) 

1114)  p.  98.         1116)  p.  99. 

1116)  ni'^  partie,  p.  100.    Einige  Angaben  über  diesen  Fall  auch  bei 
H.  Poincarä,  Par.  C.  R.  126,  1898,  p.  370. 

1117)  nr.  3,  p.  103.        1118)  F^raud  sagt:  .^hyperelliptisches'S  p.  104. 
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definirt  ist);  es  ist  das  ganz  analog  dem  Übergang  von  (119)  zu 
(l2l).  Aber  die  Verhältnisse  liegen  hier  nicht  so  einfach  wie  dort, 
und  es  bedarf  hier  eines  besonderen  Beweises,  dafs  die  zunächst 
),non  e£fectiyement^^  vorgenommene  Verpflanzung  des  a;-Integrations- 
wegs  imd  der  singulären  Punkte  z  auf  diese  Fläche  als  „efifectiv*^ 
angesehen  werden  kann,  d.  h-.dafs  der  Integrationsweg  keinen  andern 
Deformationen  unterworfen  zu  werden  braucht,  als  denjenigen,  die 
üie  Constitution  der  Fläche  und  der  Lauf  der  singulären  Punkte  auf 
ihr  mit  sich  bringen^*'*). 

Um  diese  Untersuchung  zu  f&hren,  bemerkt  F^raud  zunächst, 
dafs  die  vier  Verzweigungspunkte 

(127)  -fi-S     -II,     ^,     fi-» 

alle  reell  und  von  einander,  sowie  von  0  und  oo  verschieden  sind, 
welche  (zulässigen)  Werte  auch  ß  und  J  haben  mögen  "*^).  Femer: 
von  den  Wurzeln  der  Gleichung  (125)  ist  für  ein  gegebenes  x  die 
eine  y^  absolut  kleiner  als  1,  die  andere  y^  grölser.  Ändert  sich  x, 
so  können  y^  und  ^2  ^^^  dann  mit  dem  Ursprung  in  eine  Gerade 
zu  liegen  konmien,  wenn  x  auf  den  Einheitskreis,  auf  die  Axe  der 
rein  imaginären  Zahlen  oder  auf  eine  der  Strecken 

(128)  i-ii'^ fi),     (fi---^-0 

tritt  ^^*^).  Im  ersten  und  zweiten  Fall  liegen  y^  und  y^  auf  der- 
selben Seite  wie  der  Ursprung,  im  dritten  auf  derselben  oder  auf 
der  entgegengesetzten  Seite,  je  nachdem  x  einer  der  Strecken: 

(129)  ( —  iv"^  '  *.'  —  iv),     (iv  •  •  •  iv"^) 
oder  einer  der  Strecken: 

« 

(130)  (—*(»••  —  iv~^),     (— -  iv  '  '  '  iv),     (iv"^  •  •  •  i  c»), 
wo: 

(131)  v-tg^ 
angehört.     Andererseits:  wenn  x  eine  der  Strecken: 

(132)  (—00  • f*~*)»     (""  ^  ■  •  *  ^)j     (^"^ \-  ^ 

überschreitet,  wird  |  ^i  |  =  |  yj  |  und  die  Ungleichung  |  yi  |  <  |  y»  | 
geht  bei  analytischer  Fortsetzung  in  die  entgegengesetzte  über. 
Daraus  kann  abgeleitet  werden,  welcher  von  den  beiden  Wurzel- 
p^nkten  y^,  y^  schliefslich  dem  Ursprung  näher  liegt,  wenn  x,  nach- 

1119)  p.  107.         1120)  nr.  4,  p.  108.         1121)  nr.  6,  p.  110. 
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dem  es  einen  vorgeschriebenen  Weg  durchlaufen  hat,  auf  einer  der 
genannten  Linien  anlangt ^^^). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  schreitet  F^raud  zur  Aufsuchung 
der  singulären  Punkte  der  Function  9>(0^"')-  I^iö  ™it  t  veränder- 
lichen unter  den  singulären  rr -Werten  sind  gegeben  durch  die 
Gleichung: 

(x-^ßViF^  (v7^-j5a?)-f  |j5(cos/~l)  (l-a?«)  (l-f  «^-«)=0,  (133) 

es  sind  diejenigen  Werte  von  t  zu  suchen,  für  die  eine  Wurzel 
dieser  Gleichung  0  oder  c»  wird  oder  mit  einer  Wurzel  einer  der 
Gleichungen: 

ßa^—  I  (cos/  —  1)  (1  —  x^)  =  0, 

(134) 

ßx-^—  I  (cos  jr  -  1)  (1  -  x-^)  =  0 

(zu  denen  sich  aus  (125)  y  =  0  oder  y  =  cx)  ergiebt)  zusammen- 
fällt; endlich  diejenigen,  für  die  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (133) 
zusammenfallen.  Das  letztere  ist  so  zu  verstehen:  zu  jedem  Werte 
der  c*^  Wurzel  gehört  eine  Gleichung  (133),  und  nun  können  sowohl 
zwei  Wurzeln  derselben  Gleichung  zusammenfallen,  als  auch  zwei 
Wurzeln  zweier  verschiedenen  dieser  Gleichungen;  m.  a.  W.  es  sind 
sowohl  diejenigen  ^ -Werte  zu  suchen,  für  die  zwei  singulare  Punkte 
in  einen  und  denselben  Punkt  der  Riemann'schen  Fläche  (125) 
rücken,  a]s  auch  diejenigen,  für  die  zwei  singulare  Punkte  in  ver- 
schiedenen Blättern  der  Fläche  über  denselben  Punkt  der  rc- Ebene 
zu  liegen  kommen  *^**).  Die  Discussion  der  letzteren  —  er  bezeichnet 
sie  mit  0  —  wird  sofort  erledigt:  die  zugehörigen  a? -Werte  gehören 
alle  den  Intervallen  (131)  an*^*).  Die  Discussion  der  ersteren  er- 
fordert die  üntorscheidimg  der  Fälle  **^) 

1)  a  -{■  c  ungerade:  die  singulären  f -Werte  sind  teils  reell,  teils 
rein  imaginär; 

n)  a  -|-  c  gerade:  die  singulären  ^ -Werte  sind  alle  reell. 

Für  die  weitere  Untersuchung  ist  dann  die  Beantwortung  der 
folgenden  Frage  erforderlich:  man  ersetze  in  t  =  af^i/^  das  y  durch 
einen  seiner  Werte  aus  der  Gleichung  (125);  wie  ändert  sich  /, 
wenn  x  die  Achse  der  imaginären  Zahlen  oder  eine  der  Strecken  (128) 
durchläuft?  Sie  wird  zunächst  für  die  Strecke  (fi .  ,  .  fi'^)  he- 
handelt^^^'^):  in  ihr  sind  beide  Functionszweige  regulär  und  fallen  in 


1122)  Vgl.  die  Figur  p.  116.  1123)  nr.  6,  p.  115.  1124)  p.  116. 

1126)  p.  118.         1126)  nr.  7,  p.  121.         1127)  nr.  8,  p.  122. 
jAhretbarioht  d.  Denttohen  Mmthem.-yereiiilgimg.    X.  15 
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ihren  Endpunkten,  aber  in  keinem  Zwischenpunkte  zusammen.  Die 
Curve  (ty  x)  bildet  also  über  dieser  Strecke  ein  (unsynmietrisches) 
Oval;  über  der  Strecke  ( —  f*"*  •  •  •  —  f*)  ein  anderes,  das  zu  jenem 
im  Falle  I  in  Bezug  auf  den  Ursprung,  im  Falle  IE  in  Bezug  auf 
die  f- Achse  symmetrisch  liegt  ^''^).  Zum  Zwecke  der  entsprechenden 
Untersuchung  für  rein  imaginäre  x  wird  x  =  i^  und  im  Falle  I 
auch  t  ^=  ix  gesetzt,  dagegen  im  Falle  11  t  beibehalten*^**).  Schliefs- 
lieh  ergiebt  sich:  im  Falle  I  liegen  die  singulären  t  auf  den  vier 
Halbachsen  symmetrisch  zum  Ursprung**^),  im  Falle  11  sind  sie 
alle  reell  **^*).  Dann  wird  die  umgekehrte  Frage  behandelt:  welche 
Curven  bilden  die  singulären  o; -Werte  auf  der  Fläche,  die  reellen 
f -Werten  >  1  entsprechen**'*)?  omd:  wie  durchläuft  x  diese  Curven, 
wenn  t  die  reellen  Werte  von  +  oo  bis  +  1  durchläuft  **'')? 

Nach  allen  diesen  Vorbereitungen  ist  Feraud  endlich  imstande, 
die  Frage  zu  beantworten,  inwiefern  man  nur  diejenigen  singulären 
Punkte  X  zu  berücksichtigen  hat,  die  mit  dem  Integrationsweg  auf 
demselben  Blatt  der  Biemaxm'schen  Fläche  (125)  liegen**^);  er 
formulirt  sein  Resultat  schlieüslich  dahin,  dals  das  auch  hier  des- 
wegen zutrifft,  weil  zufolge  der  vorausgeschickten  Discussion  der 
courbes  de  d^placement**'')  und  der  Sätze  über  die  Änderung  von 
y^  und  y^  mit  a;****»  ****)  niemals  eine  dieser  beiden  Wurzeln  di» 
andere  umkreisen  kann****). 

Nunmehr  kann  auch  entschieden  werden,  welche  von  den  ge- 
fundenen singulären  Punkten  „admissibe?^  sind;  es  stellt  sich  heraus: 
Im  Falle  I  sind  von  den  reellen  singulären  Punkten  nur  zwei  ad- 
missibel,  nämlich  von  vier  überhaupt  in  Frage  kommenden  diejenigen 
beiden,  die  dem  Ursprung  am  nächsten  liegen****);  die  rein  imagi- 
nären singulären  Punkte  sind  nie  admissibel***^.  Im  Falle  IT  ist 
von  zwei  in  Frage  kommenden  singulären  Punkten  nur  der  dem 
Ursprung  nähere  admissibel  ****).  Die  Entscheidung,  welcher  dem 
Ursprung  näher  liegt,  ergiebt  sich  in  beiden  Fällen  daraus,  daJDs  der 
absolute  Betrag  des  einen  (bezw.  des  einen  Paares)  gröfser,  der  des 
andern  kleiner  als  1  ist***^.  Ist  die  Entscheidung  getroffen  und  f, 
der  in  Betracht  kommende  singulare  Punkt,  x^y  y^  die  zugehörigen 
Werte  von  x  und  von  ^,   so  kann,  wie  in  den  früher  behandelten 


1128)  p.  126.         1129)  nr.  9,  p.  126.         1130)  nr.  10,  p.  131. 
1181)  p.  132.     Dabei   sind  noch  verschiedene  ünterf&lle   zu  unter- 
scheiden. 

1132)  nr.  11,  p.  134.  1133)  p.  146.  1134)  p.  139. 
1136)  p.  146.  1136)  p.  146.  1137)  nr.  12,  p.  147. 
1188)  nr.  13,  p.  162.         1189)  nr.  14,  p.  169. 


§  24.   Asympt.  Anediücke  f.  d.  Coeffic.  d.  Entwickl.  d.  StÖraogsfunction.    227 

FlLlleii,    die    zu    integrirende  Function   naoh  Potenzen    von  x  —  Xyj 

y  —  y  ,    f   —  f      entwickelt    und    dann    mit    Hilfe    des    Cauchy- 

Darboux'sclien    Satzes    der    gesuchte    asymptotische   Wert   bestimmt 
werden  ^*^). 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnitts  macht  F^raud  darauf  auf- 
merksam, dafs  man  an  Stelle  der  Function  (p(t)  auch  eine  andere 
<l>(f)  hätte   benutzen  können,   die  aus  ihr  dadurch  hervorgeht,   dafs 

man  1  —  xfff^t"^  durch  Yl  —  x^i/^tr^  ersetzt;  für  beide  Functionen 
kommen  dieselben  singulären  Punkte  wirklich  in  Betracht  ^^^^). 

Im  IV.  Abschnitt  nimmt  F&aud  den  schon  von  Hamy^®*') 
behandelten  Fall  noch  einmal  vor,  dafs  beide  Bahnen  in  derselben 
Ebene  liegen,  die  äuTsere  kreisförmig,  die  innere  elliptisch  ist****). 
Wieder  bestimmt  er  zunächst  für  einen  gegebenen  Wert  t^  die 
singulären  Werte  x  des  nach  y  genommenen  Integrals  ^^^^;  dann 
läfst  er  ^,  von  t^  ausgehend,  sich  ändern  und  deformirt  den  Inte- 
grationsweg in  der  o;- Ebene  so,  dafs  er  den  singulären  x -Werten 
ausweicht,  solange  das  möglich  ist^^^).  Da  in  diesem  Fall  die 
singulären  Werte  von  y^  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  braucht 
man  keine  Biemann'sche  Fläche  einzuführen,  sondern  hat  zwei  ge- 
trennt verlaufende  Blätter,  die  nur  vier  Punkte  gemeinsam  haben; 
wenn  die  Bahnen  sich  nicht  schneiden,  gehören  zu  diesen  Punkten 
reelle  imd  paarweise  inverse  Werte  von  aj*^**).  Für  alle  Pimkte 
des  Einheitskreises  der  o;- Ebene  ist  von  den  beiden  zugehörigen 
Werten  von  y^  der  eine  absolut  kleiner,  der  andere  absolut  gröfser 
als  1;  der  erstere  wird  auf  dem  unteren,  der  letztere  auf  dem 
oberen  Blatt  aufgetragen.  Femer  werden,  zunächst  „non  effective- 
ment^',  der  Integrationsweg  im  unteren  Blatt,  die  singulären  re -Werte 
in  demjenigen  Blatt  verzeichnet,  dem  sie  wegen  des  zugehörigen  y 
angehören.  Die  Untersuchung  der  Frage,  ob  diese  Darstellung  als 
„effectiv^^  angesehen  werden  kann,  wird  wieder  wie  im  vorhergehen- 
den Abschnitt  vorbereitet.  Zunächst  wird  gezeigt,  daiüs  y^  und  y^ 
nur  dann  mit  dem  Ursprung  auf  eine  Gerade  rücken  können,  wenn 
X  auf  den  Einheitskreis  oder  auf  die  Achse  der  reellen  Zahlen 
rückt *^**).  Dann  werden  die  /-Werte  aufgesucht,  für  die  zwei  dieser 
singulären  o; -Werte  zusammenfallen  ^^^^;  die  Discussion  der  sich  er- 
gebenden Gleichungen  macht  eine  Reihe  von  Fallunterscheidungen 
notwendig,   die    Übrigens  vom  Werte  der  Excentricität  unabhängig 

1140)  p.  162.         1141)  nr.  16,  p.  167.         1142)  p.  174;  vgl.  p.  180. 
1143)  nr.  2,  p.  177.         1144)  p.  179.         1146)  nr.  «,  p.  181. 
1146)  p.  182.         1147)  nr.  4,  p.  188. 
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sind^^**).  Schliefslich  ergiebt  sich  dann  wie  vorher  ^^,  da£s  die 
Darstellung  auf  den  beiden  Blättern  als  ^e£Eectiy"  angesehen  werden 
kann^^^^).  Unter  den  sonach  möglicherweise  in  Betracht  kommenden 
Punkten  t  werden  hierauf  die  admissibeln  herausgesucht,  auf  Grund 
einer  qualitativen  Analyse  der  „courbes  de  deplacement^^  der  singu- 
lären  rc^^.  Unter  diesen  admissibeln  Punkten  ist  dann  wieder  in 
jedem  Fall  derjenige  zu  nehmen,  der  am  weitesten  vom  Ursprung 
entfernt  ist;  für  seine  Umgebung  wird  schliefslich  die  Entwicklung 
vorgenonomen  ^^*^). 

In  derselben  Weise,  nur  kürzer,  behandelt  Feraud  auch  noch  den 
Fall,  dafs  die  äufsere  Bahn  elliptisch,  die  innere  kreisförmig  ist^^'). 

In  beiden  Fällen  sind  Feraud's  Rechnungen  nicht  so  weit  durch- 
geführt, dafs  sie  einen  directen  Vergleich  mit  Hamy's  Resultaten 
erlaubten;  eine  Ergänzung  nach  dieser  Richtung  würde  dankens- 
wert sein. 


§  25.     Interpolation  durch  trigonometrische 

Entwicklungen. 

A.  Ausbildung  der  allgemeinen  Methoden  an  astronomischen 

Problemen. 

Der  Gedanke,  dafs  man  die  trigonometrischen  Entwicklungs- 
formeln auch  als  Interpolationsformeln  auffassen  könne,  war  sowohl 
in  den  Störungsrechnungen  von  Euler***)  (1748)  und  Clairaut***) 
(1757),  als  auch  in  der  Debatte  über  das  Saitenproblem  von 
Lagrange  (1759^**),  1765"*))  mehrfach  ausgesprochen  worden. 
Aber  ausdrücklich  formulirt  und  untersucht  ist  die  Frage  nach  der 
Interpolation  eines  Systems  gegebener  Functionswerte  durch  trigono- 
metrische Formeln  doch  erst  von  Lagrange  bei  einer  späteren  Ge- 
legenheit^^*'), als  er  sich  nämlich  die  Aufgabe  stellte,   eine  directe 


1148)  nr.  6,  p.  186;  das  Tableau  der  Resultate  p.  190. 

1149)  nr.  6,  p.  191. 

1160)  nr.  7—11,  p.  196—214;  Feraud  führt  die  Untersuchung  nur  in 
einem  FaU  sowohl  fOr  gerade,  wie  für  ungerade  a  —  c  durch,  in  den 
übrigen  Fällen  nur  fOr  gerade;  doch  bemerkt  er  p.  196,  dafs  die  Resultate 
fQr  ungerade  a  —  c  dieselben  seien. 

1161)  nr.  12,  p.  216. 

1162)  nr.  13-18,  p.  220— 288.  Hamy's  Untersuchung  dieses  Falles^®"*) 
war  Feraud  nicht  bekannt  (p.  44). 

1163)  Par.  ffist.  1772,  (76),  p.  613;  Oeuvres  6,  p.  606. 
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und  allgemeine  Methode  zur  Bestimmung'  der  Ungleichungen  der 
Planetenbahnen  aus  den  Beobachtungen  anzugeben,  „was  vor  ihm 
seines  Wissens  noch  niemand  unternommen  habe".  Dabei  geht  er 
Ton  der  ^^Hypothese"  aus,  dais  sich  diese  Ungleichungen  durch 
Summen  von  Termen  der  Form  ^sinn^  darstellen  lassen,  unter 
Ä,  n  Constante  verstanden;  er  setzt  auseinander^^,  dafs  sowohl 
die  alten  Vorstellungen  von  Bewegrungen  in  excentrischen  Kreisen 
und  Epicjkeln  als  auch  die  neueren,  in  den  Eepler'schen  Gesetzen 
zusammengefaDsten  auf  derartige  Reihenentwicklungen  führen.  Die 
Untersuchung  selbst  beginnt  er  mit  dem  Beweise  des  Satzes,  dafs 
jede  Keihe,  deren  allgemeines  (m^*)  Glied  die  Form  hat: 

^  sin  (a  +  »»«)  +  -B  sin  (h  +  mß)  +  C  sin  (c  +  my)  +  •  •  •     (1) 

(Äj  a,  a,  i?,  .  .  .  von  m  unabMngig)  als  eine  recurrente  Reihe  be- 
trachtet werden^***),  und  dafs  man  von  jeder  solchen  Reihe  zu  dem 
Bruch,  dessen  Entwicklung  sie  erzeugt,  durch  eine  Art  von  Eetten- 
bruchverfahren  zurückgelangen  kann*^'*).  Er  bespricht  mehrere 
Modificationen  dieses  Verfahrens;  in  dem  speciellen  Fall,  dafs  sowohl 
der  Zähler,  als  der  Nenner  des  erzeugenden  Bruches  je  ein  reci- 
prokes  Polynom  ist^^*''),  führt  er  die  vorgelegte  Reihe  durch  die 
Substitution: 

y  =  TT-.'  ('> 

in  eine  andere  recurrente  Reihe  von  nur  halb  so  hoher  Ordnungs- 
zahl über*^^®).  Hinterher  sieht  er,  dafs  man  in  diesem  Fall  dieselbe 
Vereinfachung  auch  dadurch  erreichen  kann,  dafs  man  bei  jedem 
Schritt  des  Eettenbruchverfahrens  die  Division  bis  zu  den  Gliedern 
mit  X*  fortsetzt"*»). 

Der  Anwendung  dieser  allgemeinen  Methoden  auf  die  trigono- 
metrischen Interpolationsformeln  liegt  dann  der  Satz  zu  Grunde  ^^^): 
soU  das  allgemeine  Glied  einer  recurrenten  Reihe  die  Form  (l) 
haben,  so  mufs  der  Nenner  des  sie  erzeugenden  Bruches  das  Prodact: 

(1  —  2  a;  cos  a  +  a:*)  (1  —  2  o:  cos  ß  +  x^)  -  --  (3) 

sein;  jeder  von  den  Partialbrüchen  (mit  quadratischem  Nenner),  in 
die  ein  derartiger  Bruch  sich  zerlegen  läfst,  liefert  einen  der 
Summanden  des  allgemeinen  Gliedes  der  Reihe.  Lagrange  giebt 
auch  noch   eine   zweite  Methode,  bei  der  von  dem  mittelsten  Glied 

1164)  nr.  2,  p.  508.         1166)  nr.  6,  p.  511.         1156)  nr.  10,  p.  525. 
1157)  nr.  28,  p.  552.         1158)  nr.  27,  p.  659. 


iioi;  nr.  zo,  p.  ooz.  iioo)  nr.  z«,  p.  oov. 

1159)  nr.  80,  p.  565.         1160)  nr.  35,  p.  678. 
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der  Beihe  ausgegangen  wird^^^^);  endlich  noch  eine  dritte,  die  seiner 
Angabe  nach  die  Vorteile  der  beiden  andern  vereinigt  ^^®*)  und  die 
folgendermafsen  verfährt:  Seien 

(4)  .  .  .  T_8,  T_2,  T«!,  To,  Ti,  T2,  Tj,  . . . 

die  beobachteten  Fimctionswerte;  man  bilde  die  beiden  Beihen: 

/i(x)=       (ri-r_i)  +(r,-r_,)x +(r,-2'_5)  «»+••• 

und  entwickle  die  Quotienten: 

1  — OJ*  1 


in  Kettenbrüche,  indem  man  jede  einzelne  Teildivision  so  weit  fort- 
setzt, dafs  man  einen  Quotienten  zweiten  Grades  erh&lt.  Diese 
Kettenbrüche  breche  man  ab,  reducire  sie  zu  gewöhnlichen  Brüchen 
und  führe  y  durch  (2)  ein;  man  wird  bezw. 

erhalten,  unter  F,  Fj,  Fj  rationale  ganze  Functionen  von  y  ver- 
standen.    Endlich  zerlege  man   V^/Y  und   V^/Y  in  Partialbrüche: 


^  1  -c^y'        Y      ^  1  -c^y' 

dann  sind  die  Coefficienten  der  gesuchten  Formel  (1)  durch  Aus- 
drücke folgender  Form  gegeben: 

/o\  ^1        4.  2  F.  sin«         j.       l/„,  ,       öJ 

(9)        cos«  =  f,      tga  =  — J^— ,     ^=)/F^«+^-^. 

Lagrange  führt  die  numerischen  Bechnungen  an  dem  Beispiel  der 
Zeitgleichimg  vollständig  durch  ^^®')  und  vergleicht  die  erhaltenen 
Besultate  mit  den  Formeln  der  Theorie^***).  Endlich  erörtert  er 
die  Frage,  wie  weit  es  noch  Sinn  habe,  die  Operationen  fortzusetzen, 
wenn  die  gegebenen  Zahlenwerte  nur  angenähert  richtig  sind****) 
und  giebt  einige  Andeutungen  darüber,  wie  man  die  hieraus  ent- 
stehenden   Schwierigkeiten    wenigstens    teilweise    dadurch    beseitigen 

1161)  nr.  36,  p.  676. 

1162)  nr.  87,  p.  680;  nr.  40,  p.  687.     Lagrange  behandelt  auch  den 
Fall  gerader  Gliederzahl. 

1163)  nr.  41,  p.  688.         1164)  nr.  44,  p.  614. 
1166)  nr.  46,  p.  620. 
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kann,  dafs  man  die  Glieder,  die  sich  direct  bestimmen  lassen,  ab- 
trennt und  mit  den  übrigbleibenden  das  Verfahren  wiederholt'^**). 
In  einem  späteren  Aufsatze  über  Interpolation  ^^*^  behandelt 
Lagrange  die  Frage  in  anderer  Weise.  Er  bildet  aus  der  gegebenen 
Beihe  von  Functionswerten  zunächst  deren  Differenzenreihen;  dabei 
stellt  sich  heraus,  daDs  deren  mittelste  Glieder: 

/•(O),     J*f{Q>),     //*/-(0),  ...  (10) 

und: 

jm,  j'm,  ^/-(o), ...  (11) 

zwei  recurrente  Reihen  bilden,  deren  Recursionsgesetze  nur  reelle 
Coefficienten  haben,  und  die  also  im  Fortschreiten  sich  immer  mehr 
geometrischen  Reihen  nähern  ^^*®).  Dies  ermöglicht  ihm,  von  den  in 
(l)  auftretenden  Winkeln  a,  ^,  7,  .  .  .  zunächst  denjenigen  zu  be- 
stimmen,   der    am    nächsten   an  7t  liegt  ^^*^);    eine   Modific^tion  des 

Yerfahrens    giebt   ihm  denjenigen,    ffir  dein  sin^   am  gröfsten  ist, 

wenn  fi  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet  ^^^^).  Wenn  das  nicht  aus- 
reiche, müsse  man  die  Methoden  des  vorher  besprochenen  Auf- 
satzes ^^^)  anwenden;  da  er  nicht  annehmen  könne,  dafs  Eetten- 
briiche  den  Astronomen  geläufig  seien,  stellt  er  das  Verfahren  noch 
einmal  dar,  indem  er  nur  die  Auflösung  linearer  Gleichungssysteme 
voraussetzt  ^^''^). 

Übrigens  sind,  soviel  ich  sehe,  im  18.  Jahrhxmdert  weder  diese 
allgemeinen  Formeln,  noch  die  speciellen,  die  sich  ergeben,  wenn  die 
gegebenen  Argumentwerte  in  gleichen  Abständen  über  die  Peripherie 
verteilt  sind,  wirklich  zur  Darstellung  gegebener  Beobachtungsreihen 
verwendet  worden.  Den  ersten  Hinweis  auf  die  praktische  Zweck- 
mäisigkeit  der  letzteren,  speciell  für  die  Darstellung  der  täglichen 
Schwankung  des  Barometers,  finde  ich  bei  Fr.  W.  Bessel  in  der 
Recension  eines  Reisewerkes  ^^''^.  Nähere  Ausführung  giebt  er  dann 
gelegentlich  der  Untersuchung  der  Teilungsfehler  eines  geteilten 
Kreises*^'');  und  zwar  stellte  er  sich  allgemein  die  Aufgabe,  das 
Oleichungssjstem : 


1166)  nr.  46,  p.  623. 

1167)  Berl.  Aatr.  Jahrb.  1783  [80],  nr.  6,  p.  41;  oeuvres  7,  p.  541 
(vom  Sept.  1778).    1168)  nr.  8,  p.  644.    1169)  nr.  10,  p.  546. 

1170)  nr.  11,  p.  547.    1171)  nr.  12,  p.  548. 

1178)  Jenaische  Literatorzeitung  1814^,  p.  412  (Recensionen  p.  190). 
Vgl.  auch  seinen  Brief  an  GauTs  vom  Dec.  1818,  Briefwechsel  (Leipz.  1880, 
p.  182,  187). 

1173)  Königsb.  Beobachtungen  1,  1815,  p.  m  (ges.  Abh.  2,  p.  24). 
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m 

(12)  Fy=  — a>+tio  +  ^«AiSin(    ^J*  +  1/]«)  =  0  (»=i,«,- •  ") 

nach  den  u  nnd  den  CT  aufralösen,  unter  der  Voraussetzimg,  dafs 
die  Anzahl  2  m  +  1  der  Unbekannten  nicht  gröfser  als  die  Anzahl  n 
der  Gleichungen  sei.  Die  „wahrscheinlichsten'*  Werte  der  Un- 
bekannten werden  erhalten,  wenn  man  £V}  zu  einem  MiniTnnm 
macht;  das  giebt  die  Gleichungen: 

»  =  1 

(13)  0-2'^'-(-n-+^''). 


»=1 

n 


9-1 


deren  Anzahl  in  jedem  Fall  mit  der  der  Unbekannten  übereinstimmt. 
Da  aber  die  Identitäten  bestehen: 


Vrin(l^+r7,)8iB(Ü;p  +  cr,)  = 


J  für  M  =  i 
0     „     »t  +  1 


(»)  •■; 

V.«(i^+!7,)«»(^+<7,)-0, 
SO  reduciren  sich  die  Gleichungen  (13)  auf: 

(15)  0  =  -^a.sm{^+U,)  +  ^u,, 

V 

und    damit    ergiebt    sich   die   gesuchte  Auflösung  von   (12)   in   der 
Form"'*): 


I  1174)  Die  aus  den  Formeln  (16)  hervorgehende  Eigenschaft  der  ,,wahr- 

I  scheinlichsten^*  Werte  der  Coefficienten ,  dafa  sie  von  der  Zahl  2  m  -f~  1 

der  Glieder,  die  man  berücksichtigen  will,  unabhängig  sind,  ist  von  Bessel 

ausdrücklich   ausgesprochen  worden  und  z.  B.  den  Meteorologen  immer 
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Wo 


=  :=-  ^«•'i 


n  ,^u 


y 


u^  sin 


ü,^iy!a,cos^a^,  (16) 


n  ,^u 


r 


Ufi  COS  c7^  =  —    >   «y  Sin  — ^- — 


* 

um  dieselbe  Zeit  sind  diese  Formeln  auch  von  den  französischen 
mathematischen  Physikern  aus  Lagrange's  Untersuchungen  ^''»*^^'^*) 
abstrahirt  worden  ^^^^). 

Ein  späterer  Aufsatz  Bessers*^''^)  wiederholt  diese  Untersuchimg 
mit  etwas  anderer  Bezeichnung;  dabei  wird  auch  der  Fall  ausfCÜir- 
lieber  behandelt,  dafs  die  Anzahl  der  Unbekannten  gröfser  ist  als 
die  der  Gleichungen,  sodaTs  man  nur  gewisse  Verbindungen  der  Un- 
bekannten bestimmen  kann^^''^).  Dann  kehrt  er  wieder  zu  dem  ersten 
Fall  zurück  und  giebt  an,  die  Sunune  der  Fehlerquadrate  sei  gleich  ^^^^): 

2al  -  nu^  -  ^ 2ul',  (17) 

„auf  diese  Weise  wird  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler,  welche 
nach  Hinzuf&gung  jedes  neuen  Gliedes  noch  übrig  bleibt,  ohne  Mühe 
geAmden,  und  man  hat  nicht  nötig,  die  Bechnxmg  weiter  zu  führen, 
als  bis  man  zu  derjenigen  Verkleinerung  dieser  Summe  gekommen 
ist,  bei  welcher  man  sich  befriedigen  will".  Endlich  behandelt  er 
noch  den  Fall,  dafs  einzelne  Beobachtungen,  etwa  a«,  akj  .  •  •  aus- 
gefallen sind^^^^;  in  diesem  Fall  kann  man  die  betr.  Terme  in  den 
Gleichungen  (16)  abtrennen,  sodafs  sie  lauten: 

geläufig  geblieben.  In  andern  KreiBcn  ist  sie  in  Vergessenheit  geraten 
und  von  A.  Toepler  (Wien.  Akad.  Anzeiger  1876,  p.  205)  für  den  Grenz- 
fall n  =  cx),  in  dem  Integrale  an  Stelle  der  Summen  treten,  neu  entdeckt 
worden.  —  M.  Koller's  Abhandlung,  Wien,  Denkschr.  1,  1850,  p.  64  ist 
fast  nur  eine  breitere  Ausführung  der  Besserschen ;  die  Art,  wie  er  Bessel 
citirt,  läfet  das  freilich  nicht  erwarten.  Nr.  14,  p.  66  giebt  er  ausgeführte 
Formeln  fOr  ns8, 12,24.  Von  Koller  hat  dann  wieder  A.  Kunze k,  Stu- 
dien aus  der  höheren  Physik,  Wien  1866,  die  Formel a  entnommen,  doch 
nennt  er  wenigstens  diese  seine  Quelle  (p.  26).  Er  giebt  ausgeführte 
Formehl  fflr  n  =«  12,  24,  30  (§  7,  p.  33). 

1176)  J.  Fourier,  thäorie  analytique  de  la  chaleur,  Paris  1822, 
nr.  271  (oeuvres  1,  p.  287;  die  bez.  Untersuchungen  gehören  nach  Fourier's 
eigener  Mitteilung  Par.  M^.  1821/22  [26],  oeuvres  2,  p.  94  zu  seinen 
ältesten,  fallen  also  vor  1807);-  S.  D.  Poisson,  J.  6c.  polyt.  19,  1823, 
nr.  62,  p.  444  (nur  Sinusglieder). 

1176)  Astr.  Nachr.  6,  1828,  col.  383;  ges.  Abh.  2,  p.  364;  engl.  Quarterly 
weather  report  4, 1870.  1177)nr.3,p.366.  1178)nr.4,p.368.  1179)nr.6,p.368. 
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t*o  =  "^j- { ^«ir  +  €Ch+  at-\ }, 

(18)  Uf,sm  Uft=-—  ^£a^cos-^ — 1- a* cos -^  +  a* cos -^^j — !-•••), 

TT        2   f  _       .    2fiV7e            .    2fihn  ,         .    2fikn  ,        \ 
u^cos  U^-=—  ^Zcty sm -^^  +  a* srn -^^j — |- «* sin -^^ H 1 , 

wo  jetzt  die  Summen  nur  über  die  bekannten  Werte  a,  zu  er- 
strecken sind.  Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (12) 
ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  Ukj  cck  Gleichungen 
derselben  Form  wie  (l).  Nur  ist  zu  beachten,  dafs  in  diesem  Fall 
die  Bestimmung  der  Coefficienten  nicht  mehr  unabhängig  davon  ist, 
wie  weit  man  die  Entwicklung  treiben  will. 

C.  F.  Gaufs'  Untersuchungen  über  Interpolation  haben  zunächst 
nur  durch  seinen  Unterricht  Verbreitung  gefunden;  erst  1866  ist 
eine  sie  betreffende  Abhandlxmg  aus  seinem  NachlaTs  herausgegeben 
worden*^**).     Er  stellt  zunächst  eine  Fimction,  die  für: 

^  =  a,  ft,  c,  (?,... 
bezw.  die  Werte: 

T=  Ä,  Bj  C,  D,  ,.  . 

annimmt,  durch  die  Formel  dar: 

(19)  y^^jiny-6)»inHt-c)-- 

deren  Glieder  durch  Buchstabenvertauschung  auseinander  hervor- 
gehen; ist  die  Anzahl  der  gegebenen  Functionswerte  ungerade,  so 
läfst  sich  die  rechte  Seite  nach  den  Sinus  und  Cosinus  der  Viel- 
fachen von  t  entwickeln  ^^®^).  Für  eine  gerade  Anzahl  gegebener 
Functionswerte  giebt  er  die  modificirte  Formel: 


1180)  Werke  8,  p.  266.  Die  Vermutimg  des  HerausgeberB,  p.  328, 
dafs  ihre  erste  Bedaction  auf  1806  zurückgehe,  wird  jetzt  durch  den 
Briefwechsel  mit  Olbers  (p.  281,  286,  vom  Jan.  1806)  bestätigt;  die  Angabe 
des  Umfangs  zeigt,  dafs  wohl  nichts  wesentliches  später  hinzugekommen 
ist.  Weshalb  die  Veröffentlichung  damals  unterblieben  ist,  bleibt  un- 
bekannt; sollte  die  Göttinger  Societät,  wie  Gaufs,  aber  nicht  Olbers  be- 
fürchtete, sie  für  ihre  Commentarien  „zu  elementarisch'^  befunden  haben? 
Später  wollte  Gaufs  wohl  Bessers'^'")  Kreise  nicht  mehr  stören.  In 
Briefen  von  Gaufs  an  Bessel  ist,  soviel  ich  sehe,  die  Frage  nie  berührt. 

1181)  nr.  10,  p.  279.  Eine  unwesentliche  Modification  der  Formel  (19) 
erhält  man  durch  Verdoppelimg  des  Mafsstabes  der  Abscissen;  F.  G. 
Teixeira  (Nouv.  Ann.  (3)  4,  1886,  p.  361)  beruft  sich  fOr  sie  auf  Hermite's 
Cours  d'Analyse  [welcher?;  ich  kann  sie  weder  in  dem  von  1873,  noch  in 
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T=KBm{(t  —  a)  sm{{t  --  5)  sini(*  —  c)  •  •  • 

Bini(..^6)sin^y-^o)...^^^  W 

'        sin  i  (a  —  6)  sm  J  (5  —  c)  •  •  •  '  ^  '^ 

in  der  K  unbestimmt  bleibt  ^^®^.  Wenn  nur  Cosinus-  oder  nur 
Sinusglieder  auftreten  sollen,  erhält  er*^®*): 

jT  ^  ^{<^0^  ^  —  COB  5)  (cos  e  —  C08  c)      •  '  ^  .^^v 

(cos  a  —  cos  b)  (cos  a  —  cos  c)  •  •  •      '  ^     ^ 

bezw.: 

;-, y  sin  <  (cos  t  —  cos  6)  (cos  t  —  cos  c)  •  •  •    .  -^^^ 

sin  a  (cos  a  —  cos  b)  (cos  a  —  cos  c)     •  •     *  ^     -^ 

Als  ^besonders  häufig  und  der  gröfsten  Aufmerksamkeit  würdig'^ 
hebt  er  dann  den  Fall  hervor,  dafs  die  gegebenen  Argumentwerte  in 
gleichen  Abständen  über  die  Periode  verteilt  sind,  doch  ohne  an- 
zunehmen, dafs  einer  derselben  gleich  Null  sei^^®*);  die  für  diesen 
Fall  gegebenen  Formeln*^®*)  unterscheiden  sich  von  (16)  nur  da- 
durch, dafs  überall  a  -\ — —  an  Stelle  von  — ^  steht.  Dabei  be- 
'  n  n 

handelt  er,  gestützt  auf  eine  elegante  Ableitung  der  entsprechenden 
Verallgemeinerung  der  Gleichungen  (14),  die  Frage,  wie  die  aus 
einer  zu  kleinen  Anzahl  von  Beobachtungen  abgeleiteten  Werte  sich 
von  den  richtigen  unterscheiden;  als  Antwort  erhält  er  Ver- 
allgemeinerungen  von  Euler's  Gleichung  §  18,  (2)"®^).  Den  Fall 
einer  geraden  Anzahl  gegebener  Beobachtungen  behandelt  er  in  ent- 
sprechender Weise  *^®');  ebenso  die  Fälle,  dafs  nur  Cosinus-  oder  nur 
Sinusglieder  auftreten  ^^^).  Endlich  rät  er  noch,  für  den  Fall,  dafs 
die  Anzahl  der  gegebenen  Functionswerte: 

7C  =«  fiv  (23) 

dem  von  1882,  Ausg.  1889  finden]  und  behandelt  die  Grenzfälle,  dafs  die 
Argumente  teilweise  zusammenfallen,  d.  h.  dafs  aufser  dem  Werte  der 
Function  auch  die  Werte  einiger  ihrer  ersten  Ableitungen  gegeben  sind. 
Andere  Behandlung  dieser  Grenzfölle  bei  F.  Diestel,  Diss.  Gott.  1890. 

1182)  nr.  11,  p.  281.  Eine  einfache  Ableitung  der  Formel  für  gerade 
aus  der  für  ungerade  Wertezahl  giebt  B.  Baillaud,  Toul.  Observ.  Ann.  2  B, 
1886,  nr.  9,  p.  11. 

1183)  nr.  16,  p.  290.         1184)  nr.  19,  p.  293. 
1185)  nr.  20,  p.  296.         1186)  nr.  21,  p.  298. 

1187)  nr.  22,  23,  p.  298—801.  J.  F.  Encke  sagt  hierüber:  „die  Be- 
quemlichkeit des  Wertes  «  bei  einer  geraden  Anzahl  von  Teilen  ist  so 
grofs,  dafs  bei  einer  ernstlichen  gröfseren  Anwendung  wohl  niemals  der 
Fall  einer  ungeraden  Anzahl  von  Teilen  gewählt  worden  ist^^ 

1188)  nr.  29,  p.  310;  nr.  38,  p.  316.  Vergleich  mit  den  Entwicklungen, 
die  beide  Arten  von  Gliedern  enthalten,  nr.  81,  p.  312;  nr.  84,  p.  316. 
Der  Fall  siufia  »  0  nr.  37,  p.  319. 
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eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  sie  in  v  Zeilen  zu  je  ft  zu  zerlegen: 


(24) 


«v-li       «2i-li       «S»-li    •  •  M    <*Ä~1» 

die  Werte  jeder  Zeile   durch  die  Interpolationsformel  mit  (a  Coeffi- 

cienten  darzustellen  und  diese  Coefficienten  dann  wieder  als  Functionen 

von  (it  abermals  zu  interpoliren*^®'). 

Eine  sehr  ausfOhrliche  synthetische  Darstellung  der  Interpolation 

durch  trigonometrische  Reihen  findet  sich  bei  E.  H.  Dirksen^^^); 

er  giebt  u.  a..  auch  Formeln,   in  denen  nur  ungerade  Vielfache  des 

Arguments  auftreten,  wie  z.  B.^^^^): 

n-i     n  f2«oflirr=0, 

/«.r\     2    ^CT  ^1  (2Ä— l)r«         (2Ä— l)p3r 

^=®  *  =  '  l    0    „   r-«; 

/ofi\     2    '^  S:^        •    (2Ä-l)r«    .    {2h-l)Qn      fO   fürr=0,«, 

(26)   —    >     yagsm- — r— ^ — sin  ^^ — ^r—^ —  = 

^      ^     n  jLi  ^6U     ^  2n  2n  a  r=l    2         m 1 

Für  astronomische  Zwecke  ist  die  Methode  der  Interpolation 
durch  trigonometrische  Functionen  hauptsächlich  Ton  P.  A.  Hansen 
ausgebildet  worden.     Seine  erste  Darstellung *^'')  enthält  die  Formel: 

(27)  Zay=^  ntto+  2n«n+  2 ««2»+  •  •  •, 

übereinstimmend  mit  Euler's  Ansatz  §  18,  (2),  den  er  übrigens  nicht 
gekannt  zu  haben  scheint**^*).  Die  Preisschriffc  über  die  gegen- 
seitigen Störungen  des  Jupiters  und  Satums*^**)  giebt  weitere  Aus- 
führungen: Vereinfachungen  für  specielle  Werte  der  Zahl  n;  aus- 
gearbeitete Rechenvorschriften  für  n  =  32  (in  späteren  Abhand- 
lungen*^'^)  auch   für  «=64);    endlich  Anweisungen  zur   ControUe 

1189)  nr.  26^28,  p.  308—810;  nr.  41,  p.  326.  ,^am  methodum  calculi 
mechanici  taedium  magis  minuere  präzis  tentantem  docebit'^  nr.  27,  p.  307. 

1190)  Berl.  Abh.  1827  [80],  §  1—8,  p.  89—108.         1191)  §  7,  p.  101. 

1192)  Astr.  Nachr.  7,  1829,  nr.  26,  col.  474. 

1193)  Vgl.  seine  Litteraturangaben  ool.  477,  478. 

1194)  Berlin  1831,  nr.  13,  p.  49. 

1196)  Astr.  Nachr.  12,  1836,  nr.  47,  col.  339;  Far.  C.  R.  Suppl.  1,  1866, 
nr.  67,  p.  238;  nr.  76,  p.  264.  —  Ausgeführte  Formeln  für  n  =  12  giebt 
Fr.  Carl  in  i,  sulla  legge  delle  variazoni  orarie  del  barometro,  Modena  1820, 
p.  20  (mir  nicht  zngänglich);  für  n  =  8,  12,  24  A.  Bravais  (Voyages  de 
la  commission  scientifique  du  Nord,  publ.  sous  la  direction  de  P.  Gaimard, 
m^t^orologie  T    2,  Paris  o.  J.  [zwischen  1844  und  1848],  chap.  V,  p.  310; 
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der  Eechmmg^*^.  Auch  streift  Hansen  die  Frage,  wie  grofs  man 
in  einem  gegebenen  Falle  n  nehmen  müsse,  um  eine  verlangte 
Oenauigkeit  zu  erreichen  ^^*''). 

Auch  A.  Gauchy  hat  sich  wiederholt  mit  der  Interpolation 
durch  trigonometrische  Functionen  beschäftigt.  Bereits  in  seinem 
Turiner  memoire*^)  stellt  er  ihre  Formeln  in  complexer  Gestalt 
zusanmien^^^j.  Später  zeigt  er,  wie  man  ausgehend  von  der 
Lagrange'schen  Formel  der  Interpolation  durch  rationale  ganze 
Functionen  zur  Gleichung  (19)  und  von  dieser  durch  Specialisirung 
zu  den  Formeln  (16)  gelangen  könne  ^^•^);  auch  erwähnt  er  den 
Fall,  dais  die  constante  Abscissendifferenz  kein  Periodenbruchteil 
ist^*^).  Aufserdem  giebt  er  Anweisungen  für  die  Multiplication 
zweier  endlichen  trigonometrischen  Reihen  ^^^). 

U.  J.  Leverrier-s  Darstellung  der  Interpolation  durch  trigono- 
metrische Functionen  behandelt  hauptsächlich  den  Fall,  dafs  nur 
Sinus- ^*^*)  oder  nur  Cosinusglieder  auftreten^*');  treten  Glieder 
beider  Arten  auf,  so  zerlegt  er  die  zu  entwickelnde  Fxmction  erst 
in  die  Sunmie  einer  geraden  und  einer  ungeraden  Function  ^*^). 
Leverrier  eigentümlich  ist  die  Bemerkung^***),  dafs  es  unter  Um- 
ständen zweckmäMg  ist,  die  Argumentwerte  zwar  in  gleichen  Ab- 
ständen a  von   einander,    aber  nicht  so   zu  wählen,    dafs   a  einem 


fOr  n  =s  8,  12  auch  in  einer  Note  zur  franz.  Übersetzung  von  L.  Fr.  Eämtz* 
Yorlesungen,  cours  de  m^t^orologie,  Paris  1843,  p.  481). 

1196)  Berl.  Preisschr.  "•*) ,  p.  68—60. 

1197)  p.  62.  Weitere  Ausführungen  über  diese  Frage  finden  sich  bei 
A.  Cauchy  in  der  5^"  der  dem  Rapport  über  Leverrier  angehängten  Noten 
(oeuvres  9,  p.  148;  Erläuterungen  bei  Berger,  Toulouse  th^se  1863,  §  7, 
p.  47;  Puiseux,  Par.  Observ.  U6m.  7,  1863,  nr.  10—12,  p.  188—190; 
Tisserand,  trait^  4,  1896,  nr.  132,  p.  294).  Bei  dem  dort  zunächst  zur 
Discussion  stehenden  Fall  stellt  sich  heraus,  dafs  ein  grofser  Teil  der 
Functionswerte  so  klein  sind,  dafs  sie  ganz  vernachlässigt  werden  können, 
p.  158.  Neuerdings  C.  Y.  L.  Gharlier,  Stockh.  Handl.  22„  1887,  nr.  23, 
p.  40;  C.  A.  Schultz-Steinheil,  Stockh.  öfv.  1899^,  p.  273. 

1198)  §  4,  Glchgen  42—60,  p.  97—99  der  itaL  Separatausgabe  "^. 

1199)  Par.  C.  R.  12,  1840,  p.  283;  oeuvres  (1)  6,  p.  63. 

1200)  p.  77.  Cauchy  bezieht  sich  auch  für  diesen  Fall,  sowie  für  die 
Gleichung  (19)  auf  das  Turiner  memoire;  doch  enthält  wenigstens  die 
italienische  Übersetzung  nichts  davon. 

1201)  Par.  C.  R.  12,  1840,  p.  323;  oeuvres  (1)  6,  p.  80. 

1202)  Par.  Observ.  Ann.  1,  1866,  nr.  20,  p.  109. 

1203)  nr.  21,  p.  113. 

1204)  nr.  22,  p.  116.  Fertige  Formeln  für  n  »  4,  8,  16:  nr.  35,  86, 
p.  137—146. 

1205)  nr.  24,  p.  118  und  add.  3,  p.  384  (a.  d.  J.  1848). 
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aliquoten  Teil  der  ganzen  Periode  gleich  ist;  man  braucht  n&mlich 
dann  nicht  die  ganze  Rechnung  von  neuem  durchzuführen,  wenn 
nachträglich  die  Berechnung  einer  grösseren  Anzahl  von  Gliedern 
wünschenswert  erscheint,  als  man  ursprünglich  in  Aussicht  genommen 
hatte.  Seine  eigene  Darstellung  des  Verfahrens  ist  wenig  Über- 
sichtlich, zudem  benutzt  er  complexe  Gröisen,  was  für  die  numerische 
Rechnimg  nicht  bequem  ist.  In  reeller  Form  stellen  es  J.  F. 
Encke^***)  und  6.  J.  Hoüel^*^^  folgendermaisen  dar:  man  bilde 
aus  den  gegebenen  Functionswerten  Slk  erst  die  Differenzen: 

(28)  Xa,i  =  Äa+i-Äa, 

hierauf  der  Reihe  nach: 

/oQ\  -^A,«=  Xa  +  1,1—  2cosaZA,i+  JCa-.i,i 

Za,8  =  Za+1,2  —  2  cos  2  aXi^i  +  Xa_i,j 

u.  s.  f.;  dann  enthalten  die  Xa,i  das  absolute  Glied  der  Entwicklung 
nicht  mehr,  die  2^,2  Biach  nicht  mehr  die  Functionen  des  einfachen 
Winkels,  die  Za,s  auch  nicht  mehr  die  des  doppelten  u.  s.  w.  Hoüel 
zieht  es  dabei  vor,  die  Indices  von  — n  bis  +n  gehen  zu  lassen***); 
dann  hat  man  ein  für  allemal  die  Gröfsen: 

(30)  pm=  sm  ysm-g sm-^i 

(31)       n,=  --J-,    nj,j,,^-(-{y/;^-'-^ 

ZU  berechnen;  mit  ihrer  Hilfe  erhält  man  die  Coefßcienten  von: 

+» 
(32)  Sl='^Äj^J^ 

durch  die  Formeln: 

(33)  Sh,j=  Xkj+  njj^iSk,j+i-\ 1-  nj^kSj,kf 


1206)  Berl.  astr.  Jahrb.  1860,  p.  318;  ges.  Abh.  8,  p.  188.  Encke 
▼erhehlt  sich  übrigens  nicht,  dafs  das  Verfahren  auch  Nachteile  hat. 

1207)  Far.  Observ.  M^m.  8,  1866,  p.  88;  Auszug  Par.  G.  R.  58,  1861, 
p.  880. 

1208)  nr.  7,  p.  93.  Hoüel  fügt  bei  (nr.  10,  p.  96):  wenn  man,  wie 
Levenier,  den  Index  von  0  bis  2  n  gehen  lasse  und  dann  nachträglich  n 
vergröfsem  wolle,  könne  man  nur  die  Berechnung  der  X  beibehalten;  bei 
seinem  Verfahren  brauche  man  dann  nur  an  den  bereits  berechneten 
Werten  der  S!  die  durch  die  neu  hinzutretenden  Glieder  bedingten 
Correctionen  anzubringen. 
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Ä+j  =  nj  {So,j -  Ä- w)  co8^^  ±  inj  (S,,j  +  S-uj)  sJ-} ,  (34) 

—  n 

Ao^^-^(Äj+A,j).  (35) 

Auch  80  bietet  das  Verfahren  noch  den  Nachteil,  dafs  man  die 
S  sämtlich  berechnen  mufs,  während  man  schlieijslich  in  (34)  doch 
nur  die  mit  den  ersten  Indices  0  und  1  brauche;  Hoüel  zeigt 
daher  ^^^),  dals  man  die  in  (34)  auftretenden  Elammergröfsen  mit 
Hilfe  der  Üoefficienten: 

durch  die  Formeln: 

SojiS^i,j=  -Xo,>±  X-1J+  ^,  ytjj+i,(Xoj^y±  X_ij+„)    (37) 

v  =  l 

berechnen  könne.  Auljserdem  bringt  er  noch  verschiedene  andere 
Modificationen  an^'^^),  sodafs  das  Verfahren  schliefslich  die  folgende 
Gestalt  annimmt***^): 

Aus  den  gegebenen  Functionswerten  Slh  berechne  man: 

7ä=Äa±Ä-aTä,-i-Ä-a  +  i  (38) 

(hier  und  in  den  folgenden  Formeln  sind  einmal  überall  die  oberen, 
dann  Überall  die  unteren  Zeichen  zu  nehmen);  für  die  Verbindungen 
der  Coefficienten: 

gj  =  (e»^"' T  e'*^")  (Äj ±  A_j)  (39) 

hat  man  dann  das  Gleichungssjstem^^^'): 

n 

^2sm^^^^-=^^^gj^  Fa.  (*  =  ia...,«)  (40) 

Die  Determinante  dieses  Gleichungssjstems  reducirt  sich,  wenn 
2'"i>m='»«w  gesetzt  wird,  auf  das  Product**"): 

1209)  m,  p.  96.         1210)  IV,  p.  100. 

1211)  Vn,  p.  107;  reproducirt  Prag.  Archiv  1,  1876,  nr.  6—81,  p.  9—30^ 
des  S.-A.,  Paris  1875. 

1212)  1865,  nr.  28,  p.  109;  1875,  nr.  13,  p.  15.  Hoüel  selbst  erklärt 
die  Bildung  der  Combinationen  V  nur  dann  fOr  vorteilhaft,  wenn  Aq 
gegenüber  den  übrigen  GoefQcienten  beträchtlich  sei  (1865,  nr.  23,  p.  125; 
1875,  nr.  25,  p.  24). 

1213)  1865,  nr.  32,  p.  113;  1875,  nr.  18,  p.  18. 
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(41)  Äi«8«6  •  •  •  ^k-l] 

dagegen  lassen  sich  die  Coefficienten  der  Vk  in  der  Auflösung  von 
(39)  nicht  so  einfach  ausdrücken.  Hoüel  stellt  daher  die  Frage  so: 
welche  Incremente  öej  treten  zu  den  Zj^  wenn  man  von  n  —  1  zu  n 
übergeht****)?    Er  erhält  für  diese  dzj  ein  Gleichungssystem  der  Form: 

^  2  sin "T     ^^^ÖJSj^  0,  (A  =  l,2,...,n-1) 

wenn  nämlich  die  Multiplicatoren  l^  &us  den  Gleichungen: 

»-1 
(43)  ^  sin^ ^-^^^Xk+^UL^ 2"^^^  =  0      (i=i,2,...,«-i) 

bestimmt  werden.     Aus  diesen  Gleichungssystemen  ergiebt  sich*^^): 


(**) 


und""): 


i^(  J'"^'+  ^' 


'^Sii-l 


(45)  i,  =  (_!)»+.  ^_^ 

Endlich  ergiebt  sich  noch*""'): 


(46)  d^«=  v_^      >'XAn+  F. 

"»•     \htt 

Man  kann  die  Werte  der  auftretenden  CoefQcienten  yerificiren,  indem 
man  die  Rechnung  auf  eine  Function  von  bekannter  Entwicklung, 
z.  B.  cosnx,  anwendet***®). 

Für  den  Fall  eines  sehr  groDsen  n  rät  Hoüel  zu  einer  etwas 
andern  Anlage   der  Rechnung  (Yertauschung  der  Summationsreihen- 


1214)  1866,  nr.  83,  p.  114 
1815)  1866,  nr.  86,  p.  116 

1216)  1866,  nr.  87,  p.  119 

1217)  1865,  nr.  89,  p.  121 

1218)  1865,  nr.  41,  p.  128 


1876,  nr.  19,  p.  19. 
1875,  nr.  21,  p.  21. 
1875,  nr.  22,  p.  22. 
1875,  nr.  24,  p.  24. 
1875,  nr.  28,  p.  27. 
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folge)  ^^^.     Zum  SehlolB    stellt    er   noch   eiiiinal  die  Formefai   za- 
mmnen^^)  luid  giebt  eine  'Tabelle  der  Logaritluneii  der  HilfsgrUeen 

Von  neueren  Bemerkungen  zur  Interpolation  durch  trigono- 
metrische Functionen  ist  zun&chst  die  von  0.  Callandreau^"')  zu 
erwähnen,  dafs  man  in  den  Gleichungen  (21)  und  (22)  statt  cosrr, 
cos  6,  cos  c,  .  .  .  bezw.  die  drei  ersten  Decimalstellen  ron  cos  a,  cos  2  a, 
O08  3a,  .  .  .  nehmen  und  Multiplicationstafeln  benutzen  könne;  man 
erreiche  dadurch  dieselben  Vorteile  wie  mit  Leverrier's  Verfahren, 
erhalte  aber  eine  bequemere  Rechnung.  Auch  könne  man  „souder 
Tune    a   Tautre    la  methode   de  Leverrier  et  celle   des  quadratures 

mecaniques^',  indem  man  «  «>= ^  n  hinl&nglich  grofs,  m  prim  zu 

n  nehme;  brauche  man  dann  nur  weniger  als  n  Werte  lu  berück- 
ächtigen,  so  habe  man  Leyerrier's  Verfahren,  andemfaUs  die  mecba- 
nisdie  Quadratur  [d.  h.  die  Interpolation  nadi  den  Formeln  (16)]. 
B.  Baillaud^'^')  bespricht  die  Verwendung  der  Oleiehuagen 
(19) — (22)  zur  Integration.  Er  leitet  zu  diesem  Zweck  die  Re- 
lation ab: 

2ä  aj, 


/n 


sm 


X  Xj^ 


''**  -  ^ht  2*  *^  ('2  ~  •') '     (*') 


2  2«"-     ,    , 


in  der  s  die  Sunmie  aller  Xkt  Sp  die  Summe  von  p  unter  ihnen 
bezeichnet  und  die  Summe  rechte  über  alle  möglichen  Combinatioaen 
zu  erstrecken  ist*"*);  die  Formel  fOr: 

X  —  X,   YT  .    ^  ^  ^k  j 
cos  — — -  I  I  sm — r — dx 


Jb~S 


ergiebt  sich  aus  ihr,  indem  man  x^  durch  a;^  —  n  ersetzt*"*).  Mit 
Hilfe  dieser  Formeln  behandelt  er  zun&chst  cUe  Aufgabe,  den  Wert 
eines  bestinmiten  Integrals  aus  gegebenen  Werten  der  Function  ab- 
zulöten; es  ergiebt  sich  nur  die  elementarste  Quadraterfonnel*'^). 
Dann  stellt  er  die  Aufgabe,  die  Zwi«eheawerte  (bei  Torgescfariebener 

1219)  1866,  nr.  43,  p.  124;  1876,  nr.  27,  p.  26. 
1320)  1866,  nr.  46,  p.  129 ;  1876,  nr.  29,  p.  28. 

1221)  1866,  p.  146;  ausführlidier  1876  auf  besonderen  Tafeln. 

1222)  Ann.  ^c.  norm.  (2)  8,  1879,  p.  232. 

1228)  Toul.  Observ.  Ann.  2  (1886),  B,  nr.  8,  p.  9. 

2  kit 
1224)  nr.  10,  p.  12 ;  gpeciell  für  aj^  «  Ö  +  - — -p-j  nr.  18,  p.  16. 

1226)  nr.  11,  p.  18.         1226)  nr.  14—17,  p.  16—20. 
Jabrmberiobt  d.  Deatachan  Mailiein.-yeTeinigang.   X.  16 
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Anzahl  derselben)  so  zu  wählen,  dals  der  aus  der  Interpolations- 
formel berechnete  Wert  des  Integrals  möglichst  wenig  von  dem 
wahren  Werte  abweicht ^**^.  Für  m  «=  2n  +  1  findet  er,  dais  dazu 
die  Gleichimgen  erfüllt  sein  müssen*^: 


sm  — - —  dx  =  0, 


2 

(48)  ^    ^  ^^^  (A  =  l,2,..^ii) 


/ 


*  m 


sm r X 


I  I  sin — r — dx^O\ 


dann  fallen  nämlich*  die  n  ersten  Vielfachen  weg,  wenn  man 
{Y  —  y)/<p{x)  nach  den  ungeraden  Vielfachen  von  x/2  entwickelt 
(Yj  y  bedeuten  den  angenäherten  und  den  wahren  Functionswert, 
q>{x)  das  in  (48)  auftretende  Product).  Diese  Gleichungen  sagen 
aber  nichts  anderes  aus,  als  d^s  die  Xjt  äquidistant  gewählt  werden 
müssen;  x^  kann  man  noch  so  wählen,  dafs  auch  von  den  beiden 
nächsten  Termen  einer  wegfällt^***).  Für  gerade  m  ergiebt  sich  ein 
analoges  Resultat***^). 

Ist  y  eine  gerade  Function,  so  ftihrt  eine  entsprechende  von 
(21)  ausgehende  Untersuchung  zu  dem  (in  anderem  Zusammenhange 
bereits  von  F.  6.  Mehler^**^)  erhaltenen)  Resultat,  dafs  man  die 
gröfste  Genauigkeit  erhält,  wenn  man: 

(49)  Xk^^  +  -^  «=l,8,..,m-.l) 

wählt ^*'*);   doch  zeigt  Baillaud,  dafs  bei  der  gebräuchlichen  Wahl: 

kn 
tn 

der  Fehler,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  merklich  der  gleiche  ist^*"). 

in  n 

Ist  y  eine  ungerade  Function,  so  mufs  man,  da  dann  /  =  0  ist,  j  be- 

0  0 

trachten;  die  x*  fallen  dann  in  die  Nullpunkte  von  sina;Pm  (cos  x) **•*). 
Man  erhält  dieses  Resultat  auch,  wenn  man  y/sinx  als  rationale 
ganze  Function  von  cosx  betrachtet  und  die  Gaufs'sche  Quadratur- 
methode anwendet  ^*^*). 

Endlich  ist  noch  zu  erwähnen,   dafs  G.  D.  E.  Weyer**^*)   die 

1227)  nr.  18,  p.  20.         1228)  nr.  19,  p.  21.         1229)  nr.  19(!),  p.  28. 

1280)  nr.  20,  p.  24.         1281)  J.  f  Math.  68,  1864,  nr.  4,  p.  166. 

1282)  Toul.  Observ.  Ann,  2  (1886),  B,  nr.  22,  p.  26. 

1288)  nr.  28,  p.  86.         1284)  nr.  22,  p.  26. 

1286)  nr.  27,  p.  84.         1286)  Astr.  Nachr.  117,  1887,  col.  818. 
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^terpolation  für  die  Mitte  bei  periodischen  Fig^ctionen^^  behandelt, 

d.  h.  die  Aufgabe,  aus  den  Werten  von  y  für  a?  =  0,  — ,  — ,  •  •  •, 

(n  —  1)  8  3r  n 
den  Wert  von  y  för  x  =  —   zu  berechnen.     Er  leitet 

die  erforderlichen  Formeln  f&r  n~3,  4,  8,  12,  16  aus  ded 
Gleichungen  (16)  ab;  R.  Badau  erhält  sie  auf  anderem  Wege  all- 
gemein fftr  gerade  und  für  ungerade  w^**'').  — 

Die  Anwendung  der  Interpolation  durch  trigonometrische 
FuÜctionen  auf  Functionen  zweier  Winkel,  die  in  der  astronomischen 
Litteratur  häufig  als  doppelte  mechanische  Quadratur  be- 
zeichnet wird,  ist  schon  1821  von  Bessel  gestreift  worden ^^;  auch 
Hansen  hat  vorgeschlagen,  sie  für  die  Entwicklung  der  Störungs- 
function  (§  23  A)  nutzbar  zu  machen  ^''^^  und  dieses  Verfahren  dann 
in  seiner  Berliner  Preisschrift  wirklich  in  ausgedehntem  umfang  an- 
gewendet ***•).  Cauchy^**^)  und  Leverrier****)  haben  sich  ebenfalls 
mit  ihm  beschäftigt;  Jacobi  verhält  sich  ablehnend  dagegen^'''). 

B,  Der  Streit  über  den  täglichen  Gang  der  Temperatur^***). 

In  der  geophysikalischen  Litteratur  wird  die  Gleichung  §  25  A, 
(12)  meist  als  „Bessel 'sehe",  zuweilen  auch  als  „Lamb  er  tische" 
oder   ,Jiambert-Be8sersche   Formel^    bezeichnet.      In    der  That   hat 

1287)  Bull,  astron.  4,  1887,  p.  492,  617. 

1238)   Berl.  Abh.  1820/21,   p.  56   (ges.  Abh.  2,   p.  862).    Vgl.    auch 
Astr.  Nachr.  6,  1828,  nr.  7,  col.  846  (ges.  Abh.  2,  p.  871). 
1289)  ib.  7,  1829,  nr.  25,  col.  478. 

1240)  Über  die  gegenseitigen  Störungen  des  Jupiters  und  Satums, 
Berl.  1881,  nr.  18,  p.  49.  Die  p.  61  sich  findende  Bemerkung,  dafs  es 
zweckmälidg  sei,  dabei  nicht  nach  i  und  {',  sondern  etwa  nach  {;  und 
i'  —  i;  zu  entwickeln,  vergleiche  man  mit  den  Bemerkungen  von  Jacobi**^ 
und  Klink  er  fues'*^,  die  dasselbe  für  die  gemischte  Methode  behaupten. 

1241)  Turiner  memoire''*),  p.  100  der  ital.  Übersetzung;  Par.  C.  B. 
20,  1846,  p.  826  (oeuvres  (1)  9,  p.  141). 

1242)  Par.  Observ.  Ann.  1,  1866,  nr.  28,  p.  117;  nr.  38,  p.  147.  Dazu 
Sect.  II,  p.  838  die  bei  Anwendung  des  Verfahrens  zweckmäfsigen  Um- 
formungen der  StOrungsfunction  und  ihrer  Ableitungen. 

1248)  In  diesem  und  den  folgenden  Unterabschnitten  kann  es  sich 
natürlich  nur  um  die  Besprechung  der  mathematischen  Fragen  handeln, 
auf  welche  die  besondere  Natur  der  physikalischen  Untersuchungen  ge- 
führt hat,  nicht  um  eine  Discussion  der  geophysikalischen  Daten  oder 
der  aus  den  Interpolationsformeln  sich  ergebenden  Consequenzen.  Eine 
historische  Darstellung  der  Verwendung  trigonometrischer  Beihen  in  der 
Meteorologie  giebt  Ad.  Schmidt,  Progr.  Gymnasium  Gotha  1894.  Schmidt^s 
Vorschlag  (p.  14),  die  Bedingung:  „Z  Fehlerquadrate  »>  min."  zu  ersetzen 

16* 
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J.  H.  Lambert  ö^  im  Laufe  eines  beliebig  angenommenen  Tages 
von  der  Sonne  einem  bestimmten  Ort  der  Erde  zugesandte  Wärme- 
quantum, das  er  zunächst  durch  einen  geschlossenen  Ausdruck  dar- 
gestellt hatte,  nachher  nach,  den  Vielfachen  der  Länge  der  Sonne 
^entwickelt,  um  es  bequem  integriren  zu  können  ^'^);  aber  wie  man 
sieht  handelt  es  sich  dabei  nicht  um  eine  Interpolation,  sondern  um 
ein  Verfahren,  das  mit  den  in  §  17 — 20  besprochenen  Untersuchungen 
zusommenzuordnen  sein  wtkrde.  Durch  Integration  einer  linearen 
Differentialgleichung  gelangt  er  dann  zu  einem  entsprechenden  Aus- 
druck für  den  jährlichen  Gang  der  Temperatur  ^^^),  den  er  dann 
«uch  mit  Beobachtungen  vergleidit^^;  indessen  giebt  er  nicht  die 
mindeste  Andeutung  darüber,  wie  die  Goefficienten  des  Ausdrucks 
(er  begnügt  sich  mit  5)  aus  den  Beobachtungen  abzuleiten  sind. 

Bessel's  Formel  scheint  den  Meteorologen  zuerst  durch  H.  J. 
Walbeck ^'^^  bekaimt  geworden  zu  sein;  von  Walbeck  haben  sie 
A.  Bouvard^**^  und  G.  G.  Hällström^^^)  entnommen.  Ob 
J.  C.  E.  Schmidt^*^)  von  Bessel  unabhängig  ist,  läüst  sich  nicht 
feststellen;  nach  der  Art,  wie  er  von  den  kleinsten  Quadraten 
spridit^"^*),  sollte  man  es  fast  glauben.     In  allgemeinen  Gebrauch 


durch  die  Bedingung  ^^Cy^^dx  »«  min."  ist  interessant  als  erster  Versuch, 

die  DarstelluAg  eliner  willkfirlichen  Function  durch  eine  trigonometrische 
zur  Angriffsbasis  gegenüber  einem  Problem  der  Variationsrechnung  zu 
machen,  wenn  auch  das  vorliegende  Problem  sich  einfacher  mit  den  ge- 
wöhnlichen Hilfsmitteln  der  Variationsrechnung  erledigen  läfst.  —  Kurze 
Darstellung  des  fdr  die  Meteorologie  wesentlichsten  bei  J.  Hann,  Meteoro- 
logie, Lpz.  1901,  Anh.  I,  p.  726. 

1244)  Pyromelaie,  Berlin  1779  (posthnm),  §  600,  p.  317.  Einige  Jahre 
voriier  hatte  Lambert  allerdings  die  Verwendung  trigonometrischer  Inter- 
polationsformeln bei  „krummen  Linien,  die  sich  schlangenweise  auf-  tmd 
abwärts  ziehen^^  empfohlen,  doch  nur  unter  der  Voraussetzung  eiuer 
„periodischen  Wiederkehr  der  einzelnen  Anomalieen''  xmd  ohne  Angabe 
einet  Methode  zur  Bestimmung  der  Coeffidenten  (Beiträge  zum  Gebrauch 
der  Mathematik,  8,  Berlin  1772,  V  §  8,  p.  74). 

1245)  §  680— ^Sd,  p.  388—835.         1246)  §  662,  668,  p.  847,  849. 
1247)  Corresp.  astron.  4,  1820,  p.  663.      1248)  Par.  M^m.  7,  1827,  p.  800. 
1249)  Stockh.  Haaidl.  1824,  p.  217  =  Ann.  Phyi.  Chem.  4,  1826,  p.  406. 

Ein  merkwürdiges  Versehen  HäUstrOus  —  er  behauptet  p.  409  infolge 
eines  Übersehens  der  Integrationsconstanten,  das  Absolutglied  u^  repiäsen- 
tire  nicht  den  Mittelwert  der  zu  entwickelnden  Function  —  ist  auch  in 
das  Lehilimch  von  Kämtz,  2,  Halle  1882,  p.  262  Übergegangen. 

1260)  Lehrbuch  der  mathem.  u.  physik.  (Geographie,  2,  Gott.  1880, 
§  168,  p.  t79.  Er  giebt  ausgerechnete  Formeln  für  12  Beobachtungen, 
indem  er  cos  69,  aber  nidit  sin  6  9  mitnimmt. 

1261)  §  171,  p.  286. 
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s<diemt  sie  durch  das  s.  Z.  vielbeautzte  Lehrbuch  von  L.  Fr.  Kämts 
gekommen  zu  sein^^^). 

Sehr  bald  hat  sich  übrigens  ein  v^hängnisvoUes  MüsvejrstäjiAnia 
in  die  meteorologische  litteratur  eingeschlichen  und  Jahr«rfmte  hin- 
durch mit  Zähigkeit  behauptet:  daHs  es  möglich  sei,  den  Verlauf  der 
meteorologischan  Erscheinungen  durch  trigonometriflche  Interpolations- 
formeln mit  geringer  Oliederzahl  ausreichend  darzustellen,  mit 
Hilfe  solcher  Fonneln  ausgefallene  Beobachtungen  zu  extrapoliren 
und  aus  ihnen  theoretische  Schlüsse  auf  die  den  Erscheinungen  zu 
Grunde  liegenden  «Ursachen  zu  ziehen.  Für  eine  groTse  Anzahl 
solcher  Erscheinungen  ist  das  auch  in  der  That  der  Fall,  dagegen 
z.  B.  keineswegs  fOr  den  täglichen  Gang  der  Temperatur  ^^').  Dals 
auch  in  Bezug  auf  diesen  letzteren  eine  solche  Axmahme  sich  ein* 
schleichen  konnte,  hat  seinen  Grund  zum  Teil  darin,  daTs  einer  der 
ersten  Orte,  fOr  den  länger  fortgesetzte  stündliche  Beobachtungen 
vorlagen  —  Fort  Leith  bei  Edinburgh,  wo  auf  Veranlassung  von 
D.  Bren^ster  durch  Axtülerieofßciere  beobachtet  wurde ^*^)  —  ex- 
ceptionelle  Verhältnisse  (Seeklima)  aufweist.  Infolgedessen  lieTs  sich 
Kämtz  dazu  verleiten,  bei  seinen  Untersuchungen  nur  drei  Glieder 
(d.  h.  ö  GoefGlcienten)  zu  benutzen,  obwohl  er  sich  darüber  klar 
war,  dafs  „vier  Glieder  erforderlich  zu  sein  scheinen^^^^^);  dem- 
entsprechend hält  er  es  auch  fOr  möglich,  die  Constanten  der  Formel 
aus  Messungen  nur  am  Tage  zu  bestimmen  ^^*).  Aus  den  so  ent- 
vdckelten  Formeln  entnimmt  er,  was  schon  H.  J.  Walbeck  ^^'')  fCir 
leicht  gehalten  hatte,  die  Lage  der  täglichen  Temperaturextrema  und 
findet,  dafs  das  Minimum  ca.  ly^  Stunden  vor  Sonnen- 
aufgang falle ^^^.     Dabei  ficht  ihn  nicht  an,  dafs  dieses  Resultat 

1252)  Lehrbuch  der  Meteorologie  1,  Halle  18&1,  p.  66.  Kämts  über* 
sieht  merkwürdigerweise  die  yoUständige  Äquivalent  der  beiden  Formeln 

£u^  sin  (no:  +  CT  \ 
und 

2(a^  coBnx  -\-  b^  sin  nx^; 

ahngeas  eiMärt  er  mit  Recht  die  erstere  fElr  bequemer  ab  die  letetere 
(ebenso  auch  F.  R.  Helmert,  AuagleichungsTechnung,  Leips.  1872,  p.  1tö6, 
anders  G.  Hellmann,  die  tägliche  Veränderung  der  Temi>eratar  in  Nord- 
deutecbland,  Berlin  1876,  p.  6). 

1268)  Nicht  um  den  Verlauf  der  Temperatur  während  eines  einzelnen 
T^es  handelt  es  sich,  sondern  um  den  Gang  der  Mittelsahlen,  die  aus 
länger  fortgesetzten  Beobachtungen  fär  die  einzelnen  Stunden  berechnet  sind. 

1264)  Kämtz"*«),  p.  77.         1266)  p.  67.         1266)  p.  80. 

1267)  p.  82.  J.  f  Chem.  Phys.  28,  1826,  p.  88  hatte  er  es  „V,  Stunde 
vor  8.-A.**  gesetst 
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mit  der  Erfahrung  in  Widerspruch  steht  ^*^®);  vielmehr  halt  er  es 
f&r  naturgemftfs,  da  um  diese  Zeit  bereits  Wärme  von  den  oberen 
Schichten  der  Atmosphäre  gegen  die  Erde  reflectirt  werde,  und 
glaubt  zur  Erklärung  entgegenstehender  Beobachtungen  besondere 
Specialhjpothesen  herbeiziehen  zu  müssen. 

Wenn  demnach  Kämtz  als  der  Hauptschuldige  an  diesem  Mifs- 
Verständnis  angesehen  werden  mufs,  so  muis  andererseits  auch  das 
Verdienst  hervorgehoben  werden,  das  er  sich  durch  Berechnung  und 
Herausgabe  einer  Hilfstafel  zur  trigonometrischen  Interpolation,  ent- 
haltend die  Producte  der  sin  von  15,  30,  45,*  60,  75^  mit  den 
Zahlen  von  100  bis  999  auf  5  geltende  Stellen,  samt  einer  Ge- 
brauchsanweisung erworben  hat^***). 

Ablehnend  gegen  die  Überschätzung  der  Besserschen  Formel 
mit  geringer  Gliederzahl  hat  sich  unter  den  Meteorologen  um  die 
Mitte  des  19.  Jahrhunderts,  soviel  ich  sehe,  nur  J.  Lamont^***^) 
verhalten;  er  erklärt  sie  fEtr  „nur  ein  Interpolationsverfahren,  wodurch 
man  fUr  jede  beliebige  Zahlenreihe  eine  Formel  erhalten  kann^^  und 
fCLr  „bedeutungslos,  wo  es  sich  darum  handelt,  den  Zusammenhang 
der  Erscheinungen  mit  ihren  Ursachen  zu  entwickeln'S  Dagegen  hat 
H.  W.  Dove  viel  Mühe  auf  die  Bestimmung  ihrer  Coefficienten  aus 
zahlreichen  Beobachtungsreihen  verwendet  ^^^),  wenn  es  ihm  auch 
ebensowenig  wie  Bessel  entgangen  ist,  „dars,.wenn  man  aus  Beob- 
achtungen, welche  in  der  Nacht  unterbrochen  werden,  die  wahr- 
scheinlichsten Werte  berechnen  will,   man  diese  Bechnxmg  nach  der 

1258)  A.  V.  Humboldt  (Arcueil  m^m.  3,  1817,  p.  491),  J.  Lamont 
(Münch.  Abh.  8,  1848,  p.  19),  H.  W.  Dove  (Berl.  Abh.  1866,  p.  107)  haben 
dae  Zusammenfallen  des  Temperatuiminimums  mit  Sonnenaufgang  als 
selbstverständlich  betrachtet;  Tralles  (Berl.  Abh.  1818/19,  phys.  El.  p.  215) 
setzt  es  sogar  „kurz  nach  SonnenaufgaDg^'.  Auch  Kämtz'  eigene  Gegenüber- 
stellungen von  Beobachtung  und  Rechnung  für  Padua  (p.  69)  und  für  den 
grofsen  Ocean  (p.  81)  zeigen  deutlich,  dafs  die  wenn  auch  kleinen  Diffe- 
renzen zwischen  beiden  ausreichen,  um  eine  Verschiebung  des  Minimums 
um  mehr  als  eine  Stunde  zu  bewirken.  —  Die  Ableitung  des  täglichen 
Temperaturganges  aus  den  Erkaltungsgesetzen  ist  von  A.  Weilenmann 
weiter  verfolgt  worden,  Schweiz,  meteor.  Beobb.  9,  1872,  p.  XXV. 

1259)  R^ert.  Meteor.  1,  1860,  p.  107;  die  Tafel  allein  auch  in  der 
von  Kämtz  vorbereiteten,  nach  seinem  Tode  von  A.  v.  Ottingen  heraus- 
gegebenen Tafelsammlung,  Dorpat  1868,  als  Tafel  IV,  p.  85,  sowie  in 
Jelineks  Anleitung  zur  AusfGlhrung  meteorologischer  Beobachtungen,  4.  Aufl., 
2.  Teil,  Lpz.  1895,  Anhang. 

1260)  Münch.  Abh.  8,  1843,  p.  82. 

1261)  Vgl.  namentlich  Berl.  Abh.  1846,  p.  81,  268  und  1856,  p.  77. 
Dove  giebt  meist  7  Coef&cienten,  einmal  (1846,  p.  268)  deren  18. 
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Theorie  der  kleinsten  Quadrate  streng  durchföhren  mnfs  und  sich 
dabei  nicht  der  Vereinfachung  bedienen  darf,  welche  die  Bessel'sche 
Formel  .  . .  giebt""««). 

Das  Lehrbuch  der  Meteorologie  von  E.  E.  Schmid^^'),  das 
nach  einem  Menschenalter  das  Eämtz'sche ^'^^)  ersetzte,  steht  in 
Bezug  auf  die  uns  hier  interessirende  Frage  noch  genau  auf  dem- 
selben Standpunkt  wie  jenes.  Auch  sonst  haben  die  Meteorologen 
mit  Hilfe  der  BesseFschen  Formel  munter  weiter  eztrapolirt;  G.  Hell- 
mann^^  hat  auf  diesem  Wege  sogar  ein  secimdäres  Maximum  des 
täglichen  Temperaturganges  in  den  Wintermonaten  für  2*  morgens 
herausgerechnet. 

Erst  H.  Wild  ist  wieder  gegen  dieses  Unwesen  aufgetreten. 
Schon  1873  hat  W.  Koppen  bei  der  in  Wild's  Auftrag  unter- 
nommenen Ableitung  von  Normaltemperaturen  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dafs  die  früher  durch  Extrapolation  abgeleitete  Lage  des 
Minimums  durch  die  neueren  continuirlichen  Aufzeichnungen  nicht 
bestätigt  wird^^^).  Dann  hat  Wild  selbst  die  Frage  einer  aus- 
führlichen Discussion  unterzogen  ^'^).  Gestützt  auf  ein  ausgedehntes 
Zahlenmaterial  legt  er  dar,  dafs  die  Bessel'sche  Formel  mit  nur 
7  Constanten  nicht  ausreicht,  um  den  täglichen  Gang  der  Temperatur 
mit  einer  den  Beobachtungen  entsprechenden  Genauigkeit  darzustellen: 
für  Orte  mit  ausgesprochenem  Continentalklima  könne  es  erforderlich 
werden,  noch  das  10-fache,  ja  das  12-fache  des  Arguments  zu  be- 
rücksichtigen^'^^).     Er   setzt   femer    auseinander,    dafs    durch   Yer- 


1862)  1866,  p.  108.  Übrigens  würden,  selbst  wenn  man  nach  der 
Theorie  der  kleinsten  Quadrate  rechnet,  die  „wahrscheinlichsten^^  Werte 
hier  von  den  wahren  sehr  verschieden  ausfallen  kOnnen. 

1263)  Leipzig  1860;  man  vgl.  §  26,  p.  8;  §  836,  p.  823;  §  868,  p.  874; 
besonders  aber  §  389 — 342,  p.  386,  wo  die  Eintrittszeiten  der  Extrema  und 
des  Mediums  ohne  Bedenken  aus  der  Formel  berechnet  werden. 

1264)  Die  täglichen  Veränderungen  der  Temperatur  der  Atmosphäre 
in  Norddeutscfaland,  Berlin  1876,  p.  17. 

1266)  Repert.  Meteor.  3,,  1873,  p.  2. 

1266)  ib.  Suppl.  1,  1881  (der  betr.  Teil  ist  schon  1877  ausgegeben); 
Auszug  Meteor.  Zeitschr.  18,  1878,  p.  108,  129. 

1267)  p.  106.  —  Man  vergleiche  namentlich  die  TabeUen  für  Eatharinen- 
burg  und  Tiflis,  p.  40  und  61.  Ein  kleines  Versehen  in  Bezug  auf  die  Be- 
rechnung des  Coefficienten  von  sin  12  a;,  für  den  die  Gleichung  (§  26  A,  (6)) 
nicht  gilt,  ist  von  E.  Weihrauch  (Dorp.  Schriften  6,  1890,  p.  16)  und 
P.  Schreiber  (N.  A.  Leop.  68,  1892,  p.  171)  richtig  gestellt,  von  Wild 
(Bull.  Petersb.  (3)  86,  p.  490)  anerkannt  worden  (BesseFs  Satz  gilt  nur, 
wenn  die  AnzaÜ  der  Beobachtungen  nicht  kleiner  ist  als  die  der  zu  be- 
stimmenden Coefficienten).    Vgl.  '**^). 
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ttneklttssigmig  der  h^UieroH  Glieder  die  Gurre  in  der  N&he  der  £k- 
trema  viel  zu  sehr  abgerundet  werde,  sodafs  die  berechneten  Emtrüte- 
Zeiten  namentlich  der  Minima  oft  um  volle  Standen  früher  fallen^ 
als  die  wahren  ^^*^).  Auch  das  von  Hellmann  ^^  gefundene  secun- 
däre  Maximum  sei  —  wo  es  nicht  etwa  nur  auf  unregehnftfsigezi 
Störungen  beruhe,  die  infolge  der  Kttrze  der  Beobachtungneit  noch 
nicht  ausgeglichen  seien  —  erst  durch  die  Rechnungsoperationen 
erzeugt  ^^®).  Überhaupt  könne  eine  [nur]  den  Tagesbeobachtungen 
in  ihren  Constanten  angepafste  Temperatuiformel  nie  mit  Sicheriieit 
zur  Berechnung  ron  Nachttemperaturen  verwendet  werden,  weil  der 
Gang  der  Temperatur  zu  dieser  Zeit  von  anderen  Factoren  abhänge, 
also  auch  das  Gesetz  derselben  ein  wesentlich  anderes  sein  mtksse^"^). 
Demgemftls  resumirt  er  seine  Überaeugong  dahin:  „daTs  die  An- 
wendung der  Bessel'schen  Formel  zur  Darstellung  des  tftglicbrai 
Ganges  der  Temperatur  die  Erkenntnis  des  letzteren  weit  mehr 
gehemmt  als  gefördert  hat  und  dafs  die  Meteorologen,  wenn  sie 
ebensoviele  Stunden  darauf  verwendet  hätten,  die  Beobachtungen  in 
grofsem  Madsstabe  graphisch  darzustellen,  als  sie  Tage  fOr  die  Be- 
rechnung derselben  nach  der  Besserschen  Formel  bram^ten,  nicht 
blofs  eine  riehtigere  Vorstellung  von  dem  täglichen  Gang  der 
Temperatur  gewonnen,  sondern  zugleich  auf  diesem  Wege  eine 
grofse  Menge  von  störenden  Bechnungs-,  Schreib-  und  Druckfehlem 
im  Beobachtnngsmaterial  ohne  weiteres  erkannt  und  ausgemerzt 
hätten.  Man  hätte  endlich  durch  die  graphische  Darstellung  auch 
unmittelbar  ersehen,  dafs  viele  der  vorhandenen  stündlichen  Beob- 
achtungen mit  groben  Fehlem  behaftet  sind^*^*^^). 

Dieser  Bevorzugung  der  graphischen  Darstellung  vor  der  FcHinel 
ist  M.  Thiesen  sogleich  entgegengetreten ^'^').  Er  giebt  zu,  dafs 
es  ein  MiTsbrauch  sei,  wenn  man  mit  Hilfe  der  Bessel'schen  Formel 
Nachttemperaturen  extrapolire,  betont  aber  das  „abusus  non  tollit 
asam'',  will  „doch  auf  eine  formelmäfsige  Darstellung  periodischer 
Erscheinungen  nicht  verzichten"  und  findet,  dafs  die  BesseFsche 
Formel  „ausgezeichnete  Vorteile  bietet,  die  ihr  für  alle  theoretischen 
Untersuchungen  eine  unmittelbare  Verwendbarkeit  sichern".  [Frei- 
lich ist  für  solche  Verwendung  ausreichende  Übereinstimmung  der 
Rechnung  mit  den  Beobachtungen  unerlälsliche  Voraussetzung.] 
Auch  weist  er  darauf  hin,  dafs  die  auf  die  Berechnung  der  Formel 

1368)  p.  M.  Er  citirt  p.  98  eine  mir  unzugängliche  ähnliche  Bemerkung 
von  Behrens  aus  früherer  Zeit. 

1S60>  p.  108.         1S70)  p.  101.         1871)  p.  6. 
1272)  Meteor.  Zeitschr.  18,  1878,  p.  238. 
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nü  einer  geringen  Anzahl  von  Gliedern  verwandte  Arbeit,  wegen 
des  BeneFschen  Satzes  ^^^),  nicht  verloren  sei,  anch  warn  die  Zahl 
der  Coostanten  spftter  nicht  als  genügend  ersdieinen  sollte  ^^'). 

Wild  hat  hierauf  nicht  geantwortet;  wie  er  bei  einer  spSteren 
Gelegenheit  ^^^)  erkl&rt:  „weil  es  ihm  nie  eingefallen  sei,  gegen  eine 
Verwendung  der  Bessel'schen  Formel  in  der  Meteorologie  über- 
haupt Einsprache  zn  erheben^S  Dagegen  finden  sich  noch  einige 
ergftnzende  Äofserangen  Wild's  im  Jahresbericht  seines  Observatoriums 
fttr  1877/78^'^^);  u.  a.  die  folgenden:  „...weil  es  immer  noch 
Leute  giebt,  welche  solche  Beobachtungen  bearbeiten  und  durch 
künstliche  Berechnung  derselben  ihre  Mängel  glauben  verdecken 
resp.  unschädlich  machen  zu  können^^  ,fiie  Pabne  der  Leistungen 
in  dieser  Beziehung  gebührt  freilich  Herrn  A.  Gould,  der  es  . .  zu 
Stande  gebracht  hat  .  .,  aus  blois  3  Beobachtungen  am  Tage  4  Con- 
staute  der  Besserschen  Formel  zu  bestimmen  und  damit  den  täg- 
lichen Gang  ...  zu  bestimmen.'* 

B.  A.  Gould 's  Antwort  ^^*)  giebt  im  allgemeinen  zu,  dals  die 
„remarks  upon  the  bürge  amount  of  time  and  labour,  which  is  un- 
profitably  spent  in  making  .  .  .  calculations  with  inaccurate  or  in- 
snfifident  data^  „deservedly  severe*'  seien,  bestreitet  aber,  dafs  seine 
Bechnungen  von  ihnen  getroffen  würden.  Es  sei  zwar  in  Gordoba 
nur  dreimal  täglich  beobachtet  worden,  aber  zwei  von  den  drei 
Beobachtangsstunden  seien  im  Laufe  der  Zeit  verlegt  worden,  sodafo 
man  doch  für  jede  von  fünf  verschiedenen  Tagesstunden  Beobachtungen 
ans  einer  Beihe  von  Jahren  zur  Verfügung  gehabt  habe.  Auiserdem 
habe  er  zur  Berechnung  der  Coef&cienten  auch  noch  andere  Be- 
dingungen, nämlich  die  Lage  der  Extrema,  mit  herangezogen.  End- 
lieh  bestätigten  Beobachtungen  an  benachbarten  Stationen  zu  anderen 
Standen  übereinstimmend  die  allgemeine  Form  der  Curve  des  tag- 
beben  Temperaturganges.  Er  begnügt  sich  aber  nicht  mit  der 
Rechtfertigung  seiner  Bechnungen,  sondern  setzt  Wild's  Darlegungen 
eine  eigentümliche  Auffassung  der  mathematischen  Behandlung  der 
Naturwissenschaften  entgegen,  die  man  vielleicht  überhaupt  als 
amerikanisch  oder  angloamerikanisch  wird  betrachten  dürfen.  ,Jf 
there  are  laws",  so  beginnt  er*''^,  t,they  must  be  capable  of  ex- 


187S)  p.  224.         1274)  Fetersb.  BulL  (8)  8d,  1898,  p.  486. 

1276)  Bepert.  Meteor.  Sj,,  187»,  p.  88. 

1276)  Amer.  J.  of  sc.  119,  1880,  p.  212. 

1217)  p.  218  unten.  Dals  hier  „algebraisch^  in  dem  Sinne  steht,  in 
dem  auf  dem  europäischen  Continent  „analytiMh**  gebraaekt  wird,  ist 
vieUeicht  Überflüssig  za  erwähnen. 


250  I.  Hauptteil.  S.AbBchn.  Entwickl.aiialyt.Fanct.i.hanuon.trigon.  Reihen. 

pression  by  some  aJgebraic  formula/'  Im  weiteren  Verlauf  seiner 
Auseinandersetzungen  substituirt  er  dann  aber  stillschweigend  für 
Formel  „einfache  Formel".  DemgemftTs  schreibt  er  die  Vorteile,  die 
Bessel's  Formel  mit  einer  genügenden  Anzahl  von  Coefficienten 
besitzt,  der  Formel  mit  einer  kleinen  Anzahl  von  Coef&cienten 
212 1278^  und  erklärt  „recourse  to  a  computation  in  which  12  variable 
terms  are  used  to  represent  24  hourly  obserrations  is  very  nearly 
equivalent  to  a  declaration  that  the  Computer  believes  no  periodic 
law  to  exist^^  Noch  schärfer  tritt  diese  Auffassung  in  seinen 
Schlufsworten^*'*)  hervor;  er  schreibt  der  „algebraic  generalization'^ 
als*  solcher  die  Kraft  zu,  die  Wissenschaft  „from  the  descriptive  to 
the  exact  stage"  emporzuheben. 

Im  übrigen  scheinen  Wild's  Auseinandersetzungen  bei  vielen 
Meteorologen  Beifall  gefunden  zu  haben  ^**^). 

Von  anderem  Standpunkte  aus  als  Wild  hat  E.  Weihrauch 
das  übliche  Manipuliren  mit  der  Besserschen  Formel  angegriffen  ^^^^). 
Er  beginnt  mit  der  Erklärung,  die  Meteorologen  hätten  seines  Wissens 
die  Constanten  der  BesseVschen  Formel  bis  dahin  immer  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  abgeleitet.  Das  hält  er  für  un- 
berechtigt; die  Aufgabe  sei  nicht  überbestimmt,  sondern  vollkommen 
bestimmt,  man  müsse  nur  genau  so  viele  GoefGicienten  in  die  Formel 
aufnehmen,  als  Beobachtungen  gegeben  sind.  Begnüge  man  sich, 
wie  es  praktisch  gerechtfertigt  sei,  mit  einer  geringeren  Anzahl  von 
Gliedern,  so  habe  man  es  mit  einem  „Fehlenden*^,  nicht  mit  einem 
„Fehler'^  im  Sinne  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  thun.  Man 
sieht  aus  dieser  Auseinandersetzxmg,  dafs  ihm  BesseFs  Satz^^^^)  nicht 
geläufig  war.  Schliefslich  trifft  er  aber  mit  Wild  zusammen  in  der 
Erklärung ^^^'):  „bei  dieser  Auffassung  der  Bessel'schen  Formel  ist ... 
der  .  .  Ansicht  aller  Boden  entzogen,  als  ob  der  mathematische  Aus- 
druck für  die  Tages-  oder  Jahrescurve  eine  Art  Ausgleichung  und 
Verbesserung  der  directen  Beobachtungsresultate  herbeizufuhren  im- 


1278)  p.  216   „when  not  to  many  terms  are  employed  the  general 
formula  gives  correctly  what  the  graphical  procesa  only  gives  approxi 
mately**;  not  to  few  müTste  es  heifsen,  aber  der  Zusammenhang  zeigt, 
dafs  nicht  etwa  nur  ein  Schreibfehler  vorliegt. 

1279)  p.  219. 

1280)  So  ist  z.  B.  in  H.  Meyer^s  Anleitung  zur  Bearbeitung  meteoro- 
logischer Beobachtungen  für  die  Elimatologie ,  Berlin  1891,  nr.  4,  p.  84 
die  Bessersche  Formel  im  Anschlufs  an  Wild  zutreffend  behandelt. 
Namentlich  findet  sich  p.  40  ausdrücklich  hervorgehoben,  dafs  die  Be- 
nutzung einer  zu  geringen  Gliederzahl  die  Extreme  abflacht. 

1281)  Dorp.  Schriften  4,  1888,  Uj,,  p.  21.         1282>  p.  22. 
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stände  sei^.  Er  betont  vielmehr  den  inte rpolatori sehen  Charakter 
des  ganzen  Verfahrens  ^'^'):  die  einfachste  Interpolation  wäre  die 
geradlinige  zwischen  je  zwei  benachbarten  Beobachtungen,  eine 
brauchbare  Interpolationscurve  müsse  mit  der  so  entstehenden  ge- 
brochenen Linie  jedenfalls  gewisse  Momente,  z.  B.  die  Anzahl  der 
Extreme,  gemein  haben.  Durch  solche  Überlegungen  glaubt  er  sogar 
(fCLr  den  Fall  einer  ungeraden  Anzahl  von  Beobachtungen)  zu  dein 
Schlüsse  kommen  zu  können  ^'^):  „eine  andere  Darstellxmg  ist  un- 
möglich und  das  Problem  ist  Tollkonunen  bestimmt".  Für  den  Fall 
einer  geraden  Anzahl  von  Beobachtungen^'^)  fügt  er  die  Forderung 
hinzu,  dafs  die  Amplitude  u«  des  letzten  Terms  ein  Minimum  werde, 
und  zeigt,  dafs  diese  Forderung  erfüllt  wird,  wenn  man  die  zu- 
gehörige Winkelconstante  der  halben  Summe  aller  beobachteten 
Phasen  entgegengesetzt  gleich  ninmit. 

In  einer  etwas  späteren  Abhandlimg  versucht  Weihrauch  noch 
ergänzend  zu  zeigen  ^'^),  dafs  es  nicht  angehe,  wenn  man  etwa  die 
Amplitude  eines  anderen  Terms  als  des  letzten  zu'  einem  Minitnnnn 
machen  wolle;  was  sicher  physikalisch  richtig  ist,  wenn  auch  seine 
Versuche,  es  mathematisch  aus  der  Formel  zu  deduciren,  der  Natur 
der  Sache  nach  nicht  befriedigen  können. 

Dann  hat  P.  Schreiber  die  ganze  Frage  noch  einmal  aus- 
führlichst ab  ovo  besprochen  ^'^^).  Er  behandelt  zunächst  unter  der 
Überschrift  „theoretische  Grundlagen"  die  Entwicklung  einer  ana- 
lytisch gegebenen  Function  in  eine  trigonometrische  Beihe,  unter 
Verweisung  auf  den  Dirichlet'schen  Beweis  für  die  Möglichkeit  einer 
.solchen  Entwicklung^^.  Dann  discutirt  er  ausführlich  die  Be- 
deutung der  als  CoefGicienten  auftretenden  Integrale  und  ihre  Be- 
rechnung durch  mechanische  Quadratur  xmd  erläutert  sie  durch 
zahlreiche  Figuren  und  numerische  Beispiele  ^'^^).  Aus  den  letzteren 
zieht  er  den  Schlufs,  dafs  man  aus  n  Beobachtungen  nur  n  Coeffi- 
cienten  mit  erträglicher  Genauigkeit  berechnen  könne  *^. 

Der  n.  Abschnitt    handelt    von  der  „Anwendung   der  Beihen- 

1283)  nr.  2,  p.  23.         1284)  p.  24.         1286)  nr.  8,  p.  26. 

1286)  ib.  6,  1890,  IV, ,  p.  40. 

1287)  Leop.  N.  A.  58,  1892,  p.  187  (vom  Sept.  1890);  Auszug  meteor. 
Zeitschr.  26,  1891,  p.  237. 

1288)  p.  161.    1289)  B  p.  162. 

1290)  C  p.  166.  Zu  seinen  Beehnungen  bedient  er  sich  des  Rechen- 
schiebers, was  hier  nicht  wohl  angeht,  da  die  Genauigkeitsgrenze  dabei 
von  derselben  Grölsenordnung  ist,  wie  die  zu  untersuchenden  Differenzen 
zwischen  den  Resultaten  mechanischer  imd  denjenigen  genauer  Quadratur. 
Die  Behauptung  selbst  ist  jedoch  richtig. 
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«ntwieklung  bei  Functionen,  deren  mathematisdier  Ausdiuck  mdhi 
bekannt  iB\f\  d.  b.  eben  von  der  Interpolation  dnrob  irigonometrisdie 
Formeln.  Er  findet^  dab  da  drei  versehiedene  Auffassungen  mög- 
lieh sind: 

A)  die  Behandlung  der  Angabe  auf  Grund  der  theoretisoheiL 
Grundlagen,  d.  h.  Auffassung  der  Summenformeln  als  Nfthenuigs* 
ausdrücke  für  die  Integralfonneln^^^); 

B)  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ^^')  im 
Anschluls  an  Bessel^^^'); 

C)  die  vollständige  Darstellung  der  2n  +  1  Beobaehtungan 
dureh  2w+  1  Glieder  der  Besserschen  Reihe ^^'). 

Bei  der  Untersuchung  dieses  letsteren  Falles  geht  er  eigen- 
tümlicherweise Yon  der  Voraussetzung  aus,  dafs  die  gegebenen  Be- 
obachtungen den  Phasen: 

(1)  0,      *,     2-,     ..,  2n.  ''-  =  2?c 

zugeh5ren.  Er  bemerkt  wohl,  dafs  dann  die  Gleichungen  einander 
widersprechen,  wenn  tftn'^fo  ist,  und  dafs  zwei  von  ihnen  zn- 
sammenf allen,  wenn  ytn=^  !h  i^9  glaubt  aber  im  letzteren  Fall  dock 
ein  bestimmtes  Gleichungssjstem  zu  haben,  indem  er  die  [identische] 
Gleichung  f^n^^yo  mitzählt.  Das  gleicht  sich  dadurch  aus,  dafs 
er  ohne  Begründung  [aber  in  Übereinstimmung  mit  Wmhrauoh^s 
Forderung  ^'^)]  den  Coefßcienten  qn  von  sinno;,  der  aus  sftmtliclien 
Bedingungsgleichungen  herausfällt,  »  0  setzt.  Für  den  Coefficienten 
pn  von  cos  na;  erhält  er  dabei  den  Wert: 

in  Übereinstimmung  mit  einer  Angabe  von  F.  R.  Helmert^**). 

Schliefslich  rcsumirt  er  dahin  ^'^),  dafs  bei  äquidistanten  Be- 
obachtimgen  gleichen  Gewichts  jede  der  drei  AufPassungen  zu  dem- 
selben Resultate  führe,  dafs  das  aber  nicht  mehr  gelte,  wenn  die 
Beobachtungen  nicht  äquidistant  oder  nicht  gleichen  Gewichts  seien. 
Weihrauch   gegenüber  weist  er  darauf  hin,  dafs  auch  bei  2  n  -|-  1 

1291)  p.  166.         1292)  p.  166.         1298)  p.  170. 

1294)  AoBgleichungsrechnung,  Leipzig  1872,  §  88,  p.  287.  Die  Formel 
ist  übrigens  in  einer  von  Gaufs  '^"'),  nx.  22,  p.  299  angegebenen  enthalten; 
man  sieht  dort,  da£B  gie  auch  gut,  wenn  q^  beliebig  gelassen  wird.  Auch 
Weihrauch,  Dozp.  Schriftea  6,  1890,  III,,  p.  15  und  H.  Fipping,  Fean. 
Acta  20,1 ,  1896,  p.  18  machen  auf  sie  aufmerksam.    Vgl.  auch  >*«^. 

1295)  N.  A.  Leop.  58,  1892,  p.  172. 
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BeobftcbtoMgen  „micht  der  geringste  Grund*^  für  die  Annahme  vor- 
liege, die  Bu  eatwiekelftde  Function  sei  durch  die  Formel  mit  nur 
2n  +  1  Ooefficienten  darstelibar,  dals  man  yiehnehr  auch  in  dieeem 
Falle  die  Summenfoimeln  nur  als  N&herongsausdrftcke  für  die 
lategralformeln  aufzufassen  habe. 

Im  m.  Abschnitt  ^^^)  kehrt  Schreiber  zurück  zu  der  speeiellen 
Frage,  Ton  der  die  Debatte  ausgegangen  war:  der  Frage  naeh  dem 
tlgÜchen  Gang  der  Lufttemperatur.  Die  Discussion  der  Chemnitzer 
Beohachtsoigen  vom  Juni  1887  führt  ihn  zu  der  Überzeugung,  dafs 
3  Glieder  der  Reihe  (5  Coefficienten)  zu  ihrer  Darstellung  ausreichend 
eeiea ''*'').  Er  behauptet  das  sogar  ron  der  Zeit  des  Minimums  ^'^, 
▼erwechselt  aber  dabei  die  mittlere  Zeit  des  Minimums  mit  dem 
Minimum  des  mittleren  Ganges  ^'**).  Immerhin  giebt  er  zu,  dafs  in 
jedem  einzelnen  Falle  erst  untersucht  werden  müsse,  inwieweit  die 
Formel  die  Lagen  der  Extrema  und  der  Media  gut  liefert*'^). 

Der  rV.  Abschnitt*'***)  enthält  Schlufsbetrachtungen.  Schreiber 
hebt  [fftr  die  yorliegende  Frage  mit  Recht]  hervor,  dafs  fehlende 
Beobachtungen  durch  keine  noch  so  grofse  Rechenkunst  ersetzt 
werden  könnten*''*^;  ja  er  erklärt  sogar,  man  solle  überhaupt  eine 
Interpolation  nur  dann  vornehmen,  wenn  man  keine  Formel  dazu 
braucht***^).  Weiterhin  polemisirt  er  gegen  Wild***):  die  Fordenmg, 
dafs  die  Formel  die  Lage  der  Extreme  genau  gebe,  würde  nur  be- 
rechtigt sein,  wenn  diese  Lage  durch  die  Beobachtungen  selbst  genau 
bestimmt  sei-,  das  sei  namentlich  für  das  Maximum  nicht  der  Fall. 
Je  mehr  Jahre  zur  Ableitung  der  Mittelwerte  verwendet  würden, 
xmi  so  flacher  werde  die  Curve  zur  Zeit  der  Extreme. 

Schliefslich  fafst  er  seine  Resultate  zu  „Thesen'^  zusammen**^) 
und  entwickelt  ein  graphisches  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten*^. 

Wild's  Entgegnung *'^^)  bezieht  sich  hauptsächlich  auf  das  der 
Discussion  zu  Grunde  liegende  Thatsachenmaterial.  Er  betont,  dafs 
die  Genauigkeit  der  Mittelwerte,  die  man  aus  jahrelang  fortgesetzten 
Beobachtungsreihen    entnimmt,    weit  gröfser   sei,    als   Schreiber   an- 

1296)  p.  176.         1297)  p.  191.         1298)  p.  200. 

1299)  p.  198.         ISOO)  p.  206,  210. 

1801)  p.  201.         1802)  p.  204. 

1808)  p.  206.  Er  meint  damit:  wenn  die  Interpolation  linear  ge- 
schehen kann.  So  ganz  allgemein  geht  übrigens  seine  Behauptung  sicher 
zu  weit:  es  giebt  genug  Fälle,  in  denen  die  einfache  lineare  Interpolation 
fehlerhafte,  eine  Interpolation  mit  geeigneten  eompHoirteren  Formeln  gute 
Resultate  liefert. 

1804)  p.  207.         1805)  p.  209.         1806)  p.  211. 
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genommen  habe^^*^.  Die  Curven  würden  mit  wachsender  Anzahl 
der  Beobachtungsjahre  nicht  j^pjoamer  flacher'^  sondern  ,,inmier  regel- 
mäfsiger^^,  sodafs  man  die  Eintrittszeiten  der  Extrema  immer  schärfer 
bestimmen  könne.  Schliefslich  resumirt  er^^^):  „wenn  man  der 
weiteren  rechnerischen  Benutzung  halber  diese  Formel  mit  wenig 
Gliedern  den  Thatsachen  entgegen  als  allgemein,  d.  h.  in  jeder  Be- 
ziehung und  in  allen  Fällen  die  Gesetze  des  täglichen  Ganges  der 
Temperatur  genau  genug  darstellend  bezeichnet,  so  riskirt  man  da- 
durch nicht  blofs  sich  selbst,  sondern  auch  andere  zu  täuschen  und 
irre  zu  führen^^;  und  fragt:  „welche  weitere  Verwendung  haben  denn 
bis  dahin  alle  die  zahlreichen  Darstellungen  über  die  ^gliche 
Temperaturperiode  durch  die  Bessersche  Formel  gefunden  als  zur 
Berechnung  falscher  Eintrittszeiten  der  Extrema  oder  zur  unrichtigen 
Interpolation  fehlender  Beobachtungen  von  einem  Teil  der  Tages- 
periode?" 

Schreiber's  Antwort**^)  will  keine  Entgegnung  sein,  sondern 
nur  „seinen  Standpunkt  klar  darstellen".  Dafs  man  mit  Hilfe  der 
Bessel'schen  Formel  Extreme  nicht  bestimmen  dürfe,  habe  er  selbst 
betont.  „Natürlich  handelt  es  sich  darum,  dafs  man  sich  stets 
dessen  bewufst  ist,  was  man  macht,  und  die  Formeln  nicht  zu 
Zwecken  verwendet,  zu  denen  sie  nicht  da  sind." 

Weiter  hat  noch  L.  Grofsmann  an  der  Discussion  teil- 
genonmien^'^^).  Er  macht  zunächst  darauf  aufmerksam,  dafs  die  im 
allgemeinen  unendliche  Beihe: 

OP 

(3)  f(x)  =^  (a*  cos  kx  +  hk  sin  kx) 

sich   auf  eine   endliche  reducire,  wenn  für  x  ein  aliquoter  Teil  der 

Periode    gesetzt   wird:    ist  z  = ,    r   ganzzahlig,    »  ==  2  v   oder 

=  2  V  -f  1,  so  wird  (vgl.  Euler^s  Gleichungen  §  18,  2): 


1807)  Petersb.  Bull.  (3)  36,  1893,  p.  497.  In  der  That  ist  ein  Teil 
der  Meinungsverschiedenheit  darauf  zurückzuführen,  dafs  Wild  in  erster 
Linie  aus  langjährigen  Beobachtungen  gewonnene  Mittelwerte,  dagegen 
Schreiber  kürzere  Serien  im  Auge  hat;  da  die  letzteren  geringere  Genauig- 
keit besitzen  als  die  ersteren,  kann  man  auch  an  ihre  Darstellung  durch 
eine  Formel  weniger  Ansprüche  machen. 

1308)  p.  604. 

1309)  Meteor.  Zeitschr.  28,  1898,  p.  848. 

1310)  Hamb.  Seewarte  Archiv  17g,  1894.  Die  Gleichungen  (6)  sind 
als  specielle  Fälle  in  von  Gaufs  gegebenen  Gleichungen*^*')  enthalten. 
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"-^ 


l>o  ==  a*  +  ^.  öji 


«9 


!>*=  a*+^(aji,-*+  a;in+*),      (*  «  1,  2,  8, .  .  .)  (5) 

OB 


g*=  feit+  ^,  (—  2)ji«_*H-  &ji»+*); ' 


(Ist  n  =  2  V,  so  sind  für  A;  —  v  die  beiden  letzten  Formeln  zu  er- 
setzen durch: 

Er  findet*'*^),  viele  Mifsgriffe  bei  der  Anwendung  der  Bessel'schen 
Formel  erklärten  sich  daraus,  dafs  die  im  Abbrechen  der  Reihe 
liegende  Willkür  nicht  beachtet  wurde.  Auch  macht  er  (soviel  ich 
sehe,  er  zuerst  ausdrücklich)  darauf  aufinerksam^'^^),  dafs  die  Er- 
mittelung der  Lage  der  Extreme  mittelst  der  Formel  deshalb  mit 
grölserer  Unsicherheit  behaftet  sei,  als  die  Interpolation  eines  einzelnen 
Functionswertes,  weil  bei  der  Differentiation  die  an  sich  unsichereren 
höheren  Glieder  noch  jedes  seinen  Index  als  Factor  erhielten.  Haupt- 
sächlich aber  betont  er,  dafs  es  wesentlich  sei,  die  beiden  Aufgaben, 
denen  die  Formel  dienen  soll,  von  einander  zu  trennen:  Über  ihre 
Brauchbarkeit  zur  Interpolation  für  einen  speciellen  Fall  könne  man 
häufig  leicht  ein  Urteil  gewinnen:  leite  man  z.  6.,  wenn  24  Be- 
obachtungen vorliegen,  aus  den  12  geraden  die  Formel  ab  und  finde 
dann,  dafs  sie  auch  die  imgeraden  genügend  darstellt,  so  sei  der 
Schlufs  „nahezu  gesichert^^  dafs  die  aus  allen  24  abzuleitende  Formel 
den  Ansprüchen  der  Interpolation  genügen  wird.  Indessen  derartige 
Aufgaben  gehörten  „den  Jugendjahren^^  der  Besserschen  Formel  an; 
sie  habe  jetzt  „höheren  Zwecken'^  zu  dienen,  nämlich  „als  Hilfs- 
mittel zu  theoretischen  Untersuchungen  über  die  Gesetze  der  Er- 
scheinungen^' ^'^•). 

Weiterhin  folgen  noch  Erörterungen  darüber,  wie  weit  die 
Genauigkeit  der  Bestimmung  der  Coef&cienten  von  der  Anzahl  der 
benutzten  Beobachtungen  abhängt ^'^^);  Grofsmann  findet  z.  B.,  dafs 

1311)  p.  2.         1812)  p.  8. 

1818)  ib.     Seine  Auffassung  steht  also  der  von  Gould^*^*)  nahe. 

1814)  p.  4. 
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man  die  Coefficienten  des  täglichen  Gaages  der  meteorologischen 
Elemente  nicht  merklieh  genauer  am  halbstündlichen  als  aus  stünd- 
lichen Beobachtungen  würde  erhalten  können.  Endlich  giebt  er 
noch  ausgearbeitete  Formeln  und  Eechenbeispiele  für  n  —  24  *^**) 
und  für  «=  12^'^*);  dabei  benutzt  er  Relationen  zwischen  den  zu 
einem  bestimmten  Wert  der  Zahl  und  den  zu  ihren  Teilern  ge- 
hörenden Coefficienten. 

A.  Nippoldt  jun.^^^'^)  glaubt  die  ,^atliematische^*  und  die 
„meteorologische^^  Auffassimg  der  harmonischen  Analyse  einander 
gegenüberstellen  zu  sollen;  unter  der  ersteren  versteht  er  die  Ent- 
wicklung sog.  willkürlicher  Functionen  in  trigonometrische  Reihen 
und  subsnmirt  darunter  auch  die  Verwendung  der  trigonometriscben 
Formeln  zur  Interpolation;  unter  der  letzteren  die  gesonderte  phjrsi- 
kalische  Deutung  der  einzelnen  Entwicklungsglieder.  — 

Die  Frage,  wie  man  bei  den  gewöhnlich  vorkommenden  Zahlen 
der  Beobachtungen  und  der  zu  berechnenden  Goefficienten  die  Rech- 
nung zweckmSfsig  anlegt,  ist  von  R.  Strachej  noch  einmal  vor- 
genommen worden;  er  giebt  verschiedene  Gestalten  der  Formeln  zur 
Berechnung  von  9  Coefficienten  aus  24  Beobachtungen**^*),  sowie 
die  Bestimmung  der  wahrscheinlichen  Fehler  der  ersteren  ans  den- 
jenigen der  letzteren****). 

C.  Ausgestaltung  der  Interpolation  durch  trigonometrische 
Functionen  für  specielle  geophysikalische  Fragen. 

Von  Fragen  der  Geophysik,  die  zu  einer  besonderen  Anlage  der 
Interpolationsformeln  Veranlassung  geben,  sei  zunächst  die  der 
Mittelwerte  (Tages-,  Monats-,  Jahresmittel)  besprochen.  Speciell 
die  Frage,  ob  man  nicht  aus  einer  kleinen  Anzahl  geeignet  gewählter 
Beobachtungen  einen  genügenden  Wert  des  Tagesmittels  der  Tem- 
peratur ableiten  könne,  ist  lange  vor  der  EinfELhrung  der  trigono- 
metrischen Interpolation  bereits  behandelt  worden;  einen  Bericht 
über  ältere  derartige  Versuche  findet  man  bei  A.  von  Humboldt***). 

1816)  p.  5.         1816)  p.  12. 

1817)  Zeitechr.  math.  Unterr.  29,  1898,  p.  401.  Übrigens  hat  schon 
A.  Bravais  "^^),  p.  806  erklärt,  die  Bestmunung  der  Coefficienten  entbinde 
nicht  von  der  Kotwendigkeit,  zu  untersuchen,  ob  die  einzelnen  „ondes" 
partikuläre  Ursachen  haben  oder  nur  ein  indirektes  Resultat  der  an- 
gewendeten Entwieklnngsform  sind. 

1818)  Lond.  Roy.  Proc.  42,  1887,  p.  61;  vgl.  die  Schemata  p.  76—79. 

1819)  nr.  6,  p.  66. 

18S0)  M^.  de  la  soc.  d'Arcueü  8,  1817,  p.  491  (Kleine  Schriften  1, 
Tüb.  u.  Stnttg.  1849,  p.  228). 
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Er  erwähnt  namentlich  drei  Combinationen  als  damals  gebräuchlich: 
Sonnenaufgang,  2*j?.  m.  und  Sonnenuntergang;  Sonnenaufgang  (bezw. 
Minimum)  und  2^p.  m.  (bezw.  Maximum);  Stunde  des  Mediums. 
Wenn  drei  Beobachtimgen  vorliegen,  rät  er  ihnen  Gewichte  bei- 
zulegen, proportional  der  Zwischenzeit  von  jeder  bis  zur  folgenden  ^^'^). 

um  dieselbe  Zeit  wurde  bereits  in  Nordamerika  von  Ch.  D  e  wey  eine 
Reihe  von  stündlichen  Beobachtungen  mit  der  Absicht  durchgeführt, 
festzustellen,  welche  Combination  von  drei  Beobachtungsstande^  die 
besten  Besultate  ergebe  ^'^').  Dewej  selbst  entscheidet  sich  für  die  s.  Z. 
von  der  Pfälzer  meteorologischen  Gesellschaft^***)  eingeführte  Com- 
bination 7*a,  2*j)  und  9*j};  dagegen  zieht  D.  Brewster^'^)  aus 
Dewey's  Beobachtungen  den  Schlufs,  daCs  lO^a  imd  10^i>  noch  besser  sei. 

Eine  andere  Methode,  um  aus  sog.  „rohen^*  Mitteln  (Mitteln  aus 
einer  kleinen  Anzahl  von  Beobachtungen)  die  „wahren  Mittel'*  ^**^) 
abzuleiten,  scheint  auf  L.  von  Buch^**^)  zurückzugehen:  ist  an 
einem  Ort  die  Differenz  zwischen  beiden  durch  Beobachtungen  fest- 
gestellt (etwa  fCLr  jeden  Monat),  so  kann  man  annehmen,  dafs  sie  an 
benachbarten  Orten  ebensogrofs  sein  werde.     J.  Fr.  Schouw^*^)  hat 

1321)  p.  493. 

1322)  Mem.  Amer.  Acad.  of  Arte  and  Sciences  4,  1818,  p.  387;  Amer. 
J.  of  sei.  1,  1818,  p.  837—846  (mir  nicht  zugänglich);  vgl.  1324. 

1823)  Ephem.  meteor.  .Palat.  1,  1781  (88),  p.  10. 

1324)  Edinb.  philos.  J.  6,  1822,  p.  362. 

1325)  Darunter  werden  in  der  meteorologischen  Litteratur  die  aus  stünd- 
lichen Beobachtungen  abgeleiteten  Mittel  verstanden,  die  von  den  idealen, 
durch  Integrale  definirten  Mitteln  noch  verschieden  sein  kGnnen.  Gewöhnlich 
werden  übrigens  in  der  Meteorologie  die  „wahren*^  Mittel  nach  der  Formel : 

^  =  2^  («1  +  ^  H 1-  ^«) 

berechnet;  dafs 

fi  «  -/i(|ao  +  Ol  H h  «18  +  i«!*) 

vorzuziehen  ist,  scheinen  die  Meteorologen  erst  von  M.  Rikatscheff 
(Bepert.  Meteor.  8^,  1873,  p.  1)  und  G.  Graf  Wilczek  (Meteor.  Zeitschr. 
10,  1876,  p.  213;  vgl.  Bikatscheff^s  Prioritätsreklamation  p.  256)  gelernt 
zu  haben,  obwohl  sich  schon  A.  Bravais  (voyages  de  la  commission 
scientifique  du  Nord,  publi^s  sous  la  direction  de  P.  Gaimard,  m^t^orologie 
t.  2,  Paris  [zwischen  1844  und  1848],  p.  326,  der  letzteren  Formel  be- 
dient hat.  R.  Strachey  (Lond.  Roy.  Proc.  42,  1887,  nr.  7,  pg.  67  und 
E.  Leyst  Repert.  Meteor.  13,,  1890,  p.  57)  machen  darauf  aufmerksam,  dafs 
die  erste  Formel  das  für  12,5**,  die  zweite  das  fBr  12*»  geltende  Mittel 
liefere.  Letzterer  giebt  p.  251  an,  wenn  nur  Beobachtungen  zu  den  unge- 
raden Tagesstunden  vorliegen,  dürfe  man  nicht  nach  einer  zur  zweiten 
analogen  Formel  rechnen. 

1326)  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  11,  1812,  p.  44. 

1327)  Pflanzengeographie,  Berl.  1828,  p.  69. 

JahrMberiobt  d.  Dentioben  Mathem.-Vereinignng.    X.  17 
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die  in  dieser  Weise  aus  den  Paduaner  [selbst  schon  extrapolirten!] 
Beobachtungen  gewonnenen  Zahlen  sehr  allgemein  in  Anspruch  ge- 
nommen, allerdings  selbst  bemerkt,  man  wfirde  vielleicht  besser  einen 
nahen  imd  imter  gleichen  ftuTseren  Verhältnissen  gelegenen  Ort  be- 
nutzend'^). Bald  darauf  prftcisirt  er  das  näher  dahin,  dafs  er  die 
aus  den  Beobachtungen  an  einem  Ort  abgeleiteten  Differenzen,  um 
sie  für  einen  anderen  Ort  nutzbar  zu  machen,  mit  dem  Verhältnis 
der  täglichen  Temperaturschwankungen  multiplicirt^'^). 

Tralles****)  betrachtet  die  Curve  des  täglichen  Temperatur- 
ganges als  aus  4  Farabelbogen  zusammengesetzt;  als  Übergangs- 
punkte wählt  er  Maximum  Jlf ,  Minimum  m^=  a  —  n  und  zwei 
Punkte  gleicher  Temperatur  &,  die  gerade  um  eine  Zeit  L  gleich 
der,  welche  die  Sonne  über  dem  Horizont  bleibt,  von  einander  ab- 
stehen; er  findet  so  als  Ausdruck  für  das  Mittel: 

(1)  ^  =  o  +  |(Jf-a)-i{2«(l-i)  +  a-6}- 

Die  noch  willkürliche  Gröfse  a  könne  man  noch  so  w&hlen,  dafs  das 
letzte  Glied  wegfalle.  Man  könne  gegen  dieses  Verfahren  ^elleicht 
einwenden,  es  sei  nicht  schwieriger  den  Zeitpunkt  zu  bestimmen,  in 
dem  die  Temperatur  gerade  =»  fi  ist;  aber  dieser  falle  in  die  Zeit 
der  raschesten  Temperaturänderung,  dagegen  bedeute  a  eine  „tief 
in  der  Nacht"  beobachtete  Temperatur"*^).  J.  Fr.  Schouw^"^ 
vergleicht  die  Resultate  der  einfachen  Formel: 

(2)  ^  =  i(Jlf+m) 

mit  denjenigen  der  Tralles* sehen  imd  schlägt  vor,  die  aus  dieser 
Vergleichung  sich  ergebenden  Differenzen  als  Gorrectionen^*'^)  für 
die  Formel  (2)  zu  verwenden****). 

J.  Fr.  Posselt*'»*)  und  J.  C.  Poggendorff *"*)  wollen  sogar  die 

1828)  p.  72. 

1829)  Beitr.  zur  yergl.  Klimatologie  1,  Eopenh.  1887,  p.  132.  H. 
Meyer ^*^^,  p.  74  bemerkt  dazu:  verfüge  man  über  Normalstationen  mit 
einigermafsen  gleichem  Klima,  so  sei  der  EinfluTs  der  Amplitude  praktisch 
ohne  Belang;  andemfaHs  sei  die  Beduction  auf  wahre  Mittel  überhaupt 
miTslich. 

1830)  Berl.  Abh.  1818/19  [20],  phys.  El.  p.  418.  Einer  ähnUchen 
Methode  hat  sich  auch  D.  Brewster  bedient,  indem  er  die  Trennungs- 
punkte in  die  Media  verlegt  (Edinb.  J.  of  science  6,  1826,  p.  18;  Edinb. 
Trans.  10,  1826,  p.  862;  beides  mir  nicht  zugänglich;  vgl.  aber  z.  B.  den 
Bericht  von  Kämtz,  J.  f.  Chem.  Phys.  47,  1826,  p.  400).      1881)  p.  418. 

1832)  Pflanzengeographie,  Berl.  1828,  p.  59.        1388)  p.  60. 
1884)  Notizen  zur  Natur-  und  Heilkunde  8,  1823,  col.  3. 
1386)  Ann.  Phys.  Chem.  4,  1826,  p.  411. 


§  86.    C.  Trigonom.  Interpolation;  spec.  g^ophysik.  Fragen.       269 

Gau&'schen  Methoden  mechanischer  Quadratur  heranziehen;  doch 
yerwirft  sie  letzterer  selbst  wieder  als  ^^emlich  lästig^  ^'**). 

G.  G.  Hallström*"^)  modificirt  Tralles'  Verfahren  „vorläufig*' 
in  der  Weise,  dafs  er  für  die  Punkte  b  die  Wendepunkte ^'**)  der 
Temperaturcurve  nimmt,  indem  er  sich  zu  der  Annahme  berechtigt 
glaubt,  dafs  diesen  Pimkten  nahezu  gleiche  Temperaturen  ent- 
sprechen; er  erhftlt  so: 

V  -  «•  +  i(6  -  w)  +  |X  (If  -  m).  (3) 

Fflr  den  Factor  X,  der  bei  ihm  eigentlich  die  Differenz  zwischen  den 
Abscissen  der  Wendepunkte  bedeutet,  findet  er^**^)  aus  einer  (geringen) 
Anzahl  von  Beobachtungen  graphisch  den  Wert  7/12.  Dagegen  scheine 
h  —  nt  eine  Function  von  M^m  za  sein;  er  drückt  beide  Differenzen 
als  ganze  Functionen  zweiten  Grades  der  Ordnimgsnummer  des 
Monats  aus  und  bestimmt  deren  Goefficienten  für  jeden  Beobachtungs- 
ort durch  kleinste  Quadrate ^^.     Er  kommt  so  dazu,  eine  Formel: 

I»  -  |(^  +  w)  -  a (If  —  w)  (4) 

anzunehmen,  in  der  a  einen  empirischen  Goefficienten  bedeutet ^'^^); 
da  er  für  diesen  sehr  kleine  Werte  erhält,  findet  er,  bis  auf  weiteres 
könne  man  Formel  (2)  als  nahe  richtig  annehmen  ^^').  Schlielslich 
untersucht  er  auch  noch  die  Formeln****): 

l*  =  i(a»  +  A  +  l^io)  W 

und*"*) 

(die  Bezeichnung  wird  leicht  verständlich  sein)  \md  giebt  auch  f&r 
sie  eine  Darstellung  der  Correction  als  quadratische  oder  trigono- 
metrische Function  der  Ordnungsnummer  des  Monats. 

Die  bis  dahin  aufgetauchten  Vorschläge  hat  L.  Fr.  Eämtz 
einer  vergleichenden  Besprechung  unterzogen****).  Er  bemerkt  zu- 
nächst, dafs  hier  die  Anwendung  der  Eramp'schen  Methode  mecha- 
nischer Quadratur  kein  merklich  anderes  Resultat  gebe,  als  das 
arithmetische  Mittel   aus   24  Beobachtungen,    sodafs  man  sich  mit 


1886)  p.  416.         1887)  ib.  p.  888. 

1888)  Der  Ausdrack  ist  im  Text  in  dem  in  der  Geometrie  üblichen 
Sinne  (^braucht;  in  der  meteorologischen  Litteratm*,  namentlich  der  älteren, 
steht  er  häufig  für  „Extreme". 

1889)  p.  886.         1340)  p.  887.         1341)  p.  891. 
1848)  p.  896.         1348)  p.  899.         1844)  p.  408. 

^      1846)  J.  f.  Chem.  Phys.  47,  1826,  p.  898. 
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diesen  (aber  nidit  mit  einer  geringeren  Anzahl)  begnügen  könne. 
Bei  Besprechung  der  Methode  von  TraUes^*^)  macht  er  darauf  auf- 
mericsam,  dafis  sie  eine  genaue  Bestimmtmg  der  Lage  der  Eztrema 
voraussetzt,  die  meistens  nicht  vorliege  ^'^);  fOr  die  Zeit,  zu  der 
die  Temperatur  a  beobachtet  werden  mufs,  nimmt  er  Mitternacht  ^^^). 
Übrigens  sdd&gt  er  vor,  die  Gleichungen  der  Parabelbögen  aus  je 
drei  Beobachtungen  zu  bestimmen ^**®).  Auch  Hällström's  Methode***^) 
variirt  er  auf  verschiedene  Arten  ^''^');  er  kommt  dchliefslich  dazu, 
in  ihr 

(7)  b-m  =  i(M-m) 

zu  setzen  ^'^).  Auch  f&r  L  glaubt  er  einen  vom  Orte  unabhängigen 
Coefficienten  setzen  zu  können;  so  kommt  er  zu  einer  Formel: 

(8)  ft  =  m  +  /5(lf-m), 

in  der  ß  nur  von  der  Zeit  abhangt  ^*^*).  Weiterhin  stellt  er  noch 
der  Formel  von  Tralles  (l)  eine  andere  an  die  Seite,  in  der  Minimum 
und  Nachtlftnge  durch  Maximum  und  Tageslänge  ersetzt  sind^^^). 
Die  Formel  (2)  und  Humboldt's  Vorschlag*'**),  den  Sonnenunter- 
gang als  Zeit  des  Mediums  anzusehen,  verwirft  er*^').  Dagegen 
findet  er,  daijs  bei  Benutzung  der  Pfälzer  Beobachtungszeiten  ^'^^  die 
Formel: 

gute  Resultate  giebt**^),  zumal  wenn  man  noch  eine  Correotion 
nach  Art  der  von  Schouw  vorgeschlagenen***®)  anbringt *'*^).  Das 
gleiche  gelte  von  der  Formel*'^): 

Humboldt's  Bestimmung  der  Gewichte*'**)  sei  in  diesen  Fall  nicht 
wesentlich  genauer*'*''). 

Einig«rmafsen  überraschend  wirkt  es,  wenn  Eämtz  w^ge 
Monate  später  erklärt,  er  habe  sich  „schon  vor  längerer  Zeit^^  über- 
zeugt, daiüs  sein  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Correctionen  un- 
richtig sei*'*');  besser  sei  es,  die  Gorrection  der  täglichen  Schwankung 
proportional  zu  setzen*"^)  [d.  h.  also  Schouw's  neueres  Verfahren*"*) 
zu  benutzen]. 


1346)  p.  397.         1347)  p.  428.         1348)  p.  401. 

1349)  p.  406.         1360)  p.  426.         1361)  ib.  48,  1826,  p.  6. 

1362)  p.  10.  Iß63)  p.  22.  1364)  p.  26. 

1366)  p.  27.  1366)  p.  29.  1367)  p.  32. 

1868)  ib.  49,  1827,  p.  128.         1369)  p.  181. 
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In  seinem  Lehrbuch  ^^  wiederholt  lübntz  einen  Teil  dieser 
Ustersnchnngen. 

In  Bufidand  wurde  auf  Anordnung  von  A.  T.  Kupffer  achtmal 
tftglich  beobachtet  und  nach  Humboldt^*')  die  Formel: 

f^  ^  n(^+  ^0  +  P0  +  Pi  +  Pa  +  P$  +  P9+  ^Pio)  (11) 

benutzt  ^^). 

J.  0.  Poggendorff ^'*')  unterscheidet  die  bis  dahin  aufgestellten 
Formeln  in  „theoretische^^  und  „empirische^;  g6gen  seine  Einteilung 
läfst  sich  einwenden,  dafs  er  einerseits  die  in  den  Formeln  (1), 
(3),  (8)  liegenden  empirischen  Elemente  verkennt,  dafs  andererseits 
z.  B.  Humboldfs  Formel  ^'*^)  ebensowohl  als  theoretisch  begrftndet 
angesehen  werden  kann,  wie  z.  B.  die  GauTs'sche  (dafs  letztere  im 
allgemeinen  genauere  Resultate  giebt  als  erstere,  ist  doch  nur  ein 
gradueller  unterschied).  Übrigens  betont  er,  s&mtliehe  Metboden 
seien  trügerisch,  wenn  man  sie  zur  Bestimmung  der  Mitteltemperatur 
eines  einzelnen  Tages  anwenden  wolle ^'*').  .Er  selbst  scheint: 

f»-i(ao+«8  +  l»J  (12) 

ZU  bevorzugen  *••*). 

Eine  umfangreichere  Zusammenstellung  der  Besultate  einer 
Anzahl  von  Beobachtungsstundencombinationen  mit  den  wahren 
HGtteln***)  findet  sich  bei  H.  Dove****);  eine  andere  bei  Ch. 
De wey  *•••),  der  u.  a.  die  Combinationen:  8*,  13,  Sonnenuntergang, 
lO*^  und:  Sonnenaufgang,  9',  3^^  9^  empfiehlt;  eine  dritte,  aus  der 
die  statt  (9)  benutzte  Formel: 

t^-H^n  +  P,+  ^P9)  (13) 

erwähnt  sei,  bei  J.  Edlund***^;  eine  vierte  bei  K.  Jelinek****), 
der  aber  die  wahren  Mittel  aus  interpolirten  Beobachtungen  ent- 
nimmt und  dann  die  (üorrecturen  nach  der  SchouVschen  H7X>othese 
bestinunt,  sodafs  seine  Tabelle  nicht  Beobachtungsresultate  enthält; 
eine  ftlnfbe  bei  W.  Köppen^^^),  der  zu  den  Resultaten  kommt,  dafs 

ia«0)  Lehrbuch  der  Meteorologie  1,  Halle  18S1,  p.  91^111. 

1561)  Peterab.  Obserr.  möt^r.  1,  ia87,  p.  XU  und  6. 

1562)  Ann.  Fhys.  Ghem.  42,  1887,  p.  680. 
1863)  p.  634.         1364)  p.  646. 

186«)  Berl.  Abb.  1846  (48),  phys.  £1.  p.  109. 

1866)  Smith^B  Rep.  1867  (68),  p.  810;  Nachträge  ib.  1860  (61),  p.  418. 

1867)  Stockh.  meteor.  laktt.  1,  1869,  p.  HI. 

1868)  Wien.  Denkachr.  27,  1867,  Tafel  Y,  p.  118;  v^l.  p.  93,  96,  107. 

1869)  Bepert.  Meteor.  8,,  1878. 
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der  Vorteil,  den  die  Berücksichtigiuig  der  Amplitude  ^''')  mit  sich 
bringt,  nicht  im  Verhältnis  steht  zur  Umständlichkeit  des  Ver- 
fahrens ^'^^),  nnd  dafs  für  Orte  der  gemädsigten  Zone  schlielslich: 

(14)  f^-i{(h  +  P%  +  Pio) 

der  Formel  (9)  noch  vorzuziehen  sei*"*);  eine  sechste  bei  H.  Wild"'*), 
der  die  Formel  (5)  ffir  die  beste,  wenn  auch  leider  nicht  wohl  ein- 
zuführende erklärt. 

Neuerdings  werden  vielfach  Formeln  benutzt,  die  neben  den 
Beobachtungen  bestinunter  Stunden  noch  die  an  einem  Minimum- 
thermometer abgelesene  Minimaltemperatur  berücksichtigen  (die 
Mazimumthermometer  sind  nicht  zuverlässig  genug).  So  ist  die 
Formel: 

(16)  f*  =  T(«8  +  A  +  l>8+w) 

vom  Wiener  Meteorologencongrels  empfohlen **^'),  auch  von  H.  Mohn 
für  Stationen  südlich  von  64®  n.  Br.  benutzt  worden.  Dagegen  be- 
nutzte Mohn  für  nördlicher  gelegene  Stationen  eine  Modification 
derselben: 

(16)  ^  =  Y+f  i<h  +  Pi  +  P8+  f^\ 

indem  das  Gewicht  /*  für  die  nördlichste  Station  aus  den  Beobach* 
tungen  entnommen,  für  dazwischen  liegende  interpolirt  wurde  *'^^). 
Auf  der  Hamburger  Seewarte  wurde  eine  Zeitlang  für  die  Monate 
vom  September  bis  April: 

(17)  ^==f,(öa8+2i^,+  öi>8), 
für  Mai  bis  August: 

(18)  ft-i(a8  +  ft+-M  +  w) 

benutzt *'^^),  dann  aber*'^*)  eine  bequemere  Gestalt  von  (16),  nämlich: 

(19)  ^-i(a8  +  ft  +  A)-*{i(«8  +  ft  +  l>8)-«»}i 
oder  eine  analog  gebildete  einfachere  Formel  *'^^): 

1870)  p.  10. 

1871)  p.  16.     Koppen   berücksichtigt  beim  Vergleich  nicht  nur   die 
GrÖfse  der  anzubringenden  Correction,  sondern  auch  ihre  Unsicherheit. 

1878)  Bepert   Meteor.   SuppL   1,   1881,   Tabelle   V,   p.  XLVII;   Er- 
läuterungen p.  161,  166. 

1873)  Vgl.  die  Zusammenstellung  der  Beachlüsse   der  Meteoroloc^n- 
congresse,  Repert.  Meteor.  16^0,  pag.  28. 

1874)  Meteor.  Zeitschr.  19,  1884,  p.  168. 

1876)  W.  Koppen,  Ann.  Hydrogr.  16,  1888,  p.  841. 
1876)  p.  846.         1877)  p.  847. 


§  26.    C.  Trigonom.  Interpolation;  apec.  geophysik.  Fragen.       263 

^  =  i(«8  +  ft)  +  MA-f(«8  +  i>8)}  (20) 

angenommen.  Die  Umgestaltung  (19)  seiner  Formel  (16)  wurde 
dann  auch  Yon  Mohn  acceptirt^'^^;  ist  aber  das  Minimum  nicht 
beobachtet,  so  zieht  er  es  vor,  erst  mit  Hilfe  der  einfacheren  Formel: 

^--T(«8  +  l>8)  +  Corr.,  (21) 

oder  auch  der  Formel  (20)  einen  Näherungswert  für  (a  zu  berechnen, 
hierauf  aus  der  Proportion: 

(^  -  m)  :  ((i'  -  w')  =  (ft  -  m)  :  (p^  -  w') 

den  Mittelwert  (i'  ffir  eine  benachbarte  Station,  fär  die  m'  beobachtet 
ist,  dann  k  für  diese  Station,  endlich  mit  diesem  Wert  von  Je  aus 
(19)  einen  zweiten  Näherungswert  von  fi,  mit  dran  das  Verfahren 
nötigenfalls  wiederholt  werden  kann^'^^. 

Eine  Prüfimg  sowohl  dieser  das  Minimum  enthaltenden,  als  der 
früheren  Formeln  hat  Fr.  Erk  auf  Veranlassung  von  W.  y.  Bezold 
unternommen^^;  er  findet  u.  a.,  daf^  (9)  die  beste  Combination  sei, 

f*  =  i(«8  +  i>2+2Pio)  (22) 

ihr  fast  gleichstehe,  (5)  noch  zu  empfehlen,  dagegen  die  Pf&lzer 
Combination  ****) : 

*»  -  i  («7  + 1».  +  J».)  (23) 

höchstens  bei  maritimer  Lage  zulässig  sei^^^).  Die  aus  Terminen 
und  Extremen  zusammengesetzten  Combinationen,  speciell  (15), 
dürften  auf  die  Stufe  der  besseren  dreigliedrigen  Combinationen  ge- 
stellt werden. 

F.  Schreiber,  der  sich  selbst  des  von  ihm  neu  gefundenen 
Schouw-Kämtz'schen  Verfahrens****»  *'*•)  bedient**®*),  sieht  als  die 
beste  Combination  diejenige  an,  welche  die  Tagestemperatur  mit  den 
kleinsten  mittleren  Fehlem  ergiebt  ****);  er  konmit**®*)  zu  ähnlichen 
Resultaten  wie  Wild**^*).  Die  Anbringung  constanter,  von  der 
Amplitude  unabhängiger  Correctionen  verringere  den  mittleren  Fehler 
nur  unwesentlich,  aufser  bei  der  Combination  (15). 

E.  Leyst**®^)  und  L.  Grofsmann**®*)  haben  die  Frage  geprüft, 
ob    die   Benutzung    der  Mohn'schen  Formeln   (16),    resp.   (19),    zu 


1378)  Meteor.  Zeitschr.  86,  1891,  p.  268.        1879)  p.  266. 

1880)  Münch.  Abh.  14,,  1883,  p.  176;  Auszug  Meteor.  Zeitschr.  19, 
1884,  p.  264. 

1881)  p.  222.        1882)  Meteor.  Zeitschr.  28,  1888,  p.  261. 
1388)  p.  263.         1384)  p.  266. 

1886)  Bepert.  Meteor.  16, ,  1886,  p.  84. 
1886)  Meteor.  Zeitschr.  27,  1892,  p.  126. 
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empfehlen  sei;  sie  kommen  übereinstimmend  zu  dem  Resultat,  dafs 
die  Constanten  k  einstweilen  nicht  genügend  sicher  zu  bestimmen 
sin^.  Leyst  hebt  namentlich  auch  hervor,  dafs  es  bei  der  Ver- 
gleichung  der  relativen  Güte  der  verschiedenen  GombinationBn  wesent- 
lich darauf  ankomme,  zu  welcher  Tagesstimde  man  das  Minimum- 
thermometer ablese,  da  ev.  die  abgelesene  Minimumtemperatur  nicht 
dem  laufenden,  sondern  dem  vorhergehenden  Tage  angehören  könne  ^^^. 
Auch  findet  er,  Eöppen's  Trennung  der  Correction  in  zwei  Factoren 
(19)  bringe  nur  einen  scheinbaren,  keinen  wirklichen  Vorteil:  die 
Unsicherheit  könne  durch  diese  Zerlegung  teilweise  der  unmittel- 
baren Betrachtung  entzogen,  aber  keineswegs  veimindert  werden  ^^. 
Ob  man  sich  dabei,  wie  Koppen,  der  gewöhnlichen  oder,  wie  Schreiber, 
der  [sog.]  Wilczek'schen  Methode  zur  Berechnung  der  „wahren^^ 
Mittel ^^^)  bediene,  mache  keinen  wesentlichen  Unterschied ^^^). 
Beidemal  sei  übrigens  das  Mittel  aus  den  CorrectioAen  für  einen 
Monat  stets  kleiner  als  die  Correction  des  Monatsmittels,  man  be- 
gehe  also  durch  Verwechslung  beider  einen  systematischen  Fehler***^). 
Endlich  hat  neuerdings  B.  Bubenson  die  Frage  noch  einmal 
vorgenommen.  Er  gewinnt  zunächst  eine  „verbesserte  Edlund'sche 
Formel"  *«»i): 

(24)  t^^E^a  +  ß{E^p,\ 

in  der  E  den  Edlund'schen  Wert  (13),  o  und  ß  Constante  be- 
deuten; dann  noch  eine  andere  ^'^'): 

(25)  ^  =  |(ag  +  |,,  +  |,,)+|,(a,-|(a8  +  i>,)) 

oder  nach  einer  ihm  von  H.  E.  Bamberg  vorgeschlagenen  Um- 
formung: 

(26)  ^  =  «(a8  +  l>9)  +  (l-2«)ft, 

wo  er  jetzt  p  bezw.  a  von  Monat  zu  Monat  wechseln  iSXst.  In 
Verbindung  mit  seiner  älteren  Formel  für  die  täglidie  Schwankimg  ^^') 
giebt  das^'**): 

(27)  ^-Ä-ÄV, 

wo  1c  ebenfalls  einen  vom  Beobachtnngsort  und  Beobachtimgsmonat 
abhängigen  Factor  bedeutet.  Doch  findet  er  schliefalich**^),  vor- 
zuziehen sei: 

1387)  Eepert.  Meteor.  16j ,  1886,  p.  7.        1388)  p.  20. 

1389)  p.  27.         1890)  p.  31. 

1391)  Stockh.  Handl.  80^,  1898,  p.  16.    1892)  chap.  2,  p.  33. 

1393)  p.  48.    1394)  p.  60. 
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^-ft-fcF,  (28) 

unter    V  die  j^periodische"  Schwankung***^)  verstanden. 

Weiterhin  versucht  er  die  Coefficienten  des  allgemeinen  Aus- 
drucks: 

^  =  icag  +  yft  +  iB?i?9         (x  +  2^  +  ^  =  1)  (29) 

nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  bestimmen*'^);  er 
findet  für  die  Mehrzahl  der  Monate  Werte,  die  wenig  von  den  von 
Edlund  benutzten  (Qlchg.  13)  abweichen*'^).  Eine  Yergleichung 
der  verschiedenen  besprochenen  Formeln  führt  ihn  zu  dem  Resultat, 
dafs  die  letzte  (29)  vorzuziehen  sei*'^^);  er  giebt  daher  noch  für 
eine  Reihe  von  Stationen  die  aus  ihr  sich  ergebenden  Correctionen 
von  Edlund's  FonneP^^). 

In  allen  bisher  besprochenen  Untersuchungen  ist  die  Frage  nach 
der  zweckmAfsigsten  Ableitung  des  Tagesmittels  aus  einer  Anzahl 
von  Terminbeobachtungen  rein  empirisch  behandelt,  ohne  dafs  dabei 
jemals  auf  die  Darstellung  des  täglichen  Ganges  durch  die  BesseFsche 
Formel  (§  25  B)  Bezug  genommen  worden  w&re.  Dabei  ist  ganz  in 
Vergessenheit  geraten,  dafs  H.  Lloyd*'*^  schon  1848  aus  dem  von 
ihm  neu  abgeleiteten  Specialfall  A. » 0  der  Euler'schen  Formel 
§  18  (2)  den  SchluDs  gezogen  hat:  kann  man  in  der  Besserschen 
Formel  schon  u^  (bezw.  u,)  vernachlässigen,  so  stunmt  das  arith- 
metische Mittel  aus  2  (resp.  3)  beliebigen  äquidistanten  Beobach- 
tungen mit  dem  wahren  Mittel  überein.  Auch  wenn  man  erst  u^ 
(bezw.  U4)  vernachlässigen  könne,  könne  man  das  Gleiche  in  jedem 
einzelnen  Falle  durch  geeignete  Wahl  der  Beobachtungsstunden  er- 
reichen ^^^).  Doch  erklärt  er  selbst  eine  solche  Wahl  nicht  fftr 
zweckmäfsig;  vorzuziehen  sei,  die  Termine  möglichst  nahe  an  die 
Stunden  der  Eztrema  zu  legen,  damit  man  diese  zugleich  mit  ^r- 

halte^^O- 

Andererseits    hat   K.    Weihrauch"^*)    fttr    eine    Anzahl    von 


1896)  chap.  3,  p.  60.         1896)  p.  78. 

1897)  chap.  4,  p.  76.         1898)  chap.  6,  p.  78. 

1399)  Dubl.  Trans.  22,  1849,  nr.  8,  p.  63;  Auszüge  Dubl.  Proc.  4,  1860, 
p.  180  und  Brit.  Ass.  Bep.  18,,  1848,  p.  1.  Denselben  Satz  giebt  auch 
M.  Gnist,  Progr.  Hermannstadt  1863,  p.  XIU. 

1400)  nr.  6,  p.  66.         1401)  nr.  9,  p.  67. 

1402)  Dorp.  Schriften  4,  1888,  IIi ,  nr.  4,  p.  26.  Dafs  die  Formeln  nur 
unter  der  Voraussetzung  der  Darstellbarkeit  des  täglichen  Ganges  durch 
die  Bessel'sche  Formel  mit  der  betr.  Gliederzahl  ridbtig  sind,  sagt  Weih- 
rauch nicht  ausdrflcklich,  weil  es  sich  aus  seiner  ganzen  Auffassung  ^'*^) 
von  selbst  ergiebt. 
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Combinationen  die  aus  der  Besserschen,  bezw.  der  Gaofo'schen 
Formel  ^^^)  sich  ergebenden  Ausdrücke  für  das  Tagesmittel  zusammen- 
gestellt.    Für  die  Pfiüzer  Combination^^   ergiebt  sich  sehr  nahe: 

(30)  f»  =  |(a,  +  i'9)  +  iA- 


Verwandt  mit  der  bisher  besprochenen  Frage  ist  die  nach  der 
mittleren  Gröfse  der  t&glichen  Variation.  Diese  müfste 
natürlich  eigentlich  so  berechnet  werden,  dafs  man  täglich  die 
Differenz  der  Extreme  bestimmt  und  aus  den  so  gefundenen  Werten 
das  Mittel  V  nimmt.  Häufig  nimmt  man  statt  dessen  die  Differenz  v 
zwischen  den  Mittelwerten,  die  der  im  allgemeinen  wärmsten,  bezw. 
kältesten  Beobachtungszeit  zugehören.  Dafis  v  stets  kleiner  als  V 
ausfällt,  darauf  weist  schon  J.  Fr.  Schouw^^  hin.  B.  Buben- 
son^^  hat  die  seltsamen  Namen  „aperiodische  Schwankung^*  für  t;, 
„periodische  Schwankung^'  fELr  V  aufgebracht;  er  berechnet  v  mit 
Hilfe  der  Fonnel: 

(31)  ,.«(^_?4A), 

in  der  a  einen  von  Beobachtungsort  und  Beobachtungsmonat  ab- 
hängenden, empirisch  zu  bestimmenden  Coefücienten  bedeutet  ^^^). 
V  hatte  schon  Kämtz^^^)  zu  v  proportional  angenonmien;  Bubenson 
acceptirt  das,  findet  aber  andere  Werte  für  den  .ProportionalitätB- 
factor  **<>'). 


Einzelne  ausgefallene  Beobachtungen  haben  die  Meteorologen 
früher  gewöhnlich  durch  lineare  —  auch  wohl  durch  parabolische  — 
Interpolation  ersetzt.  Eämtz^^^)  empfiehlt,  mit  dem  durch  lineare 
Interpolation  sich  ergebenden  Wert  die  Berechnung  der  Gonstanten 
der  Bessel'schen  Formel  Yorzunehmen  und  aus  dieser  den  gesuchten 
Wert  von  neuem  zu  berechnen;  sollte  dieser  yon  dem  erst  ge- 
fundenen Wert  zu  sehr  abweichen,  so  könne  man  ihn  zu  erneuter 
Bestimmung  der  Constanten  verwenden.  Es  braucht  kaum  gesagt 
zu  werden,  dals  dieses  Verfahren  die  Darstellbarkeit  des  Oanges  der 
betr.  Erscheinung  durch  die  BesseVsche  Formel  mit  der  gewählten 

1408)  Beitr.  z.  vergl.  Elimatologie  1,  Eopenh.  1827,  p.  125. 
1404)  Stockh.  Handl.  14^^  t  1B77,  p.  8.         1406)  p.  6. 
140A)  Lehrbuch  1860  1,  p.  88. 

1407)  Stockh.  Handl.  14^^,  1877,  p.  29.  - 

1408)  Lehrbuch  1860  1,  p.  67. 
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Gliederzahl  voraussetzt.  E.  Plantamonr^^  benutzt  es  sogar, 
wenn  3  oder  4  aufeinanderfolgende  Beobachtungen  ausgefallen  sind. 
H.  Lloyd ^^^®)  grflndet  die  Interpolation  ausgefallener  Beobachtungen 
auf  den  von  ihm  angegebenen  Satz^'^;  liegen  z.  B.  zweistündliche 
Beobachtungen  vor,  von  denen  aber  1,  2  oder  3  fehlen,  und  kann 
man  u^  vernachlässigen,  so  kann  man  aus  ihnen  Gruppen  von  je 
vier  ftquidistanten  bilden;  unter  diesen  werden  bezw.  3,  2,  1  zur 
Berechnung  des  Mittels  brauchbar  sein,  und  der  gefundene  l^ttel- 
wert  kann  dann  im  allgemeinen  rückwärts  zur  Interpolation  der 
ausgefallenen  Beobachtungen  dienen.  Lloyd  bemerkt  dazu  noch: 
dieses  Verfahren  setze  voraus,  dalls  keine  s&cularen  oder  lang- 
periodischen  Störungen  (vgl.  §  25E)  vorhanden  seien,  indem  das 
Mittel  aus  jeder  einzelnen  Gruppe  sich  auf  eine  von  Mittag  ver- 
schiedene Epoche  beziehe.  Seien  solche  vorhanden,  so  sei  es  besser 
nur  solche  Gruppen  zu  berücksichtigen,  deren  Epochen  beiderseits 
gleichweit  von  der  Mitte  abstehen.  Wolle  man  den  mittleren  täg- 
lichen Gang  während  eines  Monats  berechnen,  so  könne  man  aus- 
gefallene Beobachtungen  ganz  unberücksichtigt  lassen;  dann  müsse 
man  aber  consequenterweise  auch  die  übrigen  Beobachtungen  des- 
selben Tages  beiseite  lassen  ^^^^).  Dadurch  werde  aber  der  wahr- 
scheinliche Fehler  der  Besultate  vergröfsert;  es  sei  daher  besser,  eine 
von  der  Differenz  zwischen  dem  mittleren  Tagesmittel  und  dem 
Mittel  des  betr.  Tages  abhängige  Oorrection  einzuführen  ^^^). 

Auf  Bessel's  Verfahren  zur  Interpolation  ausgefallener  Be- 
obachtungen"") sind  erst  E.  E.  Schmid"")  und  M.  Guist^*") 
wieder  zurückgekommen.  Letzterer  erklärt  es  für  „sehr  langwierig 
und  mühsam*^;  er  schlägt  deshalb  vor^^^^),  die  ausgefallenen  Be- 
obachtungen nicht  aus  den  gegebenen  Gleichungen  selbst  zu  ent- 
nehmen, sondern  aus  den  bei  Vernachlässigung  von  i>m+ ii  ^m-i-i  •  •  • 
aus  ihnen  folgenden: 

m-l 

y  y     j^^^miio+ mpmcosmax  +  mq^siamax,         (32) 

*  =  o  m 


1409)  Sur  le  climat  de  Gen^ve,  Gton^ve  1863,  §  2,  p.  16. 

1410)  Dubl.  Trans.  22,  1849,  nr.  10,  p.  68.    Ebenso  bei  M.  Gnist"**). 

1411)  nr.  18,  p.  71. 

1412)  nr.  14,  p.  72. 

1418)  Lehrbuch  1263,  §  29,  p.  12. 

1414)  Progr.  Hermannatadt  1868,  p.  XXXIY.  Er  citirt  dafür  Kunzek^"^- 
1416)  p.  XXXVII.    Guiat  empfiehlt  das  Verfahren  auch  fOr  die  Be- 
stimmung des  jährlichen  Ganges  der  Coefficienten  des  täglichen  Ganges. 
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Werden  dann  diese  Werte  der  y«  in  die  vorgelegten  Oleichnngen 
eingesetzt,  so  kann  man  zun&chst  i4o,  Pmj  Qm  i^ftch  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  berechnen,  dann  die  ansgefiallenen  Beobachtungen, 
schliefslich  die  übrigen  Coefficienten  der  Bessel'schen  Formel. 

Auch  K.  Weihrauch ^^^*)  findet  Bessel's  Verfahren  „aoTser- 
ordentlich  weitläufig  und  zeitraubend^;  doch  giebt  er  an,  dafe  sich 
bei  allgemeiner  DurchfOhrung,  die  bis  dahin  noch  nicht  yersueht 
worden  zu  sein  scheine,  starke  Beductionen  einstellen.  Man  erhält 
nämlich,  wenn  f  die  Anzahl  der  au8ge£ftllenen  Beobachtungen  be- 
deutet, für  2m+  1  ^n  —  f: 

n  — 1  »  —  1      m 

2n 


nyg  =^^yt  +  2 ^  ^Pfi cos (i{v-g) 


y«=0  y  =  OjU=0 


(33)  .  (2  m  +  1) « 


-2 


n 

yy ] — 

»»0  sin  (v  —  g)  — 

n 


(ygl.  §  15,  (15)).  Das  aufzulösende  Oleichungssystem  nimmt  also 
eine  sehr  einfache  Gestalt  an^^^);  für  /*»  1  ergiebt  sich  die  Lösung 
rmmittelbar. 

Weitere  Untersuchungen  hat  Weihrauch  in  Dorpat  yeröffentlioht^ 
da  die  meteorologische  Zeitschrift  sie  nicht  mehr  nehmen  wollte. 
Er  bespricht  zunächst  noch  einmal  den  allgemeinen  Fall  einer  un- 
geraden Anzahl  n  ^  2k  +  1  nicht  äquidistanter  Beobachtungen ^^^); 
dabei  bedient  er  sich  der  Zusanomenfassung  yon  cos  x-^-iEmx  zu  e^', 
aber  unzweckmäüsigerweise  nicht  schon  in  den  Ausgangsgleichungw, 
sondern  erst  in  den  Determinanten.     Er  erhält: 


(34) 

Pf 

dabei  ist: 


»=1  » 


1416)  Meteor.  Zeitschr.  20,  1885,  p.  216.    Er  citirt  E.  £.  Schmid*^^*). 

1417)  Weihrauch  glaubte  irrtümlicherweise,  die  hier  auftretenden 
Determinanten  speeieller  Art  (,,CircaIaiiten*^  oder  „negativ -orthotymme- 
teische  Determinanten^)  seien  von  Mathematikern  noch  nicht  untersucht. 

1418)  Dorp.  Scfariflen  4,  1888,  p.  2. 
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tfy=  «1  +  0:2+ h  a;»-i+  Xr^i+  .  • .  +  Xik+i; 

yi^»=  einer  Summe  von  l  aus  diesen  Phasen; 

die  inneren  Sunmien  sind  über  alle  Combinationen  dieser  Phasen  zu 
je  l  zu  erstrecken;  endlich  ist: 

y-l  Hv+l 

>(2A  +  1)         TT  «        f*  ~~      »'      rr    •     ^fi'"  ^r 


W2A  +  1)        TT    .     '^n^'^v     IT    • 


Fflr  den  Fall  n  =  2  Ai  stellt  er  die  Forderung,  dafs  auch  u^  ^  min. 
werden  soll;  er  zeigt,  dais  diese  Forderung  auf: 

IT,  =  -  f  ÜXr  (35) 

fahrt  und  erhält  dann  ähnliche  Formeln  wie  im  ersten  FalP^^^). 
£r  findet,  dafs  die  so  erhaltenen  Formeln  vor  denjenigen  von 
Gaufs^^**)  —  deren  Eleganz  er  übrigens  anerkennt  —  den  Vorzug 
voraus  haben,  dafs  man  an  sie  eine  Discussion  der  Curve,  Be- 
stimmung der  Extreme  u.  s.  w.  anknüpfen  könne  ^^^).  Auch  be- 
spricht er  Entwicklungen  nach  ungeraden  Vielfachen  der  halben 
Winkel**^*),  sowie  den  Fall,  dafs  die  Beobachtungen  äquidistant 
sind,  aber  die  erste  Phase  nicht  Null  ist****). 

Dann  wendet  er  sich  zu  dem  Fall,  dafs  n  äquidistante  und 
aufserdem  noch  r  überzähHge  Beobachtungen  vorliegen  **«).  Er 
leitet  zunächst  durch  eine  etwas  problematische  Betrachtung,  weiter- 
hin^^*^)  auch  durch  Rechnung  die  folgenden  Relationen  zwischen 
den  CoefBcienten  Uo,  i>ifc,  qlt  der  n-gliedrigen  und  den  Coefficienten  uq, 
Pki  Qlt  der  (n  +  r)-gliedrigen  Formel  ab: 

Pk  =  Pk+^{PnM-k  +  Pn,+  k),  (36) 

M 

gi=  Qk+^  (—  qnt-k+  qnt+k), 

(aber  p'  ^  Pv+  ^Pittj  wenn  n  =  2  v).  Als  den  praktisch  wichtigsten 
bezeichnet  er  den  Fall  r  <  «;   dann  wird  jp*  =  ?*  =  0  für  Ä;  >  w, 


1419)  p.  9.  —  ib.  5,  1890,  IV^ ,  p.  39  erörtert  Weihrauch,  dafs  es  nicht 
angehe,  die  Amplitude  eines  anderen  Gliedes  als  des  letzten  zu  einem 
Minimum  machen  zu  woUen. 

1420)  p.  14.         1421)  p.  16.         1422)  ü^ ,  nr.  5,  p.  80. 
142»)  n,,  p.  38.         1424)  p.  46.     Vgl.  »"^  und  »"«). 
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also  Uo^Uq.  Er  schliefst  daraus  ^^'^),  dafs  die  Hinzunahme  über- 
zähliger Beobachtungen  zu  ftquidistanten  das  aus  den  letzteren  allein 
berechnete  Mittel  niemals  verbessern  könne;  wenn  man  in  derartigen 
Fällen  das  arithmetische  Mittel  aller  Beobachtungen  nehme,  so  lasse 
sich  das  wissenschaftlich  nicht  rechtfertigen.  Femer  zeigt  er,  speciell 
für  n=2v,  r=2^+l  **^,  wie  die  Bestimmung  der  Goefficienten 
Pky  Qk  u^  diesem  Falle  zweckmäfsigerweise  geschehe:  fEb:  k^v  —  q  —  1 
wird  Pk^^plty  ^Jb'^^Jb;  zur  Bestimmung  der  übrigen  Coefficienten 
kann  das  Gleichnngssjstem  dienen  ^^'^): 

y.  —  y^  «*^ 

(^"^^     2Binya;  '^  1^^+^  (-l>»+m  smwa;,+ g^^+m  COS  m.r,), 

(/=:i.a,...,ae+i) 

in  dem  yi  den  beobachteten,  yl  den  aus  der  n-gliedrigen  Formel 
berechneten  Wert  bedeutet 

Die  Fortsetzung  ^^^)  handelt  zunächst  von  der  Ersetzung  nicht- 
äquidistanter  Systeme  durch  äquidistante:  Weihrauch  berechnet  zu- 
nächst mit  Hilfe  der  Oaufs'schen  Formel  ^^^)  oder  seiner  Modification 
derselben  ^^^^  äquidistante  Ordinaten,  aus  diesen  dann  die  Coeffi- 
cienten  der  Bessel'schen  Formel.  Dabei  müsse  aber  für  n  »  2  v  die 
Winkelconstante  U^  denjenigen  Wert  behalten,  der  ihr  vermöge  (35) 
im  ursprünglichen  System  zukam. 

Femer  bemerkt  er,  dafs  die  Bessersche  Formel  §  25  A,  (12) 
durch  Einsetzen  der  ib.  (16)  gegebenen  Werte  der  Coefficienten  und 
Reduction  für  n  =  2  m  +  1  auf  die  Form: 


für  n  »  2  m  auf  die  Form: 

1    .        ^        (-i)y, 

—  sinm^     > 


(39)  y  «  r—  sin  mx 


9- 


gebracht  werden  kann"**). 


1426)  nr.  2,  p.  86. 

1426)  nr.  8,  p.  38.  Die  3  anderen  Möglichkeiten  lassen  sich  analog 
behandeln;  fCLr  n »»  2  y  -j-  i  treten  Entwicklungen  nach  ungeraden  Viel- 
fachen der  halben  Winkel  auf  (p.  41—44). 

1427)  p.  41.        1428)  Dorp.  Schriften  6,  1890,  p.  1. 
1429)  in,,  p.  18. 
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Hierauf  kehrt  er  noch  einmal  zur  Interpolation  ausgefallener 
Beobachtungen  bei  im  übrigen  äquidistanten  Systemen  zurück  ^^. 
Er  findet,  dafs  dazu  drei  Wege  offen  stehen: 

1.  Behandlung  der  n  —  f  gegebenen  Beobachtungen  nach  der 
allgemeinen  Methode  fOr  ein  nicht  ftquidistantes  System  ^^^^);  dieses 
Verfahren  werde  kaum  je  angewendet  werden; 

2.  Verwendung  der  zuletzt  abgeleiteten  Formeln  ^^^);  da  man 
dabei  schlieislich  doch  ein  System  von  f  Gleichungen  auflösen  müsse, 
erscheine  auch  dieses  Verfahren,  auTser  für  /*»  1,  für  die  Praxis 
wenig  geeignet; 

3.  directe  Verwendung  der  Gaufs'schen  Gleichungen  ^^^),  aus 
denen  sich  in  diesem  Fall  übereinstimmende  Factoren  im  Zähler  und 
Nenner  wegheben. 

Bei  Interpolation  „zufUllig^  ausgefallener  Beobachtungen  solle 
man  übrigens  alle  möglichen  die  Lücke  in  ihrem  Innern  enthaltenden 
Perioden  mit  heranziehen,  nicht  blofs  die  mit  dem  conventionell  fest- 
gesetzten Anfang  beginnende  ^^^). 

Endlich  behandelt  er  in  diesem  Teil  noch  den  Fall,  dafs 
t  Gruppen  von  je  n  ftquidistanten  Beobachtungen  vorliegen  ^^''): 

yM=^(«*+Ä^)-    G:o;i;::::::;)        (^o) 

Das  wahre  Mittel  sei  in  diesem  Falle  nicht,  wie  H.  Lloyd ^^^^)  ge- 
glaubt habe,  das  arithmetische  Mittel  der  einzelnen  Gruppenmittel; 
vielmehr  stehe  man  nach  Berechnung  der  Gruppenmittel  noch  vor 
der  Frage  nach  der  Berechnung  des  Mittels  aus  t  im  allgemeinen 
nicht  ftquidistanten  Beobachtungen  ^^^).  Er  zieht  aus  einem  einzigen 
numerischen  Beispiel  (I)  den  Schlufs,  es  sei  vorteilhaft,  n  auf  Kosten 
von  t  zu  vergröDsem^***). 

Der  letzte  Teil  von  Weihrauches  Untersuchungen  handelt,  aufser 
von  teils  schon  erwähnten**^»  ^**'),  teils  weiter  unten  (p.  276)  zu 
besprechenden  Dingen,  von  der  Verwertung  der  Extreme  bei  Auf- 
stellung der  Besserschen  Formel  ^^'^).  Liegt  aufser  den  beiden  Ex- 
tremen nur  eine  Beobachtung  vor,  so  hat  man  3  Constante  in  der 
Formel;  die  Extreme  sind  dann  äquidistant,  das  Mittel  ergiebt  sich 
aus  ihnen  allein  ohne  Zuziehung  der  dritten  Beobachtung.  Weih- 
rauch bezeichnet  diesen  Fall  selbst  als  für  die  Praxis  ohne  Be- 
deutung.    Kommen   mehrere  Extreme    vor,   sind  aber  ihre  Phasen 


1430)  m,,  p.  17.  1431)  p.  86. 
1482)  m« ,  p.  29.  1433)  p.  32. 
1484)  p.  86.         1436)  IV, ,  p.  68. 
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nicht  bekannt,  so  findet  er^^^),  dafs  an  ihre  Verwendung  „gar  nicht 
zu  denken^^  sei.  Nur  den  einen  Fall  nimmt  er  aus,  dals  zwei 
Terminbeobachtungen  und  ein  Extremwert  vorliegen;  sind  die  Termin- 
beobachtungen ftquidistant,  so  bleibt  der  Extremwert  ohne  Einflufs 
auf  das  Mittel  ^^'').  Sind  mehrere  Extreme  mit  ihren  Phasen  be- 
kannt —  jedes  Extrem  liefert  dann  zwei  Gleichungen  —  so  biete 
die  allgemeine  Behandlung  des  entstehenden  Gleichungssjstems  „sehr 
gro£se  analytische  Schwieiigkeiten"  ^^'^).  Er  behandelt  daher  nur 
noch  den  Fall,  da£s  man  zwei  Extreme  mit  ihren  Phasen  kennt  — 
er  findet,  dafs  hier  die  übliche  Gleichsetzimg  von  Uq  mit  dem  arith- 
metischen Mittel  aus  den  beiden  Extremen  in  der  That  berechtigt 
sei***^  —  und  die  Mohn-Köppen'sche  Combination  (16)  bezw. 
(19)^^^).  Bei  der  letzteren  kommt  er  zu  dem  Resultat,  dals  es  nur, 
wenn  das  MininmiTn  genau  auf  2*  a  falle,  richtig  sei,  die  drei  andern 
Beobachtungen  mit  gleichen  Coefficienten  (den  Ausdruck  Gewichte 
bemängelt  er)  in  die  Formel  einzuführen. 

Übrigens  gelten  alle  diese  Resultate  Weihrauches  nur  unter  der 
Voraussetzung,  dafs  sich  die  betrachtete  Erscheinung  durch  die 
Bessel'sche  Formel  mit  soviel  Coefficienten,  als  Beobachtungen  vor- 
liegen, hinreichend  genau  darstellen  lälst^^'). 

Auch  P.  Schreib  er  ^^^)  behandelt  die  Interpolation  ausgefallener 
Beobachtungen.  Er  berechnet  die  einzelnen  Coefficienten  der  Bessel'- 
schen  Formel  auch  in  diesem  Fall  aus  ihren  IntegralausdrAcken  ver- 
mittelst mechanischer  Quadratur,  findet  aber  die  Resultate,  „wie  zn 
erwarten  war,  nicht  sehr  günstig". 


Den  Anschlufs  der  Ablesungen  von  Registririnstrumenten  an  die 
Terminbeobachtungen  bespricht  L.  Grofsm an n ****).  Gewöhnlich 
geschehe  er  durch  lineare  Interpolation;  dabei  könnten  aber  unter 
Umstanden  kleine  Ablesefehler  sehr  grofsen  Einfluls  ausüben.  Auf 
der  Hamburger  Seewarte  sei  seit  Jahren  eine  „Methode  der  Variation 


1486)  p.  71. 
1437)  p.  72. 

1488)  p.  78.    Sollten  die  Schwierigkeiten  wirklich  so  grofs  sein?    Vgl. 
Diestel  und  Teixeira  "*»). 

1439)  p.  74.    Das  Resultat  ist  wesentlich  durch  die  Einffihmng  der 
Forderung  (36)  bedingt. 

1440)  p.  76. 

1441)  Leop.  N.  Acta  58,  1892,  1  D,  p.  160. 

1442)  Meteor.  Zeitschr.  27,  1892,  p.  127. 
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der  NalUinie'*  im  Oebratich,  d.  h.  empirische  Darstellung  der  wahren 
Werte  als  Fnnctionen  der  zugehörigen  regpstrzrten  durch  eine  „Be- 
dnctionseurve". 


.  Häufig  sieht  man  sich  bei  Discussion  des  Ganges  einer  geo- 
physikalischen Erscheinung  während  einer  längeren  Periode  (z.  B. 
während  eines  Jahres)  veranlafst,  ans  den  vorliegenden  Beobach- 
tungen y  zunächst  die  Mittelwerte  Y  ffir  kflrzere  Zeiträume  (z.  B. 
Monaile)  zn  bilden  und  aus  diesen  erst  den  Gang  für  den  längeren 
Zeitraum  abzuleiten.  Sehr  vielfach  geschieht  das  einfach  so,  dafs 
man  die   Y  durch  die  BesseFsche  Formel  darstellt: 

Y  ^^Ur  COS  (yx  +  CT;);  (40) 

doch  hat  schon  A.  Bravais^^')  darauf  aufinerksam  gemacht,  dafs 
die  richtige  Darstellung  des  Ganges  der  y  in  diesem  Falle  viehnehr  sei: 

y  =  y^        ""%„  t*r  cos  {VX  +   Ur).  (41) 

y      fw  Bin  — 
m 

Dabei  bedeuten  t«y,  IT^  die  aus  (40)  berechneten  Werte,  m  die  An- 
zahl der  in  dem  längeren  Zeitraum  enthaltenen  kürzeren  Zeiträume. 
Die  Amplituden  der  einzelnen  Componenten  werden  also  durch  die 
Verwendung  von  (40)  statt  (41)  um  so  merklicher  verringert,  je 
grölser  ihre  Ordnungszahl  ist.  Das  ist  dann  immer  wieder  in  Ver- 
gessenheit geraten  und  immer  wieder  von  neuem  entdeckt  worden: 
von    J.    Lamont****),    J.    D.    Everett^,    A.    Krüger***^,    K. 

1448)  In  dem  unter  ^**^)  genannten  Reisewerke,  p.  8S4.  P.  881  giebt 
er  eine  ähnliche  Formel  f3r  den  Fall,  dafs  man  die  Beobachtungen  vor 
der  Berechnung  des  Ganges  durch  Mittelbildung  ausgeglichen  hat.  — 
£.  Wahlen,  Bepert.  Meteor.  7, ,  1881,  p.  8  und  20,  vergleicht  nach  dieser 
Methode  erhaltene  Resultate  mit  direct  aus  den  Tagesmittehi  berechneten. 

1444)  Münch.  Stemw.  Ann.  Suppl.  8,  1859,  §  19,  p.  XUI. 

1446)  Edinb.  N.  Philos.  J.  (2)  14,  1861,  p.  80,  88;  Amer.  J.  of  sei.  (2)  35, 
1868,  p.  29.  Die  entsprechende  Formel  fOr  die  Berechnung  von  Halbjahr- 
mitteln aus  den  Monatsmitteln  ib.  86,  1868,  p.  176.  Das  in  der  englischen 
Litteratur  sich  öfters  (z.  B.  Brit.  Ass.  Rep.'  1868,  p.  608;  1888,  p.  99) 
findende  Citat  „Everett,  Edinb.  Trans.  1860'^  mufa  auf  einem  Irrtum 
beruhen;  Edinb.  Trans.  22,  1861,  p.  480  (vom  Apr.  1860)  rechnet 
Everett  nach  der  Formel  (40).  Vielleicht  liegt  eine  Verwechslung  mit 
Forbes"**)  vor. 

1446)  Astr.  Nachr.  82,  1878,  col.  838. 

Jahretberlobt  d.  Deatoohen  Mfttbem.-Vereinignng.  X.  18 
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Weihrauch***'),  V.  N.  Nene**"),  R.  Sresnewskij ***•),  J.  P. 
van  der  Stok**«>),  L.  Grorsmanii**^^),  A.  Schuster^*). 

Übrigens  kann  man  sich  zur  Berechnung  der  hiemach  erforder- 
lichen Correctur  auch  eines  Nftherungsrerfahrens  bedienen,  indem 
man  die  Curve  fOr  den  kürzeren  Zeitraum,  resp.  für  mehrere  auf- 
einanderfolgende solche  Zeiträume,  durch  einen  Parabelbogen  ersetzt. 
So  findet  J.  D.  Forbes ****),  es  sei: 

(42)  y/.-r^=ä{r^-i(r^-i+r,+0); 

dieselbe  Formel  geben  E.  Plantamour**")  und  J.  Kleilfer**")  in 
der  Bezeichnungsweise  der  Differenzenrechnung. 

In  der  meteorologischen  Litteratur  ist  diese  Frage  hftufig  noch 
mit  einer  anderen  verquickt:  die  bürgerlichen  Monate  sind  ungleich 
lang,  man  darf  also  Beobachtungen,  die  zu  ihren  Mitten  gehören, 
nicht  als  genau  ftquidistant  behandeln.  In  der  That  hat  schon 
A.  Bouvard**'^^)  das  nicht  gethan,  sondern  seine  Rechnung  unter 
Berücksichtigung  der  ungleichen  Längen  nach  den  allgemeinen 
Regeln  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  durchgeführt.  Dafs 
auch  diese  Fehlerquelle  durch  kleine  Correctionen  an  den  Monats* 
mittein  beseitigt  werden  kann,  scheint  zuerst  E.  PI  an  t  am  cur  **^) 
bemerkt  zu  haben.  Er  findet,  diese  Correctur  könne  =  kJy  gesetzt 
werden,  wo  k  einen  von  Monat  zu  Monat  wechselnden  Factor,  Jy 
eigentlich  die  erste  Differenz  der  corrigirten  Werte  bedeutet.  Setze 
man  sowohl  hier  wie  in  der  Formel  (42)  daf£br  zunächst  die  Diffe- 
renzen der  uncorrigirten  Mittel,  so  erhalte  man  Näherungswerte,  die 
man  durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  verbessern  könne. 

E.  L.  De  Forest  bildet  zimächst  die  Mittelwerte  für  „mittlere 
Monate^^  von  SOVig  Tagen  aus  den  Tagesmitteln,  indem  er  für  die 
Bruchteile  von  Tagen  die  entsprechenden  Bruchteile  der  betr.  Mittel 
benutzt***').  Weiterhin  verwendet  auch  er  parabolische  Interpolation, 
um  von  den  Werten  für  die  bürgerlichen  Monate  zu  denjenigen  für 

1447)  Meteor.  Zeitschr.  18,  1883,  p.  24. 

1448)  Lond.  Roy.  Proc.  86,  1884,  nr.  27,  p.  381. 

1449)  Repert.  Meteor.  12,  1889,  kleinere  Mitt.  p.  1. 

1460)  Natnurk.  Tijdschr.  voor  Nederl.  IndiS  48,  1889,  p.  168. 

1461)  Hamb.  Seewarte  Arch.  17^,  1894,  B  p.  11. 

1462)  Lond.  Roy.  Proc.  61,  1897,  p.  469. 

1463)  Edinb.  Trans.  22,  1861,  nr.  66,  p.  346. 

1464)  Du  climat  de  Gfen^ve,  Gteneve  1863,  §  3,  p.  39. 
1466)  Repert.  Meteor.  13,  1890,  kleinere  Mitt.  p.  1. 

1466)  Par.  Möm.  7,  1827,  p.  300. 

1467)  Amer.  J.  of  sc.  91,  1866,  p.  371. 
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die  mittleren  Monate  zu  gelangen,  jedoch  in  einer  ziemlich  an- 
bequemen Gestalt  ^^.  Später  setzt  er  an  Stelle  der  Parabel  eine 
einfache  Sinuslinie  ^^®);  er  schUefst  aus  der  Übereinstimmung  der 
so  erhaltenen  Formeln  mit  den  früheren  auf  die  Brauchbarkeit  beider 
Arten  der  Interpolation.  Endlich  giebt  er  noch  die  Formeln  für  das 
gregorianische  Jahr***®). 

Gleichwohl  wurde  auf  dem  Wiener  Meteorologencongrels  (1873) 
beschlossen,  Jahresmittel  sollten  als  arithmetische  Mittel  der  Monats- 
mittel berechnet  werden ^^^).  E.  Weihrauch  hat  später  gezeigt, 
dafs  dieses  Verfahren  einen  Fehler  mit  sich  bringt,  der  nicht  nur 
unter  Umständen  die  Grenze  des  zulässigen  überschreiten  kann^^*), 
sondern  überdies  als  systematischer  Fehler  wirkt,  jedenfalls  sobald 
der  jährliche  Gang  sich  durch  die  BesseFsche  Formel  mit  nur  drei 
Gliedern  darstellen  läfst^^^').  Auch  haben  nicht  alle  Meteorologen 
sich  dem  Wiener  Beschlüsse  unterworfen:  J.  Hann^^^)  entnimmt 
die  Mittel  für,  Normalmonate  von  dOVi,  Tagen  „ohne  viel  Mühe*^ 
aus  einer  Tabelle  der  Tagesmittel. 

A.  Angot  giebt  zunächst  strenge  Formeln  für  die  Berechnung 
des  (gregorianisch)  jährlichen  Ganges  aus  den  Mitteln  für  die  bürger- 
lichen Monate  und  löst  sie  nach  einer  geschickten  Umformung  durch 
successive  Approximationen  auf^^^);  aufserdem  giebt  er  auch  die 
Formeln  für  parabolische  Interpolation  ^^^). 

Schon  vorher  hat  auch  K  Weihrauch  die  ganze  Frage  noch 
einmal  systematisch  behandelt  ^^^).  Er  giebt  zunächst  die  Formeln 
für  den  allgemeinen  Fall  ganz  beliebiger  Teilintervalle,  behandelt 
auch  ein  Beispiel,  verzichtet  aber  auf  vollständige  Durchführung  der 
Bechnimgen  nach  dieser  Methode.    Dann  stellt  er  Plantamour's  Ver- 


1468)  p.  876.         1469)  ib.  92,  1866,  p.  164. 

1460)  ib.  98,  1867,  p.  816. 

1461)  Vgl.  die  Zusammenstellnng  der  Beschlüsse  der  Meteorologen- 
congresse,  Bepert.  Meteor.  16^^,  1898,  p.  30.  In  der  That  findet  E.  Wahlen, 
Bepert.  Meteor.  7,,  1881,  p.  19,  dafs  die  Differenzen  zwischen  den  aus 
Mitteln  fdr  die  bürgerlichen  nnd  fOr  die  Normalmonate  berechneten 
Coefficienten  des  täglichen  Ganges  der  Temperatur  beträchtlich  geringer 
sind,  als  die  zwischen  diesen  und  den  direct  aus  den  Tages-  (oder  auch 
den  Pentaden-)  Mitteln  berechneten. 

1462)  Dorp.  Ber.  8,  1889,  p.  18  (vom  Nov.  1886). 

1468)  p.  17.  Für  klimatologische  Untersuchungen  würde  das  aller- 
dings eher  ein  Vorzug  sbin,  solange  nur  Orte  derselben  Hemisphäre  in 
Betracht  kommen. 

1464)  Wien.  Ber.  76,,  1877,  p.  711. 

1466)  Par.  Ann.  M^t^or.  1887^   [1889],  p.  B  228.        1466)  p.  B  282. 

1467)  Meteor.  Zeitschr.  18,  1883,  p.  21. 

18* 
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fahren  dar;  da  er  nicht  die  oben  citirte  Abhandltmg^^,  sondern 
mir  eine  spfttere  knappere  Darstellnng^^  kennt,  bleiben  ihm  Plan- 
tamottr's  snccefldivd  Approximationen  trotz  eines  erl&tttemden  Briefes 
desselben  nnirorgtandlioh.  Er  selbst  bedient  sieh  der  mit  drei  Oliedem 
Abgebrochenen  Tajlor'schen  Entwicklung;  dadnrch  erhält  er  ähnliche 
Formeln  wie  Plantamour,  in  denen  aber  Differentialquotienten  statt 
der  Differettsen[qttoti6nten]  auftreten.  Erstere  durch  die  letzteren 
zu  ersetzen  hält  er  ,,in  mathematischer  Hinsicht  zunächst  ittr 
vOUig  nnztiläsftg^  nnd  auch  praktisch  fOr  nicht  berechtigt '^^),  was 
eben  dftmit  ztisammenhängt,  dafs  er  Plantamour's  Wiederholung  des 
ApprdodteationsprocosBes  nicht  verstanden  hat.  Dann  behandelt  er 
,fpArabolische  Interpolation^,  d.  h.  er  wendet  das  Verfahren  von 
Forbes*^^)  auch  auf  die  hier  in  Bede  stehende  Correction  An,  wie 
es  scheint  ohne  zu  bemerken,  dals  das  nur  eine  andere  Ausdracks- 
weise  fOr  die  Anwendung  der  Formeln  der  Differenzenrechnnng 
ist^^^).  Endlich  bezeichnet  er  als  „goniometrische .  Interpolation^ 
das  [von  De  Forest  benutzte ^^^')]  Verfahren,  das  ganz  analog  die 
Ottrve  wahrend  dreier  aufeinanderf<^gender  Monate  durch  eine  ein- 
fache Sinoslinie  «vetzt^^^^). 

Spater  ^^^')  erklärt  Weihrauch  selbst  diese  Lösungen  fOr  „bei 
dem  gegenwärtigen  Stande  der  Theorie  durchaus  nnzureichend**, 
zumal  er  damals  ganz  übersehen  habe,  dafs  das  Jahresmittel  sich 
sofoft  Atts  den  Monatsmitteln  ergiebt.  B!r  schlägt  jetzt  vor,  statt 
der  gesuchten  Function  f  selbet  zui^hst  ihr  unbestimmtes  Integral: 


X 

(43)  ^  =  /  ydx 


zu  entwickeln.  Die  Werte  dieses  Integrals  fär  die  Monatsenden  er- 
geben sich  sofort  aus  den  uncorrigirten  Monatsmitteln;  aus  ihnen 
entwickelt  er^^^*)  seinen  allgemeinen  Ausdruck  mit  Hilfe  einer  kleinen 
ModifioAtion  seiner  frOhereft  Formeln  ^^^).  Aus  diesem  Ausdruck 
entaimmt  er  dann  die  Werte  des  Integrals  für  äquidistante  Argument- 
werte**'*);   deren   Differenzen   können    als    äquidistante  Mittelwerte 


1468)  Qen^ve  m^m.  24, ,  1875/76,  p.  439. 

1469^  Meteor.  Zeitschr.  18,  1883,  p.  %9. 

1470)  p.  AI.         1471)  p.  34. 

1472)  Dorp.  Schriften  6,  1890,  m, ,  p.  46.         1473)  p.  48. 

1474)  p.  61.  Er  giebt  auch  Anweisungen  fOr  die  praktische  Aidage 
der  Rechnung,  mit  Talbellen  der  Logarithmen  der  auftretenden  Zahlen- 
ooef&cienten. 
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angeeehen  werden.  Er  findet,  dab  dieses  Verfahren  dem  von  Hann 
geübten  ^^^)  theoretiscli  und  praktiflch  vorzuziehen  pei^^^^). 

L.  Orofsmann^^^^  reprodncirt  zunächst  Weihrauches  Methode, 
giebt  aber  dann  noch  ein  abgekürztes  Verfahren  zur  Bestimmung 
dar  ersten  Glieder  der  Entwicklung  ^^^).  Beine  Tabellen  ^^^^  zeigen, 
dafe  die  Venutchliissignng  der  ungleichen  L&nge  der  bürgerlichen 
Monate  schon  u^  und  U^  ganz  falsch  geben  kann. 

Um  den  jährlichen  Gang  aus  wöchentlichen  Beobachtungen 
abzuleiten,  interpolirt  J.  Lamont^^''')  zunächst  aus  ihnen  12  äqui- 
distante  Werte  (er  giebt  nicht  an,  auf  welche  Weise)  und  berechnet 
aus  diesen  die  Entwicklungscoefficienten. 

Zur  Berechnung  des  jährlichen  Ganges  aus  den  73  Pentaden- 
mittein  schlägt  B.  Strachej^^^)  vor,  man  solle  aus  ihnen  zur 
nächst  72  äquidistante  Werte  durch  lineare  Interpolation  ableiten; 
er  giebt  dann  ausgeführte  Vorschriften  für  die  R-echnung  mit  diesen 
72  Werten**«^). 


Auch  die  Bestimmung  der  Deviation  der  ßehiffskompasse 
für  verschiedene  Lagen  des  Schiffes  geschieht  vielfach  durch  Inter- 
polation vermittelst  der  BessePschen  Formel;*  doch  ist  mir  die  be- 
treffende Litteratur  nur  teilweise  zugänglich  gewesen.  Zur  Be- 
rechnung der  5  ersten  Coefficienten  aus  8  äquidistanten  Beobachtungen 
hat  A.  Smith  Formeln  gegeben****).  J.  J.  Astrand'^^)  fügt  noch 
3  weitere  Coefficienten  hinzu,  findet  aber  selbst,  dafs  der  Unter- 
schied zwischen  beiden  Formeln  praktisch  nicht  in  Betracht  konune. 
Zwei  weitere  Methoden,  die  er  vorschlägt ^*^),  beruhen  auf  para- 
bolischer Interpolation. 


1476)  p.  68. 

1476)  Hamb.  Seewarte  Arch.  17^,  1894,  B  2,  p.  16. 

1477)  B  8,  p.  16.    1478)  p.  18. 

1479)  Münch.  Stemw.  Ann.  Stippl.  6,  1868,  §  81,  p.  XLVI. 

1480)  Lond.  Boy.  Proc.  42,  1887,  nr.  9,  p.  69. 

1481)  p.  72;  das  Schema  der  Rechnung  auf  besonderer  Tafel  beiliegend. 

1482)  Von  der  britischen  Admiralität  im  ,;Knanual  of  scientißc  inquiry*' 
veröffentlicht;  mir  nicht  zugänglich;  ebensowenig  ein  AnfsatE  Smith's, 
Trans.  Nav.  Archit.  3,  1862.  Die  vom  Board  of  trade  herausgegebenen 
««Instructions  for  correcting  the  deviation  of  the  compass^\  London  1367« 
machen  nor  von  Interpolation  durch  „estimation^'  Gebrauch. 

1488)  Stockh.  Ofv.  329,  1876,  p.  49  (Ann.  Hydrogr.  3,  1876,  p.  474  war 
mir  nicht  zugänglich). 
1484)  p.  62. 
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0.  D.  £.  Weyer  discuidrt  eine  ältere  Beobachtongsserie,  in  der 
von  32  ftquidistanten  Werten  die  10: 

2^01   yfi   ^6)  2^17)   2^819   2^15)   2^i6)   2^S7i   2^88»  2^801   2^81 

fehlten  und  einige  andere  tinsicher  bestimmt  waren  ^^^).  Er  be- 
merkt zunächst,  dafs  man  in  dem  ihm  vorliegenden  Fall  in  der 
Gleichung: 

(44)    (yo  +2^8  +  yi6  +  yu)  -  (2/4  +  yti  +  2^80  +  2^««)  ="  ^P4.  +  ^Pu 

wohl  8|>^g,  aber  nicht  Sp^  vernachlässigen  und  infolgedessen  y^  aus 
ihr  nicht  berechnen  kann.  Er  benutzt  daher  seine  Formeln  für 
trigonometrische  Interpolation  in  die  Mitte  ^^,  um  einen  ersten 
Näherungswert  von  y^  aus  y^,  y^^i  ^so)  ^ss  ^^  berechnen;  mit  dessen 
Hilfe  gewinnt  er  y^,  ^26  9  ^80)  8<>wie  verbesserte  Werte  für  y^^  und 
^ig,  indem  er  die  beobachteten  als  unzuverlässig  verwirft;  endlich 
aus  diesen,  sowie  ^2  ^^<^  ^14  einen  verbesserten  Wert  von  y^.  Dieses 
Verfahi'en  wiederholt  er  solange,  bis  die  Werte  sich  nicht  mehr 
ändern;  schliefslich  interpolirt  er  noch  die  Werte  mit  imgeradem 
Index.  Dabei  wird  allerdings  ein  Teil  der  beobachteten  Werte  nicht 
unbedeutend  corrigiri  Um  dann  die  Coefficienten  der  BesseFschen 
Formel  zu  berechnen, 'teilt  Weyer  die  32  Werte  in  4  Gruppen  und 
berechnet  aus  jeder  dieser  Gruppen  die  8  ersten  Coefficienten  ^^^. 
Aus  der  annähernden  Übereinstimmung  der  erhaltenen  Werte  schliefst 
er  auf  die  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  im  vorliegenden  Falle,  die 
noch  'bleibenden  kleinen  Differenzen  benutzt  er  zur  Berechnung  der 
höheren  Coefficienten. 

D.    Harmonische  Analyse  der  Vocalklänge^^''). 

Eine  experimentelle  Prüfung  der  schon  von  G.  S.  Ohm  auf- 
gestellten Theorie  des  Hörens,  nach  der  das  Ohr  jeden  Klang  in  seine 
harmonischen  Componenten  (Obertöne,  Partialtöne)  zerlegen  soll, 
war  in  vollem  Umfang  erst  durch  phonographenähnliche  Instrumente 

1486)  Ann.  Hydrogr.  16,  1888,  p.  86. 

1486)  p.  91.  Auffallend  ist  die  Art,  wie  er  hier  von  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  spricht. 

1487)  Die  unter  dieser  Überschrift  zu  besprechenden  Untersuchungen 
stehen  insofern  zwischen  den  unter  A — C  besprochenen  und  den  unter 
E,  F  zu  besprechenden,  als  es  sich  bei  ihnen  ursprünglich  um  rein  har- 
monische Analyse  handelte,  später  aber  die  Frage  aufgeworfen  wurde,  ob 
man  nicht  doch  das  Auftreten  auch  unharmonischer  Componenten  an- 
nehmen müsse. 
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möglich,  indem  man  nun  die  von  diesen  gelieferten  Curven  der  Messung 
und  Berechnung  unterwerfen  konnte  ^^^).  Insbesondere  ist  auf  diesem 
Wege  die  Frage  untersucht  worden,  durch  welche  Arten  von  Ober- 
tönen die  Vocale  der  menschlichen  Stimme  charakterisirt  seien  ^^^). 
L.  Hermann  hat  durch  solche  Versuche  zunächst  die  Graismann'sche 
Auffassung  bestätigt,  nach  der  jeder  Vocal  durch  einen  oder  zwei  Ober- 
töne von  annähernd  fester  Tonhöhe  charakterisirt  ist,  sie  aber  sogleich 
noch  näher  durch  den  Satz  präcisirt:  „der  Charakter  der  Vocale  besteht 
in  einem  im  Tempo  des  Eehltons  in  seiner  Amplitude  oscillirenden 
Mundton^  ^^'^).  Später  fOhrt  er  für  diesen  Mimdton  die  Bezeichnung 
„Formant  des  Vocals^^  ein^^^^).  Der  bei  der  harmonischen  Analyse 
eine  maximale  Amplitude  ergebende  Partialton  variirt  je  nach  der 
Höhe  des  Grrundtons  (Eehltons)  um  eine  oder  zwei  Tonstufen; 
Hermann  fafst  das  so  auf,  dafs  dem  *Formanten  eine  bestinmite 
Tonhöhe  zukommt  und  dafs  der  dieser  Tonhöhe  nächstgelegene 
Oberton  bei  der  harmonischen  Analyse  mit  maximaler  Amplitude 
erscheint.  Um  die  Höhe  des  Formanten  genauer  zu  ermitteln, 
wendet  er  ein  „Schwerpunktsverfahren^^  an,  d.  h.  er  multiplicirt  jede 
Amplitude  mit  ihrer  Ordnungsnummer  und  dividirt  durch  die  Summe 
der  Amplituden^***).     In  den  Curven  drückt  sich  der  Formant  durch 


1488)  Formeln  zur  harmonischen  Analyse  für  gegebene  Zahl  n  der 
Beobachtmigen  (d.  h.  hier  der  gemessenen  Ordinaten  der  Curve  in  einer 
Periode)  finden  sich  in  dieser  Litteratur  nnter  Beschränkung  auf  die 
niedersten  Glieder  fOr  n  »»  12  bei  Fl.  Jenkin  und  J.  A.  Ewing  (Edinb. 
Trans.  28,  1879,  p.  761);  fOr  n  »  12  und  n  =  24  bei  H.  Schneebeli 
(Gto^ye  archives  (3)  1,  1878/79,  p.  161);  für  n»  24,  ohne  solche  Be- 
schränkung, bei  J.  Lahr  (Ann.  Phys.  Chem.  N.  F.  27,  1886,  p.  107;  vgl. 
aber  die  Berichtigungen  von  H.  Pipping,  Zeitschr.  Biol.  27,  1890,  p.  8 
und  Fenn.  Acta  20^^ ,  1896,  p.  18). 

1489)  Ältere  Litteratur  dieser  Frage  bei  H.  Pipping,  Zeitschr.  Biol. 
27,  1890,  p.  2. 

1490)  Arch.  Physiol.  47,  1890,  p.  361.         1491)  ib.  68,   1894,  p.  266. 
1492)  ib.  47,  1890,  p.  368.    Er  bezeichnet  das  Verfahren  selbst  als 

Näherungsmethode  (noch  nachdrücklicher  ib.  63,  1898,  p.  61).  H.  Pipping 
(Zeitschr.  Biol.  27,  1890,  p.  436)  wirft  ein,  man  dürfe  die  Obertöne  nicht 
als  äqoidistant  betrachten,  da  die  zugehörigen  Tonstufen  nach  der  Höhe 
abnehmen,  und  präcisirt  diese  Bemerkung  später  (ib.  31,  1896,  p.  664) 
dahin,  man  müsse  hier  mit  den  Logarithmen  der  Schwingungszahlen  statt 
mit  diesen  selbst  rechnen.  L.  Hermann  hatte  Pipping's  Einwand  zuerst 
beiseite  geschoben  (Arch.  Physiol.  48,  1891,  p.  188);  später  (ib.  61,  1896, 
p.  182)  fEQirt  ihn  eine  genauere  Untersuchung  der  hier  anzunehmenden 
erzwungenen  Schwingungen  zu  dem  Resultat,  dafs  keine  von  beiden  Arten 
zu  rechnen  streng  richtig  sei,  die  seinige  aber  meist  richtigere  Werte 
gebe,  besonders  bei  Annahme  kleiner  Dämpfung.     J.  D.  Boeke  (Arch. 
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kleine  Wellen  oder  Zacken  ans,  und  zwar,  wie  Hennann  angiebt'^'), 
mit  solcher  Deutlichkeit,  dais  man  seine  Tonhöhe  durch  directe  Ab- 
messung dieser  kleinen  Wellen,  bezw.  des  YerhAltnisses  ihrer  Perioden 
zur  Periode  des  Grundtons  („Proportionalmessung^^)  bestimmen  könne. 
In  Tielrai  Fällen  genüge  sogar  eine  einfa^e  Abzahlung  der  kleinen 
Wellen  ^^^).  Er  geht  sogar  soweit,  zu  behaupten ^^^),  „da&  die 
wahre  Charakteristik  des  Grundtons  aus  der  [hannonischen]  Analyse 
am  wenigsten  erkannt  werden  könne^  und  reeapitulirt  schliefslich 
die  Resultate  seiner  Versuche  folgendermafsen^^^):  das  Wesentliche 
des  Yocals  sei  ein  intennittirendes  oder  oscillirendes  Anblasen  des 
Mundtones  durdii  die  Stimme;  der  Mundton  erklinge  (wenigstens  bei 
Ä  und  0)  immer  nur  während  eines  kleinen  Teils  der  Periode  des 
Stimmtons;  dabei  kcmime  es  gar  nicht  darauf  an,  ob  der  Mundton 
zum  Kehlton  harmonisch  «ei.  Bei  U^  E,  I  trete  an  Stelle  der 
völligen  Intermittenz  die  Amplitudenschwankimg. 

Zur  Erläuterung  seiner  Auflösung  bespricht  er  anhangsweise 
die  harmonische  Analyse  der  Function  ^^^^: 

(1)  sin ^  sin g^  =  j cos {q  --  l)t  —  ^  cos (q  +  1) t 

Sie  kann  einerseits  angesehen  werden  als  Ausdruck  einer  Schwingung 

2  7t 

von  der  Periode  — ,  deren  Amplitude  mit  der  Periode  2n  zu-  und 
abnimmt;    andererseits    als    Übereinanderlagerung    zweier   einfachen 

Phjtiol.  60,  1891,  p.  Sil)  macht  ebenfalls  vom  SehwerpnnktsYer&hreb 
Gebrauch,  berücksichtigt  aber  dabei  alle  Partialtöne,  nicht  blofs  die  dem 
Formanten  benachbarten.  Er  erhält  dadurch  eine  regelmäfsige  Zunahme 
der  Tonhöhe  des  Fonnanten  mit  der  des  Chrundtons. 

1499)  Arch.  Physiol.  i7,  1890,  p.  S59.  Fipping  (Zeitschr.  Biol.  S7, 
1890,  p.  486)  erklärt  die  Proportionalmesfiung  für  „durchaus  verfehit^^; 
diA  einzelnen  Partialwellea  trübten  sich  gegenseitig  so  stark,  dafs  es  un- 
ausführbar sei,  die  Länge  der  Oberwellen  festzustellen. 

1494)  Arch.  FbjBiol.  47,  1890,  p.  368.  Fipping  (Zeitschr.  Biol.  27, 
1890,  p.  436)  findet  das  Yerfahren  „sehr  praktisch,  wo  man  vorher  bestimmt 
weils,  dajs  nur  ein  Teilttm  im  bez.  Yerstärkungsgebiete  voriianden  ist; 
sonst  giebt  es  nur  unyoUständige  Resultate^*. 

1496)  Ajch.  PbysioL  47,  1890,  p.  360.         1496)  p.  880. 

1497)  p.  388.  Zeitschr.  Biol.  87,  1890,  p.  486  macht  H.  Fipping 
darauf  aufinerksam,  dafs  die  Cunre  y  «^  sin  t  sin  4  ^  fünf  Zacken  aufweise, 
nicht  nur  vier,  wie  es  nach  Hermann's  Theoria  sein  müfste.  Hermann 
repUcirt  (Arch.  Physiol.  48,  1890,  p.  189),  diese  übersohfiasigiB  Zack»  sei 
ihm  keineswegs  entgangen,  sie  erfolge  aber  eben  nicht  in  dem  regel- 
mftfiiigsen  gegenseitigen  Abstand  aller  übrigen;  die  Höhe  des  Tones  hänge 
nicht  ab  von  der  Zahl  der  Zacken,  sondern  von  dem  ZMtabstand  der 
äqoidistaaten  Einwirkungen.    Vgl.  auch  ^^^^. 
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Schwingungen  von   den  Perioden  — — -r-  und  — ZET'     ^^^^  Ohm's 

Theorie  würde  jxmi  in  solchen  Fällen  nur  die  Töne  vemehmen,  die 
desa  beiden  letzteren  Perioden  ent^rechen,  ziach  Hermann'»  Auf- 
ÜEiasong,  nach  der  ,4^  ^^  j^^®  reg^lmäilsige  Pmodik  mit  einer 
Tonempfindnng   beantwortet^^,    neben   diesen   Tönen   od^r   vielleicht 

statt  ihrer  die  Töne  von  den  Perioden  2  sc  und  — •     Er  stellt  ver- 

schiedene  Versuche  an,  um  zu  entscheiden,  ob  das  eine  oder  das 
andere  der  Fall  ist^***). 

Gegenüber  dieser  Auffassung  Hermann's  halt  H.  Pipping****) 
durchaus  an  der  Ohm'schen  Theorie  fest  Als  charakteristisch  f^ 
die  Yocale  bezeichnet  er  die  Existenz  eines  oder  mehrerer  „Ver- 
stärkungsgebiete^^  derart,  dafs  jedesmal  diejenigen  Obertöne  maximale 
Amplituden  aufweisen,  deren  Tonhöhe  in  ein  solches  Verstftrkungs- 
gebiet  fÄUt**^).  Wenn  unharmonische  Töne  vorhanden  wären,  hatte 
er  (P.)  nicht  so  kleine  Werte  für  die  Summe  der  Fehlerquadrate 
bei  der  harmonischen  Analyse  seiner  Curven  finden  können,  wie  es 
thatsachlich  der  Fall  gewesen  sei**^^). 

Hermann's  Replik ^^')  constatirt  zunächst  die  Übereinstimjnnng, 
die  zwischen  ihm  und  Pippiug  darüber  besteht,  dafs  die  Tonhöhe 
des  Formanten  sich  mit  der  Höhe  des  Grundtons  nicht  wesentlich 
ändert.  Pipping's  Einwendungen  beruhten  auf  einem  physikalischen 
und  einem  mathematiseheu  Mifsverständnis.  Was  Hermann  in  ersterer 
Besiehung  beibringt,  interessirt  uns  hier  nur  soweit,  als  es  seine 
mathematische  Auffassung  erläutertest  „Meine  unharmonischen 
Töne  haben  in  jeder  neuen  Periode  [des  Grundtons]  eine'  Phasen- 
verscbiebung  ujid  treten  nur  in  Bezug  auf  die  Perioden  selbst  stets 
in  gleicher  Phase  auf  ...  Es  kommt  gar  nicht  auf  die  Intermittenz, 
ipndfim  auf  die  Incommensurabilität  zwischen  Mund'  und  Stimmton 
§tL^  In  mathemaüsdier  Beziehung  macht  er  geltend  ^^):  „Die 
[hamonisehe]  Analyse  kann  schlechterdinge  nur  harmonische  Be- 
standteile nachweisen;   oder  richtiger,  diese  Analyse  ist  eine  völlig 


1498)  p.  388;  weitere  Versuche  dieser  Art  ib.  66,  189i,  p.  490;  Kritik 
derselben  bei  Pipping,  Zeitschr.  Biol.  81,  1891,  p.  640. 

U99)  Zeitschr.  Biol.  87,  1880,  p.  1;  auch  schwedisch  als  Piis. 

1600)  p.  61. 

1601)  p.  40.  Hermann,  Arch.  Physiol.  48,  1891,  p.  186  findet  ee 
verwunderlich,  dafs  Pipping  die  von  ihm  gefundene  Fefalerquadratennune 
klein  nennt. 

1608)  Arch.  Physiol.  48,  1891,  p.  181.        1608)  p.  188. 
1604)  p.  185,  ebenso  68,  1894,  p.  878;  61,  1896,  p.  176. 
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willkürliche  Art  der  Zerlegimg  der  Periode  .  . .  Wie  kann  nun 
Pipping,  der  sich  lediglich  .  .  .  auf  diese  Analyse  stützt,  behaupten, 
dafs  die  Vocalcnrven  keine  unharmonischen  Bestandteile  enthalten?^ 
„Nichts  spricht  dafür,  dafs  die  Gonvergenz  [der  Reihe]  etwas  über 
die  Natur  der  Curve  aussagt"^**).  Wenn  man  über  das  Vorhanden- 
sein oder  Nichtyorhandensein  einer  von  dem  periodischen  Vorgange 
unabhängigen  unharmonischen  Beimengung  entscheiden  wolle,  müsse 
man  sich  klar  machen,  dafs  eine  solche  Beimengung  eine  scheinbare 
Ungleichheit  der  Perioden  zur  Folge  haben  würde.  Diese  Ungleich- 
heit würde  sich  bei  hinreichend  vielen  Perioden  schon  durch  den 
Anblick,  bei  geringerer  Zahl  vielleicht  nur  durch  den  verschiedenen 
Ausfall  der  Analysen  zu  erkennen  geben  ^^.  Dagegen  ein  „in  jeder 
Periode  gleichartiger'^  unharmonischer  Bestandteil  könne  durch  die 
harmonische  Analyse  unter  keinen  UmstSnden  entdeckt  werden;  es 
werde  sich  nur  ein  „Verstärkungsgebiet^  der  harmonischen  Partial- 
töne  seiner  Umgegend  zeigen. 

Eine  andere  Abhandlung  desselben  Bandes  ^^^  macht  noch 
darauf  aufinerksam,  dafs  eine  gute  Übertragung  der  Vocale  durch 
Telephon  und  Mikrophon  nicht  möglich  wftre,  wenn  die  0hm- 
Helmholtz'sche  Theorie  streng  richtig  w&re.  Denn  bei  dieser  Über- 
tragung treten  an  Stelle  der  Function  y  je  nach  der  Versuchs- 
anordnung   die  Functionen   dy/dt^    d^y/dfi,  Jydt\   in  jeder  dieser 

Functionen  ist  das  Verhältnis  der  Amplituden  der  Teiltöne-  ein 
anderes  ^^®),  dagegen  der  Abstand  zweier  Extrema  wird  durch 
Differentiation  und  Integration  nicht  wesentlich  geändert. 

1606)  48,  1891,  p.  186.  Hier  liegt  eine  sehr  instractive  Verwechslung 
der  wohl  zuerst  von  H.  Poincar^  in  dieser  Weise  unterschiedenen  Begriffe 
„Gonvergenz  im  Sinne  der  reinen^^  und  „im  Sinne  der  angewandten  Mathe- 
matik^* vor:  in  dem  von  Hermann  gegebenen  Beispiel  werden  die  Reihen- 
giieder  allerdings  rasch  so.  klein,  dafs  sie  bei  der  von  ihm  beanspruchten 
Genauigkeit  vernachlässigt  werden  können;  aber  man  würde  sehr  viel 
mehr  Glieder  brauchen,  wenn  man  die  (Genauigkeit  um  eine  Decimalstelle 
weiter  treiben  wollte.  Der  von  Hermann  bestrittene  Satz,  dafs  die  trigono- 
metrische Entwicklung  einer  Function  mit  unstetiger  Ableitung  schlecht 
convergirt,  bezieht  sich  auf  die  Gonvergenz  im  Sinne  der  reinen  Mathe- 
matik. 

1606)  p.  187.  Pipping  erwidert  (Zeitschr.  Biol.  31,  1896,  p.  660): 
„Die  Analyse  zweier  Wellen  derselben  Gurve  .  .  .  wäre  zweifellos  sehr  er- 
wünscht; wie  schwer  man  aber  .  .  .  Zeit  findet,  geht  daraus  hervor,  dafs 
Hermann  selbst  noch  nicht  dazu  gekommen  ist.** 

1607)  Arch.  Physiol.  48,  1891,  p.  666. 

1608)  Pipping  findet,  die  relativen  Störungen  der  Amplituden- 
Verhältnisse  seien  doch  nicht  so  sehr  grota  (Zeitschr.  Biol.  81,  1896,  p.  638). 
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Eine  üntersuchnng  der  Frage,  ob  Elttnge  mit  Formanten  der  von 
Hermann  angenommenen  Art  wirklich  gegenüber  der  harmonischen 
Analyse  und  dem  Schwerpunktsverfahr^n^^^)  das  von  Hermann  Yoraus- 
gesetzte  Verhalten  aufweisen,  hat  J.  D.  Boeke^'^)  ausgeführt.  Da 
er  es  schwer  findet,  im  vorans  den  Einflnfs  der  Fehlarquellen  zu 
schfttzen,  führt  er  Analysen  einiger  speciellen  Fälle  aus;  er  kommt 
zu  folgenden  Resultaten :  Ein  harmonischer  Formant  von  grölserer 
IntensitSt  als  der  Orundton  tritt  durch  die  Analyse  selbst  hervor,  das 
Schwerpunktsverfahren  würde  hier  überflüssig,  ja  irreführend  sein; 
ein  unharmonischer  Formant  von  gröfserer  Intensität  als  der  Gnindton 
ist  durch  die  Analyse  annähernd  zu  bestimmen,  das  Schwerpunkts- 
verfahren giebt  ihn  etwas  zu  hoch;  ein  harmonischer  Formant  mit 
in  der  Periode  des  Grundtons  wechselnder  Intensität  giebt  ähnliche 
Besultate  wie  ein  unharmonischer.  Auf  Orund  dieser  Ergebnisse 
schlägt  er  eine  Hodification  von  Hermann's  Definition  eines  Vocal- 
lautes**"^)  vor. 

Die  Fortsetzung  von  Hermann's  Untersuchungen  enthält  an 
für  uns  in  Betracht  kommenden  Dingen  hauptsächlich  eine  Dis- 
cussion  des  Einflusses  unharmonischer  Schwingungen  auf  die  Coeffi- 
eienten  der  trigonometrischen  Entwicklung  ^^^^).  Er  analysirt  die 
durch  das  Gesetz: 

10     für--Ä<iC<  —  wjr, 
Buxx    „    — «ITC  <  0?  <  fnn;,  (2) 

0       „        mn  <ix  <ih 

gegebene  Curve;  für  den  Fall,  dafs  h  ein  ganzzahliges  Vielfaches 
von  TT  ist  —  er  nennt  derartige  Bewegungen  „harmonisch  unter- 
brochen" —  findet  er: 

^/  X       ^CT  h  cos  mit  ein  Or^r^m«*)  /_v 

r  =  l 

Er  berechnet  die  ersten  Coefficienten  für  A  =  5  ;r,  m  »  1,  2,  3,  4,  5 
und  schlieist  aus  den  Ergebnissen:  der  wirklich  vorhandene,  aber 
nicht  durch  die  ganze  Periode  hindurchgehende  Partialton  tritt  für 


1609)  Arch.  Physiol.  60,  1891,  p.  316. 

1610)  Arch.  Physiol.  63,  1898,  Anh.  2,  p.  46.  Wie  man  sieht,  zieht 
Hennann  seine  Schlüsse  aus  der  Behandlung  specieller  Beispiele ;  für  eine 
allgemeine  Behandlang  der  hier  entstehenden  mathematischen  Fragen 
würden  vielleicht  mit  Vorteil  die  später  zu  besprechenden  Untersuchungen 
von  A.  Toepler  heranzuziehen  sein. 
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m  ^  2  mit  der  gröfsten  Amplitude  ftuf  nod  überwiegt  ma  bo  mehr, 
je  gröDser  m  ist;  dagegen  Ar  m ««  1  hat  der  4.  Partialt<Hi  noch 
eine  etwas  grö&ere  Amplitude  als  der  fänfte.  ,,Man  kann  also  bei 
relativ  kurzer  Vertretung  eines  hannonischen  Tones  in  der  Periode 
nicht  sicher  darauf  rechnen,  dafs  er  der  stärksten  PartialampUtude 
entspricht/^  Für  den  Fall  einer  „unharmonisch  unterbrocheo#n^^ 
Bewegung  giebt  er  einige  bei  Anwendung  des  „Schwerpunkts^ 
Verfahrens"^'*)  zu  beobachtende  Vorsichtsmaisregeln ^").  Später ^•^) 
untersucht  er  auch  das  Gesetz: 


(4)  f{x)  - 


0  für  —  njt  <  a:  <  —  tn^r, 
sin  x     „    —  WTC  <  x  <  0, 
—  sin  o;    „  0   <  a:  <  mit, 

0       „         mjr  <  X  <  njr; 


der  dem  sino;  entsprechende  Partialton  sei  hier  in  allen  Fällen  ent- 
weder der  hervorragendste  oder  er  liege  zwischen  den  beiden  hervor- 
ra^ndsten;  im  letzteren  Falle  könne  er  eine  sehr  viel  kleinere 
Amplitude,  sogar  die  Amplitude  0  haben.  Die  Ermittlung  nach  dem 
Schwerpunktsprincip,  gebe  also  in  allen  Fällen  eine  annähernd  richtige 
Lage  des  Formanten. 

Weiter  hat  Hermann  den  Einfluis  untersucht,  den  ümkehrung 
der  Abscissen  **")  oder  der  Ordinaten*^^*)  (Substitution  von  /"(— 0 
oder  —  f(t)  an  Stelle  von  /*(/))  auf  die  Phasen  der  Partialtöne  hat 
Dann  behandelt  er  noch  einmal  die  Interferenz  zweier  einfacher 
Töne;  für  den  Fall  gleicher  Intensitäten  leitet  er  aus  der  mit  (1) 
äquivalenten  Gleichung: 

(5;  cos  mt  —  cos  n^  =  —  2  sm  — ^ —  t  sm  — 5 —  t 

ab,  dafs  dabei  auTser  dem  Differenzton  (Tartini'schen  Ton)  von  der 
Schwingungszahl  m — n  auch  noch  ein  „Mittelton^  von  der  Schwingungs- 
zahl j{m-\'  n)  hörbar  sein  müsse,  entsprechend  dem  Umstand,  dafs 
die  durch  die  Function  (5)  dargestellte  Gurve  im  Intervall  2»  von 
jeder  Seite    her  -|(m-J-n)mal    durch    die    ^-Axe  hindurchgeht****). 

1611)  p.  60.         1612)  ib.  68,  1894,  p.  276. 

1613)  ib.  66,  1894,  p.  476. 

1614)  p.  479. 

1616)  nr.  2,  p.  486.  Mit  der  von  ihm  p.  48S  aufgeworfenen  Frage, 
unter  walchen  Bedinguigen  ,,die  hiDzukommende  Schwingung  besondere 
Gip&l  herroxhringf S  vg^.  man  ein  fOr  einen  epeciellen  Fall  bereits  Ton 
d'Alembert  gegebenes  Resultat'^'). 
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Sind   die  Amplituden    a,    b   nicht   gleich,    so   schliefst   er  ans  der 
Gleichung: 

a  cosmt  —  b  oosnt  ^  (a  —  h)  cos  — ~-  t 


cos 


2       2 

—  (a  +  6)  sin  — 5 —  t  sin  —^ —  /, 


(6) 


2       2 


fit    1-  fi 

dals  die  Anzahl   der  Diurchgttnge  durch  die  Axe  von  — ^— -    nach 

derselben  Seite  abweiche  wie  die  Schwingungszahl  der  stärkeren 
Schwingung  *•*•).  Er  bemerkt  femer,  da  der  Punkt  t  =»  0  doppelter 
Nullpunkt  Von  (5)  sei,  setze  der  Mittelton  in  jeder  Periode  des 
Schwebungstons  mit  Phasenwechsel  ein,  indem  z.  B.  atif  einen 
Wellenberg  wieder  ein  Berg  folge***');  daraus  erklftre  sich,  dafs 
Resonatoren  nur  bei  sehr  starker  Dämpfung  auf  den  Mittelton 
reagirten  und  dafs  dieser  ntor  von  sehr  musikalischen  Leuten  wahr- 
genommen werde.  Er  folgert  daraus  die  Notwendigkeit,  die  Reso- 
natorentheorie in  der  Lehre  von  der  Tonempfindung  „entweder  weiter 
zu  entwickeln  oder  aufzugeben"****).  Das  letztere  sei  nicht  leicht 
möglich;  mit  der  blofsen  Wendtmg,  das  Ohr  nehme  jede  Art  von 
Periodik  als  Ton  wahr,  sei  nichts  anzufangen.  „Worin  soll  die 
wahrgenommene  Periodik  .  .  .  bestehen?  Es  können  doch  nur  ent- 
weder die  Durchgänge  .  .  .  oder  die  Gipfel  .  .  .  gezählt  werden."  Er 
behält  dfther  die  Resonatorentheorie  bei,  ergänzt  sie  aber  durch  einen 
Züs&tz  ****),  nach  dem  eine  „Zählzelle''  von  r  Schwingungen  auch  in 
Erregung  versetzt  wird,  wenn  ein  Ton  von  « <  r  Schwingungen 
r-mal  in  der  Secunde  intermittirt  oder  seine  Amplitude  oder  Phase 
wechselt. 

Um  dieselbe  Zeit  kommt  auch  H.  Pipping  auf  die  Frage 
zurück***).  Er  betont,  aus  der  ünregelmälÜBigkeit  einer  Vocalcurve 
dürfe  man  nicht  ohne  weiteres  sehliefsen,  dafs  ihr  ein  unharmonischer 
Ton  beigemengt  sei;  solche  Uiuregelmäfsigkeiten  könnten  auch  durch 
andere  Gründe  herbeigeführt  werden  (kleine  Variationen  der  Mund- 
stellung, Schwankungen  der  Tonhöhe,  Mängel  des  Registrirapparates). 


1616)  p.  496.  Es  würde  wohl  noch  der  Untersuchung  bedürfen  und 
lohnen,  unter  welchen  Bedingungen  der  Satz  richtig  ist;  Hermann  scheint 
ihn  aas  Specialfftllen  inducirt  zu  haben. 

1617)  p.  488.    Vgl.  die  Bemerkung  zu  "»«).     1618)  nr.  8,  p.  498. 

1619)  p.  494.  p.  497  bringt  er  diese  Vorstellung  mit  seiner  allgemein- 
physiologischen  Theorie  von  „Spaltung  und  Restitution*'  in  Beziehung. 

1620)  Zwei  zusanmiengehOrige  Abhandlungen,  Zeitschr.  Biol.  81,  1996, 
p.  624  und  Fenn.  Acta  20^1,  1896. 
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In  Fällen,  in  denen  dem  Eliing  wirklich  ein  (von  der  Stimmgabel 
des  Apparates  herrührender)  unharmonischer  Ton  beigemischt  ge- 
wesen sei,  habe  die  Analyse  dies  unzweideutig  gezeigt ^'^^^).  Die 
mathematische  Willkürlichkeit  der  harmonischen  Analyse  giebt  er 
jetzt  zu,  „obgleich  ihre  Zweckm&Tsigkeit  und  Klarheit  uns  ein  Finger- 
zeig ist,  dafs  sie  der  innersten  Natur  der  Sache  entspricht" ^^'*). 
Vom  physikalischen  Standpunkt  sei  sie  die  einzig  richtige  ^^^). 
Endlich  die  physiologischen  Erfahrungen  könnten,  soweit  sie  reichen, 
die  physikalischen  nur  unterstützen  ^'^^).  Die  von  Hermann  zur 
Stütze  seiner  Auffassung  herbeigezogene  Thatsache,  daDs  die  Em- 
pfindung der  Tonhöhe  eines  Klanges  nur  von  seinem  Grundton  ab- 
hänge, glaubt  Pipping  auf  folgenden  Satz  zurückführen  zu  können: 
„ein  E[lang  von  der  Schwingungszahl  n  wird  empfunden,  sowie  eine 
hinreichende  Anzahl  von  Teiltönen  vorhanden  ist,  deren  Schwingungs- 
zahlen genau  ^**)  Vielfache  von  n  sind".  Übrigens  werde  der 
Grundton  fast  nie  gänzlich  fehlen,  da  er  als  Differenzton  je  zweier 
benachbarter  Teiltöne  auftritt.  Wäre  Hermann's  Auffassung  richtig, 
so  müfste  jeder  Ton  von  allen  seinen  üntertönen  begleitet  sein^^*^. 
Hermann 's  nächster  Aufsatz  enthält  aufser  den  in  den  Noten 
erwähnten  Auseinandersetzungen  mit  Pipping  einen  Ansatz  zu 
detaillirterer  Formulirung  seiner  Auffassung,  indem  er  der  Frage 
näher  tritt,  „ob  die  imharmonischen  Bestandteile  der  Vocalklänge 
sich  in  jeder  Periode  unabhängig  einsetzend  wiederholen  oder  ob  sie 
eine  in  der  Phase  fortlaufende  und  nur  mit  jeder  Stimmperiode 
unterbrochene  Schwingung  darstellen"^**"').  Im  ersteren  Falle  würde 
er  sie  als  anaperiodische,  im  letzteren  als  autoperiodische  Bestand- 


1621)  Zeitschr.  Biol.  31,  p.  628.  Leider  giebt  er  nicht  un,  wie  sie  es 
gezeigt  hat. 

1622)  ib.  p.  629;  vgl.  dazu  Hermann,  Arch.  Physiol.  61,  p.  176. 

1623)  Pipping^B  hier  vorliegende  Berufung  auf  einen  Elayierversuch 
von  Helmholtz  widerlegt  Hermann  ib.  p.  178. 

1624)  Zeitschr.  Biol.  31,  p.  630. 

1626)  Pipping  sagt  „gerade^^  (p.  635),  was  ein  Mifsverständnis  ver- 
anlassen könnte.  Eine  schärfere  Behauptung  würde  man  erhalten,  wenn 
man  sagen  würde :  „sowie  n  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  der  Schwingungs- 
zahlen der  vorkommenden  Teiltöne  ist^^  —  Pipping  selbst  fugt  p.  646 
noch  hinzu:  zur  sicheren  Wahrnehmung  des  Klanges  sei  eine  einigermafsen 
geschlossene  Reihe  von  Teiltönen  nötig;  andernfalls  hätten  die  Teiltöne 
eine  ausgesprochene  Neigung  einzeln  gehört  zu  werden. 

1626)  p,  639.  Hermann  erläutert  dem  gegenüber  Arch.  Physiol.  61, 
1896,  p.  197  seine  Auffassung  dahin,  dafs  nur  eine  primitive  Periode  zu 
berücksichtigen  sei. 

1627)  Arch.  Physiol.  61,  1896,  nr.  2,  p.  171. 
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teile  bezeichnen.  Zur  Entscheidung  sei  es  erforderlich,  mehrere  auf- 
einanderfolgende Perioden  derselben  Curve  zu  analysiren  und  dabei 
nicht  nur  die  Amplituden,  sondern  auch  die  Phasen  der  einzelnen 
Teiltöne  zu  bestinunen.  Indem  er  das  ausfCÜiren  Mst,  findet  er^^^), 
„dafs  eine  regebnäOsige  Verschiebung  [der  Phase],  wie  sie  ein  auto- 
periodischer unharmonischer  Eormant  verursachen  wttrde,  nicht  vor- 
kommt^^  Er  teilt  auch  noch  neue  Curren  mit,  bei  denen  „die 
Wiederholung  einer  anaperiodischen  unharmonischen  Schwingung 
jedem  Unbefangenen  in  die  Augen  springt^'  und  folglich  „der  un- 
mittelbarQ  Anblick  der  Curven  Dinge  lehrt,  welche  in  der  Analyse 
niemals  zu  Tage  treten  können"^**).  Auch  bespricht  er  Versuche, 
bei  denen  infolge  nicht  ganz  genügenden  Functionirens  des  Apparates 
die  Curven  statt  der  unteren  Gipfel  gerade  horizontal  abschneidende 
Linien  aufweisen;  eine  solche  Curve  gebe  „bei  der  Analyse  eine 
wesentlich  andere  Amplitudenverteilung,  ohne  die  Formanthervor- 
ragung  zu  verwischen"  ^*^). 

Noch  eine  f&r  die  Auffassung  der  Bedeutung  der  harmonischen 
Analyse  fundamentale  Frage  ist  in  der  Debatte  über  die  Vocalklänge 
zur  Sprache  gekommen.  Pipping  hatte  schon  in  seiner  ersten 
Untersuchung  wahrscheinliche  Fehler  der  von  ihm  berechneten  Coef&- 
cienten  angegeben ^*'^);  für  die  zweite  liefe  er  sich  von  E.  Linde- 
loef  eine  ausführliche  Begründung  des  dabei  benutzten  Verfahrens 
geben ^^*):  Sind  die  Constanten  jp*,  g*  für  Ä;  >  ^  alle  =  0  und  ist 
Sj  der  Unterschied  zwischen  einer  beobachteten  Ordinate  und  dem 
aus  der  Formel  sich  für  sie  ergebenden  Werte,  so  ergiebt  sich  als 
Quadrat  des  wahrscheinlichen  Fehlers  einer  Beobachtung: 


£«  = 


n-(2^+l)     ^ 


2^^'  w 


Lindeloef  behauptet  ferner*^**):  wenn  die  jp*,  g*  nicht  alle  =  0 
sind,  sei: 

sein  Beweis  beruht  auf  dem  von  ihm  mit  „bekanntlich"  eingeführten 
Satze,  dafs  die  wahrscheinlichen  Werte  der  Differenzen  zwischen  dem 
Quadrat  je  eines  berechneten  pk  oder  qt  und  dem  Quadrat  der  an 
ihm  noch  anzubringenden  Correctur  positiv  seien.     Aus  diesem  Er- 


1628)  p.  174.         1629)  nr.  8,  p.  175.         1630)  nr.  6,  p.  191. 

1631)  ZeitBchr.  Biol.  27,  1890,  p.  27. 

1682)  Fenn.  Acta  20^^ ,  1896,  p.  68.        1638)  p.  66. 
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gelmiB  zieht  Pipping  den  Schlafs,  die  Anzahl  der  ngnifiestiTen 
Conatanten  sei  eischöpft,  wenn  $  bei  Hinzonahme  weiterer  nicht 
mehr  wesentlich  kleiner  werde  ^^^).  Übrigens  rechne  man  am  besten 
nach  der  Formel: 

da  man  dann  nicht  nötig  habe,  die  grolsen  ersten  Ooefficienten  sehr 
genau  zu  berechnen  ^^^).  In  den  so  beredmeten  Zahlen  c'  glaubt 
Pipping  nun  auch  ein  Mais  für  die  Genauigkeit  seiner  Messungen 
zu  haben ^^^.  Dem  gegenüber  macht  Hermann  geltend,  dals  die 
Messungen  durch  die  Eehlerrechnung  absolut  nicht  controlirt  würden, 
sondern  nur  —  neben  der  Richtigkeit  der  Rechnung  —  wieweit  die 
berechneten  Glieder  ausreichen,  die  gemessenen  Ordinaten  dar- 
zustellen^^. Liefse  man  sich  nämlich  nur  dadurch  leiten,  dafs  die 
letzten  berechneten  Amplituden  bereits  sehr  klein  sind,  so  sei  man 
niemals  sicher,  ob  sich  nicht  unter  den  yemachlässigten  unerwartet 
hohe  befinden;  das  sei  aber  ausgeschlossen,  wenn  £6^  hinreichend 
klein  geworden  sei^*^^).  Sei  die  Genauigkeit  der  Ordinatenmessungen 
bekannt,  so  könne  man  auch  abbrechen,  wenn  die  mittlere  Ab- 
weichimg ebenso  klein  sei  als  die  Fehlerbreite  der  Messungen-,  falsch 
sei  aber  umgekehrt  zu  behaupten:  wenn  der  mittlere  Fehler  nicht 
mehr  wesentlich  kleiner  wird,  bedeutet  er  die  üngenauigkeit  der 
Messimgen.  Lindeloef's  Untersuchung^^*)  betreffe  nur  den  Fall,  dafs 
das  Auftreten  höherer  Töne  a  priori  ausgeschlossen  sei*^. 


1634)  p.  19. 

1586)  Sollte  das  wirklich  zn  empfehlen  sein? 

1636)  Zeitschr.  Biol.  31,  1896,  p.  660. 

1637)  Arch.  Physiol.  61,  1895,  p.  176,  FuTsn.  3;  ausführlicher  83,  1901, 
p.  33. 

1538)  Hermann  hebt  mit  Recht  hervor,  dafs  —  Sd^  durch  hinzu- 
kommende Glieder  nur  abnehmen,  Pipping's  e  (Glchg.  7)  dagegen  auch 
zunehmen  kann. 

1539)  Die  letztere  Bemerkung  zeigt,  dafs  er  Lindeloef  s  zweiten  Satz  ^^'^) 
entweder  übersehen  hat  oder  nicht  als  richtig  anerkennt.  —  Übrigens 
könnte  man  Hermann*s  Darlegungen  die  Frage  entgegenhalten:  ist  eine 
solche  Verteilung  der  Beobachtungsfehler  wahrscheinlich,  dal's  sie  sieh 
durch  die  Formel  mit  geringer  Gliederzahl  darstellen  lassen? 
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E.    Separation   superponirter  periodischer  Erscheinungen. 

Sehr  häufig  hat  man  es  mit  dem  Falle  zu  thun,  dafs  mehrere 
periodische  Kräfte  von  verschiedenen  Perioden,  die  nicht  alle  aliquote 
Teile  einer  einzigen  sind,  zusanmienwirken,  um  eine  Erscheinung  von 
complicirterer  Variabilität  zu  stände  zu  bringen.  In  solchen  Fällen 
handelt  es  sich  darum,  die  Wirkungen  der  verschiedenen  Perioden 
von  einander  zu  trennen,  um  sie  einzeln  näher  untersuchen  zu  können. 

Der  einfachste  hierher  gehörende  Fall  ist  der,  dafs  zwei  Perioden 
so  sehr  von  einander  verschieden  sind,  dafs  man  die  längere  gegen- 
über der  kürzeren  als  säcular  behandeln,  d.  h.  das  von  ihr  ver- 
anlaüste  Glied  im  Ausdruck  der  vorliegenden  Erscheinung  während 
der  kürzeren  Periode  durch  eine  lineare  Function  der  Zeit  darstellen 
könne.  In  dieser  Weise  hat  bereits  A.  Bravais^'*^)  den  täglichen 
Gang  der  meteorologischen  Elemente  von  dem  Einflufs  von  Störungen 
zu  befreien  gelehrt.     Ist   t^  der  um  w*  beobachtete   Wert,   so   sei 

deren  Betrag   während  24  Stunden  ^  {t^^  —  /q)  ,   es  scheine  also  zu- 

fit 
nächst,  als  ob  man  tm  um  ^  (t^^  —  #o)  vermindern  müsse.     Dadurch 

würde    aber    auch    das    Tagesmittel   —    das    er    nach    der   Formel 

^  =  24(8^0+ ^i  +  'sH f-  f%s+ihi)  bestimmt  —  um  K^m  —  O 

vermindert;  um  das  zu  compensiren,  addirt  er  wieder  diese  Gröfse 
zu  jeder  Beobachtung,  sodafs  er  also  im  ganzen  tyn  durch 

'•»+T^('»*-'o)  .  (1) 

ersetzt.      Sollen    dann  Mittelwerte    der    t^  ftlr  einen   Zeitraum  von 
n  Tagen  berechnet  werden,  so  sind  die  rohen  Mittel  Tm  durch 

2'»  +  -^  (T,,  -  T,)  =  T„  +  i^  (4r  "  -  C)        (2) 

ZU  ersetzen,  wobei  v^    und  v^^"     die  Beobachtungen  zu  Beginn  und 
zu  Ende  des  Zeitraums  bedeuten  ^^^). 


1640)  Voyages*"*),  p.  826  („pr^paration  präliminaire  des  mojennes 
horaires^*).  Schon  J.  G.  Tralles  (Berl.  Abh.  1818/19,  p.  416)  hatte  an  eine 
Verbesserung  seiner  Formel  zur  Berechnung  des  Tagesmittels  (§  26  C,  (1))  mit 
Rücksicht  auf  den  jährlichen  Gang  gedacht,  sie  aber  „in  der  Regel  sehr 
geringe'*  gefunden.  N.  Ekholm  (Meteor.  Zeitschr.  23,  1888,  p.  62)  be- 
merkt: die  Anwendung  des  Verfahrens  auf  eine  nicht  wirklich  säculare, 
sondern  nur  langperiodische  Störung  führt  in  der  Nähe  der  Extreme  der 
letzteren  zu  falsdien  Resultaten;  aber  der  Fehler  sei  sehr  klein,  wenn  dip 
Periode,  fSr  die  der  Gang  ermittelt  werden  soll,  klein  gegen  die  Periode 
der  Störung  sei.  1641)  p.  329,  331. 
.   jBhreibericbt  d.  Deutichen  Mftthem.-Vereinignng.   X.  19 
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Das  von  J.  Lamont^^')  yorgeschlagene  und  vielfach  nach  ihm 
genannte  Verfahren  unterscheidet  sich  von  dem  Bravais'schen  nur 
dadurch,  dafs  er  ^  (^^  -f  ^  +  •  •  •  -f  t^^  als  den  Mittelwert  behandelt, 
der  nicht  abgeändert  welken  soll;  infolgedessen  tritt  bei  ihm  m<^t 
12  —  m^  sondern  12,5  —  m  als  Factor  in  den  Formeln  (l)  und  (2) 
auf***').  Dagegen  verwendet  M.Rikatscheff ****),  der  Bravais  und 
LiUnont  nicht  gekannt  zu  haben  scheint,  die  von  Bravais  verworfene 

Correction  —  (t^^  —  f^). 

B.  Strachey*^*)  giebt  auch  entsprechende  Correctionen  för 
die  aus  den  Werten  t^i  tii  »  •  -,  f^  berechneten  ersten  Coefficienten 
der  Bessel'schen  Formel. 

Das  Bravais -LamonVsche  Verfahren  benutzt  zur  Bestimmung 
des  Einflusses  des  jährlichen  Ganges  nur  die  erste  und  letzte  der 
täglichen  Beobachtungen;  genauer  würde  hier  die  Anwendung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  zur  Berechnung  einer  sich  den 
Beobachtungen  möglichst  anschliefsenden  linearen  Function  sein^  wie 
sie  von  R.  Wolf*^*)  für  das  analoge  Problem  der  Elimination  des 
einährigen  aus  dem  jährlichen  Gang  der  Sonnenflecken  benutzt 
worden  ist. 

Bei  Benutzung  des  Bravais'schen  oder  Lamont'schen  Verfahrens 
hat  man  wohl  zuweilen  gemeint,  man  eliminire  damit  nidit  nur 
säculare,  sondern  auch  andere  Störungen.  Demgegenüber  erklSrt 
J.  Maurer***^  das  Verfahren  für  „kaum  mehr  als  eine  nutzlose  arith- 
metische  Operation";    die   Voraussetzung    geradlinigen   Verlaufs    der 


1642)  Münch.  Stemw.  Ann.  Suppl.  6,  1868,  §  4,  p.  VU.  Lamont  hatte 
das  Verfahren  schon  früher  benutzt,  aber  nicht  veröffentlicht. 

1548)  Bei  Lamont  steht  11,6  statt  12,5,  was  auch  E.  Lejst,  Repert. 
Meteor.  13^ ,  1890,  p.  250,  herübergenommen  hat,  obwohl  seine  einzeln  aus- 
gerechneten Werte  mit  12,6,  nicht  mit  11,6  stimmen.  H.  Wild  (Repert. 
Meteor.  Suppl.  1,  1881,  p.  9)  und  P.  Schreiber  (Chemnitz,  meteor.  Ji^b. 
1887,,  p.  127  und  Meteor.  Zeitschr.  24,  1889,  p.  468)  berufen  sich  auf 
Lamont,  ziehen  aber  die  Berechnung  des  Mittels  nach  der  Trapezformel 
vor;  infolgedessen  erhalten  sie  nicht  das  Lamont^ sehe,  sondern  das 
Bravais'sche  Resultat.  Bei  Schreiber  erscheint  die  Sache  noch  dadurch 
complicirt,  dafs  er  mit  Registrirapparaten  arbeitet,  deren  Angaben  für 

24*  eines  Tages  und  0*  des  folgenden  Tages  zuweilen  differiren  "**). 

1544)  Repert.  Meteor.  8^,  1878,  p.  1.  Zweifel,  die  die  aUgemeine 
Formel  p.  8  übrig  lassen  könnte,  werden  durch  die  Beispiele  p.  4  beseitigt. 

1645)  Lond.  Roy.  Ppoc.  42,  1887,  nr.  7,  p.  67. 

1546)  Astr.  Mitt.  2,  1866,  p.  17. 

1547)  Meteor.  Zeitschr.  19,  1884,  p.  616.  Er  teilt  eine  seiner  Auf- 
fassung zustimmende  Erklärung  R.  Wolfes  mit. 
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dtdnmgen,  auf  der  es  beruhe,  sei  niemals  zulftssig.  Veranlaüst  durch 
diese  Äuüsenuig  und  durch  Schwimgkeiten ,  auf  die  er  selbst  ge- 
stolsen  war,  sucht  N.  Ekholm^^  nach  einem  allgemeineren  Ver- 
fahren zur  Elimination  beliebiger  Störungen.  Es  mögen  m  +  2 
Perioden,    in   jeder   n  (äquidistante)   Beobachtungen   vorliegen;    die 

v^®  Beobachtung  der  ^**°  Periode  sei  mit  a  ^^  bezeichnet  (v  =  1,  2, . . ., «; 

fi  —  0,  1,  2,  .  .  .,  w  +  l);  auiserdem  liege  noch  a  vor.  Wftren 
die  Perioden  alle  eongruent,  so  würden  in  der  graphischen  Dar- 
stellung  die  Geraden    (a^f^^    €r^^''\    alle  zur  Abscissenaxe  parallel 

sein;  infolge  der  Störungen  ist  das  thatsftchlich  nicht  der  Pall. 
Ekholm  dreht  sie  daher  alle  der  Reihe  nach,  bis  sie  zur  Abscissenaxe 
parallel  werden;  dabei  lälst  er  jedesmal  die  zwischenliegenden  Ordi- 
naten  der  Bewegung  folgen,  sodafs  sie  ihrem  Abstand  vom  Dreh- 
pimkt  proportional  verlängert  oder  verkürzt  werden.  Dabei  giebt  er 
aber  zunächst  gar  nicht  an,  um  welchen  Punkt  er  eigentlich  dreht^***); 
auch  erklärt  er  selbst  das  Verfahren  für  „auüserordentÜch  mühsam^ 
und  ersetzt  es  daher  sogleich  durch  ein  abgekürztes****^).  Bei  diesem 
wird  einüeich  jeder  Ordinate  diejenige  Zahl  als  Gewicht  beigelegt, 
die   angiebt,  wie  oft  sie  bei  dem  ersten  abgeändert  werden  müTste, 

m.  a.  W.  es  erhalten  die  a^  die  Gewichte  v,  die  a^"*  die  Ge- 
wichte n  —  V  +  1^  alle  übrigen  a  das  Gewicht  n.  Die  Correctionen, 
die  dann  noch  anzubringen  sein  würden,  wenn  man  zu  den  durch 
das  erste  Verfahren  gelieferten  Werten  gelangen  wollte,  erhalten 
so  groise  Nenner  —  und  dabei  doch  keine  beträchtlichen  Zähler  — ^ 
da&  man  sie  vernachlässigen  könne,  wenn  n  und  m  nicht  allzu 
klein  sind^^^^).  In  andern  Fällen  genüge  es  häufig,  wenn  man 
nur  einige  symmetrisch  über  die  Periode  verteilte  Differenzen  in 
Bechnung  bringe**^'). 


1548)  ib.  20,  1886,  p.  81. 

1549)  Erst  weiter  unten,  p.  85,  erklärt  er:  wenn  man  nur  beabsichtige, 
die  periodische  Schwankxmg  richtig  zu  bekommen,  könne  die  Drehung  um 
jeden  beliebigen  Punkt  geschehen ;  wolle  man  aber  auch  das  Mittel  streng 
richtig  bekommen,  so  müsse  jede  Gerade  um  ihren  Mittelpunkt  gedreht 
werden. 

1550)  p.  88. 

1561)  p.  87.  Er  glaubt  übrigens,  auch  wenn  diese  Coxrection  nicht 
munerklich  sei,  könne  „ihre  VemadiläBsigung  wohl  keinen  systematischen 
Fehler  mit  sich  bringen". 

1552)  p.  88.  Veigleichungen  von  Resultaten  seines  und  des  Lamoni'schen 
Verfahrens  giebt  Ekholm  hier  p.  89  und  21,  1886,  p.  285. 

19* 
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Später  ^'^^')  will  Ekholm  seine  Methode  noch  so  modificiren,  dafs 
man  auf  die  Berechnung  der  (Torrectionen  in  jedem  Fall  verzichten 
könne.     Er  nimmt  an,    es  lagen  aufser  den  m  -f  2  Perioden  und 

dem  a~     noch  r  —  1  überschüssige  Beobachtungen  a^  "^   ,  a^^  \  •  -  -i 

%J^i  '^^^'i  dann  kann  man  aus  ihnen  auf  r  Arten  je  ein  System 
der  früher  betrachteten  Art^^  herausheben.  Er  zählt  ab,  wie 
oft  jede  Beobachtung  im  ganzen  ins  Spiel  käme,  wenn  man  auf 
jedes  dieser  Systeme  die  frühere  Methode  anwenden  wollte;  ein  ab- 
gekürztes Verfahren  besteht  wieder  darin,  dafs  man  einfach  die 
so  bestimmten  Zahlen  den  Beobachtungen  aU  Gewichte  beilegt. 
Die  Gorrectionen,  die  dann  noch  anzubringen  sein  würden,  haben  den 
Nenner  r(w«  +  n+l);  die  Zahl  der  Glieder  im  Zähler  wächst 
zwar  auch  etwa  proportional  mit  r;  aber  da  diese  Glieder  ver- 
schiedene Vorzeichen  haben,  so  ninmit  Ekholm  an^^^),  dafs  sie  sich 
gröfstenteils  gegeneinander  wegheben  werden.  Er  gesteht  selbst,  dafs 
sich  diese  Behauptung  nicht  ganz  streng  beweisen  lasse,  giebt  aber 
zu  bedenken,  „dafs  eine  Naturerscheinung  immer  stetig  varüren  und 
überdies,  wenn  sie  wirklich  periodisch  ist,  ziemlich  regelmäfsig  ab- 
laufen mufs^\  Da  n  doch  nicht  klein  sein  dürfe,  könne  man  r 
immer  so  grofs  nehmen,  dafs  der  Nenner  hinlänglich  grofs  werde; 
schliefslich  stehe  auch  dem  nichts  im  Wege,  dafs  man  r  >  «  nehme  ^^^). 
Andererseits  werde  für  grofse  r  die  Rechnung  mühsam;  zweckmäfsig 
sei  ein  Wert  von  r(mn  +  n  +  1)  etwa  zwischen  100  und  1000^*"). 
Von  diesem  Verfahren  hat  Ekholm  zusammen  mit  Sv.  Arrhenius 
bei  der  Untersuchung  des  Einflusses  des  Mondes  auf  den  elektrischen 
Zustand  der  Erde  wirklich  Gebrauch  gemacht  ^'**^).  Später  ziehen 
sie  zur  Behandlung  einer  Beobachtungsreihe  mit  vielen  grofsen 
Lücken  noch  folgende  ihnen  von  K.  G.  Olsson  mitgeteilte  Methode 
IjqJ1668j.  Seien  die  Beobachtungen  nach  der  zu  untersuchenden 
Periode  geordnet,  sodafs  alle  Beobachtungen  gleicher  Phase  in  der- 
selben Golonne  stehen;  sei  Yy  die  Summe  sämtlicher  Beobachtungen 
der  v*^  Golonne,  n^  ihre  Anzahl.  Diese  w,.  werden  den  Yy  als 
Gewichte  beigelegt  und  das  so  entstehende  Gleichungssystem  nach 
dem   Schematismus   der  Methode   der  kleinsten  Quadrate  behandelt. 


1663)  ib.  23,  1888,  nr.  2,  p.  64.         1664)  p.  67. 

1666)  Läfst  man  r  immer  mehr  wachsen,  so  wird  man  zu  unverhältnis- 
mäfsig  grofsen  Gewichten  für  die  mittleren  Beobachtnngen  geführt;  wo 
ist  hier  die  Grenze? 

1666)  nr.  3,  p.  68.         1667)  Stockh.  Handl.  Bih.  19g,   1894,  p.  19. 

1668)  ib.  20«,  1896,  p.  11. 
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Dabei  kann  die  Auflösung  der  entstehenden  Normalgleichungen 
durch  successive  Approximation  geschehen,  da  die  Coeffidenten  der 
Diagonalglieder  die  übrigen  stark  überwiegen.  — 

Bei  den  bisher  besprochenen  Untersuchungen  handelte  es  sich 
inmier  nur  um  die  Beindarstellung  einer  Periode,  bezw.  um  die 
Elimination  des  Einflusses  aller  andern  etwa  vorhandenen.  Anders 
lieget  die  Sache  bei  der  Analyse  der  Gezeiten:  dort  muTs  eine 
ganze  Anzahl  periodischer  Glieder,  von  deren  Perioden  keine  ein 
Vielfaches  der  andern  ist,  voneinander  getrennt  und  jedes  für  sich 
berechnet  werden.  Der  für  diese  Auffassung  des  Problems  funda- 
mentale Satz:  dafs  die  durch  eine  periodisch  wirkende  Kraft  erzeugte 
erzwungene  Schwingung  die  Periode  der  wirkenden  Kraft  hat,  während 
ihre  Amplitude  und  ihre  Phase  von  der  Dämpfung  abhängen  — 
ergiebt  sich  bereits  aus  den  Untersuchungen  von  P.  S.  de  Laplace^'^'^^); 
doch  ist  Laplace  selbst  noch  nicht  dazu  gelangt,  von  diesem  Satz 
aus  die  Forderung  einer  empirischen  Bestimmung  dieser  Amplituden 
und  Phasen  fQr  jeden  Beobachtungsort  zu  stellen.  Sein  Haupt- 
interesse an  dieser  Frage  scheint  auf  die  Bestinmiung  der  Mond- 
masse gerichtet  gewesen  zu  sein;  zu  diesem  Zwecke  genügte  ihm 
eine  Vergleichung  der  Höhen  von  Springflut  und  Nippflut.  Erst  als 
man  daran  ging,  den  Verlauf  der  Gezeiten  auch  für  exotische, 
namentlich  für  indische  Häfen  festzustellen,  in  denen  die  halbtäg- 
liche Mondflut  die  übrigen  Componenten  keineswegs  so  überwiegt, 
wie  in  den  europäischen,  sah  man  sich  genötigt,  die  Frage  in  dem 
bezeichneten  Sinn  zu  behandeln.  Eine  Vorarbeit  dazu  hat  bereits 
S.  Haughton  geliefert,  indem  er  den  HiKssatz  bewies ^^:  die 
vierte  Differenz  der  Ö  Functionswerte  A  cos  v^  (v  =  «  —  2,  n  —  1, 
w,  n  -f  1 ,  n  -f  2)  hat  den  Wert: 

16-4  cos  w  9  sin* -^,  (3) 

ist  also  unmerklich,  wenn  nicht  tp  nahezu  gleich  it  ist.  Bildet  man 
also  die  vierten  Differenzen  aus  einer  Reihe  von  äquidistanten  be- 
obachteten Werten ^^^)  einer  Function,  die  sich  durch  eine  Summe 
von  solchen  Gliedern  darstellen  läfst,  so  haben  auf  diese  Differenzen 


1659)  Par.  Bist.  1775  [78],  p.  89;  1776  [79],  p.  177,  626;  Mäcanique 
eheste  2,  1800,  livre  IV;  6,  1824,  1.  XUI  (oenvres  9,  p.  69,  186,  28t; 
2,  p.  183;  6,  p.  168).    Vgl.  namentlich  IV^a  und  XIHj  (2,  p.  280;  6,  p.  176). 

1660)  Dubl.  Trans.  23,  1866,  nr.  2,  p.  40. 

1661)  Haughton  benutzt  aufeinanderfolgende  gleichnamige  Extreme, 
was  nur  correct  ist,  wenn  eine  Ck>mponente  die  übrigen  bedeutend 
überwiegt. 
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nur  diejenigen  Glieder  Einfiuls,  deren  Periode  nahezu  gleich  der 
doppelten  Zwischenzeit  zwischen  zwei  Beohachinngen  ist.  Von 
solchen  Gliedern  sind  in  dem  ron  Haughton  untersuchten  Falle  zwei 
voihanden;  um  diese  Toneinander  zu  trennen,  berflcksichtigt  er  den 
Umstand,  dafs  ihre  Amplituden  je  einen  in  nftherungsweise  hekannter 
Art  Yon  der  Zeit  abhSngigen,  langsam  Terftnderlichen  Factor  ent- 
halten. Beobachtungen  zu  einer  Zeit,  fftr  die  einer  dieser  Factoren 
nahezu  ^0  ist,  geben  dann  die  andere  Comp<mente  in  erster  An- 
nftherung;  die  so  gefundenen  Werte  werden  durch  Vergleich  mit  den 
Beobachtungen  suceessiTe  corrigirt^^^. 

In  ihrem  ganzen  Umfuige  wurde  die  Frage  der  harmonischen 
Analyse  von  Gezeitenbeobachtungen  erst  von  einem  von  der  British 
Association  niedergesetzten  AusschuTs  angegriffen '^*).  •  Nach  dem 
von  diesem  Ausschufs  ausgearbeiteten  Verfahren  werden  die  Be- 
obachtungen zunächst  fOr  die  zu  bestimmende  Componente  geordnet, 
d.  h.  es  werden  je  alle  diejenigen  Beobachtungen  summirt,  die  von 

einer   bestimmten  Phase   -^   der  beti*.   Periode   um  weniger  als   r^ 

abstehen  ^^^).    Aus  den  so  gefundenen  Mittelwerten  werden  17  Coefifi- 

1662)  p.  43. 

1663)  Der  erste  von  W.  Thomson  redigirte  Bericht  dieses  AuBschnsses 
(Brit.  AsBOC.  B«p.  ftlr  1868,  p.  489)  giebt  nur  eine  kurze  Erläntenmg  der 
angewandten  Rechnungsmethoden;  in  einem  sp&teren,  von  E.  Roberts 
redigirten  (ib.  fELr  1872,  p.  866)  wird  sie  wiederholt,  mit  Abftndenmgen, 
die  sich  im  Laufe  der  Zeit  als  wünschenswert  herausgestellt  hatten.  Ein 
noch  späterer,  wieder  von  W.  Thomson  redigirter,  giebt  noch  eine 
Modification  fdr  den  Fall,  dafs  die  vorliegenden  Beobachtungen  nur  einen 
kurzen  Zeitraum  umfassen  (ib.  fOr  1876,  p.  290):  es  werden  dann,  so  oft 
eine  Componente  bestimmt  ist,  die  von  ihr  gelieferten  Beiträge  von  den 
Beobachtungen  subtrahirt,  bevor  zu  den  noch  übrigen  Gomponenten  über- 
gegangen wird.  Die  Berichte  dieses  älteren  Ausschusses  für  1870  und  71 
enthalten  nur  Anwendungen  der  einmal  festgestellten  Methoden  auf  neue 
Beobachtnngsserien.  Ein  von  G.  H.  Darwin  redigirter  Bericht  eines 
späteren  Ausschusses  (ib.  für  188B,  p.  49)  giebt  eine  ausführlichere,  aber 
immer  noch  knappe  Darstellung  der  Methode;  Erläntenmgen  zu  ihr  geben 
für  Deutschland  C.  Bürgen  (Ann.  d.  Hydrogr.  12,  1884),  für  Frankreich 
Ph.  Hatt  (Ann.  hydrogr.  1893;  auch  sep.,  Paris  1893).  —  Von  einer  grofsen 
Anzahl  von  Umständen,  die  bei  der  Gezeitenberechnung  zu  berücksichtigen 
sind,  ist  im  Text  keine  Notiz  genommen,  im  Interesse  der  Übersichtlich- 
keit und  weü  sie  mit  dem  Gegenstand  dieses  Berichts  nichts  zu  thun 
haben.  Namentlich  ist  von  der  Abhängigkeit  der  Amplituden  und  Phasen 
von  langsam  veränderlichen  astronomischen  Argumenten  abstrahirt. 

1564)  1868,  nr.  17,  p.  498;  1872,  nr.  18,  p.  864.  Darwin  §  9,  p.  92 
(Bürgen,  §  8,  p.  608,  560;  Hatt,  §  29,  p.  56  des  8.  A)  erläutert,  wie  man 
dabei  für  diejenigen  Gomponenten,  deren  Periode  nahezu,  aber  nicht  genau. 
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denten  der  Besserschan  Formel  berechnet  ^^^)  und  dann  noch  die 
bereits  besprodiene  Correction^^  angebracht,    die  erforderlich  ist, 

weil  man  Mittelwerte  fftr  die  Intervalle  ((^  ~  i)  tö  *  *  *  (^  +  i)  To) 

statt  der  Werte  für  die  Phasen  ^  benutzt  hat****).     Die  Zeit,  über 

welche  die  der  Rechnung  zu  unterwerfenden  Beobachtungen  sich 
ausdehnen,  wird  dabei  so  gewühlt,  dais  die  verschiedenen  Com- 
'^onenten  einander  möglichst  wenig  stören  ^^^.  Ganz  läfst  sich  das 
nicht  vermeiden,  da  die  verschiedenen  Perioden  zu  einander  [praktisch] 
inoommensurabel  sind.  Es  wurden  daher  Tafeln  der  dadurch  be- 
dingten Correctionen  entworfen*^;  doch  stellte  sich  sohliefalich 
heraus,  dafe  man.  sie  vernachlässigen  könne ^^^).  Nähere  Aus- 
führungen über  diesen  Punkt  giebt  erst  G.  H.  Darwin^*^^):    Sei: 

Ä^cosn^t  +  ^1  sin  tii  *  +  -4j  cos  n,^  +  B^am  n^i  (4) 

der  Ausdruck  für  die  Fluthöhe  zur  Zeit  t  und  soll  die  Componente  n, 
eliminirt  werden,  so  ersetzt  er  ihn  durch: 

{ -4^  +  -4j  cos  (n^  —  n^)t  —  B^ sin  (n^  —  n^)t)  cos n^t 
+  [Bi+  A^  9m(n^  —  n^f)  +  B^cos(ni  —  n^t))  sinttjt, 

m.  a.  W.  er  betrachtet  ihn  als  äquivalent  einer  einfachen  Schwingung 
von  der  Schwingungszahl  n^/2ff  mit  langsam  veränderlicher  Phase 
und  Amplitude.  Um  also  Ä^  und  B^  zu  berechnen,  braucht  man 
nur  von  einer  grofsen  Anzahl  von  Perioden  2n/n^  die  Amplituden 
zu  berechnen  und  einen  Mittelwert  zu  nehmen;  man  erhält  auf 
diesem  Wege  genaue  Resultate,  wenn  die  Beobachtungsdauer  zugleich 
ein  Vielfaches  von  2fi/(n^ — n^)  ist,  wenigstens  annähernde,  wenn, 
sie  nur  überhaupt  grofs  ist. 

Die   langperiodischen    Gezeiten    erfordern    eine    gesonderte   Be- 
handlung.   Da  von  ihnen  nur  eine  geringe  Anzahl  Berücksichtigung 


ein  Yielliftches  des  Beobachtongsintervalles  ist,  je  nach  umständen  be- 
stimmte Felder  überspringen  oder  doppelt  besetaen  mufs.  In  der  Praxis 
werden  Schemata  gebraucht,  in  deinen  diese  Felder  von  vorneherein  be- 
seichnet  sind  (Darwin  trägt,  wenn  ein  Feld  doppelt  su  besetzen  wäre,  nur 
eine  Beobachtung  ein  und  überspringt  die  andere  ganz;  Borgen  und  Hatt 
ziehen  die  Doppelbesetzung  vor). 

1666)  1868,  nr.  18,  p.  i99;  187S,  nr.  19,  p.  866;  1883,  p.  99. 

1666)  1868,  nr.  28,  p.  603;  1878,  nr.  9i,  p.  370;  1883,  p.  98. 

1667)  1868,  nr.  16,  p.  498;  1878,  nr.  17,  p.  364. 

1668)  1868,  nr.  80,  p.  601.         1669)  1872,  nr.  81,  p.  368. 

1670)  1883,  p.  96;  vgl.  Borgen,  §  8,  p.  563;  die  Correctionen  bei  Hatt, 
§  30,  p.  69. 
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erfordert,  ist  es  möglich,  die  zu  ihrer  Bestimmmig  dienenden  Glei- 
chungen nach  den  allgemeinen  Ansätzen  der  Methode  der  klemsten 
Quadrate  zu  behandeln  ^^^^).  Es  werden  zunächst  aus  den  yorliegen- 
den  stündlichen  Beobachtungen  Tagesmittel  nach  einer  der  Formeln: 

(6)  Ä,  =  ä(Ä,+  Äx+---  +  A„), 

(7)  ffi=kiiK+K  +  ---  +  K  +  -ihd, 

(8)  Ä,=  i(*o+*x+---  +  ÄM+»,«) 

berechnet^*'*).  Bei  dieser  Mittelbildung  wird  der  Einflufs  der  kurz- 
periodischen Tiden,  mit  Ausnahme  der' Sonnentiden,  keineswegs  ganz 
verwischt;  es  ist  vielmehr  för  jede  solche  Tide  22  cos  (n^ — f)  von 
-dem  berechneten  Mittelwert  eine  Correction  („clearance  of  the  dailj 
mean")  abzuziehen,  die  für  die  3  Formeln  (6) — (8)  bezw.^*^'*): 

12    sin  12  n        ,      ,    m    \         JB    sin  12  n        /      ,    ^  r»    \ 
-7     .    .      cos  (a  +  Y«),       ■—  -— - —  cos  (a  +  12  n), 
24     am  in         v      '     a     /'        24     tg|n  ^  '^' 

(^)  JB    Bin?pn 

—     .    f      cos(«+  12n), 
26    flin|n         ^  ^^ 

für  aus  Begistrirapparaten  mittelst  des  Planimeters  gewonnene  Mittel- 
werte i"*): 

(10)  i^l^^il?cos(a+12«) 

beträgt,  wenn  a  den  Wert  von  nt  —  f  zu  Beginn  des  Tages  bedeutet. 


1671)  Ein  Supplement  von  E.  Roberts  zu  Thomson's  erstem  Bericht 
(1868,  nr.  28,  p.  606)  enthält  nur  die  Angabe  der  Normalgleichungen  fOr 
einen  bestimmten  Beobachtungsort  imd  ihrer  Auflösung;  der  Bericht  für 
1870,  nr.  48,  p.  122  einige  Andeutungen  über  einen  Fall,  in  dem  es  nicht 
ohne  weiteres  möglich  war,  die  Normalgleichungen  durch  successive 
Approximation  zu  lösen;  allgemeine  Formeln  finden  sich  in  Roberts*  Bericht 
für  1872,  nr.  26,  p.  371;  eine  ausführlichere  Darstellung  erst  bei  Darwin, 
1883,  §  10,  p.  102;  vgl.  auch  Böigen,  §  9,  p.  664;  Hatt,  §  32,  p.  63. 

1672)  Darwin  und  Borgen  ziehen  (6)  ak  fOr  die  Praxis  bequemste 
Formel  vor,  Hatt  findet  (7)  rationeller.  Vgl.  die  entsprechende  Discussion 
unter  den  Meteorologen^'").  Borgen  empfiehlt  übrigens  auch  den  Ge- 
brauch des  Planimeters.  —  DaTs  der  durch  (6)  gegebene  Mittelwert  sich 
auf  11*80'  bezieht,  ist  schon  von  Roberts  bemerkt. 

1673)  In  die  Angabe  der  ersten  Formel  bei  Roberts,  1872,  nr.  26, 
p.  371  hatte  sich  ein  Versehen  eingeschlichen,  das  im  Bericht  für  1882 
(mir  nicht  zugänglich)  von  Darwin  corrigirt  wurde.  Nachträglich  stellte 
sich  heraus,  dafs  es  bereits  vor  Verwendung  der  Formeln  verbessert 
worden  war  (Bericht  fOr  1883,  p.  103  Fufsn.).  Alle  3  Formeln  bei  Darwin, 
1883,  §  10,  p.  103. 

1674)  Borgen,  §  9,  p.  666. 
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Die  Summen  der  so  für  jede  knrzperiodische  Tide  berechneten 
Gorrectionen,  sowie  die  ans  der  Gesamtheit  der  Beobachtungen  ent- 
nommene Höhe  des  Mittelwassers  werden  von  den  Tagesmitteln 
subtrahirt;  der  Best  dh  stellt  die  Wirkung  der  langperiodischen 
Tiden  dar.  Die  aus  den  so  entstehenden  Gleichungen  nach  den  Tor- 
schriften  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  bildenden  Normal- 
gleichungen lassen  sich  durch  successiye  Approximationen  auflösen, 
da  die  Diagonalcoefficienten  alle  übrigen  stark  überwiegen.  —  Die 
„clearance^^  kann  übrigens  auch  erst  an  den  zur  Bildung  der  Normal- 
gleichungen dienenden  Summen  angebracht  werden  ^^^^). 

Nach  einem  Vorschlag  von  J.  G.  Adams  kann  man  sich  die 
Bildung  der  Normalgleichungen  auch  dadurch  erleichtem,  dafs  man 
alle  Werte  von  öh,  die  eigentlich  mit  zwischen  ^  (a  —  y)  und 
^  (o  +  -j )  gelegenen  Werten  trigonometrischer  Functionen  zu  multipli- 
ciren  sein  würden,  mit  ^a  multiplicirt **'•). 

Das  Verfahren  setzt  eine  lückenlose  Beobachtungsreihe  voraus. 
Sind  Lücken  in  den  Beobachtungen  vorhanden,  so  empfiehlt  Darwin  ^^''^), 
entweder  Werte  benachbarter  Stationen  zu  benutzen,  oder  Werte  aus 
einem  anderen  Teil  des  Jahres,  in  dem  die  DecUnationen  von  Sonne 
und  Mond  ungefiLhr  dieselbe  Gröfse  haben;  oder  die  Normal- 
gleichungen zunttchst  aus  den  vorhandenen  Beobachtungen  zu  bilden, 
aus  ihnen  Näherungswerte  für  die  Coefficienten  zu  entnehmen,  mit 
diesen  die  ausgefallenen  Beobachtungen  zu  berechnen  und  die  so 
gefundenen  Werte  für  die  definitive  Rechnung  zu  benutzen  (man 
könne  so  vor  oder  nach  der  clearance  vorgehen);  oder  endlich  be- 
sondere Formeln  für  die  zur  Verfügung  stehende  Beobachtungszeit 
(statt  für  ein  Jahr)  entwickeln. 

Einige  Jahre  später  nimmt  Darwin  die  Frage  wieder  vor,  wie 
man  die  Gezeiten  berechnen  könne,  wenn  nicht  fortlaufende  Beobach- 
tungen, sondern  nur  solche  der  Hoch-  und  Niedrigwasser  (nach 
Eintrittszeit  und  Höhe)  vorliegen.  Er  betrachtet  zunächst  den 
Fall^^^®),  dafs  man  es  mit  einer  Sunmie  von  nur  zwei  Componenten 
zu  thun  hat: 


1675)  Darwin  1883,  p.  107;  Borgen  p.  618;  Hatt  §  34,  p.  68. 

1676)  Darwin  1888,  §  11,  p.  110;  Borgen  p.  620. 

1677)  Darwin  1883,  p.  109.  Borgen  p.  664  reproducirt  diese  Rat- 
schläge, ohne  sie  damit  alle  empfehlen  zu  wollen,  verweist  übrigens  auf 
die  gröfsere  Erfahrung  der  Engländer  in  diesen  Dingen.  Vgl.  auch  Darwin, 
Lond.  Roy.  Proc.  52,  1893,  §  12,  p.  381. 

1578)  Lond.  Roy.  Proc.  48,  1890,  §  3,  p.  280.  Die  umgekehrte  Auf- 
gabe, n&mlich   die  Berechnung  der  Hoch'   und  Niedrigwasser   aus   den 


298  LHanpttoil.  S.Abschn.  Entwickl.fuialyt.Fimct.i.harmon.trigon.  Reihen 

(11)  h  =  ApCospt  +  BpSinpt  +  ÄqCosqt+  BgBiaqt. 
Wird  q:p  =  Jc  gesetzt,  so  sind  die  Extreme  bestimmt  durch: 

(12)  0  «=  —  Äpsiapt  +  Bpcospt  --  AqSinqt  -^  Bqoosqt; 

es  gelten  also  für  sie  Gleichungen  der  Form: 

h  cospt  ^Äp+FA^+  GB,, 
hvmpt^  Bp+  fA^+  gB^, 

in  denen  jP,  6r,  f^g  bekannte  Functionen  der  Zeit  sind.  Wenn 
auch  nicht  in  allen,  so  doch  in  den  meisten  Fällen  kann  man  es  so 
einrichten,  daüs  die  Mittelwerte  dieser  Functionen  für  eine  längere 
Reihe  yon  Beobachtungen  vernachlässigt  werden  können;  dann  können 
die  aus  den  Gleichungen  durch  Sunmiation  über  eine  solche  Reihe 
entstehenden  zur  Berechnung  von  ^,  Bp  dienen. 

Sind  p^  q  wenig  voneinander  verschieden,  so  kann  man  auch 
qt  '^pt  -{-  vt  setzen  und  v/p  vernachlässigen;  man  erhält  dann 
Gleichungen  der  Form: 

Ä  eosp*  ^  BpQ08Sp+  R^coß (vi  —  f,), 
Ä  sinjp^  =  Bp  sin  Jy,  —  Bq  sin  {yt  —  f^). 

Summirt  man  von  ^  =  0  bis  ^  =  njv^  dann  von  i  =«  it/v  bis  ^  ===  2  «/v, 
so  erhält  man  vier  Gleichimgen,  aus  denen  sich  i2p,  Ü,,  {j^,  f^ 
bequem  berechnen  lassen ^^^^).  Auch  der  Fall,  daDs  mehr  als  zwei 
Gomponenten  dieser  Art  auftreten,  läfst  sich  in  derselben  Weise  be- 
handeln ;  man  mufs  dann  nur  auch  noch  von  f «  2  it/v  bis  ^=s  3  n/v  u.  s.  w. 
Summiren. 

Diese  Sätze  wendet  Darwin  in  den  folgenden  Plaragraph^i  auf 
die  Bestimmung  der  einzelnen  Gezeitencomponenten  an^^.  Dabei 
richtet  er  es  durch  zweckmäfsige  Wahl  der  Beobachtungsdauer 
jedesmal  so  ein,  dals  der  Einflufs  aller  gerade  nicht  berücksichtigten 
Gomponenten,  wenn  nicht  ganz,  so  doch  gröfstenteils  herausfällt. 
In  einigen  Fällen  ist  es  dabei  erforderlich  successive  Approximationen 
anzuwenden,  nämlich  bei  der  Berechnung  einer  Gomponente  einen 
genäherten  Wert  einer  anderen  zu  benutzen  und  mit  dem  gefundenen 
Wert  der  ersteren  den  der  letzteren  zu  corrigiren*^^);  in  anderen 


Gomponenten  (bei  der  die  am  Schlnste  von  Note  1668  ang^edenteten  Um- 
stände eine  wesentliche  Rolle  spielen)  wird  von  Darwin,  Lond.  Trans. 
182  A,  1892,  p.  169  (Auszug  Lond.  Roj.  Proe.  49,  1891,  p.  ISO)  auflfÜhriioh 
behandelt. 

1679)  p.  281.         1680)  §  4—7,  p.  282-.296.         1681)  p.  296. 
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bedarf  es  einer  Zerlegung  der  Beobachtungszeit  in  Unterabschnitten^^). 
Besondere  Berücksichtigung  erfordert  der  EinflniGs  der  halbtägigen 
Componenten  auf  die  Berechnung  der  ganztägigen  n^. 

Darwin  kommt  dann  noch  einmal  auf  die  Ansftihrung  der  von 
diesem  Verfahren  verlangten  Summationen  £h  coBpt^  £h  Binpt 
zurück*"*):  mit  einer  Modiücation  des  Vorschlags  von  Adams n*^*) 
ersetzt  er  alle  Werte  von  pt^  die  zwischen  kn/BQ  und  (Ä;  +  l)jr/36 
fallen,  durch  den  Mittelwert  dieses  Intervalles.  Alle  zugehörigen 
Werte  von  h  werden  dann  zuerst  herausgesucht  („sorting  of 
heights"**»*^))  und  summirt. 

Das  ganze  Verfahren  setzt  voraus,  daCs  keine  Lücken  in  der 
Beobachtungsreihe  vorhanden  sind.  Fehlen  Beobachtungen,  so  müsse 
man  solche  durch  Interpolation  fabriciren  (natürlich  unter  Angabe 
dieses  XJmstandes);  selbst  sehr  incorrecte  seien  immer  noch  besser 
als  gar  keine  n^. 

Endlich  giebt  Darwin  noch  ein  abgekürztes,  wenn  auch  weniger 
genaues  Verfahren  für  den  Fall  stündlicher  Beobachtungen,  bei  dem 
alle  Componenten^  deren  Periode  nahezu  ein  Sonnentag  oder  ein 
aliquoter  Teil  eines  solchen  ist,  zugleich  berechnet  werden  n*^^^).     Sei 

Hcosj^t  —  ßt  —  fj   eine  solche,   wo   q  eine  ganze  Zahl,  ß  eine 

kleine  Gröfse,  {*  die  Phasenconstante  bedeutet.  Summation  dieser 
Werte  für  dieselbe  Stunde  von  n  aufeinanderfolgenden  Tagen  giebt: 

^-B^^^cos[^t-ßt-i-12(n-l)ß].      (15) 

Die  harmonische  Analyse  dieser  Werte  ^  liefert  für  die  Coef&cienten: 


^ 


"       24n       ^ 


Vri[(*  +  «)S  +  f  +  (12n-i)/»] 


+ 


wn  [{P  +  8)  1^  -  i  P] 


(16) 


1582)  p.  289,   295.     Nähere  Anweisung   zu   dieser   „partition*^ 
p.  300  und  App.  £,  p.  808. 
1688)  §  8,  p.  296. 

1684)  §  9,  p.  297;  kleine  Tafel  der  Factoren  App.  F,  p.  810. 
1586)  AuafÜhrnngsvorschnften  App.  e,  p.  315. 

1586)  §  13,  p.  302. 

1587)  Lond.  Roy.  Proc.  52,  1893,  §  2,  p.  850. 


§10, 
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Daraus  ergiebt  sich  zunächst,  dafs  filr  genügend  grofse  Werte  von  n 
auf  Apj  Bp  nur  diejenigen  Componenten  EinfluTs  haben,  für  die 
q  ==  p  ist;  dann  kann  der  erste  Summand  gegenüber  dem  zweiten 
yemachlassigt  werden,  sodals  man  mit  genügender  Genauigkeit  erhält: 


(17)  "^ 


Hsinnnß  cos 


(auch  für  p  =  0).  Darwin  zerlegt  nun  das  Jahr  in  12  Normal- 
monate zu  30  Tagen,  indem  er  5  oder  6  passend  gelegene  Tage 
auslälst*^.  Für  jeden  solchen  Monat  bestinmit  er  durch  harmo- 
nische Analyse  die  Werte  der  Goefßcienten  -4p,  Bp;  jeder  derselben 
vrird  gleich  einer  Summe  einer  kleinen  Anzahl  von  Ausdrücken  der 
Form  der  rechten  Seite  von  (17),  mit  ?  je  =  einer  linearen  Function 
der  Ordnungsnunmier  r  des  Monats.  Durch  abermalige  harmonische 
Analyse  dieser  Coefßcienten,  als  Functionen  von  r,  werden  die  einzelnen 
Glieder  voneinander  getrennt  imd  man  erhält  so  viele  Gleichungen, 
als  zur  Bestinmiung  der  sämtlichen  hier  in  Betracht  konmienden 
Amplituden  H  erforderlich  sind^*^®^).  Dabei  ist  nijr  erforderlich,  den 
Einfluis  der  halbtäglichen  Mondtide  zu  eliminiren,  bezw.  den  von 
ihr  zu  den  einzelnen  Componenten  gelieferten  Beitrag  besonders  zu 
berechnen  und  zu  subtrahiren**^);  die  übrigen  hier  nicht  in  Betracht 
kommenden  Componenten  fallen  von  selbst  heraus. 

Liegt  kein  voller  Jahrgang  Beobachtungen  vor,  so  bildet  Darwin 
aus  den  vorhandenen  wie  vorhin  Normalmonate  *^^*) ;  aus  ihnen  ent- 
wickelt er  den  jährlichen  Gang,  indem  er  die  fehlenden  Coefßcienten 
einfach  =  0  setzt ^^^*).  Fehle  nur  ein  kleiner  Teil  eines  Jahres,  so 
solle  man  ihn  erst  interpoliren  ^^®*).  Seien  andererseits  nur  von 
wenigen  Monaten  Beobachtungen  vorhanden,  so  müsse  man  auf  eine 
Bestunmung  der  ganz-  imd  halbjährlichen  Tiden,  sowie  auf  eine 
genaue  Bestunmung  des  Mittelwassers  verzichten  imd  könne  auch 
die  monatlichen  und  halbmonatlichen  nur  unter  Einführung  ver- 
einfachender Voraussetzungen  berechnen*^**). 

Um  auch  für  die  nahezu  täglichen  und  halbtäglichen  Com- 
ponenten ein  abgekürztes  Verfahren  zu  gewinnen,  untersucht  Darwin, 
wie  viel  es  die  Genauigkeit  beeinträchtigt,  wenn  man  nicht  nach 
„Specialzeit^^  für  jede  Componente,  sondern  nur  nach  mittleren 
Sonnentagen   ordnet^***).     Ist  eine  mittlere   Sonnenstunde   =1  —  ß 


1688)  p.  363.  1689)  p.  366.  1690)  §  3,  p.  866. 
1691)  §  4,  p.  369.  1692)  p.  363.  1693)  p.  366. 
1594)  §  5,  p.  365.         1596)  §  6,  p.  367. 


§  26.    E.  Trigonom.  Interpolation;  unharmon.  Componenten.      301 

Specialstunden  nnd  ist  an  einem  bestimmten  Tage  12^  Sonnenzeit 
gleich  x^+a  Specialzeit,  so  ist  an  diesem  Tage  12^  ±in*  Sonnen- 
zeit gleich  0^  d:  m*  -f  (az^mß)  Specialzeit.  Erstrecken  sich  die 
Beobachtungen  über  einen  längeren  Zeitraum,  so  kommen  alle 
Werte  a  gleich  oft  vor,  aber  die  Häufigkeit  des  Vorkonunens  der 
einzelnen  möglichen  (d.  h.  zwischen  —  j  —  12  |S  und  ^  +  11  |S  ge- 
legenen) Werte  des  Correctionsgliedes  aZf,mß  ist  durch  eine  Art 
von  Fehlercurve  gegeben,  die  genau  genonmien  treppenförmige  Ge- 
stalt hat,  aber  durch  drei  Seiten  eines  Trapezes  ersetzt  werden  kann. 
Als  mittlerer  Wert  einer  Function,  deren  genauer  Wert  JR  cos  (nö  —  f) 
ist,  ergiebt  sich  in  diesem  Fall  aus  den  Beobachtungen: 

-    24  am— -  ^  . 

fonnnp  ^^    t>        (   a       ^P^ 


22  cos 


[ne-^-t),  (18) 


m.  a.  W.  wenn  man  die  Beobachtungen,  die  zu  vollen  Stunden 
Sonnenzeit  gemacht  sind,  so  behandelt,  als  wären  sie  zu  vollen 
Stimden  Specialzeit  vor  oder  nach  Mittag  gemacht,  so  hat  das  im 
Durchschnitt  denselben  Effect,  wie  wenn  man  die  Amplitude  der 
Tide  mit  einem  wenig  von  1  verschiedenen  Factor  multiplicirt  und 
ihre  Epoche  um  einen  kleinen  Winkel  verachiebt. 

Zur  Bestinmiung  der  nahezu  monatlichen  und  halbmonatlichen 
Componenten  bildet  er  zunächst  Tagesmittel;  dann  streicht  er  eine 
(geeignet  gewählte)  Anzahl  von  diesen  und  behandelt  je  24,  bezw. 
12  von  den  übrigen  als  äquidistante  Werte  innerhalb  der  betr. 
Periode  ^5^). 

Endlich  bespricht  er  noch  den  EinfluTs,  den  es  auf  die  Resultate 
hat,  wenn  man  die  Daten  auf  zwei  geltende  Stellen  abkürzt  und  wenn 
man  zweistündliche   statt  stündliche  Beobachtungen  benutzt  **^'^.  — 

Etwas  anders  als  in  der  harmonischen  Analyse  der  Gezeiten 
erscheint  das  Problem  der  Trennung  mehrerer  superponirter  perio- 
discher Erscheinungen  von  verschiedenen  Perioden  in  einer  gemein- 
samen Untersuchung  von  Gh.  und  F.  Chambers^*^®).  Wahrend 
dort  von  jeder  Periode  hauptsächlich  nur  der  Grundton  in  Betracht 
kommt,  die  Obertöne  eine  ganz  untergeordnete  Bolle  spielen,  fassen 
die    Brüder  Chambers   von    vorneherein    auch    die   Bestimmung    der 


1496)  §  8,  p.  373. 

1597)  §  9,  p.  376.     Seine  Resultate  in  letzterer  Beziehung  etimmen 
mit  denjenigen  von  Schreiber  *•••)  überein. 

1598)  Lond.  Trans.    165,,    1875,   p.  361    (vom  Mai  1873,    aber   sub- 
sequently  revised);  Auszug  Lond.  Roy.  Proc.  21,  1873,  p.  384. 
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letEteren  ins  Auge,  besdiriuiken  sich  aber  auf  die  Yoraossetzong  voa 
nur  zwei  Toneinander  unabhängigen  Perioden.  Zunächst  ^^*^)  nehmen 
sie  an,  die  beiden  Perioden  kj  k'  verhielten  sich  wie  zwei  gaase 
Zahlen  /*,  g  und  die  Beobachtungen  erstreckten  sich  über  einen  Zeit- 
raum gk  -B  fk^^  X  sei  das  Interyall  zwischen  je  zwei  aufeinander- 
folgenden Beobachtungen,  r  »  gk/x  ^  fk'/x  ihre  Anzahl,  &„  (tM  >—  0, 
1,  2,  .  .  .,  r  —  1)  die  von  ihnen  gelieferteii  Werte.  Die  Angabe 
drückt  tdnh  dann  aus  durch  die  Gleichungen: 

^nx    .    ^ri  2nx 


^TT  2nx    .    ^TT 

am=^  i>,  cos  W5 -j- +  ^  g,  smm« 


k    ' 
(19) 

+  ^,  ^#coswÄ-p-+^  ftsmws-p-- 

Sollen  aus  ihnen  die  wahrscheinlichsten^^  Werte  der  Coefßcienten 
Pi  9i  -^7  Q  hestimmi  werden,  so  führt  diese  Forderung  auf  em 
System  yon  Gleichungen,  die  nicht  alle  voneinander  verschieden  sind. 
Infolgedessen  kann  man  auch  nicht  alle  diese  Coefficienten  einzeln 
berechnen,  sondern  nur  gewisse  Verbindungen  von  ihnen;  bedeuten: 

at  die  Summe  aller  pg^  für  die  sg  -f-  vg  oder  sg — vg  durch  r  teilbar  ist, 
+        «  n    -P»i    »     «    sf-^vg    „     sf^vg     „     r      „       „; 

.    h^die       „  „     ^„    „     „  sg—vg  durch  r  teilbar  ist, 

+        »  71     ft»    n     ,1  sf—vg      „      r 

—        «  1?     ?«i    17     «  sf-^vg       „      r 

und  haben  .i.,,  £,,   enti^rechende  Bedeutung,   so  ergiebt  sich^^^): 


V 

1» 

« 

11 

« 

11 

(21)     av==-^^a«C08»iv-^,     6,,=  ^  ^^a«  sinwv 

^r=-^  «mcosmv-p^,    ^^= -^  a«sini»v-jp 


29ra; 
2nx 


1599)  nr.  4,  p.  362. 

1600)  Die  Anwendung  der  WahrseheinlichkeitBredmung  hat  hier  nur 
Sinn,  wenn  die  Anzahl  der  Unbekannten  kleiner  als  die  der  Gleichxmgen 
ist;  aber  das  Resultat  gilt  auch  im  anderen  Falle,  da  die  Unbekannten 
schon  in  den  Gleichungen  (19)  nur  in  den  Verbindungen  (20)  vorkommen. 

1601)  nr.  4,  p.  866. 
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Mau  kann  also  ans  den  Beobachtungen  die  beiden  Gomponenten 
nicht  voneinander  trennen ^^^.  Anders  ist  es,  wenn  die  Reihen  so 
bald  abgebrochen  werden,  dafs  sich  Oy,  &y,  A^^  Br  auf  j?y,  g^,  Py,  Q^ 
reduciren  (aufser  Aq,  daß  p^  und  Pq  immer  in  der  Verbindung  p^  +  F^ 
enth&lt);  dann  erhält  man  die  Coe£Qcienten  jeder  Gomponente  gerade 
so,  wie  wenn  die  andere  gar  nicht  yorhanden  wäre^^^.  Man  kann 
das  Resultat  auch  so  ausdrücken:  um  diejenigen  Entwicklungsglieder 
zu  erhalten,  deren  Perioden  aliquote  Teile  von  "k  sind,  bilde  man  je 
aus  den  g  Werten,  die  zu  einer  bestimmten  Phase  von  k  gehören, 
das  Mittel  und  stelle  diese  Mittelwerte  durch  die  BesseVsche  Formel 
dari«>*). 

Es  sei  femer  die  Anzahl  jß  der  Beobachtungen  gröfser  als  r 
und  kein  Vielfaches  tob  r  und  dabei: 

jRjr  =  cÄ  =  (ef  +  e)  fk\  (22) 

wo  c,  d  ganze  Zahlen,  e  einen  echten  Bruch  bedeuten ^^*).  Wird 
jPq  +  -^e  "="  0  angenonmien  (was  man  ja  immer  dadurch  erreichen 
kann,  dafs  man  alle  Beobachtungen  durch  ihre  Abweichungen  vom 
Mittel  ersetzt),  so  ergiebt  sich  aus  (19): 

^ri  /  2nx    ,  2nx\         .      2nx 

Ä  ^  *  ^  ^  *  (23) 


«  >  omcosfw»— jT >^  IP,cos«m-v,    +  QsSmsm-^j-jQostm 


2nx 


k 


Die  linke  Seite  reducirt  sich,  wenn  wieder  höhere  Glieder  vernach- 
lässigt werden  können,  auf  \Bpt,  rechts  ist  der  Subtrahend  sicher 
kleiner  als  2^|P«  | -f  •^l  Q«|-  Man  kann  also,  wenn  man  B  hin- 
länglich grofs  nimmt,  immer  erreichen,  dafs  dieser  Subtrahend  ver- 
nachlässigt oder  doch  durch  einen  Näherungswert  ersetzt  werden  kann. 
Schliefslich  untersuchen  die  Brüder  Ghambers  noch,  was  es  für 
einen  Einflufs  auf  die  Resultate  der  BesseVschen  Pormel  hat,  wenn 
das  Beobachtungsintervall  von  der  vorhin  mit  x  bezeichneten  GrÖfse 
um   eine   kleine   Gröfse   Jx  verschieden  ist**^.     Ist   Jx  so   klein, 

dafs  auch  m$ — ^ —  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  von  m 


1602)  nr.  6,  p.  367.  Die  beiden  Autoren  weisen  hier  auf  die  ent- 
sprechenden Verhältnisse  bei  der  Besser  sehen  Formel  hin.  Vgl.  ^^"^ 
und  »*•). 

1603)  nr.  7,  p.  368.    Vgl.  auch  das  Beispiel  nr.  22,  p.  369. 

1604)  nr.  8,  p.  869.         1605)  nr.  10,  p.  369. 
1606)  nr.  12,  p.  871. 
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und  8  noch  als  klein  behandelt  werden  kann,  so  kann  man  in  den 
Gleichungen: 

icM\       '        ^S^  2n(x+Jx)    ,    ^1  %n{x+dx) 

(24)  am^^Pt  cos  ms  — ^ +  ^  q,sm  ma ^ 

die  rechte  Seite  nach  Potenzen  von  Jx  entwickeln.  Indem  nun  die 
Brüder  Chambers  von  den  Relationen  §  5,  (14)  und  (15)  und  den 
aus  ihnen  durch  Differentiation  nach  b  sich  ergebenden**®')  Gebrauch 
machen,  erhalten  sie  Ausdrücke  für  die  Gorrectionen,  die  man  noch 
zuzufügen  hat,  wenn  man  in  erster  Annäherung: 

/^^v  2    ^TT     ,  2nx  2    ^Tl     ,     .  2nx 

(25)  i?„=-^  Omcoswv-^,     gv  =  V  ^,  «m sm mv -^^ 

gesetzt  hat.  Diese  Gorrectionen  enthalten  selbst  die  p^,  q^'j  dafür 
können  in  2.  Annäherung  die  uncorrigirten,  in  3.  die  bei  der  2.  er- 
haltenen Werte  gesetzt  werden*^.  Eine  etwa  erforderliche  4.  An- 
näherung nehme  man  besser  nur  numerisch  vor.  — 

Eigentümliche  Verhältnisse  liegen  vor  bei  den  periodischen 
Schwankungen  der  Häufigkeit  der  Polarlichter.  Ordnet  man  deren 
Beobachtungen  zunächst  nach  dem  Mondalter,  so  erhält  man  eine 
regelmäfsige  Schwankung  mit  Maximum  bei  Neumond,  Minimum  bei 
Vollmond,  die  aber  jedenfalls  zum  gröDsten  Teil,  wenn  nicht  ganz, 
nur  von  der  verschiedenen  Sichtbarkeit  der  Polarlichter  bei  Neu- 
und  Vollmond  herrührt.  Um  diesen  EinfluTs  zu  eliminiren,  bestinmit 
J.  Liznar**®*)  für  jeden  Tag  des  Mondalters  den  Mittelwert  der 
Anzahl  von  Polarlichterbeobachtungen,  gleicht  empirisch  aus  und 
subtrahirt  die  gefundenen  ausgeglichenen  Werte  von  den  Beobach- 
tungen; er  nimmt  also  stillschweigend  und  ohne  Beweis  an,  daüs  der 
Einflufs  der  Mondbeleuchtung  sich  einfach  über  die  übrigen  Einflüsse 
superponirt.  Dieser  „Reduction  durch  Differenzen"  stellen  N.  Ekholm 
imd  Sv.  Arrhenius***®)  ein  Verfahren  mit  „Reductionsfactoren"  als 
für  das  vorliegende  Problem  besser  geeignet  gegenüber:  sie  be- 
stimmen  fOr  jeden  Tag  des  Mondalters  das  Verhältnis  des  zu- 
gehörigen Mittelwertes  zum  Maximum  und  dividiren  dann  alle  auf 
diesen  Tag  fallenden  Beobachtungen  durch  dieses  Verhältnis.  Das 
würde  also  der  Annahme  einer  multiplicativen  Zusammensetzung  des 


1607)  p.  372.    App.  p.  394  geben  sie  für  diese  Formeln  einen  nicht 
eben  einfachen  indirecten  Beweie. 

1608)  nr.  13,  p.  377.     Beispiele  nr.  14,  p.  378  und  nr.  23,  p.  390. 

1609)  Wien.  Ber.  972»,  1888  (89),  p.  1104. 

1610)  Stockh.  Handl.  31,,  1898,  p.  7.     Sie  glauben  übrigens  selbst, 
das  Resultat  werde  kein  wesentlich  verschiedenes  sein. 
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EinfliiBses  der  Mondbeleuchtang  mit  den  übrigen  wirkenden  Factoren 
entsprechen;  eine  Begründung  dieser  Annalime  geben  sie  ebensowenig 
wie  Liznar  für  die  seinige.  Sie  halten  es  daher  auch  selbst  für 
nötig,  die  Resultate  noch  weiter  zu  controliren. 

Zu  diesem  Zwecke  geben  sie  zunächst  eine  zweite  Methode,  die 
darauf  beruht,  dafs  zwischen  den  Längen  J  des  tropischen  Sonnen- 
Jahres,  T  des  tropischen  Mondmonats  und  S  des  sjnodischen  Mond- 
monats  die  Relation: 

T-^-S-^^J'^  (26) 

besteht  Es  ergiebt  sich  nämlich,  dals  derjenige  Vollmond,  der  zu 
einer  bestimmten  Phase  der  tropischen  ;ümlaufszeit  gehört,  auch 
immer  in  dieselbe  Jahreszeit  fallt.  Daher  wirken  im  Winter  Mond- 
beleuchtung und  Monddeclination  zusammen,  im  Sommer  einander 
entgegen;  man  wird  beide  Einflüsse  getrennt  erhalten,  wenn  man 
Sommer  und  Winter  gesondert  behandelt. 

Eine  dritte  Methode  ^^^^)  beruht  auf  Einführung  einer  Periode  Z7, 
die  durch  die  Relation: 

5-1  _  ^-1«, 7-1  (27) 

definirt  ist,  sodafs: 

J^liS^((i+l)T^{(i-l)U.  (28) 

Die  beobachtete  sjnodisch- monatliche  Schwankung  lasse  sich  in 
erster  Annäherung  folgendermafsen  ausdrücken  ^*^^): 


8 


=  _  a  [l  -  £  cos  ^  (f  -  «)]  cos  -J*^  (t  -  a^y        (29) 


Wird  hier  t  der  Reihe  nach  durch  f,  e-f  T,  f  +  2  T, . . .,  e-f  (w—  l)  T 
ersetzt,  unter  m  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  (i  -}-  1  verstanden^ 
und  das  arithmetische  Mittel  gebildet,  so  wird  erhalten: 

Yr  =  -^  cos  !^  ((^  +  1)  *  -  «  -  f,„^y  (30) 

Wird  aber  ebenso  das  arithmetische  Mittel  aus  den  zu  f ,  t  +  Uj 
#  +  2  [7,  . . .,  <  -|-  (m  —  1)  CT  gehörenden  Werten  gebildet,  unter  m 
jetzt  ein  Vielfaches  von  fi  —  1  verstanden,  so  wird  erhalten: 


1611)  p.  8. 

1612)  p.  12;  vgl.  auch  p.  88.  Wie  man  sieht,  setzen  sie  die  jährliche 
Schwankung  mit  der  synodiBch-monatlichen  multiplicativ,  beide  mit  allen 
Übrigen  Componenten  additiv  zuBammen;  einen  Gmnd  dafOr  geben  sie 
nicht  an. 

Jalmtberkbt  d.  Deataehen  Matbem.-Yeroiiiigung.  X.  20 
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(31)  T„  ^  ^  coa^ ((^  -  1)  t  +  a  -  ^a^). 

Die  erste  Gleichung  geht  in  die  zweite  über,  wenn  man  -^  -  durch 

JL 

Yf-  ersetzt.     Die  Mondbeleuchtong  übe  also  auf  die  Berechnung 

der  Schwankung  nach  der  Periode  U  denselben  Einflufs  aus  als  auf 
die  nach  der  Periode  T;  setze  man  voraus,  dafs  die  zu  unter- 
suchende Erscheinung  keine  wirkliche  Componente  mit  der  Periode  ü 
enthält,  so  stelle  Gleichung  (31)  nur  diesen  Einflufs  dar.  Um  ihn 
auf  die  Periode  T  zu  reduciren,  müsse  man  beachten,  daGs  1%^  Tage 
in  U  derselben  Phasendifferenz  entsprechen,  wie  1  Tag  in  T  und 
auüserdem  die  Zahlen  in  umgekehrter  Beihenfblge  nehmen^^^').  Sub- 
trahire  man  die  so  gefundenen  Zahlen  von  den  Beobachtungen,  so 
stelle  die  Reihe  der  Differenzen  die  vom  Einflufs  der  Mondbeleuchtung 
befreite  tropisch -monatliche  Schwankung  dar.  Wolle  man  genauere 
Resultate  haben,  so  müsse  man  noch  Glieder  in  der  Gleijchi^ig  (29) 
mitnehmen,  die  Vielfache  der  in  ihr  auftretenden  Glieder  enthalten; 
Ekholm  und  Arrhenius  ziehen  es  vor,  das  unter  der  vereinfachten 
Annahme  abgeleitete  Resultat  als  „ohne  Zweifel  viel  bequemer  und 
genauer  als  eine  solche  Berechnung**^***)  zu  behandeln. 

Von  diesen  drei  Methoden  sei  die  erste  nur  ein  Beweis  a  for- 
tiori, indem  an  mehreren  Orten  die  tropisch-monatliche  Schwankung 
sich  trotz  der  entgegengesetzten  Wirkung  der  Mondbeleuchtung  geltend 
macht.  Die  zweite  gebe  keine  genauen  Resultate,  weil  T  und  S  sich 
gegenseitig  beeinflussen;  anfangs  hätten  sie  versucht,  diesem  Übel- 
stand diu'ch  successive  Annäherungen  abzuhelfen,  bald  aber  davon 
Abstand  genonmien,  da  diese  Rechnung  überaus  mühsam  sei***^). 

Bei  der  Untersuchung  eines  etwaigen  Einflusses  des  Mondlaufes 
auf  die  Gewitterhäufigkeit  tritt  auch  das  umgekehrte  Problem  auf, 
nämlich  die  Befreiung  der  synodisch -monatlichen  Periode  von  dem 
Einflufs  der  tropisch-monatlichen.  Ekholm  und  Arrhenius  führen  zu 
diesem  Zwecke  eine  durch  die  Gleichung: 

(32)  F-i-r-i  =  /-* 


1613)  p.  9. 

1614)  p.  14. 

1616)  p.  11.  Die  nr.  6,  p.  61  sich  findende  Angabe,  dafa  bei  An- 
wendung der  ersten  Methode  gegenüber  der  dritten  eine  staike  Ahfladiung 
der  Schwankung  gefunden  werde,  wird  aaf  einem  nachträglich  beigelegten 
Blatt  auf  Grund  einer  Mitteilung  von  F.  Akerblom  als  auf  einem  Versehen 
beruhend  zurückgenommen. 
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definirte  Periode  V  ein  und  Terfahren  mit  ihr  analog  wie  oben 
mit  I7^«»«). 

Anhangsweise  sei  hier  noch  das  folgende  Problem  besprochen: 
Unter  welchen  Umständen  l&fst  sich  eine  Summe  von  Gliedern  der 
Form:   • 

^  üp  cos  {Xyxl+hv)  (33) 

in  der  Weise  durch  ein  einziges  periodisches  Glied: 

Acos(XiX+ü)  (34) 

ausdrücken,  dafs  dabei  A^  ü  Functionen  von  x  werden,  die  f&r  alle 
X  zwischen  endlichen  Grenzen  bleiben.  Diese  Frage  ist  schon  von 
J.  L.  Lagrange  für  den  Fall  einer  nur  zweigliedrigen  Summe  be- 
handelt worden *•");  er  findet: 

^^  *^       «1  +  «1  coB  [(1,  -  Zj)  X  +  (6,  -  d,)J  ^     ^ 

Diese    Gröfse    bleibt    endlich,    ü    folglich    zwischen    den    Grenzen 

ftj  —  —  xmd  &i  +  -g-  eingeschlossen,  wenn  |  a^  [  >  |  öj  |  ist-  Lagrange 
giebt  an^^^^),  man  könne  den  allgemeinen  Fall  ebenso  behandeln,  wenn: 

\(h\>\(h\  +  \^\  +  "'  (36) 

sei;  für  andere  Fälle  bedient  er  sich  einer  geometrischen  Darstellung 
mit  Hilfe  von  Epicykeln  *•*•). 

Weitergeführt  worden  sind  diese  Untersuchungen,  soviel  ich 
sehe,  erst  wieder  von  H.  Gyldin****).  Er  bestätigt  zunächst 
Lagrange's  Angabe,  indem  er  2i{U  —  h^  auf  die  Form: 

log  ji  +  yj^e^(^-^i)"^(^-f^)A, 

-\ogll  +  yj-e''^^^-^'^'  +  ^'--'M 

und  nun  imter  der  Voraussetzimg  (36)  nach  Producten  und  Potenzen 
der  ür  entwickelt. 


1616)  p.  16. 

1617)  Berl.  nouv.  mäm.  1782,  nr.  44;  oeuvrea  6,  p.  288. 

1618)  nr.  46,  p.  284.         1619)  nr.  46,  p.  285. 

1620)  Traitä  analytique  des  orbites  absolaes  1,  Stockholm  1898,  nr.  6, 
p.  23. 
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Ist  aber  die  Bedingung  (36)  nicht  erfüllt,  so  setzt  Oylden: 

a,, :  ai  =  a^,     ^  a,  cos  [(ir  —  h)^  +  0>p  —  hi)]  «  X, 

(38)  '^ 

Ä:ai^9,      Jarsin  [(X,-  li)x  +  (6,-  h)]  =  Y 

und  erhält: 

(39)  1  +  X  =  O  cos  CT,      r  =  ^  sin  CT, 
also: 

(40)  ^«  =  (1  +  xy  +  r»,     Z7  =  arc  sin  T. 

Er  giebt  nun  an^*"),  das  Minimum  von  d*  könne  nur  0  sein  für 
0^+  a^-\-  '  '  -  ^^  1'^  daraus  schliefst  er,  dais  auTser  in  diesem  Falle 
die  Entwicklung  von  U  nach  Potenzen  von  F/^  für  alle  Werte 
von  X  convergirt,   U  also  zwischen  endlichen  Grenzen  bleibt. 

An  einer  späteren  Stelle  seines  Trait^  konmit  er  noch  einmal 
auf  die  Frage  zurftck.  Er  Iftfst  jetzt  den  Factor  von  x  im  Argument 
der  zu  bildenden  eingliedrigen  periodischen  Function  zunächst  un- 
bestimmt und  bezeichnet  ihn  mit  iL,  sodafs  es  sich  darum  handelt, 
die  Summe  (33)  auf  die  Form: 

(41)  ^cos(Xa:+  U) 

zu  bringen.     Wird   ü^h+  0  gesetzt,  so  ergiebt  sich *•**): 

Für  die  Elanmiergrölse  erhält  man  aus  (38)  eine  Entwicklung  nach 
trigonometrischen  Functionen  der  Vielfachen  der  Winkel  iL^a;  +  6^;  um 
auch  für  d"*  eine  Entwicklung  derselben  Art  zu  erhalten,  beschränkt 
sich  Gylden  hier  zunächst  auf  den  Fall,  dafs  Maximum  g^  und 
Minimum  Pj  von  d*  durch  die  Gleichungen: 

(43)      i^s=^(l  +  a,+ «3+ •••)',     ^i==(l-«»-«3 )* 

gegeben  sind**").     Indem  er  dann: 

1681)  p.  88.        1688)  nr.  34,  p.  118.        1683)  nr.  35,  p.  118. 
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setzt  und  zanäehst  nach  Potenzen  von  ß  entwickelt,  gewinnt  er  fOr 
^"^  nnd  dandt  auch  für  dO/dv  einen  Ausdruck  der  gesuchten  Form. 
Damit  auch  6  selbst  diese  Form  erhält,  ist  nur  erforderlich,  k  so  zu 
bestimmen,  dafs  aus  dem  Ausdruck  von  dO/dv  die  von  trigono- 
metrischen Functionen  freien  Glieder  wegfallen. 

Nachträglich  ist  Gylden  zu  der  Überzeugung  gekonmien,  dafs 
einerseits  die  AusnahmefWe  zahlreicher  seien,  als  er  zuerst  an- 
genommen hatte,  andererseits  die  angegebene  Methode  zur  Berech- 
nung von  iL  zwar  theoretisch  richtig,  aber  mitunter  praktisch  im- 
brauchbar sei^^^).  Er  untersucht  daher  zunächst  das  Minimum  von 
d^  etwas  näher.     Wären  die  Grröfsen: 

L,^{Kx  +  b,)-{liX  +  h)  (45) 

alle  voneinander  unabhängige  Variable,  so  wQrde  das  Minimum  be- 
stinmit  sein  durch  die  Gleichungen  ^^^): 

sin  Lf^  =»  ^^  «y  sin  (L^  —  JD^),      (/i, r  =  2, s, . . .-,  ^  ;  r)  (46) 

aus  denen  sich  noch  ergiebt: 

0  «  ^^  a,.sinXr, 

0  =  1  -f  ^  ccp  cos  Ly 

—  letztere  Gleichimg  allerdings  nur,  wenn  nicht  alle  Z,,  die   zu 
dem  Minimum  gehören,  0  oder  tc  sind  —  und: 

l^'^cci  +  2  ^^  a,a^  cos  (Z,  -  X^).  (48) 

In  dem  speciellen  Fall,  dafs  die  Summe  (33)  nur  aus  3  Gliedern 
besteht,  würde  damit  die  Aufgabe  gelöst  sein;  man  würde  erhalten^***): 


2of,  '  '  2aj 


cosZ,=  --^^^^ ^,     cosZ,^ ^-^^-^'      (49) 


1624)  Stockh.  aetr.  laktt.  6^,  1896;  Auszug  Petersb.  Bull.  (6)  1,  1894, 
p.  379. 

1625)  nr.  8,  p.  10. 

1626)  ur.  4,  p.  12  leitet  Gyldän  diese  Besultate  noch  auf  anderem 
Wege  ab.    tg  ü  und  dU/dv  erscheinen  für  die  Werte  der  i^,   die  zu 

einem  solchen  Minimum  gehören,  zunächst  in  unbestimmter  Form ;  Gjld^n 
giebt  nr.  5,  p.  14  die  betr.  Grenzwerte. 
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Den  eigentlich  zur  DiscossiDn  siehenden  Fall,  dafs  nämlich  die 
Winkel  Xr  vermöge  der  Gleichungen  (45)  Functionen  der  einen 
unabhängigen  Variabein  x  sind,  behandelt  Gyld^n  nur  unter  d»r 
speciellen  VoraoBsetzung  weiter,  dais  die  Summe  (33)  nur  aiiB  drei 
Güedem  besteht"").  Bilden  dann  Lf,  Lf  irgend  eine  Lösung  des 
Gleichungssystems  (47),  so  bilden  auch  L\+  21cn^  L\+  2hn  eine 
solche  Lösung"^®);  die  Frage  ist,  ob  x  solche  Werte  annehmen 
kann,  dafs  gleichzeitig  die  Gleichungen: 

(60)  i,-=  X;  +  2  Icn,     7v3  -  ij  +  2 //« 

erfüllt  sind.     Gjlden  setzt  noch: 

(51)  i3«^i,+  J?,     L\^^L%-B^U 

\ind  reducirt  dadurch   die  Aufgabe   auf  die  Lösung  der  Gleichung: 

(52) (ik-h^H 

durch  ganze  Zahlen  h,  k.  Sind  ft,  H  rational,  so  kann  man  diese 
Gleichung  durch  Kettenbruchentwicklung  genau  lösen  ^^'^);  ist  eine 
von  ihnen  irrational,  so  erhält  man  auf  diesem  Wege  wenigstens 
angenäherte  Lösimgen^^.  Diese  Lösungen  ordnen  sich  nach  den 
Werten  einer  ganzen  Zahl  n;  zu  jedem  dieser  Werte  gehören  an- 
nähernd   2r]k  Lösungen  von  der  Art,  dafs   \h\   und  \k\  unterhalb 

einer  (mäfsigen)  Grenze  ^,  der  Fehler  \(ik  —  h  —  H\  unterhalb  einer 
(kleinen)  Grenze  ij  liegt  ^•**). 

Aus  diesen  Hilfssätzen  ergiebt  sich  nun,  dafs  im  Falle  irrationaler 
Werte  von  fi  und  H  die  Function  d  (39)  die  Null  zwar  nicht 
erreichen,  ihr  aber  beliebig  nahe  kommen  kann^^^).  Um  den  hieraus 
entspringenden  Schwierigkeiten  zu  entgehen,  sucht  Gjlden  zunächst 
nach  einer  geeigneten  Definition  der  „mittleren  Bewegung"  der 
Function: 


1627)  nr.  6,  p,  16. 

1628)  Die  Lösungen  2Ä:«  --  xj,  2hn  —  L^  bespricht  Gylden  nach- 
träglich nr.  15,  p.  61. 

1629)  nr.  7,  p.  17. 

1680)  nr.  8,  9,  p.  21—27.  Er  giebt  zur  Behandlung  solcher  un- 
bestimmten Gleichungen  mit  irrationalen  Goefficienten  ein  eigentümliches 
Verfahren  und  erläutert  es  nr.  10,  p.  28  durch  ein  numerisches  Beispiel. 

1631)  nr.  11,  p.  82.  Gylden  giebt  ein  Verfahren,  um  zu  gegebenem 
ti,  k  und  fj  diese  Losungen  alle  durch  geregelte  Versuche  zu  finden  und 
wendet  es  auf  das  angefangene  Beispiel  an  (nr.  13,  14,  p.  41—51),  um  dem 
Leser  die  Übereinstimmung  einer  directen  Berechnung  ,,ce  qui  remplace 
ici  .rezp^rience^^  mit  seinen  Formeln  zu  zeigen  (p.  51). 

1632)  nr.  16,  p.  64. 
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U-  (i  -  i,)«  +  (6  -  6,)  +  d  =.  fi'Lt+B'+  B;        (53) 
«r  findet  sie  in  der  Grenzgleichung: 


oder  auch: 


'=«  lim    I  ^y-dL^ 


ik/i 


^'=]Z^S^^^  (54) 


oder: 


%kn 


u  =  lim  -^-^ r— 

Aas  diesen  Integralen  sondert  er  zunächst  die  über  die  Umgebung 
der  kritischen  Punkte  erstreckten  Bestandteile  ab^^*);  die  übrigen 
könne  man  durch  Beihenentwicklung,  unter  Benutzung  geeigneter 
Hilfsrariabeln,  bewältigen  ^^^)  oder  auch  durch  Einführung  partieller 
Anomalieen  in  Gestalt  von  elliptischen  Amplituden  ^*^)  (vgl.  §  23  F.). 
Zur  wirklichen  Berechnung  von  ^l'  bedient  sich  Gylden  eines 
anderen  Verfahrens  ^*^).  Er  bringt  zunächst  unter  Benutzung  der 
Bezeichnmig  (45)  die  zur  Definition  von  TT  dienenden  Gleichungen  (38) 
auf  die  Form: 

X  =  aj  cos  Zj  +  «3  cos  (ftij  +  ^)  ==  —  a,  cos  -^+cf2  cos  (/ii-^+ JEJ,),     .     . 

(55^ 

r  =  Oj  sin  Xj  +  «3  sin  (/it  JD^  +  -B)  =^  —  «s  sin  -4+ Oj  sin  (juA + E^^ 

wo  i^— (2n+l)w  =  ^  gesetzt  ist,  imd  verfolgt  die  Änderung 
von  X  und  Y  und  damit  von  CT,  während  A  von  —  %  bis  +  « 
geht.    1  +  -^  hat  dabei  entweder  keine  oder  zwei  Nullstellen  A^^  A^^ 

die  beide   zwischen   den   Werten  i  arc  cos liegen ;   es   ist   zu 

untersuchen,  ob  diese  durch  eine  Nullstelle  von  Y  getrennt  werden. 
Für  En'^^  n  ist  das  der  Fall,  also  wird  es  auch  noch  der  Fall  sein, 
wenn  En,  in  einer  gewissen  Umgebung  von  %  liegt;  diese  Umgebung 
wird  begrenzt  sein  durch  diejenigen  Werte  Ef^^^  und  2n  —  Eff^^  von 


1688)  nr.  18,  p.  69.    Er  behandelt  sie  nr.  21,  p.  70  für  sich. 

1684)  nr.  17,  p.  66. 

1685)  nr.  19,  20,  p.  62—70.  „Ce  resultat  peut  dtre  divexgent,  il  est 
vrai;  mais  la  probabilitä  qa*il  en  eoit  ainsi  est  si  ioBignifiante  que  nous 
ne  noiii  j  arr^ns  pas^*  p.  66. 

1686)  nr.  22,  p.  71. 
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J5J^,  für  die  1  +  X  und  Y  zugleich  (für  denselben  Wert  von  ji) 
0  werden  können  ***^.  Hat  En  einen  solchen  Wert,  so  wftchst  U 
um  2«,  wenn  A  von  —  «  bis  +  w,  also  i,  von  (2«  —  1)«  bis 
(2  fi  +  1)  9r  wächst;  andernfalls  kehrt  es  zu  seinem  Ausgangswerfe 
zurück,  ohne  einen  vollen  Umlauf  auszufuhren.  L&fst  man  nun  ff 
von  1  an  vaniren  und  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  fallen  schlieis- 
lieh  auf  gleiche  Stücke  der  Ereisperipherie  gleich  viele  Werte  von 
•£^1»^*'^;  die  gesuchte  mittlere  Bewegung  betragt  also: 

(56)  ^'=^- 

An  dieses  Resultat  knüpft  'Oylden  noch  einige  Bemerkungen  über 
die  Berechnung  der  Ungleichheiten  von  ü^^^.  Zum  Schlufs  spridit 
er  seine  Überzeugung  aus,  dafs  der  Fall  einer  gröfseren  Gliederzahl 
keine  wesentlich  anderen ^ Resultate  gebe,  solange  1  +  jo^l  +  {a^l 
grölser  sei  als  die  Summe  der  absoluten  Beträge  der  übrigen  Ooeffi- 
cienten;  nur  könne  dann  das  Wachsen  von  U  eventuell  durch  ganze 
retrograde  Umläufe  unterbrochen  werden. 


F.    Aufsuchung  versteckter  Periodicitäten. 

In  den  bisher  besprochenen  Fällen  waren  die  Periode  der  zu 
untersuchenden  Erscheinung,  bezw.  die  Perioden  ihrer  verschiedenen 
Gomponenten,  jedesmal  von  vorneherein  bekannt  und  es  handelte 
sich  nur  um  die  Bestimmung  der  zugehörigen  Amplituden  und 
Phasen;  eine  Ausnahme  machte  nur  die  Untersuchung  von  La- 
grange ^'^),  auf  die  aber  meines  Wissens  nie  wieder  Bezug  ge- 
nommen worden  ^'^^)  ist.  Aber  in  einer  Reihe  von  Fällen  ist  man 
erst  durch  den  Anblick  der  Tabelle  oder  noch  besser  der  Gurve,  die 
den  Verlauf  einer  Erscheinung  darstellen,  auf  eine  dieser  Erscheinung 
innewohnende  Art  von  Periodicität  aufmerksam  gemacht  und  zu  dem 
Versuch  veranlafst  worden,  diese  Periodicität  auch  quantitativ  fest- 
zulegen. Dabei  nahm  man  zunächst  den  Abstand  zweier  gleich- 
namigen Eztrema,  bezw.  hervorragenden  Extrema  voneinander  als 
Länge   der  Periode.     Aber  einerseits   lassen   sich   die  Eintrittszeiten 


1637)  p.  76. 

1688)  nr.  23,  p.  77;  zugehörige  Fortführung  des  nnmerischen  Beispiels 
in  Tabellenform  p.  79. 

1639)  p.  78. 

1640)  Eb  würde  sich  wohl  der  Mühe  lohnen,  einmal  zu  untersuchen^ 
unter  welchen  Umständen  das  Verfahren  von  Lagrange  zu  numerischer 
Rechnung  brauchbar  ist. 


§  25.    F.  Trigonom.  Interpolation;  versteckte  Periodicitäten.     313 

der  Eztrema  nicht  immer  ganz  scharf  bestunmen;  andererseits  werden 
sie  dnrch  den  EinfluTs  der  secimd&ren  Gomponenten  häufig  yerschoben 
nnd  liegen  dann  nicht  immer  in  gleichen  Abständen  voneinand^. 
Man  nahm  daher  das  Mittel  ans  einer  gröfseren  Anzahl  solcher  Ab- 
stände, bezw.  man  diTidirte  den  Abstand  der  beiden  äufsersten  gleich- 
namigen Eztrema  durch  die  Anzahl  der  zwischenliegenden  Perioden^ 
die  man  ja,  da  sie  eine  ganze  Zahl  sein  mofs,  aus  einem  Näherungs- 
wert der  Periode  bestimmen  kann,  auch  wenn  nicht  alle  zwischen- 
liegenden Hauptextrema  deutlich  ausgeprägt  gewesen  und  beobachtet 
worden  sind^^^).  In  dieser  Weise  hat  man  z.  B.  seit  langer  Zeit 
die  Perioden  der  veränderlichen  Sterne  bestimmt  ^^^).  Dais  durch 
dieses  Verfahren  der  EinfluTs  der  ersten  Fehlerquelle  so  viel  als 
möglich  vermindert  wird,  ist  klar;  wie  es  mit  der  zweiten  steht, 
darüber  hat  man  sich  ursprünglich  keine  Gedanken  gemacht.  Über- 
dies ist  es  zunächst  nur  anwendbar  zur  Bestimmung  solcher  Gom- 
ponenten, die  wohlausgeprägte  Eztrema  mit  sich  bri|igen;  wUl  man 
es  auch  zur  Bestimmimg  anderer  anwenden,  so  muTs  man  die 
ersteren  zunächst  durch  Subtraction  der  von  ihnen  gelieferten  Werte 
von  den  Beobachtungen  eliminiren,  sodals  man  die  letzteren  nicht 
frei  von  den  bei  der  Bestimmung  der  ersteren  begangenen  Fehler 
erhalten  kann.  Endlich  verwendet  es  nur  die  Extreme,  nützt  also 
die  Beobachtungen  keineswegs  erschöpfend  aus. 

Soviel  ich  sehe,  ist  auf  ein  weniger  empirisches  Verfahren 
zuerst  J.  J.  Nervander  geHdirt  worden,  als  er  den  Versuch  machte, 
einen  Einfiulfl  der  Sonnenrotation  auf  meteorologische  Verhältnisse 
nachzuweisen^^');  denn  da  die  Periode  der  Sonnenrotation  nicht  mit 
der  erforderlichen  Genauigkeit  bekannt  war,  muTste  er  sie  erst  aus 
den  meteorologischen  Daten  selbst  zu  berechnen  suchen.     Er  ordnet 


1641)  Zahlreiche  Beispiele  für  dieses  Verfahren  sowohl,  als  für  die 
noch  zu  besprechenden  findet  man  in  den  Schriften  von  H.  Fritz  (die 
Beziehungen  der  Sonnenflecken  zu  den  magnetischen  und  meteorologischen 
Erscheinungen  der  Erde,  Haarlem  Natuurk.  Verhandel.  3,,  1876;  das 
Polarlicht,  Leipz.  1881;  die  wichtigsten  periodischen  Erscheinungen  der 
Meteorologie  und  Kosmologie,  Leipz.  1889);  neue  mathematische  Ent- 
wicklungen zu  bringen  beanspruchen  sie  nicht.  Dasselbe  gilt  von  der 
Geschichte  der  Wetterprognose,  die  den  I.  Band  von  W.  J.  vanBebber's 
Handbuch  der  ausübenden  Witterangskunde  (Stuttg.  1885)  bildet. 

1642)  Zur  Bestimmung  der  Umlauf szeiten  der  Planeten  hat  man  wohl 
das  8.  Kepler'sche  Gesetz;  aber  genauere  Bestimmungen  derselben  werden 
auch  nur  auf  dem  im  Text  bezeichneten  Wege  erhalten. 

1648)  Petersb.  Bull.  3,  1846,  col.  2.  (vom  Jan.  1844);  Ann.  Phys.  Chem. 
68,  1846,  p.  193. 
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daher  zunä^^ist  die  Beobadiiningen  nach  einer  Periode  von  27,25  Tagen, 
d.  k  er  ordnet  nach  Perioden  Yon  27  Tagen  und  überspringt  nach 
jeder  vierten  Periode  einen  Tag.  Da  ihn  das  Ergebnis  nieht  be- 
frl^igt,  läfst  er  noch  alle  3  Jahre  einen  Tag  weg  und  nimmt 
jedesmal  aus  den  homologen  (zu  derselben  Phase  der  angenommenen 
Penode  gehörenden)  Beobachtungen  das  Mittel.  Unter  den  so  er- 
haltenen Zahlen  sucht  er  die  gröfste  und  kleinste  auf  und  bildet 
ihre  Differenz.  Dasselbe  Verfahren  wiederholt  er,  indem  er  nach 
n  »  4,  5,  .  .  .,  8  Jahren  einen  Tag  überspringt.  Er  eriiält  die 
grölsten  Werte  der  Differenz  für  n  =»  6  und  7 ;  die  ihm  vorliegende 
Beobachtungsserie  sei  zu  kurz,  als  daljs  man  zwischen  diesen  beiden 
Alternativen  entscheiden  könnte.  Er  wählt  daher  „auf  gut  Glück^ 
die  letztere,  die  auf  eine  Periode  von  27,2607  Tagen  fi&hrt  Er 
bemerkt  übrigens  ^^,  dafs  das  Eesultat  von  dem  Einfluls  dw  jähr- 
lichen Periode  noch  nicht  frei  sei:  z.  6.  falle  der  1.  Januar  in 
keinem  der  51;  Jahre,  über  die  die  Beobachtungen  sich  erstrecken, 
auf  den  5.,  11.,  16.,  17.,  20.,  22.  oder  27.  Tag  der  Periode  von 
27,26  Tagen.  Man  könne  daher  meinen,  diese  Periodicität  sei  nur 
der  Effect  „einer  zufälligen  Interferenz  der  jährlichen  Wärmeperiode".' 
Man  könne  aber  zeigen,  dafs  das  nicht  der  Fall  sei,  indem  man  alle 
diese  Jahre  in  zwei  Gruppen  sondere,  je  nachdem  der  1.  Januar  in 
die  erste  oder  zweite  Hälfte  der  27-tägigen  Periode  fällt,  und  jede 
dieser  Gruppen  für  sich  behandle;  man  erhalte  Gurven,  die  „voll- 
kommenste Ähnlichkeit  zeigen",  nur  mit  verschiedenen  Amplituden. 

Gleichzeitig  mit  Nervander  hat  C.  H.  D.  Bujs-Ballot  sich 
mit  der  Aufsuchung  versteckter  Periodicitäten  beschäftigt.  Er  formu- 
lirt  ausdrücklich  die  folgenden  drei  Sätze,  auf  denen  auch  Nervander's 
Schlüsse  beruhen  ^•*^): 

1.  Hat  man  eine  Reihe  von  Zahlen,  die  erst  zu-,  dann  ab- 
nehmen  und  sich  nach  je  n  Termen  periodisch  wiederholen,  und 
ordnet  man  sie  so,  dafs  die  (n  +  1)**  unter  die  1.,  die  (n  +  2)** 
unter  die  2.,  ...  zu  stehen  kommen,  so  bilden  die  Colonnensummen 
eine  Folge  derselben  Art. 

2.  Ordnet  man  sie  aber  so,   dc^s  erst  die  (n  +  2)^*  oder  die 


1644)  p.  199. 

1646)  Les  changementB  pModiques  de  temperature,  Utrecht  1847, 
§  11,  p.  84.  Vgl.  auch  die  vorläufige  Mitteilung  der  Resultate,  Ann.  Phys. 
Chem.  68,  1846,  p.  S06.  Die  Sätze  sind  bei  Buys-Ballot  etwas  unbettimmt 
formulirt;  aber  die  hinzugefügten  nnmerischen  Beispiele  schliefsen  jeden 
Zweifel  darüber  aus,  was  gemeint  iet. 
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(n  +  3)^  .  .  .  unter  die  erste  za  stehen  kommt,  so  verwischt  sich  in 
den  Colonnensommen  das  Periodicitätsgesetz. 

3.  Hat  man  mehrere  Reihen  von  verschiedener  Periode,  schreibt 
sie  untereinander,  addirt,  ordnet  die  Colonnensummen  nach  einer  der 
Perioden  imd  bildet  wieder  Colonnensummen,  so  erscheint  in  dieeen 
nur  eine  der  Perioden;  der  fiinflafs  der  übrigen  wird  verwischt. 

Bnjs-Ballot  fägt  hinzu,  diese  Zerstörung  der  übrigen  Perioden 
sei  vollständig,  wenn  man  das  Verfahren  solange  fortsetze,  bis  jedes 
Element  der  zu  eliminirenden  Periode  in  jeder  Golonne  gleich  oft 
vorkonmit. 

Au/^er  diesen  drei  der  Sache  nach  auch  von  Nervander  be- 
nutzten Theoremen  hat  aber  Buys-Ballot  noch  zwei  ihm  eigene, 
nftmlich*^: 

4.  Hat  man  sich  über  die  L&nge  der  Periode  getäuscht,  so 
wird  sie  bei  längerer  Ausdehnung  der  Beobachtungsreihe  um  so  mehr 
verwischt,  um  je  mehr  man  sich  getäuscht  hat  und  je  gröfser  die 
Zahl  der  benutzten  Perioden  ist. 

5.  Hat  man  die  Periode  zu  klein  (zu  grols)  genommen,  so 
rückt  das  Maximum  der  Colonnensummen  bei  suocessiver  Addition 
immer  neuer  Zeilen  allmählich  nach  rechts  (nach  links),  und  zwar 
um  so  rascher,  um  je  mehr  man  sich  getäuscht  hat. 

Entsprechendes  gelte  auch,  wenn  man  die  Beobachtungen  zu 
Gruppen  zusammenfasse;  nur  müsse  man  dabei,  wenn  man  auf 
Grund  des  Satzes  (5)  zu  einem  positiven  Ergebnis  gelangen  wolle, 
mindestens  drei  hinlänglich  benachbarte  Gruppen  nehmen,  damit  man 
sich  in  der  Anzahl  der  dazwischen  liegenden  Perioden  nicht  um  zwei 
Einheiten  täuschen  könne. 

Ein  gröfseres  Interesse  erhielten  diese  Fragen,  als  E.  Sabine ^^^), 
E.  Gautier*«")  und  R.  Wolf*«*»)  auf  die  Übereinstimmung  der 
von  H.  Schwabe  *«^^)  gefundenen  Periode  der  Sonnenfleckenhäufig- 


1646)  §  12,  p.  37. 

1647)  Lond.  Trans.  1862,,  p.  121;  Auszug  Phil.  Magaz  (4)  4,  1862, 
p.  236;  eingereicht  18./3.,  gelesen  6/6.  1862. 

1648)  Genfeve  archives  20,  1852,  p.  189;  vom  17./6.  1852. 

1649)  Bern.  Mitt.  1862,  p.  179,  vom  81/7.  1862.  —  Über  die  gegen- 
seitige Unabhängigkeit  dieser  drei  Bemerkungen  vgl.  man  Wolf's  astr. 
Mitt.  2,  1856,  p.  32.  (Die  späteren  Untersuchungen  Wolf*8  sind  in  der 
Zürch.  Viert,  erschienen,  sowie  separat  u.  d.  Titel  „Mitteilungen  über 
Sonnenflecken"  und  „astronomische  Mitteilungen".  In  der  letateren  Aus- 
gabe^ die  hier  citirt  wird,  sind  je  10  Nummern  durchpaginirt.  Die  Astr. 
Kachr.  enthalten  kurze  Auszüge.) 

1650)  Astr.  Nachr.  21,  1844,  col.  283. 
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keit  mit  der  von  J.  Lamont^**^)  gefundenen  Periode  der  täglichen 
Schwankungen  der  Magnetnadel,  bezw.  der  magnetischen  Störungen, 
hinwiesen.  Es  ergab  sich  nämlich  die  (namentlich  von  R.  Wolf 
betonte)  Forderung,  beide  Perioden  genauer  zu  bestimmen,  damit 
man  sehen  könne,  ob  die  Übereinstimmung  nicht  etwa  nur  in  roher 
Annäherung  stattfinde.  Wolf  zieht  zu  diesem  Zweck  zunächst  sämt- 
liche ihm  erreichbare  Beobachtungen  von  Extremen  herbei  und  er- 
mittelt für  jede  (z.  T.  auf  graphischem  Wege)  eine  Oeuauigkeits- 
grenze;  so  erhält  er  eine  Reihe  von  Bestinunungen  der  Periode,  jede 
mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  und  bestimmt  aus  ihnen  nach  den 
Regeln  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  den  wahrscheinlichsten  Wert 
und  dessen  wahrscheinlichen  Fehler  ^^').  Sonst  hat  man  sich  auch 
in  dieser  Zeit  noch  vielfach  mit  dem  oben  erwähnten  rein  empirischen 
Verfahren  begnügt*^'). 

Über  die  Bestimmung  des  mittleren  Wertes  der  Periode  hinaus 
scheint  man  zuerst  in  der  Theorie  des  Lichtwechsels  der  veränder- 
lichen Sterne  gekommen  zu  sein.  Fr.  Argelander  hatte  schon 
1839  angedeutet,  dafs  „in  den  Veränderungen  der  Periode^^  von 
Mira  Ceti  „wieder  etwas  Periodisches  zu  sein  scheine^' ^^;  er  führt 
das  dahin  aus,  dafs  er  die  Eintrittszeit  des  x^^  Maximums  oder 
Minimums  durch  eine  Formel  der  Oestalt: 

(1)  Fx^  a  +  bx  +  c  sin (fx  +  g) 

darstellt,  in  der  a,  5,  c,  /*,  g  aus  den  Beobachtungen  zu  bestimmende 
Constante  bedeuten  ^*^).  In  einfachen  Fällen  behält  er  diese  Gestalt 
auch  später  noch  bei^^*);  aber  gerade  bei  Mira  stellte  sich  später 
die  Notwendigkeit  heraus,  noch  weitere  trigonometrische  Glieder 
beizufügen*"^. 


1661)  Ann.  Phys.  Chem.  (3)  84,  1861,  p.  672. 

1662)  Bern.  Mitt.  1862,  p.  249;  wieder  abgedruckt  agtr.  Mitt  1, 
1869,  p.  V. 

1665)  So  z.  B.  J.  Lamont,  Ann.  Phje.  Chem.  116,  1862,  p.  612; 
J.  A.  Broun,  Edinb.  Trans.  22,  1861,  nr.  84,  p.  648;  27,  1876,  nr.  28,  p.  677. 

1664)  Astr.  Nachr.  16,  1839,  col.  283. 

1666)  ib.  39,  1866,  col.  292;  40,  1866,  col.  364.  An  der  letzteren  Stelle 
auch  Angaben  über  die  Art  der  Berechnung  der  Coefficienten. 

1666)  Bonn.  astr.  Beobb.  7,  1869,  p.  840.  In  noch  einfacheren  Fällen 
genügt  eine  parabolische  Inteipolationsfonnel  für  Jg*^  (z.  B.  p.  842,  361,  386). 

1667)  ib.  p.  336,  wo  auch  Angaben  über  die  Art  der  Berechnung. 
Welche  Schlüsse  man  ans  einer  derartigen  Formel  fOr  die  Eintrittszeiten 
der  Extreme  auf  eine  etwaige  Darstellung  des  Ganges  der  Erscheinung 
«elbst  durch  Superposition  von  Componenten  verschiedener  Perioden  ziehen 
kann,  scheint  nicht  untersucht  zu  sein. 
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Ähnliche  Formeln  hat  dann  B.  Wolf^^  auch  für  die  Sonnen- 
fleckenperiode  abgeleitet. 

Warren  de  la  Rue,  Balfour  Stewart  und  B.  Loewy**^*) 
haben  einen  Zusammenhang  der  Sonnenfleckenperiode  mit  den  üm- 
lau£Bzeiten  der  Planeten  vermutet.  Wolf,  der  sich  ebenfalls  viel- 
fach mit  dieser  Hypothese  beschäftigt  hatte,  gab  zu  ihrer  Prüfung 
eine  Methode,  die  im  wesentlichen  mit  Buys-BaUofs  4.  Satze ^*^) 
übereinkommt^*^).  Diese  Methode  ist  einige  Jahre  sp&ter  von  L. 
Hornstein  noch  weiter  ausgebildet  worden ^^^):  er  versucht  den 
Wert  der  sich  ergebenden  Amplitude  als  Function  der  angenommenen 
Periodenlänge  durch  eine  ganze  Function  2.  Orades  interpolatorisch 
darzustellen;  da  das  einigermafsen  gelingt,  betrachtet  er  den  Wert 
der  Periodenlänge,  der  diese  Function  zu  einem  Maximum  macht, 
als  wahrscheinlichsten  Wert  der  Periode.  Auch  den  zugehörigen 
Wert  der  Phase  bestimmt  er  durch  Interpolation^^*).  Wenn  die 
Erscheinung  sich  nicht  durch  ein  einziges  trigonometrisches  Olied 
genügend  darstellen  läfst,  nimmt  er  als  Amplitude  für  die  einzelne 
angenommene  Periode  den  Mittelwert  der  absoluten  Beträge  der 
Differenzen  zwischen  den  einzelnen  beobachteten  Werten  und  ihrem 
Mittelwert^««»). 

Wolf*«**)  einerseits,  de  laBue,  Stewart  und  Loewy  anderer- 
seits'««^) haben  sich  um  diese  Zeit  mit  der  Bestimmung  des  „mittleren 
Ganges  des  Sonnenflecken -Phänomens^*  beschäftigt;  doch  begnügen 
sie  sich  mit  qualitativen  Angaben  und  graphischen  Darstellungen, 
ohne  den  Versuch  der  Ableitung  einer  Formel  zu  machen. 

Etwa  um  1877  beginnt  bei  Wolf  eine  Periode  intensiverer 
Beschäftigung  mit  der  Sonnenfleckenperiodicität  auch  nach  der  theo- 
retischen Seite  hin.  Er  leitet  zunächst  aus  allen  ihm  zugänglichen 
Beobachtungen  eine  neue  Bestimmung  der  Periodenlänge,  ihrer  „dem 

1658)  Astr.  Mitt.  nr.  12,  1861,  p.  74;  nr.  66,  1882,  p.  180. 

1669)  Lond.  Trans.  160,,  1870,  nr.  29,  p.  394;  Lond.  Roy.  Proc.  20, 
1872,  p.  210.  Einem  Yorschlag  von  W.  Thomson  folgend,  versuchen  sie 
zur  Gontrolle  auch  eine  Anordnung  nach  S/4  einer  der  angenommenen 
Perioden  (p.  897). 

1660)  Astr.  Mitt.  18,  1865,  p.  249. 

1661)  Wien.  Ber.  64,,  1861,  p.  62.  L.  Schuster,  Terr.  Magn.  8, 
1898,  nr.  17,  p.  86,  findet  zum  Teil  andere  Zahlen;  eine  strenge  Prüfung 
sei  nicht  möglich,  da  Hornstein  nicht  angebe,  in  welcher  Weise  er  die 
säculare  Variation  eliminirt  habe. 

1662)  p.  69.         1668)  ib.  67,,  1878,  p.  411. 

1664)  Astr.  Mitt.  27,  1870,  p.  247;  42,  1877,  p.  41. 

1665)  Lond.  Boy.  Proc.  20,  1872,  p.  82  (Berichtigung  p.  290). 
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mittleren  Fehler  entsprechenden  Schwankung*^  und  ihrer  „Unsicher- 
heit" her  *•••).  Er  bemerkt  femer  ^•^^^  dafs  der  ,^hasennnterschied" 
zwischen  den  wahren  und  den  nach  seiner  Annahme  berechneten 
mittleren  Epochen  einen  deutlichen  Gang  zeige.  Auch  giebt  er  an^ 
seine  neueren  Versuche,  die  Sonnenfleckencurve  als  eine  „Summen- 
wellenlinie" darzustellen,  hätten  nicht  zu  besseren  Resultaten,  als  die 
früheren  geführt;  er  teilt  sie  daher  gar  nicht  mit,  sondern  erw&hnt 
nur,  er  sei  jetzt  geneigt,  der  „groDsen  Periode"  eine  Länge  von 
178  Jahren  zuzuschreiben^^.  Was  die  Beziehungen  zum  Erd- 
magnetismus betrifft),  so  findet  er  sich  mit  J.  A.  Broun ^^^^)  darin 
einig  ^^^^),  da£s  die  fortwährende  Coincidenz  der  Epochen  beider  Er- 
.scheinungen  wichtiger  sei  als  die  genaue  Bestimmung  der  mittleren  Länge 
der  Periode;  weiterhin  bestätigt  er  diese  Übereinstimmung  an  neuem 
Material ^^'^)  und  zieht  auch  noch  die  Frequenz  der  Polarlichter**'-), 
sowie  die  Variationen  der  Litensität  des  Erdmagnetismus  **''^)  herbei. 
Um  diese  Zeit  veröffentlichte  auch  Spörer  Resultate  seiner 
Rechnungen  *»'*).  Er  falst  immer  eine  Anzahl  Jahre  zusammen  und 
druckt  den  Gang  des  Sonnenfieckenphänomens  während  dieser  Zeit 
interpolatorisch  durch  eine  cubische  Function  der  Zeit  aus,  um  so 
eine  genauere  Bestimmung  der  Lage  der  Extrema  zu  gewinnen. 
Von  den  so  erhaltenen  Teilcurven  verwirft  er  einen  Teil  als  anormal; 
aus  den  übrigen  leitet  er**''^)  eine  trigonometrische  Formel  für  den 
Veriauf  des  Phänomens  während  einer  seiner  Perioden  ab.  Eine 
genauere  Bestimmung  sowohl  der  Länge  der  Periode,  als  der  Epochen 
der  Extrema  erhält  er,  indem  er  beide  Gröfsen  zugleich  sowohl  aus 
den  von  Wolf  angenommenen,  als  aus  den  von  Ihm  selbst  erhaltenen 
Epochen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  berechnet**'^). 
Wolf  bemerkt  dazu***^*^),  diese  Methode^  die  er  übrigens  früher  selbst 
benutzt  habe^  habe  gegenüber  der  von  ihm  bevorzugten  den  Nachteil, 
dafs  die  richtige  Bestimmung  der  Periodenlänge  unter  der  gleich- 
zeitigen Bestimmung  der  Epoche  leide  [?]. 


J666)  Afitr.  Mitt.  42,  1877,  p.  40.         1667)  p.  44.         1668)  p.  48. 

1669)  Natore  1878,  p.  31.  H.  Faye  (Par.  C.  R.  86,  p.  1102)  beätreitet 
gerade  diese  Übereinstimmung. 

1670)  Astr.  Mitt.  nr.  46,  1878,  p.  171.        1671)  nr.  50,  1880,  p.  278. 
1672)  p.  286.         1678)  nr.  51,  1880,  p.  17. 

1674)  Astr.  Nachr.  98,  1880,  col.  96.        1676)  col.  101. 

1676)  coL  102.  Desselben  Verfahrens  bedient  sich  ganz  neuerdings 
auch  S.  Newcomb  (Astroph.  J.  18,  1901,  p.  6);  er  zieht  neben  den  Ex- 
tremen auch  noch  „Mittelphaten"  heran,  deren  Eintrittszeiten  sich  genauer 
bestimmen  lassen,  als  die  der  Extrema. 

1677)  Astr.  Mitt.  52,  1880,  p.  41. 
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Inzwischen  hatten  B.  Stewart  und  W.  Bodgson  auf  Yerr 
aalaesnng  ies  Aasschnsses  der  British  Assodation  fttr  Sonnenphysik 
eine  theoretische  Untersnehnng  fiber  die  Ermittelung  unbekannter 
Periodicitäten  unternommen  ^*^^)w  ^  schildern  zunächst  ein.  Ver-^ 
fahren,  das  mit  dem  von  Buys-BaUot^«"),  Wolf^««®),  Homstein*^^) 
geübten  im  wesentlichen  übereinstimmt,  bemerken  aber  dann,  dafs 
es  ungenügend  ist,  wenn  mehrere  wenig  voneinander  verschiedene 
Perioden  nebeneinander  vorkommen.  In  solchen  Fällen  müsse  man 
zunächst  die  Maxima  der  Amplitude  bestimmen  und  dann  noch  die 
Fehler  eHminiren,  mit  denen  die  Bestimmung  der  AmpHiade  einer 
jed^n  Periode  wegen  des  Vorhandenseins  der  übrigen  behaftet  ist^^''*.). 
Doch  föhren  sie  das  nicht  näher  aus.  Dagegen  geben  sie  noch  ein 
Verfahren  zur  Verringerung  des  „enormpus  labour^^  den  die  Be^ 
stinmiung  der  Amplituden  zu  einer  gröfseren  Anzahl  angenommener 
Perioden  verlangen  würde  ^^.  Sie  addiren  nämlich  nicht  sämtliche 
mbdulo  der  zuerst  angencHn^enen  Periode  congruenten  Beobachtungen, 
sondern  nur  die  einem  gewissen  gröfseren  Zeitraum  (Jahr)  an- 
gehörenden, sodals  sie  p  Beihen  von  je  n.  Mittelwerten  erhalten. 
In  dem  so  .  entstehenden  Schema  rücken  sie  cyclisch  jede  Zeile  um 
je  eine  Einheit  weiter  nach  links,  sodais  es  folgende  Gestalt  annimmt; 

«1,1        «1,2  »l,S  •   •   •    »1,«-1  «l,« 

Ö2,«       fl«,8  ^2,4  .   •   .    ö«,«  «2,1 

«3,8     aa,4         a«,5       •  •  •  «s»i  «s»«  (2) 


^PiJ»       «P.J»  +  1      «P.J»+2    •   •   •    «p,p+ii-2      «p.p  +  n-l. 

1 

Sie  bezeichnen  diese  Umformung  als:  „pulling  things  to  the  left^^ 
Wird  dann  jede  Golonne  sunmiirt,  so  geben  die  Summen  den  mittleren^ 
Öang  der  Erscheinung  während  einer  Pertode,  die  etwas  länger  ist, 
als  die  zuerst  angenommene,  nämlich  gleich: 

2'+i;;=r(i+i^-j).  (3) 

Es  wird  dann  sowohl  dieser  Procels,  als  auch  der  umgekehrte 
(„pushing  things  to  the  right")  noch  öfter  wiederholt;  natürlich 
nicht  zu  oft,  da  die  Fehler  sich  sonst  häufen  würden ^^.  Auch 
verschieben  sie  eventuell  nur  um  eine  halbe  Einheit  der  Teilung, 
indem    sie    die    dazu    erforderlichen  Zwischen  werte ,  graphisch  inter- 


1678)  Lond.  Roy.  Proc.  29,  1879,  p.  107.         1079)  nr.  6,  p.  108. 
1680)  BT.  9,  p.  111.         1681)  nr.  12,  p.  116. 
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poliren *••').  G.  G.  Stokes  bemerkt  zu  diesem  Aufsatz *•"):  Ent- 
hält der  Ausdruck  einer  Function  einen  Summanden  csin(n'^  +  er)« 
in  welchem  n  Ton  der  ganzen  Zahl  n  wenig  verschieden  ist,  so 
enthalten  die  unbestimmten  Integrale: 

«  t 

(4)  ff(i)smntdt,       ff(t)cosntdt 

bezw.  die  Summanden: 

(ö)      ^'^)  si^  (^''  -nt+a),     ^-—^  cos  (nt  -- ni  +  a) 

also  grofse  langperiodische  Ungleichheiten.  Indem  man  diese  Un- 
gleichheiten der  (durch  den  harmonischen  Analysator  gelieferten) 
Aufeeichnung  jener  Integrale  entnehme,  könne  man  die  Differenz 
n'  —  n  bis  auf  das  Vorzeichen  feststellen;  das  Vorzeichen  ergebe 
sich  daraus,  dals  für  n'^^n  das  Sinnsintegral,  fCbr  n'<n  das 
Oosinusintegral  gegen  das  andere  um  eine  Viertelperiode  zurück  sei. 

In  einem  zweiten  Aufsatz ^^  bestimmen  Stewart  und  Dodgson 
auch  eine  Phasendifferenz  zwischen  den  Beobachtungen  derselben 
Grölse  an  zwei  verschiedenen  Orten  durch  solches  pulling  und 
pushing. 

In  einer  späteren  gemeinsamen  Arbeit ^^  begnügen'  sich 
Stewart  und  Dodgson  mit  dem  einfacheren  Verfahren  ^^^^).  Dabei 
benutzen  sie,  wie  de  la  Bue,  Stewart  und  Loewj^*^,  statt  der 
Amplituden  die  „mean  departures  from  mean  of  whole'*,  d.  h.  die 
Mittelwerte  der  absoluten  Beträge  der  Differenzen  zwischen  den 
einzelnen  Beobachtimgen  und  ihrem  Mittelwert.  Jede  der  gefundenen 
Perioden  befreien  sie  dann  noch  vom  Einfluls  der  übrigen  ^*^). 
Schliefslich  füg^n  sie  noch  einen  Term  hinzu,  der  der  Annahme 
eines  „variabeln  Nullpunktes"  entspricht ^•*').  Von  diesem  Verfahren 
hat  dann  auch  Wolf^^)   Gebrauch  gemacht,  nachdem  er  es  aus 

1682)  nr.  10,  p.  114.         1683)  ib.  p.  122.         1684)  ib.  p.  807,  nr.  6. 

1685)  Manch.  Mem.  (8)  8,  1884,  nr.  10,  p.  68;  Auszug  Manch.  Proc.  1881. 

1686)  nr.  1^0,  p.  68.         1687)  nr.  13,  p.  66. 

1688)  Astr.  Mitt.  56,  1882,  p.  188;  nr.  58,  1882,  p.  221;  nr.  60,  1883, 
p.  857  (mit  A.  Wolf  er).  Durch  jede  dieser  Untersuchungen  werden  die 
Resultate  der  früheren  modificirt.  nr.  60,  p.  371  spricht  er  von  einem 
,,schon  vor  einiger  Zeit  projectirten  ganz  neuen  Weg'S  macht  aber  weder 
hier,  noch,  so  viel  ich  sehe,  später  nähere  Angaben.  —  In  einer  Be- 
sprechung dieser  Untersuchungen  Wolf 's  (Par.  G.  R.  95,  1882,  p.  1249) 
spricht  H.  Faje  die  Ansicht  aus,  die  Spuren  einer  etwa  50jährigen  Periode 
würden  verschwinden,  wenn  man  die  Zahlen  später  noch  einmal  vornehme; 
Wolf  (Astr.  Mitt.  nr.  58,  1883,  p.  282)  teilt  diese  Hoffnung  nicht. 
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der  vorlftnfigen  Mitteilung  kennen  gelernt  hatte.  Zur  ControUe  führt 
er  eut^reckende  Bechnungen  einerseits  mit  Reihen  ausgeloster  Zahlen 
atifl^^,  andererseits  mit  einer  Zahlenreihe  von  unbezweifelter  Peno- 
dicitftt,  nämlich  mit  Decadenmitteln  der  Temperatur.  Er  erhält  im 
letzteren  Falle  so  gute  Resultate,  dafs  man  die  Jahresl&nge  auf 
diesem  Wege  bestimmen  könnte****). 

D.  Korteweg**^*)  kommt  teilweise  zu  anderen  Resultaten, 
indem  er  den  Beobachtungszeitraum  in  drei  Abschnitte  zerlegt  und 
für  jeden  derselben  die  Rechnung  gesondert  durchführt.  Dem- 
gegenüber erwähnt  Wolf****)  zimächst  eine  früher  von  ihm  durch- 
geführte Untersuchung  der  Perioden  des  Erdmagnetismus,  die  eben- 
falls kein  Maximum  der  Amplitude  für  eine  Periode  von  10*/^  Jahren 
ergeben  habe.  Da  er  die  Identität  des  Ganges  beider  Erscheinungen 
für  eine  ausgemachte  Sache  hält,  kommt  er  zu  dem  Schlüsse,  man 
müsse  die  beiden  gefundenen  Resultate  als  Näherungsausdrücke  ver- 
schiedener Ordnung  für  dasselbe  Oesetz  betrachten;  dabei  sei  zu 
beachten,  dafs  für  die  Sonnenflecken  ein  längerer  Beobachtungs- 
zeitraum vorliege.  Schlielslich  erklärt  er  sich  mit  Korteweg  darin 
einig,  dafs  in  der  Sonnenfleckenhäufigkeit  „keine  Periode  von  scharf 
bestimmter  und  unveränderlicher  Dauer''  vorhanden  sei,  da  die  be- 
nutzte Methode  eine  solche  hätte  aufdecken  müssen,  wenn  sie  vor- 
handen wäre. 

Endlich  hat  Wolf  noch  chinesische  Beobachtungen  herbeigezogen, 
um  die  Länge  der  grofsen  Periode  zu  bestinmien '**').  Da  diese  für 
die  Jahre  372  und  1372  eine  so  enorme  Sonnenthätigkeit  verraten, 
d&£B  man  in  ihnen  Maximaljahre  der  grofsen*  Periode  vermuten 
müsse,  4a  andererseits  seine  früheren  Untersuchungen  gezeigt  hätten, 
dafs  sie.  zwischen   50  und   100  Jahren  liege,  so  könnten  nur  die 

Werte  —   1000  Jahre,   n  =  10,  11,  .  .  .,  20  in  Betracht  kommen. 

Von  diesen  Zahlen  seien  die  meisten  sofort  zu  verwerfen,  da  sie  auf 
Widersprüche  mit  zweifellosen  Beobachtungen  führten  (z.  B.  Maxima 
geben,  wo  Minima  sein  sollten);  es  bleiben  nur  die  beiden  Möglich- 
keiten 66%  und  8373  Jahre  *«"). 

16S9)  nr.  57,  1882,  p.  231.         1690)  nr.  68,  1883,  p.  282. 

1691)  Wien.  Ber.  88, ,  1884,  p.  1004.       1692)  Aetr.  Mitt.  nr.  66,  p.  222. 

1693)  nr.  74,  1889,  p.  134. 

1694)  Anfänglich  hatte  er  die  letztere  übersehen  (nr.  78,  1889,  p.  90; 
berichtigt  p.  180).  Übersichten  über  Wolf  *b  Besultate  geben  Wolf  selbst, 
Ifond.  Astr.  Mem.  43,  1877,  p.  199  (mit  graphischer  Darstellung  in  grofsem 
VaüntiO^e);  dann  A.  Wolfer,  Genäve  Arch.  (3)  86,  1891,  p.  437,  M9  und 
Meteor.  Zeitschrift  27,  1892,  p.  201. 

Jahrefbericht  d.  BentscheB  Mftthem.-Vereinignng.    Z.  21 
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Ein  neues  Verfahren  zur  Au£spürung  unbekannter  Periodicit&ten* 
giebt  Yinayek  Narayeu  Nene^^^),  unterstützt  durch  ,^uggestions^^ 
von  Gh.  Chambers^*^.  Aus  der  Identität  §  15,  (14)  schliefst  er: 
werden  aus  je  m  aufeinander  folgenden  Gliedern  der  Beihe: 

(6)  «4  sin  (7,    usin(6+l7),    u^n(2b  +  U),  , .  .,  U8m(nb  +  ü) 

die  Mittelwerte  gebildet,  so  erhält  man  die  „erste  Mittelwertreihe", 
deren  allgemeines  Glied  ist: 

(7)  ^u,^i^L-^U+ü). 

m  Bin  -- 

Ist  m  ungerade,  so  kommen  hier  dieselben  Argumente  vor,  wie  in 
der  vorgelegten  Reihe;  ist  m  gerade,  so  wird  dasselbe  erreicht,  wenn 
man  durch  Zusanmienfassen  von  je  zwei  Gliedern  der  ersten  die 
„zweite  Mittelwertreihe"  bildet,  deren  allgemeines  Glied  ist: 

.    tnb         b 

(8)  j uHin{^—Y-^b+U]' 

m  sin— 

In  beiden  Fällen  sind  die  vortretenden  Factoren  echte  Brüche;  Nene 

verfolgt  ihre  Abhängigkeit  von  b  und  stellt  sie  graphisch  dar^*^). 

Entsprechendes  gilt  nun  auch,  wenn  die  Beobachtung^sreihe  nicht 

durch    einzelne    Ausdrücke    der   Form  (4)    darstellbar   ist,   sondern 

durch  Summen  von  solchen  Gliedern  mit  verschiedenen  Perioden  und 

Phasen  ^^^).     Für  den  Fall  eines  ungeraden  m  bildet  Nene  aus  den 

Differenzen:    Beobachtung   —    erster    Mittelwert    die    „erste    'ELest- 

reihe" »•«>);  wird: 

mb^ 

w 

BUk 

m  am— - 
gesetzt,  so  ist  jhr  allgemeines  Glied: 

(10)       2^«-»»(— -¥^--^+  ^')- 


1695)  Lond.  Roy.  Proc.  86,  1884,  p.  861.    1696)  nr.  64,  p.  392. 

1697)  nr.  9—11,  p.  865—368.    1698)  nr.  12,  p.  368. 

1699)  nr.  13,  p.  869.  Den  Fall  eines  geraden  m  bespricht  er  kurz 
nr.  20,  21,  p.  877;  man  solle  in  nur  dann  gerade  nehmen,  wenn  es  nicht 
zu  vermeiden  sei,  was  allerdings  vorkomme. 
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Ans  diesen  Besten  bildet  er  neue  Mittelwerte  und  neue  Beste  u.  s.  f.; 
schliefsHch  ist  das   (n  —  (m—l)r)^  Glied  der  r*^  Bestreihe "~): 

Werden   alle  untereinanderstehenden  Mittelwerte  summirt,  so  erhält 
man  eine  neue  Beihe,  deren  allgemeines  Glied  ist^^^^): 


2 


(V^y     '  )  «^  sin  (pbr  +    Vr),  (12) 


wo    zur    Abkürzung    F^    ftir    Uy 5 — rb^y   p    für    irgend   eine 

ganze  Zahl  steht;  dieselbe  Beihe  kann  auch  erhalten  werden,  indem 
man  die  Glieder  der  letzten  Bestreihe  von  demjenigen  der  Beobachtungs- 
reihe subtrahirt"®«). 

Sind  nun  die  Winkel  m6|,  mb^,  .  . ,  alle  kleiner  als  2;r,  so 
sind  die  q  alle  positiv  und  die  Summen  (ll)  convergiren  mit 
wachsendem  r  gegen  0;  ist  aber  2  ;t  ^  m5^  <  4  nr,  dagegen  mb^  <  2  tt, 
m&3<  2  9r,  .  .  .,  so  reduciren  sich  die  Summen  (11)  mit  wachsendem 
r  auf  ihre  ersten  Glieder  ^'^).  Man  sieht  *''^),  wie  das  Verfahren 
dazu  dienen  kann,  zu  entscheiden,  ob  in  dem  Ausdruck  einer  vor- 
gelegten Beobachtungsreihe  ein  periodisches  Glied  von  einer  Periode 
zwischen  mc  und  2inc  enthalten  ist,  wo  c  das  Intervall  zwischen 
zwei  aufeinanderfolgenden  Beobachtungen  bedeutet.  Dabei  kann  m 
noch  so  gew&hlt  werden,  dafs  —  q^  möglichst  grofs  wird.  Treten 
mehrere  solche  Glieder  auf,  so  liefert  das  Verfahren  nur  dasjenige 
mit  der  l&ngsten  Periode*'^*).  Kurze  Perioden  von  betr&chtlicher 
Amplitude  müssen  eventuell  vor  Anwendung  des  Verfahrens  erst 
durch  Ausgleichen  (smoothing)  entfernt  werden*'^). 

.  Um  zu  einer  bekannten  Periode  die  Amplitude  zu  bestimmen, 
addirt  er^"'®')  entsprechende  Glieder  der  r**"  Best-  und  der  (r  —  l)**'' 
Mittelwertreihe  und  bildet  so  „die  r**  Differenzen-  und  Summen- 
reihe"; ibr  allgemeines  Glied  hat  die  Form: 

2'(l-«^T^«i''(^^+^.^  (13) 

Die  Factoren  (l—q^^Y  convergiren  alle  gegen  0,  mit  Ausnahme 

1700)  p.  871.         1701)  nr.  16,  p.  374.         1702)  nr.  18,  p.  376. 

1703)  nr.  19,  p.  876.  1704)  nr.  22,  p.  378,  1705)  nr.  24,  p.  879. 

1706)  nr.  26,  p.  380.         1707)  nr.  80,  p.  881. 
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derjenigen,  fOr  die  by  ein  Perioden -m*^  ist^''*').  Freilich  ist  diese 
Gonyergenz  nicht  schnell  g^nng,  sobald  neben  der  betrachteten 
Periode  noch  kleinere  vorkommen,  und  daher  in  solchen  F&llen  das 
Verfiihren  „almost  inpraticable"^'^*);  er  schlägt  dann  vor^^^®),  nach 
einigen  Schritten  seines  Verfahrens  die  „usual  method"****)  an- 
zuwenden. 

Jedenfalls  ohne  Nene  zu  kennen,  macht  A.  Schmidt^^^^) 
darauf  aufinerksam,  dals  Homstein's  Verfahren  ^*^^)  wohl  zweck- 
mäfsig  sei,  wenn  es  sich  darum  handle,  verborgene  Periodicitftten 
überhaupt  erst  aufzuspüren;  aber  zur  Grewinnung  eines  schärfer 
bestinmiten  Wertes  sei  es  nicht  geeignet.  Er  schlägt  daher  vor,  zu 
der  alten  empirischen  Methode  zurückzukehren  ^^^^.  Man  habe  sie 
früher  auf  das  von  ihm  behandelte  Problem  (die  etwa  26tägige 
Periode  des  Erdmagnetismus)  nicht  anwenden  können,  weil  bei 
diesem  die  einzelnen  Perioden  ihrer  geringen  Amplitude  halber  nicht 
zu  erkennen  seien;  aber  jetzt  liege  so  viel  Material  vor,  dafs  man 
durch  Zusammenfassung  mehrerer  Perioden  die  in  jeder  einzelnen 
nicht  erkennbare  Schwankung  zum  Ausdruck  bringen  und  dann  die 
Anzahl  der  in  einem  längeren  Zeitraum  enthaltenen  Perioden  er- 
mitteln könne.  Auch  giebt  er  einen  näherungsweisen  Ausdruck  für 
den  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  bei  Bestimmung  der  Amplitude 
die  Periode  durch  die  nächstliegende  ganze  Zahl  von  Beobachtungs- 
intervallen ersetzt  ^'^').  Was  den  Einflufs  betrifit,  den  das  Vor- 
handensein anderer  Perioden  auf  die  Bestimmung  der  Amplitude 
ausübt,  so  findet  er,  daJGs  dieser  Einflufs  sein  Maximum  erreicht, 
wenn  die  Beobachtungsdauer  gerade  ein  ungerades  Vielfaches  der 
Hälfte  einer  solchen  anderen  Periode  beträgt,  übrigens  verschwindet, 
wenn  die  Beobachtungsdauer  hinlänglich  grofs  ist^^^^).  Dagegen 
könne  der  Einflufs  einer  Säcularänderung  nicht  vernachlässigt,  auch 
nicht  durch  Ausdehnung  der  Beobachtungsdauer  wesentlich  herab- 
gedrückt werden*'^*). 


1708)  nr.  33,  p.  883.         1709)  nr.  34,  p.  383. 

1710)  nr.  36,  p.  384. 

1711)  Wien.  Her.  96,  1887,  p.  990. 

1712)  p.  991.  Man  erhält  den  Eindmck,  als  ob  die  Anwendung  dieses 
Verfahrens  auf  Probleme  der  hier  vorliegenden  Art  damals  so  in  Ver- 
gessenheit geraten  gewesen  sei,  dafs  sie  als  etwas  ganz  neues  dargestellt 
werden  konnte. 

1713)  Note  auf  p.  994. 

1714)  p.  997.  Auch  diese  Correction  bezeichnet  er  als  „bisher  un- 
beachtet"; vgl.  aber  "•'),  »••«),  >•••),  »•»•). 

1716)  p.  1001. 
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J.  P*  van  der  Stok^^^*),  der  ebenfalls  Nene  nicht  gekannt  zu 
'  liaben  scheint,  macht  zunächst  darauf  aofinerksam,  dafs  durch  die 
bei  Anwendung  von  Homstein's  Methode  ^^^)  erforderliche  [?;  man 
vgl.  ""),  ^"•),  ^^),  ^),  ^•~)]  Ersetzung  der  Periode  durch  eine 
ganze  Zahl  von  Beobachtungsintervallen  die  Amplitude  stark  ver- 
mindert werde,  sobald  man  eine  längere  Beobachtungsreihe  benutze; 
auüserdem  trete  eine  Phasenverschiebung  ein.  Zweitens  würden  bei 
Homstein  die  Amplituden  nach  den  Gleichungen  (16)  von  §  25A 
berechnet;  dabei  bekomme  man  aber  nicht  die  richtigen  Werte,  da 
die  Summen  ^ sin  no;  cos n^o;,  .  . .  nicht  Null  seien,  wenn  n'  von  n 
verschieden  sei*^*^).  Gegen  A.  Schmidt ^'*^)  sei  einzuwenden,  dafs 
sein  Vorschlag  unausführbar  sei,  wenn  die  zufälligen  Störungen  im 
Verhältnis  zu  den  Amplituden  der  gesuchten  Perioden  beträchtlich 
seien  *'^®). 

Van  der  Stok  selbst  verfahrt  nun  folgendermafsen^^^^):  Er  teilt 
die  ihm  zur  Verfügung  stehenden  7740  Beobachtungen  in  10  Tafeln, 
jede  SU  30  Zeilen  und  26  Columnen;  in  der  14.  Golumne  bleiben 
die  3.,  8.,  13.,  ...  Zeile  frei,  sodaTs  die  Rechnung  3ich  auf  eine 
Periode  25,8  begeht.  Ist  n  die  genaue  Winkelgeschwindigkeit  des 
Phänomens  f&r  das  Beobachtungsintervall  als  Zeiteinheit,  so  läfst 
sich  die  Summe   der  a?**"  Columne  der  |?**"  Tafel  darstellen  durch: 

■A'^^^^|'^*'3m(^t.x+C+29    12,9n  +  30(i.-l)-25.8«)-    (14) 

Um  aus  den  10  so  erhaltenen  Gleichungen  die  Unbekannten  Ä^  n,  C 
zu  berechnen,  verschiebt  er  die  Phasen  der  Summen  in  der  p^^  Tafel 
um  (p  — l)^a,  wo  Q  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  a 
einen  passend  gewählten  Winkel  bedeutet,  und  addirt;  die  Summe 
der  X**"'  Columnen  aller  10  Tafeln  wird  sein: 

.  sin  80  '  12,9  n 
sin  10 (SO    12,9114- 0,5 Ott)    •     f26,8         ,    ^  ,   ^^^    ^^^       ,    .  .        )        ^ 


Dieses  Resultat   würde    einer  Gruppirung  der  Beobachtungen  nach 

80n 


einer    Periode     25,8  +  ^r-     entsprechen;     van     der     Stok     nimmt 


0  Sff 

-^,  Q  *^  —  4,  —  3,  . .  .,  5,  6.     Die  sich  ergebende  Phasen- 


1716)  Nataurk.  TijdBchr.  voor  Nederl.  IndiS  48,  1889,  p.  166;  popu- 
lärere Dantellnng  ib.  p.  227.    Vgl.  auch  Batavia  Observ.  10,  App.  1. 

1717)  p.  170.         1718)  p.  171.         1719>  nr.  2,  p.  172. 
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verschiebuxig  jeder  Summenreibe  gegen  die  vorhergehende  müTste 
dann  etwa  18^42'  betragen;  das  giebt  ein  Mittel,  sich  davon  zu 
überzeugen,  wie  weit  die  Voraussetzungen  zutreffen.  Allerdings  be- 
gehe man  dabei  denselben  Fehler  wie  Homstein;  aber  sein  Einfluls 
sei  weit  geringer,  da  eä  sich  nur  noch  um  eine  geringe  Differenz 
zwischen  der  angenommenen  und  der  thatsftchlichen  Periode  handle  ^^*^). 
Nach  einigen  Abkürzungen  nehmen  die  11  so  erhaltenen  Gleichungen 
zwischen  den  aus  der  Formel  und  den  aus  den  Beobachtungen  sich 
ergebenden  Amplituden  m^  die  Form  an: 

iia\  ^         ^8ini0(387i  +  0,6gcr) 

^^^^  ^?"^    Bin(887{  +  0,6^a)    ' 

Um  aus  ihnen  die  Unbekannten  £  und  X  zu  berechnen,  könne 
man"*^): 

(17)  m^^Ä  +  BQ+  Cq^+" 

setzen,  die  Jl,  jB,  C7,  . .  .  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
berechnen,  und  den  aus  dieser  Formel  sich  ergebenden  Wert  von  ^, 
für  den  m^  Maximum  wird,  mit  dem  aus  (16)  folgenden: 

vergleichen.  Seien  a  und  |  klein,  so  sei  es  besser,  die  rechte  Seite 
nach  Potenzen  von  |  zu  entwickeln  und  ähnlich  zu  verfahren;  oder 
auch^^")  nach  Potenzen  von  fi  —  Sq,  unter  |q  einen  Näherungswert 
verstanden.  Eine  Controlle  erhalte  man  durch  getrennte  Behandlung 
der  Tafeln  gerader  und  derjenigen  ungerader  Ordnungsnummer  ^^''). 
Um  ein  Urteil  über  die  Vertrauenswürdigkeit  der  Methode  zu  ge- 
winnen, benutzt  er  sie  zur  Bestimmung  des  sjnodischen  Mondmonats 
aus  Barometerbeobachtungen  ^^^). 

Um  dieselbe  Zeit  giebt  Buys-Ballot"*^)  folgendes  Kriterium 
dafllr,  dafs  in  einer  Beobachtungsreihe  wirklich  eine  Periode  von 
2  n  Beobachtungsintervallen  vorhanden  ist:  man  muls  die  Epoche  so 
legen  können,  dafs  die  aus  den  Golonnensummen  gebildeten  Diffe- 
renzen Äi  —  Ä^^i^  A% — A»  +  2,  .  .  .  alle  oder  doch  grOfstenteils 
positiv  ausfallen;  und  das  mufs  auch  noch  gelten,  wenn  man 
Gruppensummen  bildet.  Sei  die  Periode  nicht  ein  gerades  Viel- 
faches des  Beobachtungsintervalles,  so  müsse  man  an  geeigneten 
Stellen  der  Tabelle  eine  Beobachtung  auslassen,  bezw.  doppelt  setzen. 


1720)  p.  174.         1721)  p.  175.         1722)  p.  177.         1723)  nr.  3,  p.  177. 
1724)  nr.  6,  p.  190.         1726)  Arch.  Nöerl.  20,  18S6,  p.  362. 
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Bei  einer  groCsen  Anzahl  von  Beobachtungen  müTsten  jene  Differenzen 
überdies  dem  Sinusgesetz  folgen. 

N.  Ekholm  und  S^.  Arrhenius^^^)  machen  bei  Untersuchung 
der  nahezu  26tägigen  Periode  der  Polarlichter  sowohl  von  der  Methode 
von  Homstein ^••^),  als  auch  von  derjenigen  von  A.  Schmidt*''**)  Ge- 
brauch; sie  halten  die  letztere  für  „in  theoretischer  Hinsicht  noch 
strengeres  Dabei  berechnen  sie  allerdings  für  jede  Unterabteilung 
des  Beobachtungszeitraumes  die  Amplitude  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate.  Bei  der  Behandlung  der  entsprechenden  Periode 
der  Oewitterhäufigkeit  machen  sie,  um  das  bereits  gesanmielt  und 
geordnet  vorliegende  Material  benutzen  zu  können,  von  einem  Ver- 
fahren Gebrauch,  das  im  wesentlichen  mit  dem  „pulling  and  pushing^' 
von  Stewart  und  Dodgson***^)  zusammenfällt  *^*'). 

Die  Frage,  inwiefern  man  vom  Standpunkt  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung aus  berechtigt  ist,  aus  derartigen  Rechnungen  auf  das 
Vorhandensein  einer  Periodicität  der  gesuchten  Art  zu  schliefsen,  ist 
schon  von  B.  Strachey*^^)  besprochen  worden:  zunächst  fCbr  die 
elementare  Methode*^,  bei  der  aus  einem  deutlichen  Gang  der 
Mittelwerte: 

w-l 

At^  li^f[v^T+^)         (*-o.i,«,. ..,«-!)  (19) 


auf  die  Existenz  einer  Componente  der  Periode  T  geschlossen  wird. 
Strachej  bildet,  wie  später  de  la  Bue,  Stewart  und  Loewy*^,  die 
durchschnittlichen  Abweichungen: 

11=0 

und  aus  ihnen  das  Mittel: 

»-1 


£_i.V«., 


JtsO 


fällt  dieses  nicht  wesentlich  kleiner  aus,  als  das  Mittel  aus  allen 
\A  —  f\^  unter  A  das  Gesamtmittel  verstanden,  so  erklärt  er  das 
Resultat  für  illusorisch.  In  einem  Anhang  pi^cisirt  er  noch  genauer: 
liegt  keine  Periodicität  der  gesuchten  Art  vor,  so  ^vird  der  „wahr- 
scheinlichste*^  Wert  der  einzelnen  Differenzen   \A  —  f\  proportional 


1786)  Stockh.  Handl.  31. ,  1898,  p.  14,  15.         1727)  nr.  6,  p.  35. 
1728)  Lond.  Roy.  Proc.  26,  1877,  p.  249. 
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E/Ym  seuij  das  Prodnct  Yfn£\Ä  —  f\  wird  also  mit  wachsendem 
m  gegen  nE  convergiren;  liegt  aber  Periodicit&t  der  gesuchten  Art 
vor,  so  convergirt  2\Ä  —  f\  selbst  gegen  einö  von  0  verschiedene 
Grenze*^**).  Für  das  gerade  zur  Discussion  stehende  Problem 
(Niederschlagsmengen  und  Sonnenflecken)  giebt  er  an,  dals  eine 
ganz  willkürliche  Anordnung  der  Zahlen  kein  wesentlich  schlechteres 
Resultat  giebt,  als  ihre  natürliche  Ordnung ^''^);  daneben  stellt  er 
die  entsprechende  Rechnung  für  einen  Fall,  in  dem  eine  bekannte 
zweifellose  Periodicität  vorliegt  *^*^). 

Neuerdings  hat  A.  W.  Schuster  die  entsprechende  Kritik  auch 
auf  das  Homstein'sche  *••*),  bezw.  Wolf 'sehe  *•••)  Verfahren  aus- 
giedehnt^ ''**).  Er  ordnet  die  vorliegenden  n=|?5  Beobachtungen  in 
das  Schema: 

4i  *8?  •   •   •?    7»? 

« 

und  bildet  die  Colonnensummen: 

(22)  Tj,  2j|,  .  .  .,  Tp. 
Sollen  diese  durch: 

(23)  T^=^{^PvC08Vy  +  q^siav^^-^^Uy^(v^~+  Ur^ 

dargestellt  werden,  so  ist: 

(24)  j^.-A^T.cosv^,  g^-j^T^smv^-^,   «,=Vi\+gl. 

Schuster  behandelt  zunächst  den  Fall,  da&  nur'  der  jedesmalige  Ein- 
tritt eines  bestimmten  Ereignisses  notirt  ist^^**);  wird  dann  die  Zeit- 
einheit hinlänglich  klein  genonmien,  so  gehen  die  Oleichungen  (24) 
in  die  folgenden  über: 

(25)  j7^,=  ti^,*w,     i>i  =  ~^cosÄ:^,,     q^^j^sinktr, 

dabei  bedeuten  ^i,  ^2»  •  •  •)  ^n  die  Zeiten,  zu  denen  das  Ereigiiis  ein- 

>• 
172»)  p.  269.         1730)  p.  262.         1781)  p.  266. 

1782)  Terr.  Magn.  8,  1898,  p.  18;  Auszug  Lond.  Roy.  Free.  61,  1897, 
f.  466. 

1738)  nr.  2,  p.  14, 
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getreten  ist,   -jt-  =  T  die  Periode.    Der  Wert  von  ni/j/2tiQ,  wie  er 

durch  (25)  gegeben  ist,  l&Ist  sich  dann  als  Besultante  gleicher 
Yectoren  von  znfalUg  gegebenen  Bichtongen  darstellen-,  infolgedessen 
kann  Schuster  aus  einem  Ton  Lord  Bajleigh  gefundenen  Resultat 
schlieijsen:  die  Wahrscheinlichkeit  dafCLr,  dafs  uj%^  zwischen  q  und 
Q  +  dq  liegt,  beträgt: 

J^e""*"dp,  (26) 

also  die  Wahtseheinlichkeit  dafür,  dafs  es  grö&er  als  ^  ist: 


r"*  QdQ^e'  y.  (27) 


Die  „expectancy^*  von  uJuq  betragt: 

^Je-'-f,*d,.y^  (28) 

0 

[d.  h.  es  ist  eben  so  wahrscheinlich,  dafs  u^/uq  grOfser,  als  dafs  e& 
kleiner  ausfllllt  als  diese  Zahl];  die  „expectancj*^  des  Quadrats  dieser 
Gröfse: 

e     *  Q^dQ  ^  ^ .  (20) 


U' 


n 


Schuster  bemerkt *'**),  Bajleigh  setze  voraus,  dafs  p  sehr  grofs  ge- 
nommen sei;  seine  Schlüsse  seien  aber  auch  bei  endlichem  p  an- 
wendbar,  wenn  es  nur  durch  4  teilbar  sei.  Natürlich  habe  aber  daa 
ganze  Verfahren  nur  dann  Sinn,  wenn  p  schon  so  grofs  genommen 
sei,  dafs  eine  weitere  Yergröfserung  die  Entwicklungscoefficienten 
nicht  mehr  wesentlich  ändert. 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dafs  i^i/uq  gröfser  ausfUUt  als  die 

i* 

A'-fache  expectancj,  beträgt  e  ^;  Schuster  giebt  eine  kleine  Tabelle 
dieser  Function"**).  Z.  B.  würde  aus  10000  Beobachtungen  unter 
23  Fällen  einmal  ein  gröfserer  Wert  als  0,35  sich  ergeben.  Schuster 
schliefst  daraus '^^),  „how  futile  it  is  to  attempt  to  discover  small 
periodic  effects  unless  a  great  quantity  of  material  is  at  our  dis- 
posaPS 


1784)  p.  17,  bezw.  458.         1785)  p.  18.         1786)  p.  20. 
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Zeigen  die  Ereignisse  eine  gewisse  Tendenz  zu  gruppenweisem 
Auftreten,  so  sind  diese  Überlegungen  noch  etwas  zu  modificiren  ^^'^). 

Auch  über  den  Fall,  daüs  N  Beobachtungen  verschiedener  Ghröfse 
in  gleichen  Intervallen  vorliegen,  giebt  Lord  Eajleigh's  Untersuchung 
Aufschluls^^'^.  Sind  die  beobachteten  Werte  nach  dem  Fehlergesetz 
verteilt,  d.  h.  so,  dafs: 

(30)  ^^e-^'^dß 

zwischen  ß  und  ß  +  dß  liegen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dafOr, 
dafs  ein  bestimmter  Coefficient  ihrer  Darstellung  durch  eine  trigono- 
metrische Formel  zwischen  q  und  q  -\-  dQ  liegt: 

(31)  ^e     «^  ^d^. 
Die  expectancj  der  Goefficienten  wird  also: 

die  ihrer  Quadrate: 

Ist  das  Verteilungsgesetz  der  Beobachtungen  ein  anderes,  so  ist  in 
diesen  Formeln  Nh^  zu  ersetzen  durch  22^91,0},  unter  n  die  Anzahl 
der  Beobachtungen  von  der  Gröfse  a  verstanden. 

Weiterhin  entwickelt  Schuster  noch  eine  „optische  Analog^e^'  ^^'^). 
Er  setzt: 

<i  +  r  /,  +  r 

<3^)  /7(0  cosktdt^a,  ff(t)  sin  kt  dt  =  l>, 


bildet  u  =  ya^+h*  und  aus  den  Werten,  die  dieses  u  bei  fest- 
gehaltenem k  und  T  als  Function  von  ^  anninmit,  den  Mittelwert  U. 

Die    Figur,    die    diesen    Mittelwert    als   Fimction   der   Periode    -jt- 

graphisch  darstellt,  nennt  Schuster  das  Periodogramm  der  Er- 
scheinung ^^^) ;  sie  entspricht  dem  Spectrum.  Yergröfsenmg  von 
T  bedeutet  dasselbe,  wie  Wahl  eines  Spectralapparates  von  gröfserer 
auflösender  Kraft.     Eigentlich  raüfste  man,  um  U  zu  erhalten,   t^ 

1737)  nr.  4,  p.  19;  nr.  6,  p.  22.         1788)  nr.  6,  p.  20. 
1789)  nr.  7,  p.  23,  bezw.  nr.  9,  p.  464. 
1740)  nr.  8,  p.  24;  vgl.  auch  p.  41. 
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«ontinoirlich  wachsen  lassen;  Schuster  zeigt,  dafs  man  auch  aus- 
kommt, wenn  man  dem  f^  nur  die  Werte  T,  2  T,  . . .,  »T  bei- 
legt""). 

2  ir 
Ist  dann  -j-    keine  wirkliche  Periode  und  T  grofs  genug,  so 

sind  dabei  alle  Werte  von  arctg&/a  gleich  wahrscheinlich;  man 
kann  also  die  früheren  Überlegungen  anwenden  und  ans  ihnen  [in 
Übereinstimmung  mit  den  Resultaten  von  Strachej  ^^*^)]   schlielsen: 

U  wächst  mit  wachsendem  T  wie  y^; 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dafs  ein  specieller  Wert  u^  gröfser 

tri* 

als  X  ü^  ist,  beträgt  e     *  . 

Ist  dagegen  -r-  eine  wahre  Periode,  so  wächst  U  wie  T  selbst. 

Daraus  ergiebt  sich  eine  änüserst  geringe  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dafs  (bei  gegebenem  T)  eine  Ordinate  im  Periodogramm  z.  B. 
4  mal  so  grofs  ist,  als  der  Durchschnitt;  finde  man  also  eine  solche, 
so  könne  man  „with  reasonable  certainty^^  auf  das  Vorhandensein 
einer  Periode  schliefsen.  Übrigens  gilt  dabei  die  Begel^^^^):  Ergiebt 
die  Discussion  von  n  Beobachtungen  ein  Periodogramm  von  der 
durchschnittlichen  Höhe  a,  so  braucht  man  mindestens  IQna^b"^ 
Beobachtungen,  um  mit  Sicherheit  die  Existenz  einer  Periode  mit 
der  Amplitude  h  constatiren  zu  können.  Hierauf  wendet  sich 
Schuster  zu  „spurious  periodicities*^,  in  denen  er  eine  gewisse 
Analogie  zu  Diffractionserscheinungen  erkennen  will^^^).  Was  ge- 
meint ist,  sieht  man  am  besten  aus  einem  Beispiel:  Wird  von  cos  qt 

2  ir 
die   zur  Periode  ~y    gehörende  Gomponente  bestimmt,    und  umfafst 

der  Beobachtungszeitraum  n  dieser  Perioden,  so  findet  man  fOr  deren 
Amplitude  den  Wert: 


r  — 


2      Bina-/-s s ,    ,o   .   a  q  —  k 

yg'cos"«  +  Äj'sm'a,       «««ä^-j; — 


q-\-k     a 

Dieser  Wert  ist  sehr  klein,  aufser  wenn  q  und  k  wenig  voneinander 
verschieden  sind.     Im  letzteren  Falle  ist  er  sehr  nahe  gleich: 

Bina 


? 


man  kann  also  schliefsen,  dafs  seine  Mazima  nahezu  durch  die 
Wurzeln  der  Gleichung  tg  a » a  bestimmt  sind.  Z.  B.  eine  Er- 
scheinung  mit   der  Periode  29,53  kann  auf  diese  Weise  Perioden 

1741)  nr.  9,  p.  25.         1742)  nr.  11,  p.  80.         1748)  nr.  12,  p.  80r 
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26,10  und  32,96  vortäuschen.  Man  kann  aber  solche  sptuioiis 
periods  daran  erkennen,  dafs  sie  von  der  Länge- des  Beobachtongs- 
Zeitraumes  abhängen  und  mit  Wachsen  desselben  sich  der  wahren 
Periode  immer  mehr  nähern. 

Was  die  vielfach  geübte  Ausgleichung  der  Beobachtungen  vor 
der  Aufsuchimg  der  Perioden  betreffe,  so  sei  sie  gerechtfertigt,  wenn 
man  durch  sie  erreiche,  dafs  vorher  versteckte  Periodicitäten  augen- 
fällig würden  ^^^);  andernfalls  sei  sie  reiner  Zeitverlust.  Schuster 
zeigt  ^'**):  werden  Mittelwerte  über  die  Zeit  r  genonunen,  so  wird 

dadurch    die    zur    Periode   -r-    gehörende   Amplitude    im  Verhältnis 

sin  kv 
-i  —   reducirt.     Perioden  gleich  x  oder  einem  Submultiplum  davon 

werden  also  vollständig  verwischt,  wie  ja  die  Absicht  ist;  aber  auch 
die  zu  anderen  Perioden  gehörenden  AmpUtuden  werden  durch  den 
Procels  so  stark  und  so  verschieden  afficirt,  dafs  die  Auswahl  der 
extremen  dadurch  gestört  werden  könne.  Auch  habe  es  keinen 
Zweck,  etwa  bekannte  Periodicitäten  vorher  zu  entfernen;  „Fourier's 
Analysis^*  besorge  das  selbst  ^^^.  Auch  säctdare  Ungleichheiten  solle 
man  nicht  v<Mrher  zu  beseitigen  versuchen,  sondern  mit  Hilfe  der 
Gleichung  (8)  von  §  15  behandeln*^*').  Endlich  bringt  er  noch 
einen  Vorschlag  zur  Terminologie  vor*'**):  von  einer  Periodicität  T 
solle  man  nur  reden,  wenn  die  Function  in  der  ^eit  T  nur  ein 
Maximum  und  ein  Minimum  erreicht;  die  Gesamtheit  der  zu  T  und 
seinen  Submultiplis  gehörenden  Tenne  könne  man  eine  „Oscillation^'' 
oder  „Variation^^  nennen. 

G.    Graphische  und  instrumenteile  Hilfsmittel 
zur  Berechnung  der  Coefficienten  trigonometrischer 

Entwicklungen"**). 

Der  groiüse  Umfang  der  zur  Ableitung  und  bei  der  Benutzung 
trigonometrischer    Interpolationsformeln    erforderlichen    Bechnungen 

1744)  nr.  18,  p.  32,  bezw.  nr.  8,  p.  468. 

1746)  Terr.  Magn.  unter  Benutzung  des  Fourier'schen  Integralsatzes, 
Lond.  Roy.  Free,  unter  Berufung  auf  Gleichung  (41)  von  §  26  C.  Vgl.  übrigens 
Borgen  »"*). 

1746)  nr.  14,  p.  '34.  Dabei  übersieht  er  die  Möglichkeit  von  ,,8puriou8 
periodicities^S  auf  die  er  doch  eben  vorher  ^'^')  selbst  hingewiesen  hatte. 
,,Fourier'a^^  Analysis  betrifit  nur  zu  einander  hannonische  Componenten. 

1747)  Diese  Entwicklung  convergirt  dazu  zu  langsam;  man  müfste 
Gylddn's  Reihen  §  23  £,  (10)  benutzen.        1748)  nr.  16,  p.  86. 

1749)  Die  Stellen,  an  denen  sich  ausgefOhrte  Fonnehi  und  Rechen- 
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mofste  den  Wunsch  nach  mechanischen  Hilfsmitteln  zur  Erleichterung 
derselben  rege  machen.  Was  zunftchst  die  Instrumente  für  den 
zweiten  der  genannten  Zwecke,  als  die  einfacheren,  betrifft,  so  hat 
B.  Strachey  einen  Rechenschieber  zur  Berechnung  Ton  u  und  U 
aus  tt  sin  U  und  u  cos  {/,  sowie  einen  Apparat  zum  Zeichnen  har- 
monischer Curyen  construirt^^^).  Die  Zusammensetzung  beliebiger 
(auch  unharmonischer)  Componenten  von  gegebener  Periode,  Amplitude 
und  Epoche  besorgt  W.  Thomson's  „tide  predicter" ^'").  Er  besteht 
aus  einer  Anzahl  Rollen,  deren  Centra  die  vorgeschriebenen  har- 
monischen Bewegungen  ausftOuren;  um  die  sämtlichen  Rollen  ist  ein 
Faden  gelegt,  der  an  seinem  anderen  Ende  ein  Gewicht  tragt;  die 
Bewegungen  dieses  Gewichtes  stellen  die  Summe  der  einzelnen  Be- 
wegungen der  Rollen  vor. 

Zwischen  diesen  Instrumenten  und  den  noch  zu  besprechenden 


Schemata  für  specielle  Werte  der  Anzahl  n  der  Beobachtungen  finden, 
seien  hier  zusammengestellt: 

n  -=  4:  Le  Verrier"**),  Dechevrens  "•»). 

n  «=  6:  Dechevrens  "••). 

n «  8:  Koller »"«),  Bravais »••),  Le  Verrier "•*),  Smith  »"•\  Astrand "»*), 
Dechevrens  "*•). 

n  «a  10:  Dechevrens*"'). 

n=  12:  Koller«"*),  Kunzek"'*),  Carlini«"«),  Bravais "»«*),  J.  C.  E. 
Schmidt  "»•),  Grofsmann»"«),  Everett""»),  Jenkin  u.  Ewing"«»),  Schnee- 
beli""),  Dechevrens"**),  ""). 

n  »  16:  Le  Verrier  i*<^<).  J.  Mac^  de  L^pinay  (J.  de  phys.  (3)  8,  1899, 
p.  189). 

n=24:  Koller»"*;,  Kunzek»"«),  Bravais "••),  Grofsmann ""),  Stra- 
chey»»«), Schneebeli »*»«),  Lahr"««),  Pipping"««),  Dechevrens "••),  "•*). 

fi  «=  80:  Kunzek*"*). 

n  «  82:  Hansen"«*),  Weyer »*««). 

ji  =  86:  Dechevrens"*«). 

n  =  40:  Hermann""). 

n  =  64:  Hansen"««). 

n=  72:  Strachey  »*«»). 

Wie  man  zu  verflihren  hat,  wenn  sich  nachträglich  die  Berück- 
sichtigung einer  grOfseren  Anzahl  Beobachtungen  als  erforderlich  heraus- 
stellt und  wenn  man  dann  die  bereits  ausgeführte  Rechnung  möglichst 
benutzen  will,  zeigt  J.  Macä  de  Läpinay,  J.  de  phys.  (8)  8,  1899, 
p.  144. 

1750)  Katalog  mathematischer  Modelle,  herausgeg.  von  W.  Dyck, 
München  1892,  p.  136,  144,  218. 

1751)  W.  Thomson  und  P.  G.  Tait,  treatise  on  natural  philotophy  1, 
App.  B.  I,  p.  479  (zuerst  in  der  Ausgabe  von  1879 ;  vgl.  auch  nr.  58,  p.  40). 
Proc.  Inst.  Civ.  Eng.  45,  1880  war  mir  nicht  zugänglich.  H.  Darwin  (Brit. 
Assoc.  Rep.  f.  1883,  §  9,  p.  93)  urteilt:  „the  use  of  the  instrument  requires 
great  skill  and  care''. 
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steht  der  ,^terpolateur  a  cadran^^  von  M.  Dechevrens"*^  insofern 
in  der  Mitte,  als  er  den  directen  Übergang  von  beobachteten  zu 
gesuchten  Functionswerten,  ohne  Durchgang  durch  die  Formel,  zu 
erleichtern  bestimmt  ist.  Dechevrens  meint,  „la  methode  naturelle 
ou  trigonometrique^'  sei  nur  f&r  „les  habiles^'  geeignet;  die  „methode 
des  facteurs*\  die  er  an  ihre  Stelle  setzen  will,  besteht  freilich  in 
nichts  anderem,  als  darin,  daiüs  er  die  Oleichtmgen  §  25  A,  (16)  för 
n  »  4,  6,  8,  10,  12,  24,  36  mit  eingesetzten  Werten  der  trigono- 
metrischen Functionen  angiebt*'").  AuTserdem  giebt  er^'**)  Tafeln 
für  die  „Variation  corrigee",  d.  h.  für  die  Werte,  welche  die  aus 
12  und  aus  24  Beobachtungen  berechnete  dreigliedrige  BesseFsche 
Formel  für  24  und  für  144  äquidistante  Argumentwerte  liefert. 
Da  die  Factoren,  mit  denen  dabei  die  einzelnen  beobachteten  Werte 
zu  multipliciren  sind,  sich  immer  wiederholen,  kann  er  sie  kreis- 
förmig anordnen;  demgemäfs  besteht  sein  Interpolateur  aus  zwei 
concentrischen,  gegeneinander  beweglichen  Kreisen,  von  denen  der 
eine  die  Ordnungszahlen  der  Beobachtungen,  der  andere  die  Factoren 
trägt,  mit  denen  sie  zu  multipliciren  sind.  Die  beigegebene  Ab> 
bildung  bezieht  sich  auf  die  Interpolation  von  72  Werten  aus  12^ 
bezw.  24  Beobachtungen. 

L.  Hermann^^^)  erleichtert  sich  die  Berechnung  der  CoefiB* 
cienten  der  Besserschen  Formel  durch  die  Bemerkung,  dafs  die  auf- 
tretenden trigonometrischen  Functionen  nur  11  voneinander  ver- 
schiedene Werte  annehmen.  Er  trägt  die  440  Producte  dieser 
11  Werte  mit  den  40  Beobachtimgswerten,  die  er  anwendet,  in  ein 
rechteckiges  Schema  ein  und  benutzt  dann  zur  Berechnung  jedes 
Coe£ßcienten  eine  Schablone,  die  die  jedesmal  in  Betracht  kommenden 
Producte  freiläfst,  alle  übrigen  verdeckt.  Später  macht  er  noch  auf 
eine  ControUe  der  Rechnung  aufmerksam:  verlegt  man  den  Null- 
punkt, so  müssen  die  Amplituden  unverändert  bleiben,  die  Phasen 
sich  in  leicht  angebbarer  Weise  ändern^'*'). 

Ein  eigentlicher  ,4iarmonischer  Analysator'^  d.  h.  ein  Instrument 

1762)  Line.  Pontif.  Mem.  16,  1899,  p.  148  (17,  1900  war  mir  nicht  zu- 
gänglich); Auszug  Par.  C.  B.  110,  1890,  p.  1021. 

1763)  p.  166—167;  Erläuterungen  §  4,  p.  164. 

1764)  p.  168—171;  Erläuterungen  §  6,  p.  167.  Seine  Auffassung  steht 
der  von  (Jould"'«)  nahe.  Tafel  4,  p.  174  dient  ebenso  zur  Interpolation 
von  24  Werten  aus  4,  6,  8,  12,  24  Beobachtungen,  von  20  aus  10;  Er- 
läutemngen  §  7,  p.  162.  Der  Mittelwert  ist  jedesmal  noch  zu  dem  aus 
den  Tafeln  entnommenen  Werte  zu  addiren. 

1766)  p.  172. 

1766)  Arch.  Physiol.  47,  1890,  p.  44.         1767)  ib.  61,  1899,  p.  179. 
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zur  ipechanischen  Auswertung  der  Coeffidenten  der  trigonometrischen 
Entwicklung  einer  graphisch  gegebenen  Function,  ist  bereits  185& 
von  J.  Amsler^^^)  beschrieben  worden,  wenn  auch  „ohne  alle 
Bücksicht  auf  die  praktische  AusfÜhrung'S  ^^  „indessen  mit  keinen 
besonderen  Schwierigkeiten  verknüpft"  sei.  Sein  Apparat  enthält 
eine  verticale  Axe,  um  die  sich  unabhftng^  voneinander  drehen 
können: 

1)  ein  Kegel,  der  die  Axe  zur  Botationsaze  hat, 

2)  ein  horizontales  Lineal  a,  das  auf  einer  verticalen  Hilfsaxe 
zwei  congruente  Bollen  P,  P'  tragt; 

3)  eine  Bolle  L. 

Um  P  und  die  Basis  des  Kegels  sowie  um  P'  und  L  sind 
Schnüre  ohne  Ende  gelegt;  die  Dimensionen  sind  so  gewählt,  daiJs 
bei  feststehendem  Lineal  einer  Drehung  des  Kegels  eine  doppelt  so 
grofse  Drehung  von  X,  bei  feststehendem  Kegel  einer  Drehung  des 
Lineals  eine  entgegengesetzt  gleiche  Drehung  von  L  entspricht.  Mit 
L  sind  zwei  Oppikofer'sche  Planimeterrftdchen  verbunden,  deren 
Axen  zur  Kegelaxe  imd  zu  einander  rechtwinklig  sind.  Alle  bisher 
genannten  Bestandteile  ruhen  auf  einem  Wagen  TT,  der  an  einem 
horizontalen,  in  beliebiger  Höhe  verstellbaren  Lineal  Q  vorbeigeführt 
wird.  Durch  die  Beibung  an  diesem  Lineal  wird  zunächst  der 
Kegel,  durch  die  Schnurübertragung*  dann  das  Lineal  L  in  Bewegung 
gesetzt.  Mit  dem  Wagen  ist  femer  ein  Fahrstift  F  durch  ein  Ge- 
stänge so  verbimden,  dals  (die  Fortschreitungsrichtung  des  Wagens 
zur  x-Axe  genommen)  sein  x  stets  mit  dem  eines  bestimmten  Wagen- 
pnnktes  übereinstimmt,  sein  y  mit  dem  Winkel  a  »  (a,  x)  durch  die 
Belation  y  —  y^^  2 r  sin a  verknüpft  ist,  in  der  y^  und  r  Constante 
sind.     Infolgedessen  dreht  sich  L  um  einen  Winkel: 

2  r  cos  a  '  ^  ^ 

wenn  sich  F  um  {dXy  dy)  bewegt.  Steht  das  erste  Bädchen  zu 
Beginn  der  Bewegung  so,  dals  seine  Axe  zur  a;-Axe  parallel  ist,  so 
bildet  es,  wenn  der  Wagen  bis  x  gelangt  ist,  einen  Winkel  n(ix  +  cc 
mit  ihr,  wo  fA  eine  von  der  Stellung  des  Lineals  Q  abhängige  Cob- 
staute  bedeutet;  das  Bädchen  registrirt  also  dann: 

sin  (tifix  +  a)  djc  +  da.  (2) 

Führt    man    den   Fahrstift    schliefslich    wieder    in    seine    Anfangs- 


1768)  Zürich.  Viert.  1,  1866,  nr.  21,  p.  107  (auch  sep.,  Sohaffhausen  185ti  v 
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«ntfemung  von  der  x-Aie  zurück,  so  ist  Jd«  »  0;   das  Bftdohen 
registrirt  also  im  ganzen: 

j^m{n^x  +  ti)dx. 

Indem  man  das  Gestänge  durchschlägt  und  mit  dem  Fahrstift  zurück- 
geht, kann  man  auch: 

—  / sin  {n^x  —  a)  dx 
registriren.     Die  Summe  giebt  das  gesuchte  Integral: 

(3)  jycosntixdx. 
Das  andere  Bädchen  registrirt  gleichzeitig: 

(4)  I y  9mn(ixdx, 

Es  scheint  nicht,  dafii  diese  Idee  damals  wirklich  zur  Aus- 
föhrung  gekonmien  ist.  Erst  20  Jahre  später  wurde  das  Bedürfius 
nach  einem  solchen  Instrumente  actuell  durch  die  harmonische 
Analyse  der  Grezeitenbeobachtungen ^^.  W.  Thomson  griff  jedoch 
nicht  auf  die  (ihm  vielleicht  gar  nicht  bekannt  gewordene)  Idee 
Ainsler's  zurück,  um  so  weniger,  als  er  der  Genauigkeit  der  Plani- 
meterri&dchen  —  wohl  mit  Unrecht  —  überhaupt  mifstraute;  er 
benutzte  yielmehr  ein  „neues  kinematisches  Prinoip^^  (einer  Integrir- 
maschine),  das  auf  eine  Idee  von  Cl.  Maxwell  zurückgeht  und  von 
J.  Thomson  ausgebildet  worden  ist.  Dieses  Princip  besteht. in  der 
Übertragung  der  Bewegung  von  einer  Scheibe  auf  einen  Cylinder 
mit  zur  Scheibenfläche  paralleler  Axe  durch  Vermittlung  einer  Kugel, 
die  Scheibe  und  Cylinder  berührt  und  in  einer  Führung  so  läuft, 
dafs  ihre  Berührungspunkte  mit  Scheibe  und  Cylinder  im  Baume 
parallele  Gerade  beschreiben,  die  aber  im  übrigen  frei  beweglich  ist, 
sodafs  nur  rollende,  keine  gleitende  Beibung  stattfindet.  Ist  der 
Berührungspunkt  zwischen  Kugel  und  Scheibe  vom  Scheibenmittel' 
punkt  um  f(f{x)  entfernt  und  dreht  sich  die  Scheibe  um  einen 
Winkel  <p{x)dx^  so  dreht  sich  der  Cylinder  um  einen  Winkel 
<p{x)^{x)dx.  Ist  g>(x)  ^^  Hinnx  oder  cosfio;,  so  kann  die  erforder- 
liche Bewegung  der  Scheibe  durch  einen  Kurbelmechanismus  erzielt 
werden.  Die  Curve  e  »>^  ^(x)  wird  auf  einen  Hilfscylinder  auf- 
getragen, sodafs  die  2;- Axe  die  Erzeugenden  rechtwinklig  schneidet; 
ein  Fahrstift  wird  der  Curve  entlang  geführt,  während  der  Cylinder 
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um  seine  Axe  gedreht  wird,  und  durch  einen  geeigneten  Mechanismus 
wird  seine  Bewegung  auf  die  Kugel  übertragen  ^^^*). 

Zwei  Jahre  sp&ter  konnte  Thomson  ein  arbeitsfähiges  Modell 
«ines  solchen  Analysators  der  Royal  Society  vorlegen  ^^^).  Es  be- 
stand aus  5  Scheiben-,  Kngel-  und  Cyünder- Integratoren;  die 
5  Scheiben  alle  in  einer  Ebene,  die  Cylinderaxen  alle  parallel,  die 
Cylinder  alle  von  gleichem  Durchmesser,  ebenso  die  Kugeln.  Eine 
lange  Axe  trägt  5  Gabeln,  um  die  5  Kugeln  zu  führen,  und  den 
Fahrstift.  Der  einen  Scheibe  wird  durch  eine  Zahnradübertragung 
dieselbe  Bewegung  mitgeteilt,  wie  sie  der  Curvencylinder  hat,  die 
4  anderen  erhalten  durch  Kurbeln  harmonische  Bewegungen.  Das 
Verhältnis  der  Perioden  dieser  Bewegungen  kann  dabei  beliebig  ge- 
wählt  werden,  sodals  ein  solcher  Apparat  auch  zu  den  in  §25£. 
besprochenen  Untersuchungen  dienen  kann. 

Andere  harmonische  Analysatoren  beruhen  auf  einer  Idee  von 
W.  K.  Clifford""):  trägt  man  die  Curve  z --- f{x)  auf  einen 
Oylinder  vom  Radius  1/m  auf  (sodafs  sie  m-mal  um  ihn  herum 
läuft),  so  geben  die  Flächen  ihrer  Prqjectionen  auf  die  xz-  und  die 
yzf-Ebene  die  jr-fachen  Werte  der  Coefificienten  a^  und  &„.  J.  Perry 
hat  diese  Idee  in  der  That  praktisch  verwendet"**);  er  vermeidet 
das  Zeichnen  auf  einem  Oylinder,  indem  er  die  Methoden  der  dar- 
stellenden Geometrie  benutzt;  die  Flächeninhalte  der  gewonnenen 
Ourven  bestimmt  er  mit  dem  Planimeter.  Dann  ist  diese  Idee  von 
O.  Henrici  zur  Constmction  seines  ersten  harmonischen  Analysators 
benutzt  worden^'**).  Derselbe  enthielt  einen  Oylinder  vom  Radius  1, 
auf  dem  die  Curve  y  =  f{x)  oder  x  =^  q>(y)  aufgezeichnet  war,  und 
eine  Tangentialebene  desselben,  die  sich  senkrecht  zur  Oylinderaxe 
nach  dem  Gesetze  z  =^  c  sinx  bewegte.  Dabei  wickelt  sich  jene 
Curve  auf  dieser  Ebene  ab,  das  Flächenelement  dieser  Abwickelung 
ist   ydz^y  cos  x  dXy    man    braucht  sie  also  nur  zu  planimetriren 


1769)  Lond.  Boy.  Proc.  24,  1876,  p.  266;  abgedruckt  treatise*"^)  1, 
App.  B'  IV,  p.  498. 

1760)  Lond.  Boy.  Proc.  27,  1878,  p.  871;  abgedruckt  treatise"")  1, 
App.  B'  Vn,  p.  505.  Beschreibung  der  definitiv  in  Metall  ausgeführten 
Maschine  mit  Abbildungen  Engineering  30,  1880,  p.  561,  sowie  in  einem 
Bericht  von  B.  H.  Scott  und  H.  Curtis  über  die  im  meteorological  office 
mit  ihr  erzielten  Besultate,  Lond.  Roy.  Proc.  40,  1886,  p.  882. 

1761)  Lond.  math.  Proc.  5,  1878,  p.  11;  papers  p.  201. 

1762)  Phil.  Mag.  (5)  38,  1894,  p.  127;  Auszug  Nature  49,  1898/94, 
p.  617;  vgl.  auch  Perry  und  Hunt,  Phil.  Mag.  40,  1895,  p.  506. 

1768)  Phil.  Mag.  (5)  88,  1894,  p.  118;  Auszüge  Gott.  Kachr.  1894, 
p.  30;  Nature  49,  1898/94,  p.  521;  vgl.  auch  Kat.  math.  Mod.^'^o^,  p.  129. 
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(gar  nicht  zu  zeichnen),  was  Henrici  dadurch  bewirkt,  dafs  er  auf 
der  Platte  ein  Polarplanimeter  aufsetzt  und  dessen  Fahrstift  den 
Schnittpunkt  eines  festen,  zur  Cylinderaxe  parallelen  Lineals  mit  der 
auf  dem  Gjlinder  aufgezeichneten  Gurve  verfolgen  läüst.  S.  Finster- 
wald er  hat  diese  Construction  ins  Graphische  übersetzt  und  ist  so 
zu  dem  Verfahren  von  Perry^'**)  zurückgeführt  worden  *'•*). 

Henrici's  Instrument  zeigte  verschiedene  praktische  Mängel,  deren 
Beseitigung  es  schliefslich  zu  complicirt  machte,  sodafs  es  nicht  gut 
arbeitete.  Henrici  hielt  zwar  für  ,4eicht*\  diese  Übelstände  zu  ver- 
meiden; ein  gröijserer  Übelstand  aber  sei,  dafs  zur  Berechnung  jede» 
Coefficienten  die  Curve  von  neuem  mit  dem  Fahrstift  durchlaufen 
werden  muTs.     Er  zieht  daher  noch  die  Umformung: 

(5)  1  y  cos  nxdx'=         j  sin  nxdy 

—  n  —7t 

herbei ^^^^).  Man  sieht,  dafs  es  nur  darauf  ankommt,  von  jedem 
Elemente  dy  der  Gurve  seine  Projection  auf  eine  Richtung  zu 
registriren,  die  mit  ihm  einen  Winkel  nx  einschliefst;  also  ein 
Planimeterrädchen  so  zu  führen,  dafs  seine  Ebene  immer  diesen 
Winkel  mit  der  ^-Axe  bildet.  Das  wird  erreicht,  indem  die  Be- 
wegung des  Gjlinders  durch  Reibimgsräder  auf  eine  Axe  übertragen 
wird,  die  wie  bei  Amsler  die  Planimeterrädchen  trägt.  Dieser  zweite 
Entwurf  Henrici's  ist  von  A.  Sharp  ^^^^)  weiter  durchgebildet  und 
von  G.  Goradi  ausgeführt  worden ^^^).  Ein  in  Richtung  der  y 
laufender  Rahmen  trägt  eine  in  Richtung  der  x  bewegliche  Zahn- 
stange  (bei   Goradi  einen   Wagen),    an  der  einerseits  der  Fahrstift 


1764)  ZeitBchr.  Math.  Phys.  43,  1898,  p.  86. 

1765)  Phil.  Mag.  (5)  38,  1894,  p.  115;  Kat.  "»<>),  p.  131.  Perry  (Phil. 
Mag.  p.  128)  bezeichnet  die  Umformung  (5)  aU  „Henrici  principle*^  er 
macht  darauf  aufmerksam,  dafs  es  im  Grande  schon  bei  Henrici*8  erstem 
Instrument  verwendet  wird,  von  dem  er  überhaupt  eine  bessere  Meinung 
hat  als  sein  Erfinder  selbst. 

1766)  Kat.,  p.  213.  Ib.  p.  133  deutet  Henrici  auch  noch  einen  um- 
gekehrten Mechanismus  an,  bei  dem  die  Gurve  auf  einer  festen  Ebene 
aufgezeichnet  ist  und  der  Gylinder  über  diese  hinrollt. 

1767)  Kat.  math.  Mod.  >'<^<>),  p.  134  und  Nachtrag,  1894,  p.  35;  Nature 
49,  1893/94,  p.  521;  vgl.  auch  Henrici,  Phil.  Mag.  (5)  88,  1894,  §  5,  p.  115. 

1768)  Der  harmonische  Analysator,  Zürich,  1894.  Das  Absolutglied  a 
mufs  bei  diesen  Instrumenten  besonders  mittelst  eines  gewöhnlichen  Plani- 
meters  bestimmt  werden.  Die  Übertragung  auf  die  Registrirrädchen  ge- 
schieht bei  Goradi  nach  einem  von  M.  Küntzel  su  anderen  Zwecken  ge- 
machten Vorschlag  durch  eine  gläserne  Kugel. 
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befestigt  ist,  von  der 
andererseits  die  Bewegung 
direct  oder  indirect  auf  die 
PlanimeterrKdchen  über- 
tragen wird.  Wird  der 
PahrsÜft  um  dx  ver- 
schoben, 30  dreht  sich  die 
Aze,  an  der  die  Rädchen 
befestigt  sind,  um  ndx, 
die  Rädchen  registriren 
dabei  nichts.  Wird  der 
Ffthrstift  um  dy  ver- 
schoben, so  registriren  sie 
cosnxdjf  und  äanxdif. 
Endlich  hat  Sharp 
noch  eine  Modiücation 
dieses  InstrumentoB  vor- 
geschlagen, die  direct  Am- 
plitude und  Epoche  jeder 
einxeliien  harmonischen 
Componentegiebt"**}.  Das 
an  dem  Wagen  befestigte 
Planimeten^chen,  dessen 
Aze  znr  x-Axe  parallel  ist, 
rollt  auf  einer  Scheibe,  die 
irithrend  der  Fortbewegung 
des  Rahmens  über  die 
Periode  hin  sich  einmal 
am  ihre  Aie  dreht;  es  be- 
schreibt auf  ihr  eine  Curve, 
deren  Funkte  die  Coordi- 
naten  haben: 


/  sin X  dif,    j  cos  xdtf,  (6) 

Die    Verbindungslinie   der 
Endpunkte    dieser    Curve 

1769}  Phil.  Mag.  (5)  38,  1894,  p.  121;  Nature  4D,  1893/94,  p.  617.  Im 
AnBchlufa  daran  teilt  Sharp,  Nature  62,  1895,  p.  119,  und  Electrician  36, 
1896,  p.  las,  den  Satz  mit:  die  BoUercurve  von  «  =  /"(x)  ist  die  Evolute 
der  Rolletcnrve  von  y  ^=  f{x). 

22* 
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giebt  durch  ihre  Länge  die  Amplitude,  durch  ihre  Bichtong  die 
Epoche  der  Componente.  Zum  SchluiiB  kündigt  er  nodi  an:  ,,an 
invei^ion  of  the  mechanism,  .  . .  giving  a  simple  compact  instnunent^^ 

Zwischen  den  ersten  Entwurf  .(1889)  und  die  YerWenÜichung 
von  Henrici's  Instrumenten  ftUt  die  Veröffentlichung  eines  Apparates 
von  A.  Sommerfeld  und  E.  Wiechert^^^^).  Auch  bei  ihm  wird 
die  Curye  y  •*  f{x)  auf  einem  Cjlinder  (,,Walze*^)  aufgezeichnet, 
und  EWftr  mit  Hilfe  des  hierfttr  besonders  eingerichteten  Apparates 
selbst  *^^^).  Diese  Walze  dreht  sich  sowohl  um  ihre  eigene  horizontal 
gelegte  Aze,  als  auch,  und  zwar  mit  n-facher  Winkelgeschwindigkeit, 
Ttm  eine  verticale  Axe,  die  „Con8tnlctionsaxe^^  Der  Berührungspunkt 
einer  zur  Goiifl^ctionsaxe  senkrechten  festen  Tangentialebene  der 
Walze  mit  der  auf  dieser  verzeichneten  Curve  hat  dann  von  einer 
festen  Geraden  dieser  Ebene  in  jedem  Augenblick  den  Abstand 
e » y  (iO%nx.  Statt  einer  solchen  festen  Tangentialebene  ist  nur 
ein  Faden  vorhanden,  der  an  einem  in  Richtung  der  j?-Axe  beweg- 
lichen Sehieber  befestigt  ist;  bei  Benutzung  des  Apparates  ist  be- 
ständig dafür  zu  sorgen,  dafs  dieser  Faden  die  augenblicklich  höchste 
Erzeugende  der  Walze  in  demselben  Punkt  schneidet,  wie  die  Curve. 
Wäre  an  dem  Schieber  ein  Zeichenstift  befestigt,  so  würde  dieser 
auf  einem  parallel  zur  a?-Axe  bewegten  Papierstreifen  die  Curve 
z  '^  y  co%nx  aufzeichnen;  statt  dessen  ist  gleich  ein  Planimeter- 
rädchen  angebracht,  mit  zur  je:-Axe  paralleler  Axe;  es  läuft  auf  einer 
Scheibe^  die  mit  einer  zur  Winkelgeschwindigkeit  der  Walze  pro- 
portionalen Winkelgeschwindigkeit  sich  dreht.  Die  Proportionalität 
der  drei  Winkelgeschwindigkeiten  wird  durch  Reibungsräder  erreicht, 
von  denen  ein  Paar  ausgewechselt  wird,  wenn  man  zu  einer  anderen 
Componente  übergeht.  Durch  geeignete  Wahl  der  Oröfse  der  Über- 
tragungsräder kann  man  dabei  noch  erreichen,  dafs  die  gleitende 
Reibtmg  des  Planimeterrädohens  gegenüber  der  rollenden  sehr  zurück- 
tritt, und  so  den  Einwendungen  von  W.  Thomson  ^^^^)  gegen  den  Ge- 
brauch desselben  begegnen. 

Henrici  findet  ^^^'),  die  Construction  von  Sharp  zeichne  sich 
dadurch  aus,  dafs  sie  billig,  transportabel  und  leicht  zu  handhaben 
sei;  an  Genauigkeit  werde  sie  aber  wohl  von  der  von  Sommerfeld 
nnd  Wiechert  erbeblich  flbertroffen  werden.  Daus  aber  diese  fül- 
jede    einzelne    Componente    ein   besonderes   Durchlaufen    der    Curve 


1770)  Königdb.  Schriften  82,  1891,  B  p.  S8;  Kat.  math.  Mod.  ^"^^^  p.  314. 

1771)  p.  83. 

1772)  Kat.  math.  Med."»*),  p.  222. 
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erfordere,  sei  ein  wesentlicher  Nachteil,  wenn  es  sich  darum  handle^ 
eine  groDie  Anzahl  von  Cnrven  zu  analysiren. 

Die  Maschine  von  A.  A.  Michelson  und  S.  W.  Stratton^^^^) 
dient  in  erster  Linie  zur  Zusammensetzung  harmonischer  Bewegungen, 
kann  aber  auch  als  harmonischer  Analysator  dienen.  Durch  einen 
Excenter  wird  eine  harmonisdie  Bewegung  erzeugt,  diese  dann  durch 
ein  Gest&nge,  in  dem  die  Lftnge  eines  Gliedes  abgeändert  werden 
kann,  mit  vorgeschriebener  Amplitude  auf  eine  Feder  übertragen. 
Von  solchen  Bestandteilen  hat  der  Apparat  80;  Michelson  und 
Stratton  glauben,  man  könne  leicht  auch  mehrere  hundert  oder 
selbst  1000  anbringen.  Das  richtige  Yerhttltnis  der  Perioden  der 
einzelnen  Bestandteile  wird  durch  Zahnräder  erzielt,  die  alle  auf 
einer  gemeinsamen  Axe  aufsitzen,  sodafs  sie  eine  Art  von  Kegel 
bilden.  Die  Summation  der  einzelnen  Componenten  geschieht  zu- 
nächst für  die  Cosinusglieder  dadurch,  dals  die  sämtlichen  kleinen 
Federn  der  einzelnen  Bestandteile  an  einem  Hebel  angreifen,  an  dem 
aufserdem  eine  grofse  Feder  als  Gegenkraft  wirkt  und  der  anderer- 
seits einen  Begistrirstifk  trägt  Will  man  zu  den  Sinusgliedem 
Übergehen,  so  wird  der  Kegel  ausgerückt  und  alle  Excenter  werden 
simultan  um  90^  gedreht. 

Soll  der  Apparat  als  harmonischer  Analysator  dienen,  so  wird 
die  Amplitude  der  n^^  Componente  gleich  dem  Werte  der  zu  analj- 
sirenden  Function  für  das  Argument  nn/m  gemacht;  er  giebt  dann: 


m 


^  fi^)  cos  mß; 

wird  6  gleich  kn/m  genonmien,  so  stellt  diese  Summe  einen 
Näherungswert  von  «a*  dar.  Wie  man  sieht,  erhält  man  den  Wert 
des  Coefficienten  als  stetige  Function  seines  Index. 

Michelson  und  Stratton  geben  an,  ihr  Apparat  sei  überall  da 
zu  empfehlen,  wo  ein  Fehler  von  1  oder  2%  zulässig  ist. 

Zur  Ausführung  von  Rechnungen  der  imter  £.  besprochenen 
Art  hat  sich  schon  Buys-Ballot^'^*)  eines  Systemes  cylin drischer 
Scheiben  bedient,  die  auf  einer  gemeinsamen  Axe  aufgesteckt  waren 
und  unter  beliebigen  Winkeln  gegeneinander  gedreht  werden  konnten, 
sodafs  er  beliebige  Zahlen  zum  Zweck  ihrer  Addition  untereinander 
in    eine    Spalte    bringen   konnte.     Auf   einem    ähnlichen    Gedanken 


1778)  Amer.  J.  of  Sei.  (4)  5,   1898,  p.  1.    Fast  ganz  derselbe  Text, 
aber  zum  Teil  andere  Figuren  Phil.  Mag.  (5)  46,  1898,  p.  86. 
1774)  Ann.  Phys.  Chem.  84,  1861,  p.  638. 
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scheint  die  „Periodenrechemnaschine^  von  G.  Lamprecht*^'*)  zu 
beruhen,  die  nach  seiner  Angabe  „mindestens  10  gute  Rechner  er- 
setztes Auch  0.  H.  Darwin^^^^  hat  sich  eine  Zeitlang  mit  der 
Idee  einer  maschinellen  Einrichtung  getragen,  sie  aber  als  zu  kost- 
spielig fallen  lassen.  Er  begnügte  sich  dann  mit  folgender  Ein- 
richtung, um  wenigstens  das  Abschreiben  der  Beobachtungen  zu 
ersparen:  alle  Beobachtungen  eines  Sonnentages  werden  auf  einen 
Streifen  von  geeignetem  Material  (Selenit)  geschrieben;  diese  Streifen 
werden  dann,  in  der  jedesmal  erforderlichen  Weise  gegeneinander 
verschoben,  auf  ein  Beifsbrett  geheftet.  Es  sind  dann  48  unvoU- 
st>ändige  Columnen  zu  addiren,  die  zusammen  24  vollständige  geben. 


Vierter  Abschnitt. 
Verschiedene  Ansätze  zu  anderen  Reihenentwicklungen, 

§  26.     Die  Differentialgleichung  der  Saitenschwingungen 

unter  anderen  Grenzbedingungen. 

Schon  während  des  Streites  über  die  Saitenschwingungen  (§  4 
bis  13)  hat  man  vielfach  versucht,  auch  andere  analoge  Probleme 
in  Angriff  zu  nehmen.  Namentlich  war  D.  Bernoulli  schon  früh- 
zeitig ^^^^)  auf  das  Problem  der  Luftschwingungen  in  Blasinstrumenten 
aufmerksam  geworden;  doch  gelangte  er  erst  später  zur  Veröffent- 
lichung seiner  Resultate.  Er  findet  ^^^^),  dafs  an  einem  offenen  Ende 
einer  Röhre  keine  Verdichtung  stattfinden  könne,  an  einem  ge- 
schlossenen die  Teilchen  beständig  in  Ruhe  bleiben  müfsten.  Daraus 
schliefst  er  sofort,  dafs  eine  beiderseits  geschlossene  oder  beiderseits 
offene  Röhre  denselben  Grundton  gebe,  wie  eine  einerseits  ge- 
schlossene, andererseits  offene  Röhre  von  halber  Länge  ^^^®).  Dann 
wendet  er  sich  zur  Untersuchung  der  Obertöne;  einige  Schwierigkeit 
macht  ihm  dabei  ^^^),  dafs  der  theoretisch  sich  ergebende  7.  Oberton 


1776)  Progr.  Bautzen,  1897,  p.  27.    Leider  giebt  er  weder  eine  Ab« 
bildong,  noch  eine  detaillirte  Beschreibung. 

1776)  Lond.  Roy.  Proc.  52,  1892,  p.  346, 

1777)  Vgl.  seine   Briefe   an   Euler   vom  März  1789   und  Nov.   1740, 
Corresp.  •*)  2,  p.  464,  464. 

1778)  Par.  ffist.  1762  (64),  §  4,  p.  433.         1779)  §  6,  6,  p.  434. 
1780)  §  14,  p.  440. 
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den  prakÜBchen  Musikern  nicht  geläufig  sei,  wohl  aber  der  11.;  er 
sucht  den  Grund  davon  in  mangelnder  Übung.  Für  den  Fall  der 
beiderseits  gedeckten  Pfeife  findet  er^^^^),  dafs  die  Schwingungs- 
zahlen der  Obertöne  die  ungeraden  Vielfachen  der  Schwingungszahl 
des  Grundtons  sind;  er  führt  eine  Reihe  von  Experimenten  an,  die 
diesen  Satz  bestätigen. 

Hierauf  wendet  er  sich  zur  Theorie  der  Orgelpfeifen  „a  che- 
min^e^\  d.  h.  der  Aneinanderreihung  zweier  Pfeifen  von  yerschiedenem 
Durchmesser  auf  derselben  Axe^^^^.  £r  schliefst,  dafs  auf  der  einen 
Seite  der  Ansatzstelle  jederzeit  dieselbe  Dichtigkeit  vorhanden  sein 
müsse,  wie  auf  der  anderen  Seite,  und  leitet  daraus  für  eine  einer- 
seits geschlossene,  andererseits  offene  Pfeife  dieser  Art  ab,  dafs  ihre 
Tonhöhe  durch  die  Gleichung"®^: 

bestimmt  sei;  dabei  bedeuten  L  imd  /  die  Längen  der  beiden 
Bestandteile,  n  das  Verhältnis  ihrer  Durchmesser,  X  die  Länge  einer 
Pfeife  überall  gleichen  Durchmessers,  die  denselben  Ton  als  Grundton 
giebt.  Für  eine  beiderseits  offene  Pfeife  findet  er  eine  Gleichung 
derselben  Form*'®*).  Was  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  betrifft, 
so  begnügt  er  sich  mit  der  Bemerkung:  „on  a  xme  infinite  de 
m^thodes  pour  en  tirer  la  valeur  de  X  avec  autant  de  precision 
qu'on  souhaite^^  und  mit  der  AnfCQirung  der  Resultate  von  ein  paar 
numerischen  Beispielen. 

Mathematisch  ist  mit  dem  zuletzt  behandelten  Problem  nahe 
verwandt  das  Problem  der  Schwingungen  einer  Saite,  die  aus  zwei 
Stücken  von  verschiedener  Dicke  zusammengesetzt  ist.  Es  ist  zuerst 
von  Euler  in  Angriff  genonmien  worden  unter  der  Begründung: 
„methodus  talem  quaestionem  ad  calculum  revocandi  imprimis  ad 
fines  analyseos  promovendos  videtur  accomodata"^'**).  Er  setzt, 
entsprechend  seiner  Behandlung  des   einfachen  Problems  (§  5),  die 

1781)  §  9,  p.  437.  Er  hatte  den  Satz  schon  Berlin  Bist.  1763  (55X 
p.  160  angekündigt;  inzwischen  hatte  sich  auch  Lagrange  mit  dem 
Problem  beschäftigt  und  einen  Beweis  dieses  Satzes  gegeben,  Mise.  Taur. 
2,  1760/61,  nr.  67.     (Oeuvr.  1,  p.  298.) 

1782)  Par.  Eist.  1762  (64),  §  84,  p.  462.  Schon  J.  des  89avans  1768, 
p.  169  hatte  er  angegeben,  dafs  er  die  Rechnungen  fdr  dieses  Problem 
durchgeführt  habe. 

1788)  §  36,  p.  466.         1784)  §  39,  p.  468. 

1786)  Petrop.  N.  Comm.  9,  1762/68  (64),  p.  271,  nr.  37.  D.  Bernoulli 
hatte  ihn  J.  des  89avan8  1768,  p.  166,  dazu  herausgefordert. 
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Lösung  in  der  Form  an,  dafs  für  das  eine  Stück  eine  Gleichung  der 
Form  gelten  mfisse: 

(2)  y=iP(x  +  at)  +  W{x  —  at), 

fOr  das  andere: 

(3)  y=-q>{x  +  hi)  +  t/;(a;  -  bt). 

Zur  Bestimmung  dieser  Functionen  <P,  W^  9,  t^  dienen  ihm  die 
Anfangsfiguren  der  Saitenstücke,  die  an  den  festen  Endpunkten  zu 
erfüllenden  Bedingrungen  und  die  Bedingung,  dafs  an  der  Übergangs- 
stelle die  beiden  Stücke  dieselbe  Ordinate  haben  müssen;  um  die 
eine  ihm  dann  noch  fehlende  Gleichung  zu  gewinnen,  verlangt  er 
aufserdem,  dafs  beide  Stücke  dort  auch  noch  dieselbe  Tangente 
haben  sollen"®*).  Er  zieht  aus  der  so  erhaltenen  Form  der  Lösung 
den  SchluTs,  dafs  man  von  einer  bestimmten  Schwingungsdauer  bei 
dieser  Aufgabe  im  allgemeinen  Überhaupt  nicht  reden  könne,  da  die 
Saite  nicht  wieder  in  ihre  Anfangslage  zurückkehre  ^^®^.  In  ganz 
speciellen  Fällen  trete  das  allerdings  ein,  z.  B.  wenn  die  Langen 
der  Stücke  sich  umgekehrt  verhalten  wie  ihre  Durchmesser,  und 
wenn  zugleich  zwischen  ihren  Anfangsfiguren  eine  bestimmte  Be- 
ziehung besteht  ^^^).  AuTser  diesem  Fall  behandelt  er  auch  noch 
einen  speciellen  Fall  irregulärer  Bewegung  ausführlich  ^^®^.  Endlich 
erinnert  er  sich  des  allgemeinen  Principes,  demzufolge  jedes  mecha- 
nische System  einfacher  harmonischer  Schwingungen  fähig  sei^^^); 
indem  er  die  Gleichung  einer  solchen  allgemein  ansetzt  und  die  er- 
wähnten Bedingungen  des  Problems  berücksichtigt,  erhält  er  zur 
Bestimmimg  der  möglichen  Schwingungszahlen  k  eine  Gleichung  der 
Form: 

(4)  mtg*;J  +  ntg^-0. 

Für  zwei  specielle  Annahmen  über  die  Verhältnisse  der  Constanten 

(5  =»  a,  n  »•  2ffi;  5  »  a,  n  «^  m}/^)  führt  er  die  Rechnung  durch: 
im  ersten  Fall^^^^)  peducirt  sich  die  Gleichung  auf  eine  algebraische 
Gleichung  zweiten  Grades  für  tgX,  im  zweiten  Fall^'^)  gewinnt  er 
aus  zwei  Näherungswerten  durch  lineare  Interpolation  einen  genaueren 
"Wert  für  die  kleinste  positive  Wurzel. 

Einige  Zeit  darauf  behandelt  auch  D.  Bernoulli  das  Problem ^^^') ; 


1786)  nr.  48,  p.  274.  1787)  nr.  46,  p.  277.  1788)  nr.  60,  p.  279. 

1789)  nr.  54,  p.  282.  1790)  nr.  68,  p.  285. 

1791)  nr.  61,  p.  287.         1792)  nr.  66,  p.  290. 

1798)  Petrop.  N.  Comm.  16,  1771  (72),  §  12,  p.  «69. 
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er  gelangt  ebenfalls  zu  einer  Gleichung  der  Form  (4)  und  zu 
nAherungsweiser  Lösung  numerischer  Beispiele.  Als  Einleitung  dazu 
behandelt  er  einen  Grenzfall,  indem  er  voraussetzt,  das  eine  Stück 
der  Saite  dürfe  als  gewichtlos  behandelt  werden;  dieser  führt  ihn 
auf  die  Gleichung^'**): 

tgA  =  -aA;  (5) 

für  den  speciellen  Fall  a  »  1  findet  er,  dafs  diese  Gleichung  un- 
endlich viele  reelle  positive  Wurzeln  hat,  deren  n**  von  der  Form 
ist"**): 

A.„= — s — «  +  ««,       an>0,        limc,=  0,  (G> 


»SS  «O 


und  daüis  in  erster  Annäherung: 


««  = 


(2 n  -  !)•««  ^  j 


(7) 


4 

gesetzt  werden  kann^"'^*). 

Mit  Bernoulli's  Behandlung  der  Aufgabe  war  Euler  sehr 
wenig  einverstanden"^.  Im  Grunde  beruht  die  Meinungsdifferenz 
auf  denselben  Ursachen,  wie  s.  Z.  beim  Problem  der  homogenen 
Saite  (§  8).  Merkwürdig  ist  aber  folgendes:  nachdem  Euler  immer 
den  Standpunkt  vertreten  hatte,  dafs  bei  der  homogenen  Saite  das 
Auftreten  von  Ecken  kein  Hindernis  für  die  Anwendung  seiner 
Lösungsmethode  sei,  konnte  er  auch  bei  der  aus  zwei  verschiedenen 
Stücken  zusammengesetzten  Saite  keinen  Grund  dafür  einsehen  ^^^), 
dals  an  der  Übergangsstelle  beide  Stücke  dieselbe  Tangente  haben 
müfsten;  er  polemisirt  deswegen  gegen  Bemoulli,  ohne  sich  dabei 
daran  zu  erinnern,  dafs  er  diese  Forderung  früher  ^^^  selbst  gestellt 
hatte.  Er  ersetzt  sie  jetzt  (ziemlich  willkürlich)  durch  eine  andere  ^'^), 
die  aber  jedenfalls  zu  verwerfen  ist;  denn  aus  seinen  Formeln  würde 
sich  der  mit  der  Erfahrung  in  Widerspruch  stehende  (von  ihm 
übrigens  nicht  ausdrücklich  gezogene)  Schlufs  ergeben,  dafs  die 
Obertöne  auch  einer  solchen  Saite  zum  Grundton  harmonisch  seien. 


1794)  §  7,  p.  264.  Die  Gleichung  tgX  «  ;i  war  bereite  von  Euler 
(introd.  in  analysin  infinitorum  2,  Laus.  1748,  nr.  689,  p.  318)  behandelt 
worden;  er  hatte  sie  durch  Reihenumkehnmg  gelöst. 

1795)  §  9,  p.  266.         1796)  §  11,  p.  267. 

1797)  Pefcrop.  N.  Comm.  17,  1772  (78),  p.  410. 

1798)  „Nullam  rationem  perspicio*^  nr.  6,  p.  418. 

1799)  nr.  7,  p.  414. 
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In  einer  sich  unmittelbar  anschliefsenden  Arbeit  ^^^)  behandelt 
Euler  den  Fall,  dafs  die  Saite  aus  einer  gröfseren  Anzahl  von  Teilen 
Terschiedener  Dicke  besteht;  sein  Resultat  ist  aber  ebensowenig 
richtig,  als  in  dem  Falle  von  nur  zwei  solchen  Teilen. 


§  27.     Lineare  Differentialgleichungen  2.  0.  mit 
veränderlichen  Coefficienten;  unhomogene  Saiten  und 

nichtcjlindrische  Pfeifen. 

Abgesehen  von  den  bereits  in  §  3  besprochenen  Problemen  der 
frei  schwingenden  Kette  und  der  schwingenden  Lamelle  scheint  das 
erste  Problem  der  in  der  Überschrift  bezeichneten  Art  in  einem 
Briefe  von  Euler  an  Lagrange ^^^)  aufzutreten.  Euler  stellt  in 
ihm  zunächst  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Hydrodynamik  auf; 
er  leitet  aus  ihnen  die  Folgerung  ab^^^,  dafs  die  von  ihm  mit  u 
bezeichnete  Gröfse,   die   man  jetzt  Dilatation  nennt,   der  Gleichung: 

,.  d*u  _  d*u       d*u       g'tt 

^^)  dt*  ^  dx*^  ay*"*"  dz* 

genügen  müsse,  und  sucht  von  ihr  particuläre  Lösungen  zu  erhalten. 
Als  solche  giebt  er  zunächst  die  Gleichungen  einer  ebenen  Welle; 
dann  fragt  er  nach  Fällen,  in  denen  die  Bewegung  Überall  nach 
einem  festen  Centrum  hin  —  oder  von  ihm  weg  —  gerichtet  ist 
und  die  Geschwindigkeit  in  allen  Punkten  gleichen  Abstandes  von 
diesem  Centrum  gleich  groCs  ist^^').  Er  findet,  dals  die  Differential- 
gleichung (l)  in  diesem  Falle  in  die  folgende  übergeht: 

,.  d*u  _  d*u       2  du       2u 

^^^  dt*"  d9*'^  Q  d9  Q*' 

und  dafs  deren  allgemeine  Lösung  ist^^^): 


1800)  ib.  p.  424. 

1801)  Mise.  Taur.  2,  1760/61,  B  p.  1,  mit  dem  Datum  1./1.  1760,  Oeuvr. 
de  Lagrange,  14,  p.  178,  mit  dem  Datom  1./6.  1760  (ersteres  richtig,  vgl. 
oeuvr.  14,  p.  326).  Im  wesentliehen  übereinstimmend  Berl.  Hist.  15,  1759 
(66),  p.  217. 

1802)  Oeuvr.  14,  p.  184.         1808)  p.  186. 

1804)  „Apr^s  plusieurs  recherches  j*ai  enfin  trouvä**  p.  186.  Oct.  1769 
hatte  er  die  Lösung  noch  nicht,  p.  168.  Vgl.  aoch  Berl.  Hist.  1769  (66), 
p.  260. 
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wenn  unter  g>^  ^   willkürliche  Functionen,  unter  tp\  ^'  ihre  Ab 
leitungen  verstanden  werden. 

Diese  Untersuchungen  wurden  von  Lagrange  alsbald  auf- 
genommen und  weiter  geführt  ^^.  Er  bringt  Euler's  Gleichung  (2) 
auf  die  Form: 

und  behandelt  sie  nach  seiner  zweiten,  in  §  11  besprochenen  Methode. 
Für  die  Hilfsfnnction  M  erhalt  er  die  gewöhnliche  Differential- 
gleichung**^): 

und  durch  einige  geschickt«  Substitutionen  als  deren  für  p  =»  0  ver- 
schwindendes Integral  ^^'^ : 

Jlf  =  X  (sin  JcQ  —  JcQ  cos  kg).  (6) 

Ist  die  Anfangsstörung  auf  das  Intervall  (0  .  .  .  l)  beschränkt,  so 
mufs  dieses  Integral  auch  für  ^  »  1  Null  werden;  das  giebt  zur 
Bestimmung  von  k  wieder  die  Gleichung: 

k^tgk,  (7) 

Für  ihre  Behandlung  verweist  er  auf  Euler's  introductio*'^),  mit 
dem  Zusatz**^®):  es  sei  für  die  folgenden  Schlüsse  nicht  erforderlich, 
die  Werte  ihrer  Wurzeln  zu  kennen;  es  genüge  zu  wissen,  dafs 
deren  unendlich  viele  [reelle  positive]  seien.  Dann  könne  man  unter 
Zuhilfenahme  einfacher  Umformungen  seine  Methode  auch  auf  diesen 
Fall  anwenden.  Er  führt  alle  erforderlichen  Rechnungen  noch  einmal 
ganz  ausführlich  durch,  bemerkt  aber  schliefslich*^^),  dafis  die  Ein- 
führung einer  neuen  Unbekannten  y  durch  eine  der  Gleichungen: 

die  Gleichung  (2)  auf  die  der  Saitenschwingungen  zurückführt. 

Hierauf  geht  Lagrange  zu  allgemeineren  Problemen  über.  Er 
setzt  zunächst*®*®)  in  der  Gleichung  (4)  an  Stelle  des  Zahlenfactors  2 
einen  beliebigen  m  und  zeigt,  dafs  sie  sich  dann  noch  ganz  ebenso 
behandeln  läfst,  wenn  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist. 


1805)  MiBC.  Taur.   2,  1760/61,  nr.  18,  oeuvr.  1,  p.  194.     Vgl.   auch 
seinen  Brief  an  Euler  vom  Dec.  1769,  oeuvr.  14,  p.  174. 

1806)  nr.  19,  p.  196.         1807)  p   197.         1808)  p.  198. 
1809)  nr.  24,  p.  214.         1810)  nr.  27,  p.  222. 
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Man  erhält  als  Integral  der  Hilfsgleichung  eine  endliche  Summe 
der  Form: 

Derartige  Gleichungen  treten  auf  bei  der  Frage  *®^*)  nach  den 
Longitudinalschwingungen  einer  Flüssigkeit  in  einem  Botationskörper^ 
dessen  Meridiancurve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  (y,  q)  die  Glei- 
chung hat: 

(10)  ij  -  9»"; 

femer  bei  der  Frage  nach  den  Transversalschwingungen  von  Saiten 
ungleicher  Dicke  *®^').  Allgemein  hängen  die  Schwingungen  einer 
solchen  Saite  von  einer  Gleichung  der  Form: 

ab,  in  der  X  eine  gegebene  Function  von  x  bezeichnet;  die  Voraus- 
setzung: 

(12)  X^hx\       ^«^^ 

fährt  auf  den  behandelten  Specialfall  zurück.  Übrigens  bemerkt 
Lagrange,  dafs  auch  die  Integration  der  allgemeinen  Gleichung  (11) 
nur  die  Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung: 

0»)  t^-*-# 

verlange.  Er  bringt  dann  noch  das  Problem  einer  frei  herab- 
hängenden schweren  Kette  (vergl.  §  3)  auf  die  Form  (11)****)  und 
giebt  für  den  speciellen  Fall  (12)  Substitutionen  an,  die  die  Hilfs- 
gleichung (13)  in  eine  Riccati'sche  Gleichung  überf&hren  ***^). 

um  dieselbe  Zeit  nahm  Euler  das  Problem  der  Saiten  von 
veränderlicher  Dicke  in  Angriff,  zunächst  veranlafst  durch  eine 
principielle  Frage  der  musikalischen  Ästhetik.  Bameau***^)  hatte 
die  Befriedigung,  die  consonante  Accorde  gewähren,  daraus  erklären 
zu  können  gemeint,  dafs  die  Töne  solcher  Accorde  ohnedies  schon 
als  Obertöne  eines  und  desselben  Grundtones,  des  Fundamentalbasses, 
zusammen   auftreten.     Dem   gegenüber  hatte  Euler  schon  in   seiner 


18117  nr.  30,  p.  232.         1812)  nr.  33,  p.  287. 
1813)  nr.  34,  p.  239.         1814)  nr.  36,  p.  243. 

1815)  1726}   Tgl.  etwa   H.  Heimholte,   Tonempfiadiugen  (6.  Aufl., 
Braunschw.  1896),  Rückblick  am  Schlnsse  der  2.  Abteünng. 
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Musiktheorie  ^^^^  hervorgehoben,  dafs  nur  bei  den  eigentlichen  musi- 
kalischen Instrumenten,  keineswegs  aber  bei  anderen  tonerzeugenden 
Apparaten  die  Obertöne  zum  Omndton  harmonisch  sind,  und  daCs 
also  durch  Bameau's  Theorie  nicht  erklärt  wird,  weshalb  uns  gerade 
die  consonanten  Accorde  gefallen.  Er  setzt  sich  nun  zur  Aufgabe, 
durch  Rechnung  nachzuweisen,  dafs  in  der  That  im  allgemeinen 
unharmonische  Obertöne  auftreten,  und  wählt  als  Beispiel  die  Saite 
von  nngleichm&fsiger  Dicke  ^®^^.  Er  fdhrt  das  Problem  auf  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  der  Form  (11)  zurdck;  um 
eine  particuläre  Lösung  ^^^^)  zu  erhalten,  setzt  er  ihr  Integral  in  der 
Form  an: 

y^v  <^(l♦),  (14) 

in  der  u  eine  bestimmte  Function  von  x  und  ^,  v  eine  solche  von 
X  allein,  O  eine  willkQrliche  Function  von  u  bedeutet,  und  findet  ^^^^, 
dafs  diese  Form  des  Integrals  nur  möglich  ist,  wenn  v  eine  lineare 

Function    von    x,     die    gegebene    Function     X  «  Ct;'^,    endlich 

/dx 
— ^   ist.      Er   verfolgt   diesen  Fall   zunftchst  weiter,    er- 
yx 

kennt  aber  bald^®^),  dafs  gerade  er  fOr  seinen  Zweck  nicht  geeignet 
ist,  da  auch  er  zum  Grundton  harmonische  ObertÖne  liefert.  Doch 
erklärt  er  es  für  wahrscheinlich  ^^*^),  dafs  dieser  Fall  und  der  der 
homogenen  Saite  die  einzigen  seien,  in  denen  das  eintritt.  Von 
allgemeineren  Fällen  giebt  er  einige  Andeutungen,  schaltet  aber  dann 
zunächst  die  schon  besprochenen  Untersuchungen  ^^^)  über  aus  zwei 
Stücken  zusammengesetzte  Saiten  ein.  SchliefsUch  kehrt  er  zum 
ursprünglichen  Problem  zurück  ^^^  und  zeigt,  dafs  seine  Lösung  von 
der  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung: 

S  -  ^V  (15) 

abhängt,  die  durch  die  Substitution: 


/""  (16) 


in  die  Gleichung: 


1816)  Tentamen  novae  theoriae  Musicae,  Petrop.  17d9. 

1817)  Petrop.  N.  Gomm.  9,  1762/63  (64),  p.  246. 

1818)  Er  gebraucht  diesen  Terminus,  nr.  13,  p.  264. 

1819)  nr.  16,  p.  256.  1820)  nr.  36,  p.  269.  1821)  nr.  37,  p.  270. 
1822)  nr.  68,  p.  292.    Er  geht  dabei  noch  einmal  auf  den  vorher  Bchon 

behandelten  SpecialfalU*^*)  ein. 
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(17)  j|  +  ,.+  z„o 

übergeführt  wird,  also  in  unendlich  vielen  Fällen  durch  elementare 
Functionen  integrirt  werden  kann.  Anhangsweise  ***•)  integrirt  er  noch 
die  Gleichung: 

allgemein  in  der  Form: 

(19)  y  =  Äsm {x'"')  +  B  cos {x- "'), 

in  der  Ä^  B  nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reiben 
bedeuten;  er  bestunmt  diejenigen  Werte  von  m,  fdr  welche  diese 
Reihen  abbrechen*®**). 

Eine  ganz  ähnliche  Frage,  wie  die  der  Saiten  von  ungleich- 
mäfsiger  Dicke,  ist  die  der  Pfeifen  von  anderer  als  cjlindriscfaer 
Gestalt.  Sie  wurde  von  D.  Bernoulli,  der  sich  schon  länger  mit 
ihr  beschäftigt  hatte *»*^),  um  dieselbe  Zeit  öffentlich  behandelt*»*«). 
Er  fafst  speciell  den  Fall  einer  conischen  Pfeife  ins  Auge*®*^)  und 
reducirt  die  Aufgabe,  die  einfachen  Töne  einer  solchen  zu  finden,  auf 
die  Integration  der  Differentialgleichung: 

(20)  '~^--  -^ 

„unter  der  Voraussetzung,  dafs  x^dx  als  constant  angesehen  wird^^ 
Er  integrirt  sie  zunächst  durch  eine  Potenzreihe,  erkennt  aber  dann*®*®), 
dafs  diese  Reihe  die  Function: 

/.^ .  X  .    sin  a;  —  x  cos  x 

(21)  a  =*  const. , —    - 

darstellt-,  dabei  bemerkt  er,  dafs  die  so  gefundene  Lösung  nur  füjr 
einen  vollständigen,  aber  nicht  für  einen  abgestumpften  Kegel  den 
Nebenbedingungen  genügt.  Er  schliefst  aus  seinem  Resultat,  dafs 
für  eine  conische  Pfeife  wie  für  eine  cyliftrische  die  Obertöne  zum 


1823)  nr.  76,  p.  298.         1824)  nr.  78,  p.  300. 

1825)  Vgl.  seine  Briefe  an  Euler  vom  März  1789  und  Jan.  1740, 
corresp.  **)  2,  p.  454,  470;  dann  den  Brief  von  Lagrange  an  Euler  vom 
März  1760,  oeuvr.  de  Lagrange  14,  p.  189.  —  Das  Problem  der  conificben 
(conoidischen)  Pfeifen  hatte  S.  J.  Koenig  bereits  1735  gestellt;  Tgl. 
corresp.  ••)  2,  p.  426. 

1826)  Par.  Hist.  1762  (64),  nr.  41,  p.  470. 

1827)  nr.  42,  p.  471.         1828)  nr.  43,  p.  472. 
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Grundton  harmonisch  sind^  dafs  aber  bei  der  ersteren  die  Schwingung»- 
bauche  nicht  in  der  Mitte  zwischen  den  Knoten  liegen. 

Dann  hat  auch  Euler  seine  Untersuchungen  noch  weiter  fort- 
gesetzt ^^'^.  Er  fragt  nach  Fällen,  in  denen  das  Integral  sich  als 
eine  endliche  Summe  von  Gliedern  der  Form: 

y=^Pr{t  ±Cudx\  +  Qr'  {t  ±rudx\  +  Er'  (t  ±J\i dxj     (22) 

darstellen  lä&t,  in  der  P,  §,  i?,  .  .  . ,  t*  bestimmte  Functionen  von  r,  F 
eine  willkürliche  Function,  -T',  i^',  .  .  .  ihre  Ableitungen  bedeuten*"*^). 
Er  beantwortet  diese  Frage  der  Reihe  nach  für  die  Fälle,  dafs  diese 
Summe  aus  einem,  zwei,  drei  Gliedern  besteht,  und  untersucht  ins' 
besondere  ausführlich*®")  die  Fälle  X  =  a?"*  und  X  =  ä-^^  Im 
letzteren  Fall  besteht  jene  Summe  aus  zwei  Gliedern;  die  Bestimmung 
der  zugehörigen  einfachen  Schwingungen  erfordert  die  Auflösung  der 
Gleichung: 

tg«(*-Ä)  =  ,"f^*i  (23) 

nach  n,  woraus  hervorgeht,  dafs  die  Obertöne  zwar  im  allgemeinen 
zum  Grundton  nicht  harmonisch  sind,  sich  aber  mit  wachsender 
Ordnungszahl  harmonischen  Tönen  immer  mehr  nähern.  Zur  genaueren 
Berechnung  ihrer  Schwingungszahlen  bedient  er  sich  der  Reihen- 
umkehrung  18«»). 

In  einer  sich  unmittelbar  anschliefsenden  Abhandlung  i®^^)  be- 
schäftigt sich  Euler  mit  der  Integration  der  Gleichung: 

Er  beseitigt  zunächst  durch  die  Substitution  z  =^  x^u  das  Glied  mit 
der  1.  Ableitung  nach  jr*®**).  Hierauf  versucht  er  wieder  eine 
Integration  in  der  Form*®*^): 

z  ^  AxT{x  ±  at)  +  Bx^'-^^rix  ±  at)  -\ ;  (25) 

er  findet,  dafs  dazu  c  =  —  n(n  —  l)  sein  mufs.  Die  Reihe  bricht 
ab,  wenn  n  eine  negative  ganze  Zahl  ist.  Dann  giebt  er**'*)  eine 
andere  Form  der  Lösung,  in  der  statt  der  Ableitungen  der  willkür- 
lichen Function  ihre  successiven  Integrale  auftreten;  er  sagt  damber 


1829)  Taur.  Mise.  8,   1762/66  (66),  p.  B  27.     Er  wiederholt  zunächst 
seine  frühere  Untersuchung ""). 

1830)  nr.  10,  p.  82.         1831)  nr.  20,  p.  45;  nr.  26,  p.  61. 
1832)  nr.  82,  p.  68.         1883)  ib.  p.  60.         1834)  ur.  13,  p.  67. 
1885)  nr.  16,  p.  69.         1836)  nr.  36,  p.  84. 
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selbst  ^^^:  „toute  Fanaljse  dont  je  me  suis  servi  est  uniqaement 
fond^e  snr  une  heureuse  conjecture  qui  regarde  la  forme  des  inte- 
grales et  que  le  pur  hazard  m'a  quasi  foumie^.  Endlich  giebt  er 
noch^^  eine  Ableitung  aller  dieser  ,^tegrablen^'  F&Ue  aus  dem 
ersten  und  einfachsten  n  »  0:  wenn  ts  der  Gleichung: 

^^^^  a*  dt*  ~  ix*       X* 

genügt  und 

(27)     m  =  I  (-  1  ±  Yl  +  4*),      k'^l'+l±  yr+Ak 

gesetzt  wird,  so  genftgt 

dx        X 


(28)  « =  1^  +  ".' 


der  Gleichung: 

Es  liegen  also  in  dieser  Beziehung  hier  ähnliche  Verhältnisse  vor, 
wie  bei  der  Riccati'schen  Differentialgleichung. 

Vielleicht  älter  als  die  zuletzt  besprochenen  Abhandlimgen 
Euler's,  aber  mit  ihnen  ungefähr  gleichzeitig  erschienen,  ist  eine 
andere,  in  der  er  die  Fortpflanzung  der  von  einem  einzelnen 
Störungscentrum  ausgehenden  Wellen  in  der  Ebene  ^^*)  und  im 
Baume *®**^)  behandelt.  Indem  er  t<  =  s^  setzt,  führt  er  die  (ver- 
allgemeinerte) Gleichung  (2)  über  in: 

wo  für  die  Ebene  n  »  3,  fOr  den  Baum  n  »  4  zu  setzen  ist.  Er 
untersucht  den  allgemeinen  Fall  eines  beliebigen  ft,  fEQut  ihn  auf 
eine  Biccati'sche  Gleichung  zurück ^^^)  und  schlieüst  daraus,  dafs 
man  zwar  nicht  im  Falle  der  Ebene,  wohl  aber  in  dem  des  Baumes 
das  Problem  mit  elementaren  Mitteln  müsse  lösen  können.  In  der 
That  gelingt  es  ihm,  aus  einigen  particulären  Integralen  die  all- 
gemeine Form  zu  erraten: 

(31)  u  ^  Ä(f-^r(ff  +  t)  +  BQ'^r  {q  + 1) 

und  die  Bichtigkeit  dieser  Vermutung  zu  verificiren  *^*). 

1887)  nr.  89,  p.  87.         1888)  nr.  40,  p.  87. 

1889)  Berl.  Eist.  1759  (66),  p.  210. 

1840)  nr.  81,  p.  229  und  continuation,  p.  241.  1841)  nr.  8,  p.  245. 

1842)  nr.  16,  p.  250.  —  An  diese  Abhandlung  schlierst  sich  Beri.  Bist. 
1765  (67),  p.  885,  wo  Euler  den  Versuch  macht,  auch  Wellen  von  end- 
licher Amplitude  in  ähnlicher  Weise  zu  behandeln. 
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Eine  Oesamtdarstellimg  seiner  Untersachnngen  auf  diesem  Ge- 
biete hat  Enler  als  ,,sectio  qnarta^'  [seiner  hydrodynamischen  unter- 
suchnngen]  veröffentlicht^^.  Er  konmit  zuerst  noch  einmal  aus- 
fOhrlich  auf  die  Theorie  der  cylindrischen  Pfeifen,  namentlich  auf 
die  verschiedenen  Verhältnisse  der  Beflexion  an  einem  offenen  ^^ 
und  an  ^em  geschlossenen  ^^^)  Ende  einer  solchen,  zurftok.  Dann 
leitet  er  fOr  die  Schwingungen  in  nichtcylindrischen  Pfeifen  all- 
gemein eine  Differentialgleichung  der  Form  her: 

in  der  Ü^  T  Functionen  von  x  allein  bedeuten  ^^.  In  allen  Fällen, 
in  denen  man  das  allgemeine  Integral  einer  solchen  Gleichung  bis 
dahin  habe  finden  können,  sei  es  von  der  Form  (22),  mit  u  =»  1, 
gewesen;  man  werde  dadurch  veranlafst,  allgemein  zu  fragen,  wie 
die  Differentialgleichung  (32)  beschaffen  sein  müsse,  damit  ihr  ein 
solcher  Ausdruck  mit  n  Gliedern  genüge.  D^  Fall  n  =»  1  giebt 
die  früher  schon  erhaltenen  Resultate  ^^^;  der  Fall  »  »  2  verlangt 
für  die  Meridiancurve  der  Pfeife  die  Gleichung  ^®^): 

im  Falle  n  =»  3  erhält  Euler  für  die  Meridiancurve  eine  Differential- 
gleichung 1.  0.^^,  die  er  nur  unter  einschränkenden  Voraus- 
setzungen integrirt'^.  Zwei  von  den  gefundenen  Fällen  werden 
ausführlieh  discutirt***);  auch  wird  eine  Theorie  der  Zungen- 
instrumente postulirt^^'),  aber  als  zur  Zeit  noch  zu  schwierig  nicht 
in  Angriff  genonmien. 

Inzwischen  hatte  auch  D.  Bernoulli  das  Problem  behandelt ^®^'), 
ohne  von  den  Arbeiten  von  Lagrange****)  und  Euler ^^'^  Kenntnis 
zu  haben.  Infolgedessen  decken  sich  seine  Resultate,  namentlich 
soweit  sie  die  Durchführung  specieller  Probleme  betreffen,  vielfach 
mit  den   bereits  vorher  erhaltenen;  nur  tritt  bei  ihm  natürlich  die 

1843)  Petrop.  N.  Ck)mm.  16,  1771  (72),  p.  282. 

1844)  nr.  21,  p.  300;  nr.  38,  p.  316. 

1846)  nr.  25,  p.  304;  nr.  44,  p.  320.  Auch  den  Fall  einer  in  sich 
zurücklaufenden  Röhre  behandelt  er,  nr.  28,  p.  306. 

1846)  cap.  IV,  p.  349.         1847)  nr.  82,  p.  356. 

1848)  nr.  90,  p.  363.         1849)  nr.  98,  p.  372. 

1860)  nr.  96,  p.  371.  Die  wichtigsten  Resultate  sind  nr.  100,  p.  376 
zuBammeAgestellt. 

1851)  Hyperboloidische  Pfeifen  cap.  V,  p.  377 ;  coniscbe  cap.  VI,  p.  402. 

1852)  nr.  119,  p.  393.         1863)  Berl.  Hist.  1765  (67),  p.  281. 
JahrMb«riobt  d.  Deutacfaen  H«them.-Vereiiiigang.    X.  23 
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Frage  nach  den  möglichen  einfachen  Schwingungen  mehr  in  den 
Vordergrund.  Er  fragt  insbesondere  nach  Fällen,  in  denen  man  der 
Gleichung  durch  einen  Ausdruck  der  Form: 

(34)  y  =*  g  sin|>  sin  kt 

genügen  kann,  in  der  p^  q  Functionen  von  x  allein,  k  eine  Con- 
stante  bedeuten,  und  findet ^^,  dafs  man  q  willkürlich  annehmen, 

p^ Jq'^dx  setzen   und  dann  die  Dicke  als  Function  der  Abscisse 

so  bestimmen  kann,  daCs  die  Gleichung  durch  (34)  erfüllt  wird. 

Euler  hat  das  Verhältnis  dieser  Resultate  D.  Bernoulli's  zu 
seinen  eigenen  noch  selbst  festgestellt.  Er  findet,  dafs  die  Be- 
Stimmung  von  q  zu  einem  gegebenen  Gesetz  der  Dicke  auf  eine 
Differentialgleichung  2.  0.  führt  ^^^),  deren  Integration  durch  ele- 
mentare Functionen  nicht  gelinge.     Dann  discutirt  er  namentlich  die 

Voraussetzimg  q  =  Ylx*  +  iix  +  v  als  die  einzige  ^®^),  die  nicht  nur 
eine  mögliche  Schwingung  einer  bestimmten  Saite,  sondern  alle 
möglichen  Schwingungen  derselben  Saite  liefere.  Er  zeigt,  dafs  der 
durch  seine  früheren  Untersuchungen  ^^^)  vollständig  erledigte  Fall 
X  =  a;~*/>  nicht  unter  diese  Voraussetzung  filllt***^),  und  dafs  anderer- 
seits der  allgemeinste  Fall,  in  dem  diese  Voraussetzung  erfüllt  ist, 
nicht  nach  seiner  früheren  Methode^**)  behandelt  werden  kann*^^). 
Euler  hat  auch  versucht,  von  der  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Stücken  verschiedener  Dicke  zusammengesetzten  Saite  ^^^)  zu  der 
Saite  von  continuirlich  veränderlicher  Dicke  zu  gelangen.  Er  konmit 
zu  der  Vermutung^®**),  dais  die  Schwingungsdauer  des  Grundtons 
einer  solchen  Saite  den  Wert  habe: 

(35)  T  =  2  « J^ , 

das  Integral  erstreckt  über  die  Länge  der  Saite.  Die  Richtigkeit 
dieser  Vermutung  versucht  er  zu  beweisen,  indem  er  das  Integral 
in  Gestalt  einer  unendlichen  Reihe  von  Gliedern  der  Form  (22) 
ansetzt  ^^;  da  er  aber  die  Convergenz  dieser  Reihe  nicht  unter- 
sucht, so  läist  sich  sein.  Beweis  nicht  halten.  In  der  That  ist,  wie 
spätere  Untersuchungen  gezeigt  haben,  die  Gleichung  (35)  nicht 
richtig. 


1854)  nr.  4,  p.  285.         1855)  Petrop.  Acta  1780,  (84),  §  3,  p.  108. 
1856)  §  17,  p.  115.         1857)  §  30,  p.  123.         1858)  §  39,  p.  132. 

1859)  Petrop.  N.  Comm.  17,  1772  (78),  nr.  10,  p.  431. 

1860)  nr.  15,  p.  448. 
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Auch  d'Alembert  hat  sich  mit  der  Integration  der  Glei- 
chung (11)  beschäftigt  und  dabei  einen  wichtigen  Satz  zuerst  aus- 
drücklich bewiesen ^®*^).     Indem  er  versucht,  der  Oleichung: 

CK  =  X^^^  (36) 

durch  das  Product  aus  cos  Xnt  und  einer  Function  i  von  x  allein 
zu  genügen,  erhält  er  für  i  die  Gleichung: 

1^.  -  -  i»«»Xt.  (37) 

Durch  die  Substitution  (vgl.   16): 

t  =  e--^'"  (38) 

gehe  diese  Gleichung  in  eine  Riccati'sche  Gleichung  ^^^)  über,  die 
nach  bekannten  Methoden  behandelt  werden  könne;  allein  es  sei 
erforderlich  zu  untersuchen  —  was  vor  ihm  noch  niemand  gethan 
habe  —  ob  {;  sich  so  bestimmen  lasse,  dafs  es  an  beiden  Enden  der 
Saite  Null  wird.  Er  schreibt  zu  diesem  Zweck  die  Riccati'sche 
Gleichung  in  der  Gestalt: 

dann  mufs  zunächst  a;  =»  0,  p  »  —  oo  ein  Paar  ziisanmiengehöriger 
Werte  der  Variabein  sein.  Sei  nun  im  ganzen  Intervall  X  (das 
seiner  Bedeutung  nach  positiv  sein  mufs)  mindestens  gleich  einer 
Constanten  e\  und  sei  eine  Function  x^  von  p  definirt  durch  die 
Gleichung: 

und  die  Anfangsbedingung:  x  ^  0  für  j>  »  —  oo,  so  folgt,  dafs  x{p) 
beständig  kleiner  bleibt  als  x^^p).     Da  nun 

a-,  =  —  -. —  arc  cot  r-- ,  (41) 

wenn  p  von  —  oo  bis  +  oo  geht,  stetig  wachsend  die  Werte  von 
0  bis  (Ae)~^  durchläuft,  so  folgt,  dafs  x  dabei  Werte  von  0  bis  zu 
einer  Zahl  a  durchläuft,  die  kleiner  als  (Ae)"^  ist     Durchläuft  also 


1861)  Berl.  Hist.  1763  (70),  nr.  8,  p.  241  (Brief  an  Lagrange  vom 
Juni  1769,  in  den  BriefKrechsel  nicht  aufgenommen,  vgl.  aber  oeuvr. 
de  Lagrange  18,  p.  134). 

1862)  Dieser  Terminus  wird  also  schon  damals  von  d'Alembert  in  der 
jetzt  herrschend  gewordenen  allgemeineren  Bedeutung  gebraucht. 

28  • 
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X  die  Werte  von  0  bis  a,  so  geht  p  von  —  oo  bis  +  <x>^  also  t&Ut 
fpdx^  wenn  man  es  mit  unendlich  gtoÜBen  positiven  Werten  be- 
ginnen läfst,  von  diesen  bis  zu  irgend  einem  endlichen  Wert  und 
steigt  dann  wieder  bis  +  ^o;  &lso  steigt  i  von  0  bis  zu  einem 
Maximum  und  fWt  dann  wieder  bis  0,  w.  z.  b.  w.;  „und  man  kann 
iL  so  wählen^  da£s  dieses  0- Werden  in  einem  vorgeschriebenen  Punkt 
der  X'Axe  eintritt"^®**). 

Die  umfangreiche  Abhandlung  8.  D.  Poisson's  über  die  Be- 
wegung der  Gkse  in  cjlindrischen  Röhren  und  über  die  Theorie  der 
Blasinstrumente  enth&lt  in  ihren  ersten  Nunmiem^^  nichts,  was 
nicht  schon  bei  D.  Bemoulli  ***•)  und  Euler  ****)  steht  Dann  be- 
spricht er  den  Fall  einer  in  sich  zurücklaufenden  Röhre;  er  glaubt, 
dafs  man  auf  diesen  die  Theorie  von  D.  Bemoulli  nicht  anwenden 
könne,  da  bei  ihm  B&uche  und  Knoten  überhaupt  nicht  aufmtreten 
brauchten  ^^.  Dann  macht  er  darauf  aufinerksam,  dafs  das  aus 
den  Beobachtungen  sich  ergebende  rasche  Erlöschen  der  Schwingungen 
mit  dieser  Theorie  im  Widerspruch  stehe,  auch  nicht  durch  Reibung 
und  dergleichen  erklärt  werden  könne;  er  findet  den  Grund  dieser 
Divergenz  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  darin,  dafs  weder 
an  einem  offenen  Ende  die  Verdichtung,  noch  an  einem  geschlossenen 
die  Geschwindigkeit  genau  0  sei^^.  So  wird  er  dazu  geführt,  die 
Schwingungen  als  durch  eine  fortwirkende  äufsere  Ursache  erzwungene 
anzusehen  und  das  Problem  so  zu  formuliren,  dafs  an  einem  offenen 
Ende  die  Geschwindigkeit  eine  gegebene  Function  der  Zeit  sein,  an 
einem  geschlossenen  zwischen  der  Condensation  und  der  Geschwindig- 
keit der  Teilchen  ein  bestimmtes  Verhältnis  k  bestehen  soll^^^). 
Er  löst  diese  Aufgaben  unter  Anwendung  der  Euler'schen  Methode 
(§  5);  dabei  deutet  er  die  Resultate  merkwürdigerweise  so,  dafs  er 
behauptet,  erzwungene  Schwing^gen  jeder  beliebigen  Periode  könnten 
in  der  Röhre  bestehen,  nur  gerade  nicht  solche,  wie  sie  die  frühere 
Theorie    als   freie   Schwingungen    geliefert  habe^®^).     Dagegen  sei. 


1868)  nr.  10,  p.  244.  Diese  letztere  Behauptung  würde  allerdings 
noch  einer  genaueren  Begründung  bedürfen;  vgl.  M.  Böcher,  Enc.  d. 
Math.  IIA,  7a,  nr.  1,  p.  440.  —  D^Alembert  läfst  noch  einige  Bemänge- 
lungen der  von  Euler  gegebenen  Reihen  folgen,  sieht  sie  aber  ahbald 
(p.  267)  selbst  wieder  zurück. 

1864)  Par.  Mem.  2,  1817  (19),  nr.  2—10,  p.  807—20  (vom  März  1818 
und  Februar  1819);  Auszüge  Bull.  soc.  philomat.  1818,  p.  48;  1819,  p.  28L 

1865)  nr.  1^,  p.  320.  Thatsächlich  folgt  daraus  nur,  daCs  die  trigono- 
metrischen Reihen  in  diesem  Fall  auch  oonstante  Glieder  enthalten  können. 

1866)  nr.  12,  p.  822.  1867)  nr.  18,  p.  325.  1868)  nr.  28,  p.  848. 
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wenn  der  Factor  k  sehr  grofs  oder  sehr  klein  sei,  die  Lage  der 
Knoten  und  der  Bftuehe  sehr  nahe  dieselbe  wie  in  der  alten 
Theorie  *«•»). 

Ist  die  Pfeife  aus  Stücken  von  verschiedenem  Durchmesser 
zusammengesetzt,  so  nimmt  Poisson  an,  an  der  Übergangsstelle  sei 
die  Verdichtung  beiderseits  dieselbe,  die  Geschwindigkeiten  seien  den 
betreffenden  Querschnitten  umgekehrt  proportional  ^®^^).  Er  behandelt 
die  Schwingungen  auch  hier  als  erzwungene;  die  Oleichung  §  26  (l), 
zu  der  er  auch  seinerseits  gelangt  ^''^),  dient  ihm  infolgedessen  nicht 
dazu,  die  möglichen  Schwingungen  zu  bestimmen,  sondern  die  un- 
möglichen auszuschneiden.  Endlich  behandelt  er  noch  den  Fall,  dafs 
in  einem  und  demselben  Cylinder  von  constantem  Querschnitt  zwei 
verschiedene  Oase  übereinander  geschichtet  sind;  in  diesem  Fall  sind 
die  Geschwindigkeiten  beiderseits  gleich,  die  Condensationen  stehen 
in  constantem  Verhältnis  ^^').  Die  auftretenden  transcendenten  Glei- 
chungen sind  in  diesem  Fall  von  derselben  Art  wie  im  vorigen  ^^^'). 


§  28.     Die  frei  herabhängende  Kette. 

Auch  das  Problem  der  Schwingungen  einer  frei  herabhängenden 
Kette  (§  3)  wurde  in  dieser  Periode  zu  einem  gewissen  Abschlufs 
gebracht.  Zwar  Lagrange ^^''^)  gelangte  bei  der  Behandlung  der 
Schwingungen  eines  mit  beliebig  vielen  Gewichten  belasteten  Pendel- 
fadens nicht  wesentlich  über  die  schon  30  Jahre  vorher  von  D. 
BemouUi')  und  Euler "^  erhaltenen  Resultate  hinaus;  und  dasselbe 
gilt  auch  von  einer  etwas  späteren  Abhandlung  Euler's^^''^).  Lis- 
besondere  fehlt  bei  beiden  der  Beweis,  dafs  alle  Wurzeln  der  Hilfs- 
gleichung, von  der  die  Schwingungszahlen  abhängen,  reell  und  positiv 
sind.  Euler  erwähnt  diesen  umstand  überhaupt  nicht,  Lagrange 
beruft  sich  darauf,  dafs  sonst  die  Ausschläge  ins  Unendliche  wachsen 
könnten,  „ce  qui  serait  absurde'^ ^®^^. 

Dagegen  hat  Euler  gegen  das  Ende  seines  Lebens  das  Problem 
der  frei  herabhängenden  Kette  noch  einmal  direct  in  Angriff  ge- 
nommen ^^^^).      Er    bringt    die    s.    Z.    von   D.    Bemoulli    gefundene 


1869)  nr.  25,  p.  344.         1870)  §  III,  p.  854. 

1871)  nr.  82,  p.  361.    Für  eine  beiderseits  offene  Röhre  erhält  er  nr.  86, 
p.  367,  die  Gleichung  tga^l  cot6i  =  const 

1872)  §  IV,  p.  372.        1878)  nr.  47,  p.  396. 

1874)  Taur.  Mise.  1762/65  (66),  nr.  36;  oeuvr.  1,  p.  63^. 

1876)  Petrop.  N.  Comm.  19,  1774  (75),  p.  285. 

1876)  oeuTT.  1,  p.  538.        1877)  Petrop.  Acta  1781^  (84),  p.  157. 
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Bifferentialgleicliung  §  3  (7)  durch  die  Substitution  x  =  au  auf 
die  Form: 

(1)  ^+1^  =  0 

und  integrirt  sie  durch  die  Potenzreihe  §  2  (2),  die  er  mit  11  (u) 
bezeichnet.  Er  nimmt  den  unteren  Endpunkt  der  Kette  zum  Anfangs- 
punkt der  X  (also  auch  der  u)  und  findet,  dafs  in  ihm  die  Orenz- 
bedingung: 

erfüllt  sein  müsse  ^^^^;  dieser  Bedingung  werde  in  der  That  durch 
die  Reihe  genügt,  sodal^  es  nicht  erforderlich  sei,  ein  weiteres 
Integral  zu  suchen.  Übrigens  werde  ein  solches  durch  bekannte 
Methoden  in  der  Form: 

erhalten ^*^*).  Am  oberen  Endpunkt  x  ^  a  mufs  y  =^  0  sein;  das 
giebt  zur  Bestimmung  einer  Hilfsgröfse  f  die  Gleichung: 


(4)  n(f)  =  0. 


„In  ea  quantitas  incognita  ad  numerum  infinitimi  ascendere  est 
censenda;  unde  etiam  innumeri  valores  idonei  huius  quantitatis  f 
resultabunt*^."  Jede  dieser  Wurzeln  f  fClhrt  zu  einer  particulftren 
Lösung  des  Problems;  durch  Superposition  erhalte  man  eine  all- 
gemeine in  der  Form: 

(5)  »-2'^-"(s)-('l^)- 

Um  hieraus  die  Lösung  für  einen  gegebenen  Anfangszustand  ab- 
zuleiten, würde  es  erforderlich  sein,  die  unendlich  vielen  Gonstanten 
A^  diesem  Anfangszustand  gemäfs  zu  bestimmen:  „quod  certe  opus 
omnes  vires  analjseos  longe  esset  superaturum"^***). 

Dagegen  geht  Euler  noch  näher  auf  die  Berechnung  der  Wurzeln 
der  Gleichung  J7(u)  «  0  ein.    Indem  er  die  reciproken  Werte  der- 


1878)  §  17,  p.  165.         1879)  §  22,  p.  169. 

1880)  §  10,  p.  162.  Selbst  wenn  dieser  Schlufs  zwingend  w&re,  würde 
doch  noch  nicht  daraus  folgen,  dafs  alle  diese  Wurzeln  reell  und  positiv 
sein  müfsten. 

1881)  S  14,  p.  164. 
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selben  mit  a^  ß^  y^  .  ,  .  bezeichnet  und  ohne  weiteres  yoraussetzt,  das 
Prodttct: 

(1  —  au)  (1  —  ßu)  (1  —  ytt)  .  .  .  (6) 

conyergire  und  stelle  die  Function  17 (ti)  dar,  schlieM  er,  dafs  die 
Coefßcienten  der  Reihe  die  elementaren  synmietrischen  Functionen 
dieser  a^  ß^  y^  .  . .  seien  ^^');  daraus  leitet  er  fttr  ihre  Potenzsummen 
die  Werte  ab: 

2'«=!,      2'«*=T.     2'«'=»'     2'''*=«'-- 
und  folgert,  dafs  jedenfalls: 

sein  müsse.     Andererseits  ergeben  sich  ihm  aus  der  Ungleichung: 

untere  Schranken  fttr  c,  n&mlich*®*^): 

«>¥.     «>f     «>iV 
So  findet  er  nach  wenigen  Schritten  auf  6  Stellen  genau: 

«-*=  1,445795. 

Indem  er  die  Potenzen  des  so  gefundenen  Wertes  überall  abtrennt, 
erhäk  er  durch  dieselbe  SchluDsweise  /3~*^=  7,6658.  Weiterhin 
werde  das  Verfahren  zu  ungenau;  doch  giebt  er  noch  y^^^^^  18,63  an. 
Unmittelbar  an  diese  Abhandlung  Euler's  schliefst  sich  noch 
ein  kleiner  Aufsatz  über  die  Störung  der  Bewegung  einer  Saite 
durch  ihr  eigenes  Gewicht ^^^).  Er  findet,  dafs  eine  horizontale 
schwere  Saite  um  ihre  Gleichgewichtslage  ebenso  schwingt,  wie  eine 
gewichtslose  Saite  imi  die  ihrige  ^^.  Dagegen  erhält  er  für  die 
Bewegung  einer  verticalen  schweren  Saite  dieselbe  Differential- 
gleichung, wie  für  die  der  frei  herabhängenden  Kette  (was  er  zwar 
nicht  ausdrücklich  sagt).  Da  die  Grenzbeding^gen  andere  sind,  ist 
er  diesmal  yeranlafst  sich  auch  mit  dem  Integral  (3)  näher  zu  be* 
schäftigen;   er  giebt  für  dasselbe   eine  Entwicklung  der  Form^^: 


1882)  §  26,  p.  178.         1888)  §  28,  p.  174. 

1884)  ib.  p.  178. 

1886)  §  7,  p.  182.  Die  Gleichgewichtsfic^  wird  unter  Yoranssetzung 
unendlich  kleiner  Abweichung  yon  der  geraden  Linie  als  Parabelbogen 
angesehen. 

1886)  §  16,  p.  187. 
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(7)  n(u)  logt«  +  »u  +  (Ett*+  2)tt«+  ffiu*+  •  •  • 

mit: 

»  =  - 

^       14     4^14' 
(^^     *^  ^  1.49-9  "'"  1  -  4  •  4  .  9  "^  149 ' 

®       14916    16"^149916"^l-4-4-9.16"*"l4916» 


§  29.     Schwingende  Lamellen. 

Auch  das  Problem  der  schwingenden  Lamelle  hat  Euler  in 
späteren  Jahren  noch  einmal  vorgenonmien.  Er  führt  es  auf  die 
Differentialgleichung  ^^') : 

zurück,  muDs  jedoch  zugeben,  dafs  er  das  vollständige  Integral  dieser 
Gleichung,  das  4  willkürliche  Functionen  enthalten  müsse,  auf  keine 
Weise  habe  finden  können  ^^^).  Auch  die  Benutzung  unendlidier 
Reihen  bringe  wenig  Grewinn^^*).  Daher  begnügt  er  sich  mit  der 
Behandlung  einfacher  Schwingungen;  er  findet  für  sie: 

(2)  y  =  cose*^  {^cosea;  +  B8inÖa;+  Ca^' +  Be'^*]- 

Zur  Bestimmung  der  Gonstanten  0,  Ä^  J?,  C,  D  dienen  die  Grenz- 
bedingungen; Euler  zeigt,  dais 

(3)  an  einem  festen  Ende:       y  =  0,     -^—  =  0; 

(4)  an  einem  freien  Ende:    ö"  *  =  0,     x-?  ==  0 

^  ^  ox  ox* 

sein  mufs***^).  Aulserdem  betrachtet  er  auch  noch  den  Pall^*^), 
dafs  ein  Ende  nur  durch  einen  Stift  befestigt  ist,  um  den  es  sich 
noch  drehen  kann  (stjlo  defixa);  in  diesem  Fall  sei  dort: 

1887)  Petrop.  N.  Comm.  17,  1772  (73),  nr.  9,  p.  466.  —  Wegen  der 
bei  der  Ableitung  der  ([Gleichung  eingefahrten  Vemaehlässigungen  ver- 
gleiche man  auch  A.  J.  Lexell,  Petrop.  Acta  1781,  (86),  §  6,  p.  194. 

1888)  nr.  11,  p.  467.         1889)  nr.  12,  p.  469. 
1890)  nr.  10,  p.  467.         1891)  nr.  24,  p.  472. 
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Indem  er  diese  Möglichkeiten  ftkr  die  beiden  Enden  der  Lamelle  mit- 
einander combinirt,  erhält  er  6  Probleme  ^^:  bei  einem  derselben 
h&ngt  die  Bestimmung  der  möglichen  Schwingungszahlen  ab  von  der 
Auflösung  der  transcendenten  Gleichung  ^^^): 

2--cosf(cf+e-0;  (6> 

bei  zweien  von^®**): 

2-       cost(c^^+c-0;  (7> 


bei 

zweien 

von"**): 

bei 

einem 

einfach  von  **••): 

oder:     c«C«tg(f+Y);  («> 


sin  t «»  0.  (9> 

Bei  diesem  letzteren  verhalten  sich  die  Schwingungszahlen  der  Ober- 
töne wie  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen.  Die  Wurzeln  der 
Gleichung  (6)  haben  die  Form: 

in  der  unter  den  co  kleine  positive  Gröfsen  zu  verstehen  sind;  Euler 
entwickelt  beide  Seiten  der  Gleichung  nach  Potenzen  von  co,  behält 
nur  die  4  oder  5  ersten  Glieder  bei  und  betrachtet  die  kleinste^ 
Wurzel  der  so  entstehenden  abgekürzten  Gleichung  als  genügenden 
Näherungswert  für  co.  Die  Wurzeln  von  (7)  —  abgesehen  von  der 
unbrauchbaren  Wurzel  t=0  —  sind  ebenso ***'): 


die  von  (8): 


2    +«'1' 

hn 
2 

»«» 

7« 
2     +  »Bi 

6« 
4          «1' 

9ie 

4 

-«ii 

18« 
4          «»•, 

(11) 


(12) 


Dabei  nehmen  in   allen  Fällen  die  »  mit  wachsendem  Index  sehr 
rasch  ab. 


1892)  Er  numerirt  nur  fOnf ,  indem  er  das  erste  nicht  mitzählt. 
1898)  nr.  16,  p.  461.         1894)  nr.  28,  p.  469  und  probl.  V,  p.  481. 

1896)  nr.  24,  p.  472  und  nr.  27,  p.  479.         1896)  nr.  26,  p.  476. 

1897)  Diesen  FaU  behandelt  auch  ausführlich  Giord.  Biccati  (Soc. 
Ital.  Mem.  1,  1782,  p.  444),  im  AnBchlafs  an  Enler^s  ältere  Untersuchungen''). 
Er  berechnet  die  sechs  ersten  Wurzeln  von  (7)  auf  zehntansendstel  Bogen - 
secunden  (p.  486)! 
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Zum  Schlafs  behandelt  Euler  auch  noch  den  Fall,  dafs  die 
Lamelle  an  beiden  Enden  frei,  in  der  Mitte  um  einen  Stift  drehbar 
ist;  er  zeigt,  dafs  in  diesem  Fall  sowohl  die  Wurzeln  der  Gleichung  (6) 
Als  die  der  Gleichung  (8)  Lösungen  des  Problems  geben  ^^^). 

Kurz  vor  seinem  Tode  kommt  Euler  noch  einmal  auf  den 
Gegenstand  zurück.  Er  giebt  als  Näherungswert  far  das  o^  der 
Gleichung  (7),  indem  er  sie  auf  den  ersten  Grad  reducirt^***): 


+  (¥) 


und  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  in  diesem  Falle  die  Lamelle  bei 
der  n^^  Lösung  mit  n  -\-  2  Knotenpunkten  schwingt.  Für  die 
Gleichung  (6)  giebt  ihm  die  Anwendung  derselben  Vereinfachung 
keine  genügend  scharfe  Näherung  ^^^);  er  ergänzt  sie  daher  noch 
durch  eine  Art  von  doppeltem  falschen  Ansatz.  Auch  die  übrigen 
Fälle  der  vorhergehenden  Abhandlung  discutirt  er  nach  dieser  Rich- 
tung; aufserdem  aber  behandelt  er  noch  den  Fall,  dafs  sich  die 
Lamelle  an  beiden  Enden  und  auch  noch  an  einem  dazwischen  ge- 
legenen Punkte  um  je  einen  Stift  drehen  kann^^^).  Er  nimmt  an, 
dafs  dann  an  der  Übergangsstelle  Tangentenrichtung  und  Exünmiung 
beider  Teile  übereinstimmen  müssen;  die  aus  dieser  Forderung  sich 
ergebende  transcendente  Gleichung  für  die  Schwingungszahlen  ^^ 
discutirt  er  wegen  ihrer  allzu  grofsen  Complicirtheit  nur  für  den 
Fall  weiter,  dafs  die  Stifte  sich  in  gleichen  Abständen  voneinander 
befinden.  Er  kommt  zu  dem  Resultat,  dafs  in  diesem  Fall  zwei 
verschiedene  Arten  von  Schwingungen  möglich  sind,  solche,  bei  denen 
jedes  Stück  so  für  sich  schwingt,  wie  wenn  es  an  seinen  beiden 
Enden  um  einen  Stift  drehbar  befestigt  wäre,  und  solche,  bei  denen 
jedes  Stück  für  sich  so  schwingt,  wie  wenn  die  Mitt«  fest  ein- 
gespannt wäre. 

Zum  Schluis  behandelt  Euler  noch  den  Fall  einer  in  sich 
zurückkehrenden  (ringförmigen)  Lamelle ^^').  Er  findet,  dais  in 
diesem  Fall  die  Exponentialfunctionen  der  Abscisse  aus  der  Lösung 
herausfallen  müssen  und  nur  die  trigonometrischen  Functionen  übrig 
bleiben. 


1898)  probl.  VI,  p.  488. 

1899)  Petrop.  Ad»  1779^  (82),  §  17,  p.  192.         1900)  §  31,  p.  186. 
1901)  §  i5,  p.  160.         1902)  §  i7,  p.  154. 

1908)  §  68,  p.  169.     Nähere   Ausführung   bei  M.  Golovin,   Petrop. 
Acta  1781,  (85),  p.  176. 
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§  30.     Ansätze  zur  Behandlung  von  Problemen,   in  denen 
aufser  der  Zeit  mehr  als  eine  Baumcoordinate  auftritt. 

Bei  allen  bisher  besprochenen  Untersuchungen  hatten  wir  ea 
mit  Vorgängen  zu  thun,  die  aufser  von  der  Zeit  nur  von  einer  ver- 
änderlichen Baumcoordinate  abhingen  und  deren  Lösung  infolgedessen 
nur  die  Entwicklung  von  Functionen  einer  Variablen  in  Beihen 
von  vorgeschriebener  Form  verlangte.  In  der  That  ist  das  18.  Jahr- 
hundert nicht  wesentlich  darüber  hinaus  gelangt;  immerhin  findet 
sich  bereits  ein  oder  der  andere  Ansatz,  an  den  in  späterer  Zeit 
wieder  angeknüpft  werden  konnte.  So  hat  Euler  bereits  1759^^ 
das  Problem  der  Schwingungen  einer  Membran  in  Angriff  genommen 
und  auf  die  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung: 

zurückgeführt.  Er  sucht  zunächst,  in  Verallgemeinerung  des  bei 
Differentialgleichungen  mit  zwei  Variabein  geübten  Verfahrens,  eine 
Lösung  in  Gestalt  eines  Productes  aus  drei  Factoren,  von  denen 
jeder  nur  von  einer  der  drei  Variablen  x^  y,  t  abhängt;  er  findet,  dafs: 

^  =  sin  {at  +  «)  sin  {ßx  +  83)  sin  (yy  +  (I)  (2) 

eine  solche  Lösung  ist,  wenn  die  Constanten  a,  /?,  y  der  Bedingung: 

«»-i3*+y«  (3) 

genügen  ^^^).  Auch  erkennt  er,  dafs  diese  Lösung  einer  rechteckigen 
Membran  zugehört,  die  an  den  Bändern  ringsum  befestigt  ist.  Um 
weitere  Lösungen  zu  finden,  transformirt  er  die  Gleichung  (1)  auf 
Polarcoordinaten,  in  denen  sie  lautet  ^^^): 

ae*       r  dr  ^  dr*  ^  r«  ag>«  ^^ 

und  versucht  ihr  durch  einen  Ausdruck  der  Form: 

iP  »  u  sin  a<  sin  |?9  (5) 

zu  genügen,  in  der  u  eine  Function  von  r  allein  sein  soll;  er 
findet  **^^,  dafs  dann  u  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  ge- 
nügen mufs: 


1904)  Vgl.  seinen  Brief  an  Lagrange  ^^'^).    Publicirt  ist  seine  Unter- 
suchung erst  Fetrop.  N.  Gomm.  10,  1764  (66),  p.  248. 

1905)  nr.  7,  p.  847.        1906)  nr.  16,  p.  264. 
1907)  nr.  16,  p.  266. 
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(6)  r-f)«  +  75F  +  IFf  =  0- 
Ihirch  die  Substitution: 

(7)  «  =  e«'  ' 

geht  diese  über  in  die  Gleichung  erster  Ordnung: 

(«)  ^  +  '-^^  +  «•'•  =  0, 

die  sich  ihrerseits  in  eine  Biccati'sche   Gleichung  flberffthren,   also 

nur  dann  durch  elementare  Functionen  integriren  lasse,  wenn  ß  ein 

ungerades  Vielfaches  von  1/2  sei.  „Confngiamus  ergo  ad  series'^; 
er  findet^^W). 

l-2-3.(P+l)(P  +  2)(jJ+3)\2/^        ^  J 

Für  eine  kreisförmige  Membran  sind  als  Werte  von  ß  die  positiven 
ganzen  Zahlen  zulässig.  Soll  für  r  »  a  (d.  h.  am  Bande)  u  ^  0 
werden,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  zulässigen  Werte  von  er 
eine  transcendente  Gleichung,  von  der  Euler  ohne  Beweis  angiebt, 
dafs  sie  unendlich  viele  Wurzeln  habe,  „ex  quo  infiniti  soni  simplicea 
resultabunt".  Überdies  versucht  er  von  dieser  Lösung  auch  für 
andere  als  kreisförmige  Membranen  Nutzen  zu  ziehen  ^^^),  indem  er 
eine  Entwicklung  der  Form  ansetzt: 

,     .     z  «  sin(«^  +  a)  {Ai:(r,  0)  +  B£(r,  l)  8in(9  +  83)  + 
^     ^  +OZ(r,l)8in(2  9> +  (£)  +  •••} 

und  nun  verlangt,  die  Coefficienten  so  zu  bestimmen,  dafs  jt »  0  die 
Gleichung  der  gegebenen  Bandcurve  wird.  Doch  giebt  er  diesen 
Versuch  alsbald  wieder  auf. 

Noch  weniger  weit  durchgeführt  ist  Euler's  ^,tentamen  de  sono 
campanarum^' ^^^^).  Er  zerlegt  die  Glocke  in  elementare  Kreisringe; 
für  die  Bewegung  eines  solchen  findet  er  die  Differentialgleichung^^^^): 

1908)  nr.  17,  p.  266.  Hier  treten  also  die  später  so  genannten 
Cjlinderfunctionen  mit  beliebigem  Index  auf;  Euler's  £{r,  ß)  ist 
bis  auf  einen  Zahlenfactor  dasselbe,  was  jetzt  mit  Jß(ccr)  bezeichnet  wird. 

1909)  nr.  20,  p.  269. 

1910)  Fetrop.  N.  Comm.  10,  1764  (66),  p.  261.  Ein  hierher  gehöriges 
Brachstück  auch  op.  postnma  2,  Fetrop.  1862,  p.  129.  Vgl.  auch  Lex  eil  '^"^ 
und  Golovin"«"). 

1911)  nr.  10,  p.  269. 
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und  als  ein  Integral  yon  ikr,  nach  Beseitigung  ungeeigneter  Lösungen, 
die  Ezponentialfimctionen  enthalten: 

y  =  il  sinÄa?  sin  (ä^Vä^-i)  ,  (12) 

wo  h  zunächst  jede  ganze  Zahl  bedeuten  und  jeder  Sinus  auch 
durch  einen  Cosinus  ersetzt  werden  kann.  Aus  diesen  Lösungen  für 
die  einzelnen  Ringe  versucht  er  dann  eine  solche  für  die  ganze 
Glocke  zusammenzusetzen,  betont  aber  selbst  zum  Schlüsse,  man 
dürfe  seinen  Versuchen  keine  gröDsere  Tragweite  beilegen,  als  es  die 
ausdrücklieh  ausgesprochenen  Hypothesen  gestatteten.  Übrigens 
müssen  sie  den  Zeitgenossen  grofsen  Eindruck  gemacht  haben; 
darauf  Iftfst  wenigstens  D.  Bemoulli's  Äujäerung^^*)  schliefsen: 
„campanae  aut  tympana  de  quibus  .  .  .  solus  incomparabilis  Eulerus 
agere  ausus  est.^ 

Lagrange  hat  auch  einen  Versuch  gemacht,  die  allgemeinen 
hydrodynamischen  Gleichungen  (in  ihrer  sogenannten  Lagrange'schen 
Form)  zu  integriren^^'*).  Er  multiplicirt  beiderseits  mit  Multipli- 
catoren  X,  Jlf,  N^  addirt  und  integrirt  über  den  von  der  Flüssigkeit 
eingenommenen  Baum.  Die  erhaltenen  dreifachen  Litegrale  formt  er 
durch  partielle  Litegration  lun;  dann  unterwirft  er  JD,  Jf,  N  als 
Functionen  der  Anfangscoordinaten  a,  &,  e  der  Flüssigkeitsteilchen 
den  drei  Gleichungen: 

a*i     a«jf     d^N      , 

dadc  ^  dhdc  ^  cc^' 

und  de]\jenigen  Bedingungen,  die  erforderlich  sind,  damit  die  bei  der 
Umformung  auftretenden  Doppelintegrale ^^^^)  wegfallen;  „et  c'est 
par  la  qu'on  determinera  toutes  les  constantes  que  Tintegration  aura 
entrainees,  comme  aussi  la  constante  k  qui  ne  pourra  manquer 
d'ayoir  autant  de  valeurs  diff^rentes  qu'il  y  a  de  particules  mo- 
biles"*^**).    Sind  L,  Jlf,  iV  so  bestimmt,  so  genügt  die  Function: 


1918)  Petrop.  N.  Comm.  19,  1774  (76),  §  6,  p.  249. 
1918)  Taur.  Mise.  2,  1760/61,  chap.  V,  §  H;  oeuvr.  1,  p.  268. 
1914)  Die  man  jetzt  als  Oberflächenintegrale  schreiben  würde.    Vgl. 
die  nähere  AusfOhrung  nr.  62,  p.  288. 

1916)  nr.  46,  p.  266.    Vgl.  übrigens  »), 
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(14)  s=^  I  I  nxL  +  yM  +  zN)dadbdc 

(das  Integral  genommen  über  den  mit  Flüssigkeit  erfüllten  Baum) 
der  Gleichung: 

(15)  g^  =  kC8, 

Weiterhin  begnügt  er  sich  mit  der  Aufsuchung  particulärer  Lösungen, 
namentlich  zur  Erklärung  der  Reflexion  der  Wellen  ^*^*).  Schlielslich 
▼ersucht  er  aus  seinen  Ergebnissen  eine  Theorie  der  Blasinstrumente 
zu  entwickeln:  er  gelangt  durch  ziemlich  umständliche  Rechnungen 
zur  Zusanmiensetzung  der  allgemeinen  Lösung  durch  Superposition 
einfacher  Schwingungen  für  beliebige  Gestalt  der  Begrenzungs- 
fläche ^*^^,  bricht  aber  dann  ab  mit  der  Erklärung****):  diese  Con- 
struction  sei  für  die  Erklärung  der  Bewegung  kaum  von  Nutzen^ 
da  die  Reihen,  wegen  der  Abhängigkeit  ihrer  Coefficienten  von  den 
willkürlichen  Daten,  nicht  als  conyergent  angesehen  werden  könnten. 
Endlich  würde  hier  noch  zu  erwähnen  sein,  dals  Jacob  IL 
Bernoulli  versucht  hat,  die  Differentialgleichung  einer  schwingenden 
elastischen  Platte  aufzustellen  ****).  Indem  er  die  Platte  durch  ein 
Doppelsjstem  zu  einander  senkrechter  Lamellen  ersetzt,  kommt 
er  auf: 

'^^*^>'  dx*  "^  dy*  ^  c* ' 

betrachtet  dieses  Resultat  aber  selbst  mit  Mifstrauen  und  findet  auch, 
dafs  die  aus  ihm  gezogenen  Folgerungen  (er  bestimmt  Integrale  der 
Form  z  =-  f{x)  •  ^(y))  mit  Ghladni's  Experimenten  nicht  überein- 
stimmen. 

Wie  man  sieht,  sind  alle  in  diesem  Abschnitt  besprochenen  Unter- 
suchungen zu  keinem  rechten  Abschlufs  gekommen.  Der  Grund  hierfür 
lag  vor  allem  in  dem  Mangel  eines  Satzes,  der  —  wie  der  Satz  §  18  (4) 
für  die  harmonischen  trigonometrischen  Entwicklungen  —  auch  für 
die  angesetzten  allgemeineren  Entwicklungen  die  Bestinmiung  der 
Coefficienten  ermöglicht  hätte.  Ein  Weg  zur  Ableitung  eines  solchen 
Satzes  ist  zuerst  für  Entwicklungen  ganz  anderen  Ursprungs  ge- 
funden worden,  zu  deren  Darstellung  wir  uns  jetzt  wenden  müssen. 

1916)  nr.  62,  p.  287. 

1917)  chap.  VI,  p.  298.    Die  Beziehung  dieser  Entwicklungen  zu  den 
neuerdings  von  H.  Foincar^  (Pal.  Bend.  8,  1894,  p.  57)  zum  gleichen 
Zwecke  angewandten  aufzuklären  wäre  vielleicht  noch  ein  interessantes. 
Problem. 

1918)  nr.  68,  p.  316.         1919)  Petrop.  N.  Acta  1787  (89),  p.  197. 
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Fünfter  Abschnitt. 

Die  Gestalt  der  HimmelskSrper  und  die  Entwickliing  nach 

Ev^lfenctionen. 

§  31.     Die  Legendre^schen  Polynome. 

Das  Problem  der  Anziehung  eines  Ellipsoids  und  das  mit  ihm 
enge  zusammenhängende  Problem  der  Gleichgewichtsfigur  einer 
rotirenden  Flüssigkeitsmasse,  deren  Teilchen  einander  nach  dem 
Newton'schen  Gesetze  anziehen,  waren  seit  Newton  mehrfach  be- 
handelt worden;  in  Zusammenhang  mit  dem  Gegenstande  dieses 
Berichtes  treten  jene  Probleme  erst  durch  die  Untersuchungen  von 
A.  M.  Legendre^^*^).  Er  behandelt  das  Problem  der  Anziehung 
eines  Botationssphäroids,  d.  h.  eines  wenig  von  einer  Kugel  ver- 
schiedenen Rotationskörpers  (den  er  überdies  als  gegen  die  Äquator- 
ebene symmetrisch  voraussetzt)  in  folgender  Weise '*'^):  Er  drückt 
zuerst  die  in  die  Richtung  des  Radius  Yectors  fallende  Anziehungs- 
componente  aus  durch  das  dreifache  Integral: 

JJJ  (r«~  2  rr' cos  y  +  O'/«      '  ^   ^ 

in  dem  r  den  Radius  Vector  des  angezogenen  Punktes,  r'  den  eines 
Punktes  des  anziehenden  Körpers,  y  den  Winkel,  unter  dem  diese 
beiden  Punkte  vom  Mittelpunkt  des  letzteren  aus  erscheinen,  dt  das 
Volumenelement  bedeuten.  Dann  entwickelt  er  die  zu  integrirende 
Function  nach  Potenzen  des  Verhältnisses  r'/r  in  die  Reihe: 

^\  (l  +  3P,(co8y)^  +  5P,(co8y)^  +  7P,(co8y)^  +  ...).     (2) 

Die  Coefficienten  dieser  Reihe  werden  rationale  ganze  Functionen 
von  cos}^;  er  giebt  die  vier  ersten  derselben  in  einer  Form  an,  aus 
der  man  das  allgemeine  Gesetz  ablesen  kann.  Wird  das  Volumen- 
element in  Polarcoordinaten  durch  r'^  siaO'dO'd^'  ausgedrückt,  so 
läfst  sich  die  Integration  nach   r  unmittelbar  ausftlhren;  sie  giebt; 


1920)  Wegen  des  Zeitverh&ltnisses  der  Arbeiten  von  Legendre  und 
La  place  auf  diesem  Gebiete  vergleiche  man  die  Nach  Weisungen  von 
E.  Heine,  Kugelfxmctionen  1,  2.  Aufl.,  Berl.  1878,  p.  2. 

1921)  Par.  sav.  [^tr.]  10,  1786,  nr.  9,  p.  418  (aus  dem  Jahre  1783, 
vgl.  Par.  Hist.  1783  (86),  p.  28). 
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<3)  -^//(^+ f i».(cosy):^  +  |i'4(co8y)|l+-)sine'd«'d*', 

wenn  B  ^  f(ß')  der  Wert  von  r'  an  der  Oberfläche  des  Sphäroids 
ist  Es  ist  dann  zun&clist  nach  ^'  zu  integriren  und  ro  diesem 
Zwecke  cos;'  durch  die  Polarcoordinaten  0,  ^  und  0\  ^}'  der  beiden 
Punkte  auszudrücken: 

(4)  cos  y  =  cos  ö  cos  ö'  +  sin  ö  sin  ö'  cos  if;' 

(da  er  es  mit  einer  Botaüonsfi&che  zu  thun  hat,  kann  er  unbeschadet 
der  Allgemeinheit  ifi  »  0  annehmen).     Mit  Hilfe  der  Gleichimg: 

n 

<5)  |-  /  JP, n  (cos  y)di\,'^Ptn  (cos  Ö)  Pt  n  (cos  O') 

0 

kann  das  schliefsliche  Resultat  auf  die  Form: 


gebracht  werden;  dabei  bedeuten: 


0)  «,=  f^  /j?"+»Pt«(cosÖ')Bine'de' 


=  ^/^"*' 


Crröfsen,  die  nur  noch  von  der  Gestalt  der  Meridianomre  des  Sphä- 
roids abhängen  ^^^).  Aus  dieser  Gleichung  leitet  er  dann  auf  Grund 
einer  Mitteilung  von  Laplace  die  entsprechende  Entwicklung  ffir  das 
Potential  und  aus  dieser  wieder  die  fELr  die  zum  Radius  Vector 
senkrechte  Anziehungscomponente  ab^*^'). 

Legendre's  zweite  Abhandlung  ^*'^)  bringt  zunächst  einige  Sätze 
Hber  die  Coefßcienten  der  Entwicklung  (6),  vor  allem  den  folgenden: 

1 

(8)  Jf{x')Ptn{x)dx^Q 


u 


fOr  jede    rationale   ganze  Function  f  von  a:^   deren  Grad  n  nicht 
erreicht  ^••*).    Aus  ihm  leitet  er  weiter  die  beiden  Gleichungen  ab^***): 

1922)  nr.  18,  p.  421. 

192S)  nr.  14,  p.  421.  Das  Auftreten  der  Coeföcienten  1,  8,  6,  7,  .  .  . 
in  der  Entwicklung  (2)  läfst  ▼ermuten,  dafs  Legendre  ursprflnglich  zuerst 
das  Potential  entwickelt  hat. 

1924)  Par.  Eist.  1784  (87),  p.  870  (vom  Juli  1784). 

1925)  nr.  8,  4,  p.  372. 
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1 

/>-iii>     r\j  n(»  — 2) .  .  .  (n  — 21»  + 2)  .v 


und: 


1 


0  für  m^ni 

1  ^  (10) 

W  =  W. 


1 

Pi«(«)P«m(«)rf«- 

lm  +  1     " 

Femer  beweist  er,  dafs  die  Ntdlstellen  einer  jeden  der  Functionen 
P%n(x)  reell,  voneinander  yerscbieden,  paarweise  entgegengesetzt 
gleich  und  absolut  kleiner  als  1  sind^*'*):  Da  nach  (8): 

1 


f' 


ist,  kann  P%n{x)  nicht  im  ganzen  Interyall  dasselbe  Zeichen  be- 
halten. Es  hat  also  mindestens  eine  Nullstelle  a  zwischen  0  und  1, 
und    folglich   als    gerade  Function   auch  die  entgegengesetzte  —  a, 

kann  demnach  gleich  (a^—  a^P  gesetzt  werden,  unter  P  eine  ganze 

Function  (n  —  l)****  Grades  von  x*  verstanden.    Ist  »  >  1  >  so  ist 

auch: 

1  1 

C{^-a^^Pdz=   C{(x?'^a^P%n{x)d»^0, 

also  kann  P  nicht  im  ganzen  Intervall  sein  Zeichen  behalten;  u.  s.  t 
Endlich  giebt  er  den  Ausdruck  von  Psi«(co8y)  durch  die  Cosinus 
der  Vielfachen  von  y  und  schliefst  aus  ihm,  dals  P%n  im  Intervall 
die  Ghrenzen  db  1  nicht  überschreitet  ^^^. 

Indem  Legendre  dann  den  gefundenen  Ausdruck  des  Potentials 
in  die  Bedingung  fOr  das  Gleichgewicht  einer  rotirenden  Flüssigkeits- 
masse  einsetzt,  gewinnt  er  die  Gleichung  des  Meridians  der  Gleich- 
gewichtsfigur in  Gestalt  einer  nach  seinen  Poljnomen  fortschreitenden 
Reihe ^^^).  Er  ist  der  Meinung,  dals  die  gefundene  Gleichung  alle 
möglichen  Gleichgewichtsfiguren  umfassen  müsse;  bevor  man  aber 
weitere  Schlüsse  aus  ihr  ziehe,  sei  es  gut,  zu  bemerken,  dals  die 
Reihe  convergire,  wenigstens  für  ein  von  der  Kugel  hinl&nglich  wenig 
abweichendes  Sphftroid.  Er  macht  deswegen  darauf  aufmerksam,  dafs 
in  dem  Integral: 


1926)  nr.  6,  p.  874.        1927)  nr.  7,  p.  876. 
1928)  nr.  9,  p.  879. 
JahrttbcriQht  d.  Deutschtn  MAthein.-Vereinigung.    X.  24 
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(11)  3fc  IpPinäx, 


h- 


von  dem  sich  das  allgemeine  Olied  der  zu  untersuchenden  Reihe  bei 
hinlänglich  groüsem  n  beliebig  wenig  unterscheidet,  die  positiven  und 
die  negativen  Bestandteile  sich  um  so  besser  gegenseitig  zerstörten, 
je  gröfser  n  sei^^**).  „Pour  nous  en  assurer  d'une  mani&re  plus 
pr^ise'^  schätzt  er  noch  das  Integral  (9)  ab;  er  findet,  daCB  es  ftb: 
grofse  Werte  von  m  von  derselben  Gröfsenordnung  wie  (2  m)'""'"*/* 
ist^*^).  Auch  ftlr  andere  „sehr  ausgedehnte"  Fälle  hält  er  den 
Convergenzbeweis  ftlr  möglich;  doch  läTst  er  sich  nicht  darauf  ein. 
Dagegen  zeigt  er  noch,  wie  man  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (10) 
durch  gliedweise  Integration  folgern  könne,  daüs  eine  gegebene 
Function  von  z^  sich  nur  auf  eine  Weise  in  eine  nach  den  P%n{?^ 
fortschreitende  Beihe  entwickeln  lasse  ^**^). 

Erwähnt  sei  hier  noch  S.  D.  Poisson's  Anwendung  der  Reihen- 
entwicklung nach  Legendre'schen  Polynomen  auf  die  Bestimmimg  der 
Elektricitätsverteilung  auf  zwei  Kugeln  ^^').  Auf  die  Frage  nach 
der  Entwickelbarkeit  einer  willkürlichen  Function  läfst  er  sich  dabei 
nicht  ein,  sondern  sagt  nur:  „je  la  con9ois  d4velopp4e" ^^''). 


§  32.     Die  Eugelfunctionen  von  zwei  Veränderlichen. 

Während  sich  die  Untersuchungen  von  Legendre  auf  Rotations- 
körper beschränkten,  hat  P.  S.  de  Laplace^*^*)  zuerst  den  all- 
gemeinen Fall  eines  beliebigen  Sphäroids  ins  Auge  gefaOsi  Er  geht 
aus  von  dem  Satze:  das  Potential,  das  ein  beliebiger  Körper  auf 
einen  aufserhalb  gelegenen  Punkt  mit  den  Polarcoordinaten  r, 
fi-"cos0,  if;  ausübt,  genügt  als  Function  dieser  Coordinaten  der 
partiellen  Differentialgleichung  ^*'^) : 

1929)  nr.  11,  p.  881.  p  bedeutet  eine  Function  von  o^,  k  eine  Con- 
staute. 

1980}  nr.  12,  p.  381.         1981)  nr.  18,  p.  888. 

1982)  Far.  M^m.  1811  (18),  p.  1  (vom  Mai  u.  Aug.  1812);  die  Ein- 
leitung (ohne  Fonneln)  auch  corresp.  ^c.  polyt.  2^,  1813,  p.  468. 

1983)  nr.  4,  p.  21  und  nr.  10,  p.  84. 

1984)  Par.  Eist.  1782  (86),  p.  136;  oeuvr.  10,  p.  339. 

1986)  nr.  8,  p.  862.  Laplace  giebt  nicht  an,  wie  er  zu  der  Gleichung 
gelangt  ist;  die  entsprechende  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
erscheint  bei  ihm  erst  in  einer  späteren  Abhandlxmg;  doch  wird  man 
wohl  nicht  fehlgehen,  wenn  man  annimmt,  dafs  er  diese  zuerst  besessen 
und  jene  aus  ihr  abgeleitet  hat. 
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Indem  er  dann  V  nach  Potenzen  von  r  mit  fallenden  Exponenten 
entwickelt: 

F=-^  +  $  +  $'  +  -'-  (2) 

nnd  diese  Entwicklung  in  die  Differentialgleichung  (1)  einsetzt,  findet 
er,  dafs  die  Coefßcienten  dieser  Entwicklung  der  Gleichung  genügen: 

auTserdem  geht  aus  der  Darstellung  durch  rechtwinklige  Coordinaten 

hervor,  dafs  sie  rationale  ganze  Functionen  von  fi,  y  1  —  f**  cos  if;, 

y  1  —  fi*  sin  tf;  sind^***).  Mit  Hilfe  der  von  Legendre*^**)  ein- 
geftlhrten  Coefficienten  P«  lassen  sich  die  Un  der  Gleichung  (2) 
folgendermafsen  ausdrücken: 

Un^  rrrr'«+>P8n(cosÖcose'+8inÖsinÖ'cos(if;--t<;'))><    u\ 

X  sm  6' dB' d^'dr\ 

Von  diesem  Ansatz  macht  Laplace  nun  Gebrauch,  um  das 
Potential  eines  von  der  Kugel  wenig  abweichenden  Sphäroids  zu 
berechnen  ^^'^.  Er  setzt  die  Gleichung  der  Oberfläche  desselben  in 
der  Form  an: 

Ä-a(l  +  «y), 

in  der  a  eine  kleine  Gröise,  y  eine  Function  der  Winkel  0\  ^'  be- 
deutet; dann  findet  er,  dals  bei  Vemachlftssigung  höherer  Potenzen 
von  a  zwischen  den  Werten  des  Potentials  und  seines  Differential- 
quotienten nach  r  für  r ""  a  die  Gleichung  besteht  ^••^: 

-fl|^-|^a»+iF.  (5) 

Nimmt  man  dann  an,  y  sei  entwickelbar  in  eine  lleihe  der  Form: 

y-=ro+ri+r,+  r,+  ---  (6) 

—  in  der  Yn  eine  Fimction  bedeute,  die  der  Differentialgleichung  (8) 
genügt  — ,  setzt  diese  Entwicklung  in  die  (ebenfalls  unter  Vemach- 


1936)  nr.  9,  p.  S64.         1937)  nr.  13,  p.  371. 

1938)  Laplace  hatte  schon  früher  entsprechende  Gleichungen  für  die 
Kraftcomponenten  angegeben:  Par.  Hist.  1772  (76)  fSr  Rotationsflächen, 
1776  (78)  allgemein  (oeuvr.  8,  p.  491 ;  9,  p.  82). 
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Iftssigong  höherer  Potenzen  von  a  gebildeten)  Ansdr&cke  von  V  und 
dV/dr  ein  und  vergleicht  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen 
von  r,  80  erh&lt  man^***): 

Hier  tritt  also  zum  ersten  Mal  die  Entwicklung  einer  Function  des 
Ortes  auf  der  Kugel  nach  den  später  so  genannten  Eugelfunctionen 
von  zwei  Variabein  (Eagelflächenfunctionen)  au£  Doch  stellt  Laplace 
hier  noch  nicht  die  allgemeine  Frage  nach  der  Möglichkeit  einer 
solchen  Entwicklung,  sondern  begnftgt  sich  damit,  dals  er  die  Dar- 
stellbarkeit jeder  rationalen  ganzen  Function  von  fA,  "j/l  —  f**  cos  ^, 

yi  —  fi*  sin  ^  durch  eine  endliche  derartige  Reihe  vermittelst  einer 
Constantenabziüilang  plausibel  macht  ^'^).  um  die  Darstellung  f&r 
diesen  Fall  wirklich  auszuf&hren,  setzt  er  allgemein: 

dann  erhalt  er  zur  Bestimmung  der  Glieder  der  Entwicklung  (6) 
das  Oleichungssjstem: 

To   +Ti+  r,+  r,-i-...  =  yoi 

l-2r,+      2-3r,+      »■4:T,+  -- yj, 

(9)       (1  •  2)»ri+  (2  ■  3)»r,+  (3  . 4)»r,+ ^y,, 

(1 . 2)»  r,  +  (2  . 3)«  r,  +  (3  •  4)»  r,  + -y„ 

»■ 

das  sich  leicht  auflösen  lasse. 

Dafs  eine  Entwicklung  der  Form  (6),  wenn  überhaupt,  nur  auf 
eine  Weise  möglich  ist,  scheint  Laplace  hier  noch  als  selbstverständ- 
lich zu  behandeln ^^^).  Doch  enthält  die  Abhandlung  bereits  das 
fundamentale  Integraltheorem,  auf  das  später  der  Beweis  dieses 
Satzes  gegründet  wurde,  nämlich:  Sind  Uh^  Uk  zwei  zu  verschiedenen 
Werten  hy  k  von  n  gehörende  Lösungen  der  Gleichung  (3),  so  ist: 

(10)  JJuKUud^d^^O, 

wenn  das  Integral  über  die  ganze  Kugel  erstreckt  wird^***).     Der 

1989)  p.  878.         1940)  nr.  14,  p.  876. 
.    1941)  nr.  13,  18,  19,  p.  878,  887,  891. 
1942)  nr.  18,  p.  889.    Laplace  spricht  den  Satz  nur  für  rationale  ganze 
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Beweis  ivird  geführt,  indem  eine  der  beiden  Functionen  vermöge  der 
Gleichung  (3)  durch  ihre  Ableitungen  ersetzt,  hierauf  zweimal 
partiell  integrirt,  endlich  von  der  Differentialgleichung  der  anderen 
Function  Gebrauch  gemacht  wird.  Man  erhält  so  eine  Gleichung 
der  Form: 

h(h+  ^)ff^i^  Ukdiid^  ^k(k  +  ^)ff^h  Uidfidr,      (11) 

aus  ihr  ergiebt  sich  für  h^k  die  Gleichung  (10).  Laplace  macht 
von  diesem  Satze  verschiedentlich^^')  Gebrauch,  um  einzelne  Glieder 
seiner  Entwicklungen  zu  bestimmen. 

Auch  in  seinen  nächstfolgenden  Abhandlungen  hat  Laplace, 
soviel  ich  sehe,  die  Möglichkeit  der  Entwicklung  einer  willkürlichen 
Function  des  Ortes  auf  der  Kugel  nach  Eugelfunctionen  nicht  all- 
gemein behauptet,  noch  weniger  bewiesen,  sondern  sich  stets  auf  den 
Standpunkt  gestellt,  dais  es  für  seine  Zwecke  ausreiche,  nur  solche 
Functionen  zu  betrachten,  für  welche  diese  Entwickelbarkeit  that- 
sächlich  stattfindet^^.  Doch  scheint  aus  den  angeführten  Stellen 
hervorzugehen,  dafs  er  allmählich  zu  der  Auffassung  gelangt  ist: 
die  Möglichkeit  einer  solchen  Entwicklung  ergebe  sich  daraus,  dafs 
man  mit  Hilfe  der  Gleichung  (10)  ^  ihre  Goefficienten  bestimmte 
Werte  erhält. 

Inzwischen  hatte  auch  Legendre  seine  Untersuchungen  fort- 
gesetzt ^^^).  Er  führt  zunächst  auch  seinerseits  die  Functionen  P« 
mit  ungeradem  Index  ebenfalls  ein;  die  Gleichungen: 


Functionen  aus;  sein  Beweis  gilt  aber  für  alle  regulären  Lösungen  der 
Gleichung  (3). 

1948)  nr.  18,  p.  390;  nr.  20,  p.  408. 

1944)  So  Par.  Hist.  1783  (86),  nr.  6,  p.  24  (oeuvr.  11,  p.  11):  „supposons 
que  cette  fonction  soit  mise  sous  la  forme  soivante:  y^s:^  ^0  4*  ^i 
-f  Y,  4-  '  *  '";  dagegen  ibid.  nr.  16,  p.  45,  (80)  in  der  Zusammenfassung 
der  Resultate  dieser  Abhandlung:  „rexpression  du  rayon  d'un  sph^roide 
quelconque  tr^s-peu  diff^rent  d'une  Sphäre  peut  ^tre  mise  sous  cette  forme'^ 
Dann  ib.  1789  (an  2),  nr.  15,  p.  44  (oeuvr.  11,  p.  517):  ,4&  surface  de  la  couche 
du  Bph^roide  .  .  .  dtant  suppos^e  tr^s-peu  diffi^rer  d'une  surface  sph^rique, 
on  pourra  toiyours  exprimer  r  par  une  suite  de  cette  forme**;  ib.  p.  46 
(p.  518):  „on  peut  toigours  ainsi  d^velopper  les  forces  ^trang^res,  lors- 
qu'elles  sont  produites  par  les  attaractions  et  par  la  force  c6ntrUuge*'; 
ib.  p.  59  ^.  531):  „concevons  que  y  soit  d^velopp^e**;  auch  noch  Par.  Mem. 
2,  1817  (19;  vom  Aug.  1818),  p.  138  (oeuvr.  12,  p.  416)  ,,ön  peut  supposer 
y  d^velopp^e**. 

1945)  Par.  Hist.  1789  (an  2),  p.  372  (vom  Aug.  1790).  Legendie  giebt 
an,  die  in  demselben  Band  enthaltene  Abhandlung  von  Laplace  ^'^^  sei 
späteren  Datmns. 
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+1  r      0       fOr  m  ^  n; 

(12)  P^(x)Pn(x)dx^\_2_ 

li  Un  +  l     »    "•  =  ••1 

die  in  diesem  Fall  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (10)  von  §  31 
treten,  leitet  er  daraus  ab,  dals  der  Wert  des  Integrals: 

(13)  I  {t-2rxg  +  f^i^   *(l-2r-*a?5  +  r-V)   *dz^ 

▼on  r  unabhängig  ist^^.     Dann  geht  er  zur  Untersuchung  der  in 
dem  Integral  (4)  auftretenden  Functionen: 

(14)  r,—  P„(co8Ö  cosÖ'+  sinö  sin«'  cos(^  —  tO) 
über;  er  zeigt,  dafs  sie  in  der  Form: 

n 

(15)  Yn  --^^  ^«'^  ("^^  ^^  ^'^  (^*  *')  COS  V (tf;  -  tj;') 
dargestellt  werden  können,  in  der  Pi'  (x)  der  Differentialgleichung: 


(16)    Ä((i— ^^)  +  («(«  +  0-r^)i^'^-o 

genttgt  und  bis  auf  einen  Zahlenfactor  mit: 
(17)  (1  -  *»)'/«  -^ 

Übereinstimmt  ^^^.     Mit  Hilfe  dieser  Sätze  beweist  er  nicht  nur  die 
Gleichung  (10),  sondern  auch  die  folgende  ^^^: 

(18)  ffMi^\  to  y.(m  *5  j*',  tO'^f»'«^^'-  2^  Mih  *). 

Die  speciellere  Formel: 

(19)  JjYnY^dfi'di;'^        ** 


8n+  1 


1946)  nr.  il,  p.  884.  Eine  Übertragung  dieses  Beweises  auf  all- 
gemeinere Functionen  bei  F.  L.  Tschebischef,  Petersb.  M4m.  16,  1870, 
p.  181;  Oeuvres  2,  p.  69. 

1947)  nr.  88,  p.  496.  Die  entsprechende  Formel  bei  Laplace'**^ 
nr.  11,  oeuvr.  10,  p,  868  war  unvollständig  gewesen. 

1948)  nr.  42,  p.  488. 
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leitet  er  aufserdem  noch  dadurch  ab^*^'),  dafs  er  durch  Ausrechnung 
zeigt:  für  jedes  beliebige  Polynom  G{y)  besteht  die  Identität: 

i9t    1  +1 

1  ja  (cos  y)  dfid  t  =«  2  «  jQ  {y)  dy.  (20) 

0  -1  -1 

Übrigens  behauptet  auch  er  nicht  die  Entwickelbarkeit  einer  be- 
liebigen Function  nach  Eugelfunctionen,  sondern  er  begnügt  sich 
damit,  diese  Entwickelbarkeit  für  diejenigen  Functionen,  die  er 
untersuchen  will,  und  ihre  Potenzen  vorauszusetzen^^. 

Erst  in  der  Micanique  Celeste  hat  Laplace  die  Behauptung  von 
der  Entwickelbarkeit  einer  willkürlichen  Function  nach  Eugel- 
functionen unumwunden  ausgesprochen  ^^^).  Er  folgert  sie  aus  der 
Gleichung  (5)  für  die  willkürliche  Function  y,  da  sie  sich  für  die 
übrigen  in  dieser  Gleichung  aiiftretenden  Functionen  aus  ihren 
Potenzreihenentwicklungen  ergebe.  Auch  zieht  er  jetzt  ausdrücklich 
aus  der  Gleichung  (10)  die  Folgerung,  dafs  eine  solche  Entwicklung 
nur  auf  eine  Weise  möglich  sei^*^^.  Endlich  gelangt  er  hier  —  und 
zwar  ebenfalls  unter  Benutzung  der  Gleichungen  (4)  und  (5),  also 
auf  einem  ziemlichen  Umwege  —  auch  seinerseits  zu  der  Glei- 
chung (18)^*^').  Dagegen  tritt  die  allgemeine  Darstellung  der  Ent- 
wicklungscoefficienten  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (10)  und  (18)  auch 
hier  nicht  explicite  auf. 

Mit  der  Laplace'schen  Gleichung  (5)  hat  sich  Lagrange  noch 
näher  beschäftigt^^.  Er  stellt  das  Potential  des  Sphäroids  durch 
die  Gleichung  dar: 


1949)  nr.  45,  p.  436. 

1950}  nr.  48,  p.  443.  Im  2.  Band  seiner  exercices  de  caloul  integral, 
Par.  1817,  5"**  ptie,  §  X,  XI,  p.  247 — 273  reproducirt  Legendre  seine  Unter* 
Buchungen  über  die  P^  und  die  F^,  mit  AuBschlufs  dezjenigen,  die  sich 

auf  die  Reihenentwicklung  willkürlicher  Functionen  nach  diesen  Functionen 
beziehen. 

1951)  t.  2,  Par.  an  Vni,  livre  m,  nr.  11;  oeuvr.  2,  p.  80.  Wie  8.  D. 
Poisson  (Conn.  des  temps  1829  (26),  nr.  21,  p.  358;  nr.  26,  p.  866)  mit  B«cht 
bemerkt,  setzt  dieser  Schlufs  die  Convergenz  der  betr.  Potenzreihenentwick- 
lungen auf  der  EugeMäche  voraus,  die  nicht  bewiesen  ist  und  Überhaupt  nur 
unter  bestimmten  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Function  y  statt- 
findet. Poisson  beweist  umgekehrt  die  Gleichung  (5)  aus  der  Entwicklung 
von  y  nach  Eugelfunctionen  (ib.  p.  870).  Eine  Untersuchung  der  Stetigkeits- 
bedingungen, unter  denen  die  Gleichung  (5)  richtig  ist,  giebt  F.  Taegert, 
Progr.  G^nn.  Göslin  1871. 

1952)  nr.  12,  p.  84.         1958)  nr.  17,  p.  47. 

1954)  J.  ^c.  polyt.  cah.  15,  1809,  p.  57;  (oeuvi.  7,  p.  868).    Laplace 
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nimmt  also  an,  der  ÜberschaÜB  des  Sphäroids  über  die  Kugel  könne 
wie  eine  auf  der  Kngeloberfläclie  ausgebreitete  Schicht  behandelt 
werden.  Durch  Ausführung  der  Differentiation  unter  dem  Integral- 
zeichen folgert  er,  daCs  das  mit  u  bezeichnete  Potential  dieser  Schiclit 
auf  der  Eugeloberfl&che  der  Gleichung: 

genüge;  daraus  ergiebt  sich,  wenn  Glieder  2.  0.  in  Bezug  auf  a 
Yeraachläsaigt  werden: 

(23)  ^  +  ^1?  *  -  |^a'+  27raaV 

Dafs  bei  Laplace  (5)  das  letzte  Glied  fehle,  rühre  davon  her,  dais 
bei  ihm  die  Kugel  das  Ellipsoid  in  dem  gerade  betrachteten  Punkte 
berühre. 

Soweit  scheint  alles  in  Ordnung  zu  sein;  nun  wirft  aber 
Lagrange  noch  ein  Bedenken  auf:  wenn  y  constant  ist,  kann  man 
die  Rechnung  ohne  Vernachlässigungen  durchführen,  indem  man  die 
Polaraxe  durch  den  angezogenen  Punkt  legt^*^);  dann  erhiüt  man 
aber  nicht  die  Gleichung  (22),  sondern: 

(24)  T  +  »|^ 2«aV 

Lagrange  erläutert  dieses  Paradoxon  folgendermalsen^^^^:  die 
Function: 

(25)  ^  =  (r»-2^ar  +  a")'"» 
genügt  der  Gleichung: 

(26)  i  +  r^  —  K»^- »*)?'» 

deren  rechte  Seite  für  r  s»  a  Null  wird.  Stellt  man  also  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (22)  durch  das  Integral: 

(27)  -  x/JCr«  -  a«)  if^di^'d^' 

bemerkt  (Par.  M&n.  2,  1817  (19);  oeuvres  12,  p.  i21),  Lagrange's  Analyse 
sei  ,,&  peu  pr^  Bemblable**  deijenigen,  durch  die  er  die  Gleichung  1778 
gefunden  habe*'") 

1965)  nr.  8,  p.  866;  nähere  Autführuogen  nr.  7,  p.  870. 

1966)  nr.  i,  p.  867. 
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dar,  so  werden  alle  Elemente  dieses  Integrals  Niül,  ausgenommen 
dasjenige,  fOr  welches  |bi  =»  1  ist,  da  für  dieses  q  unendlich  wird^*'^^. 
Von  diesem  speciellen  Fall  aus  gelangt  Lagrange  nun  auch  zur 
Aufklarung  der  Verhältnisse  des  allgemeinen,  indem  er  zunächst 
durch  partielle  Integration  die  Gleichung  ableitet  ^^^): 

mit  ihrer  Hilfe  erhält  er: 

•       '      ^r  r  r 

wo  die  Werte  von  ^  für  fi  »  1  und  fi «  —  I  mit  y  und  Y  be- 
zeichnet sind.  Der  Grenzübergang  zu  r  ^^  a  liefert  auch  in  diesem 
Fall  nicht  die  Gleichung  (22),  sondern  (24);  daraus  geht  hervor, 
dafs  die  Laplace'sche  Gleichung  (5)  auch  dann  gilt,  wenn  die  Kugel 
das  Sphäroid  nicht  in  dem  betrachteten  Punkte  berührt  ^^^. 


§  33.     Discussion  über  den  Gültigkeitsbereich 

dieser  Reihen. 

An  die  zuletzt  besprodienen  Entwicklungen  knüpfte  sich  eine 
Discussion  ganz  ähnlicher  Art,  wie  seinerzeit  an  den  Satz  von  der 
AUgemeingültigkeit  der  trigonometrischen  Reihen  (§  8),  ohne  dafs 
jedoch,  soviel  ich  sehe,  bei  dieser  Discussion  auf  jene  ausdrücklich 
Bezug  genommen  worden  wäre.  Immerhin  war  inzwischen  die  Vor- 
stellung von  dem,  was  man  unter  einer  willkürlichen  Function  zu 
verstehen  habe,  soviel  weiter  entwickelt  worden,  dafs  die  auftretenden 
Fragen  jetzt  weniger  unbestimmt,  wenn  auch  noch  keineswegs  völlig 
präcis,  formulirt  werden  konnten. 

Die  Angriffe  gegen  den  Satz  von  Laplace  richteten  sich  zunächst 
gegen  seine  Gleichung  §  32  (5).  J.  Ivory*^  findet,  dafs  bei  ihrer. 
Ableitung  gewisse  Glieder  vernachlässigt  seien,  ohne  dafs  die  Be- 
rechtigung zu  dieser  Vernachlässigung  dargethan  seL     Er  versucht 


1967)  nr.  6,  p.  369.        1958)  nr.  9,  p.  372.        1939)  nr.  10,  p.  873. 

i960)  Lond.  Trans.  1812,  p.  13;  1822,  nr.  2,  p.  106.  Anfser  dem  Integral 
§  32  (27)  berücksichtigt  er  noch  eine  ganze  Reihe  weiterer,  indem  er 
zunächst  nicht  den  Differentialquotienten  dQ/dr^  sondein  den  entsprechen- 
den Differenienquotienten  bildet  und  ihn  nach  Potenzen  von  r  —  a.  ent« 
wickelt. 
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selbst^  diese  Lücke  za  ergftnzen;  da  ihm  dies  aber  nur  unter  der 
Voraassetziiiig  der  Entwiekelbarkeit  Yon  y  nach  Kugelfiuictionen 
gelingt,  so  kommt  er  zu  dem  Schlosse,  dais  Laplace's  Beweis  dieser 
Entwiekelbarkeit  einen  Cärkelschlnls  invol?ire^^^). 

Wohl  dnrch  diesen  Angriff  Iyoi^s  veranlafet  ist  Laplace  selbst 
auf  seinen  Beweis  der  Gleichung  §  31  (5)  zurückgekommen,  den 
„einige  Geometer"  fOr  inexact  erklärt  hätten,  „ne  l'ayant  pas  bien 
saisie^^*^^.  Er  stellt  die  Bache  jetzt  so  dar:  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  §  31  (26)  ist  Null  fOr  alle  Elemente  der  auf  der  Kugel 
ausgebreiteten  Sdiicht,  ausgenommen  für  dasjenige,  welches  dem 
angezogenen  Punkt  unendlich  nahe  liegt  ^^.  Die  ünke  Seite  der 
Gleichung  §  31  (22)  könne  durch  das  Integral  dargestellt  werden: 

,  V  r  —  a    P    r  —  g  —  2acoBy 

^  ^  2     J  (r^—^arcoBy  +  a*)*^ 

Für  r  ^  a  werden  alle  Elemente  des  Integrals  Null,  ausgenommen 
dasjenige,  für  welches  cos^»l  ist.  Aber  dieser  Ausnahmepunkt 
störe  nicht,  wenn  man  annehmen  dürfe,  dais  „die  Molekel  dm"^  [d,h. 
die  Dichtigkeit  der  Oberflächenschicht]  in  der  Nähe  des  angezogenen 
Punktes  proportional  dem  Quadrat  ihres  Abstandes  Yon  dem  letzteren 
abnehme;  wie  das  z.  B.  der  Fall  sei,  wenn  das  Sphäroid  von  der 
Kugel  in  dem  betrachteten  Punkte  berührt  werde.  Endlich  bemerkt 
er  noch,  dafs  eine  kleine  Verschiebung  des  Anfangspunktes  der  r 


dm. 


1961)  Ivory  spricht  von  rationalen  ganzen  Functionen  von  cos  6', 
tm$\  cos'^',  bIu'^',  erklärt  aber  selbst  (z.  B.  1812,  p.  46),  dafs  diese 
Ansdrucksweise  bei  ihm  convergente  imendliche  Reihen  einschliefse.  — 
Einzelne  seiner  Äofserongen  (z.  B.  1812,  p.  17,  48;  1822,  p.  108,  110) 
lassen  sich  nicht  anders  verstehen,  als  dafs  ihm  der  Gredanke  an  die 
Möglichkeit,  jede  willkürliche  Function  könne  sich  nach  Kugelfunctionen 
entwickeln  lassen,  ganz  fem  gelegen  haben  muTs;  statt  aus  der  Gleichung 
§  82  (5)  diese  Möglichkeit  zu  folgern,  schliefst  er  vielmehr  umgekehrt  so: 
da  die  linke  Seite  sich  nach  Kugelfunctionen  entwickeln  läfst,  kann  diese 
Gleichung  nicht  allgemein,  sondern  nur  fdr  eine  specielle  Classe  von 
Verteüungsgesetzen  y  richtig  sein.  Infolgedessen  giebt  er  auch  seiner 
eigenen  synthetischen  Darstellung  der  Theorie  (Lond.  Trans.  1812,  p.  46) 
die  Überschrift:  „on  the  attractions  of  an  extensive  class  of  spheroids*^ 
In  einem  Nachtrag  zu  seiner  ersten  Abhandlung  (Lond.  Trans.  1812,  p.  84) 
setzt  sich  Ivory  mit  Lagrange  auseinander,  dessen  Aufsatz^'*')  ihm  in- 
zwischen zugegangen.  Er  giebt  eine  Erklärung  des  ,J^aradozon8*\  von 
der  man  nicht  einsieht,  wie  er  sie  für  verschieden  von  der  von  Lagrange 
selbst  gegebenen*'*")  hat  halten  können. 

1962)  Par.  M^m.  2,  1817  (19;  vom  Aug.  1818),  p.  141;  oeuvr.  12, 
p.  416.    Fast  wörtlich  ebenso  M^c.  Gä.  XI,  1828;  oeuvr.  6,  p.  82. 

1968)  oeuvr.  12,  p.  419;  6,  p.  SS, 
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aus  dem  Mittelpunkt  der  berührenden  Engel  die  Oleichnng  nur  nm 
unendlich  kleine  GrOIsen  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  a  ändere. 
In  derselben  Abhandlung  entwickelt  er  noch,  im  AnschluTs  an 
ein  specielles  Problem  der  Grezeitentheorie,  einen  Ansatz  zum  Beweis 
der  Convergenz  der  Entwicklung  §  32  (6)  ^^.  Er  giebt  auf  Grund 
früher  von  ihm  bewiesener  Hilfss&tze  den  Ausdruck  des  Legendre'schen 
Polynoms  durch  das  bestimmte  Integral: 

P^(x)  «  —  f(xi  +  yi  -a;"  cos  w)"  dw  (2) 


V-A..- 


und  leitet  aus  ihm  mit  Hilfe  von  ß&tzen  aus  seiner  Theorie  der 
Functionen  grofser  Zahlen  für  groijse  Werte  von  n  den  asymptotischen 
Ausdruck  ab^***): 

y—  cos  I — ^ —  y j- 1 
± ^      %— —'        io<Y<n)  (3) 

Indem  er  dann  in  dem  allgemeinen  Ausdruck  der  Glieder  der  Reihe 
(vgL  §  32  (4))  durch  eine  partielle  Integration  in  Bezug  auf  fi  auch 
noch  den  Factor  2n+l  ia  den  Nenner  bringt,  schliefst  er,  dalüs 

die  Reihe  für  r  =«  1  wie  £n  ^  convergirt  *•••). 

Eine  andere  Auffassung  der  Gleichung  §  32  (5)  bezw.  (24) 
findet  sich  bei  0.  Bodrigues^^*^:  alle  Elemente  des  Integrals 
§  32  (21),  für  die  fi  von  1  verschieden  ist,  geben  für  r  ->  1  keinen 
Beitrag;  für  diejenigen,  für  welche  ^  nahezu  gleich  1  ist,  ist  y'  sehr 
wenig  von  dem  Werte  y  verschieden,  den  es  für  fi  »  1  hat.  Infolge- 
dessen hält  sich  Bodrigues  für  berechtigt,  y  vor  das  Integralzeichen 
zu  ziehen  und  dann  den  Schlufs  durch  wirkliche  Ausführung  der 
Integration  zu  Ende  zu  führen. 

Dann    hat   S.    D.    Poisson    die   Entwicklungen    nach   Kugel- 


1964}  oeuvr.  12,  p.  427;  5,  p.  41.  In  einem  1827  aus  seinem  Nachlafs 
veröffentlichten  Supplement  zur  Mdc.  (Ml.  (oeuvr.  5,  p.  471)  giebt  Laplace 
eine  Yerification  des  asymptotischen  Ausdrucks  durch  Einseteen  desselben 
in  die  Differentialgleichung  und  eine  Andeutung,  wie  man  von  ihm  aus 
durch  Buccessive  Approximationen  zu  einer  semiconvergenten  Entwicklung 
von  P^  nach  fallenden  Potenzen  eines  GoefBcienten  gelangen  könne,  der 

in  erster  Annäherang  gleich  n  -4-  ^  ist. 

1966)  12,  p.  480;  6,  p.  48.  Vgl.  dazu  A.  Gauchy,  Par.  Uim.  8,  1829 
(Tom  Sept.  1827),  p.  125. 

1966)  12,  p.  480;  6,  p.  48. 

1967)  Corresp.  sur  V6c,  polyt..  S,   1816,  p.  884. 
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fanctionen  yorgenommen^^,  im  Anschlnft  an  später  zu  besprechende 
Arbeiten,  die  von  Problemen  der  Akustik  und  der  W&rmeleitong 
ausgegangen  waren.  Er  stellt  zunftcbst  dasjenige  Verfahren  dar,  bei 
dem  die  einzelnen  Glieder  der  Entwicklung  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen (10)  und  (18)  von  §  32  bestimmt  werden,  betont  aber 
dann  selbst,  dafs  es  ungenügend  sei^^*).  Er  setzt  daher  auch  hier, 
wie  er  es  in  anderen  Fällen  gethan  hatte,  einen  Convergenzfactor  a 
bei  und  bildet  so  zunächst  die  Reihe: 

OD  ^^      ^^ 

11  =  0 

Die  Gleichung  (2)  von  §  31  giebt  für  diese  Beihe  die  Darstellung 
durch  das  bestimmte  Integral  *^^): 

(5)  x^^f  r    a--V(^M^o  . ,^^ ^^', 

^^  *  *  J  J   V(l  -  2  a  C08  7  +  «•)«     '^      ^' 

das  seinen  Namen  behalten  hat,  obwohl  es,  wie  wir  gesehen  haben 
(§  32  (27);  §  33  (l)),  vor  ihm  schon  mehrfach  behandelt  worden 
war.  Zur  Bestimmung  seines  Grenzwertes  für  lim  a  «  1  geht  auch 
Poisson  von  der  Bemerkung  aus,  dafs  jedes  Element  des  Integrals 
dabei  gegen  0  convergirt,  ausgenonmien  dasjenige,  fdr  welches 
cosy  =1,  d.  h.  ft'=  ft,  t|;'=  1/;  ist.  Daher  setzt  er  ö'=  ö  +  Ä, 
ft'  =  ft  -h  X;  und  erklärt,  man  brauche  die  Integration  nur  über  sehr 
kleine  Werte  von  h  und  A;  zn  erstrecken;  für  diese  dürfe  man  f{fi\  t|;') 
durch  /*(!*,  t/;)  ersetzen  [wie  schon  Rodrigues^**^  gethan  hatte]. 
Indem  er  noch  1  —  er »  ^  setzt,  erhält  er  so: 

(6)  limZ«^^^?^lim  rr_li^4£|L=. 

Auf  der  rechten  Seite  dürfe,  eben  weil  der  Grenzwert  des  Integranden 
für  alle  nicht  unendlich  kleinen  Werte  von  h  und  k  Null  ist,  die 
Integration  in  Bezug  auf  beide  Variablen  von  —  cx)  bis  +  oo  aus« 

gedehnt  werden.  Die  Substitution  Ä' «  Ä  (^f*  +  Ä^  *  sin  Ö  erlaubt 
ihm,  die  Variablen  zu  trennen  und  die  Integrationen  auszuführen; 
so  erhält  er^»"): 

(7)  limZ«/(^^), 

w.  z.  b.  w.  Er  macht  aber  ausdrücklich  darauf  an^erksam^^^'). 


1968)  J.  ^c.  polyt.  cah.  19,  1823,  p.  145.    1969)  nr.  2,  p.  149. 
1970)  nr.  8,  p.  160.    1971)  p.  161.    1972)  nr.  4,  p.  162. 


§  38.    Di^üssion  über  den  QtQiigkeitabereich  dieser  Reihen.     38  t 

dafiB  dieses  Besultat  nur  für  0<d<7r,  0<'^<27r  gelte;  für 
if;  »  0  oder  ^  »•  2  ff  erhalte  man: 

limX  =  |{/-(,sO)  +  /-(^,2^)},  (8) 

für  9=-0: 

in 

limX  =  ^/>(l,^')<*1''.  (9) 

Hängt  f  von  fi  nicht  ab,  so  reducirt  sich  die  Entwicklung  auf  eine 
harmonische  trigonometrische  Reihe  ^*^^). 

Einen  scheinbaren  Widerspruch  zwischen  seinem  Resultat  und 
demjenigen  yon  Lagrange  ^^^)  löst  er  durch  die  Bemerkung,  daÜB  der 
Grenzübergang  zu  a  »  1  bei  Lagrange  von  gröfseren,  bei  ihm  von 
kleineren  Werten  her  geschieht  **^*). 

lyory  ist  durch  diese  Darlegungen  Poisson's  nicht  überzeugt 
worden  ^^^);  er  legt  vielmehr  seine  Einwände  gegen  Laplace's  Theorie 
der  Gleichgewichtsfigur  einer  rotirenden  Flüssigkeitsmasse  noch  einmal 
im  Zusanmienhang  dar^*^^.  Um  seinen  Standpunkt  zu  verstehen, 
muls  man  berücksichtigen,  dafs  er  überhaupt  mit  der  üblichen  Be- 
handlung der  Hydrodynamik  principiell  nicht  einverstanden  war  imd 
infolgedessen  an  den  mit  ihrer  Hilfe  gefundenen  Resultaten  soviel 
als  möglich  auszusetzen  suchte.  Er  bringt  das  zu  untersuchende 
Integral  (vgl.  §  32  (27))  auf  die  Form: 

fß^-  ^')y9'd(i'd^'+Jßr'--a')  (y' ^  y)if'df.'ä^'      (10) 

und  giebt  zunächst  den  SchluTs  zu^^^,  dafs  der  zweite  Summand 
Null  wird,  wenn  y' —  y  in  der  Nähe  des  Berührungspunktes  wie 
1  —  cos  ^  abnimmt.  Aber  ob  das  letztere  der  Fall  ist,  müsse  sorg- 
fältig imtersucht  werden;  und  er  glaubt  auch  jetzt  noch^^^),  dafs 
die  Durchfthrung  dieser  Untersuchung  nur  bei  „rationalen  ganzen*^ 
Functionen  gelingen  werde. 

In  der  Fortsetzung  ^^^^)  modificirt  er  seine  Behauptung  insofern, 
als    er  jetzt  zugiebt,   es  sei  nicht  erforderlich,   dafs  y'—^  durch 

1  —  fi  teilbar  sei,  sondern  es  genüge,  wenn  das  für  j(j/  —  y)d^' 

der  Fall  sei.  Femer  bemerkt  er:  die  Reihe  §  32  (2)  convergire 
zwar  für  r'^  a]  aber  für  r^a  könne  man  über  ihre- Gen vergenz 

1978)  nr.  6,  p.  164.        1974)  nr.  7,  p.  1Ö8. 
1976)  Das  erklärt  er  bereits  Lond.  Trans.  1822,  p.  107. 
1976)  Phil.  Mag.  66,  1826,  p.  429.         1977)  p.  487. 
1978)  ib.  67,  1826,  p.  86. 
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Oiditg  ansBagen,  also  aach  niclits  über  die  Convergenz  der  Ent- 
wiekliiiig  der  wiUkflrlichen  Function  y^  die  aus  ihr  mit  Hilfe  der 
Gleichung  §  32  (5)  gewonnen  sei,  selbst  angenommen,  die  letztere 
sei  bewiesen.  Oegen  Poisson**'®)  wendet  er  ein  *•'•):  die  Gleich- 
setzung der  beiden  Integrale: 

(11)  jni-a^y'qUii'd^'      und       /(l  -  ««)y^»  V^*' 

sei  nur  erlaubt,  wenn  das  zweite  Integral  (10)  Null  sei;  das  sei 
aber  eben  nicht  bewiesen. 

PoisBon  erwidert*'*®):  wenn  a  unendlich  wenig  von  1  ver- 
schieden sei,  brauche  man  die  Integration  nur  über  diejenigen  Werte 
von  0^  und  ^f'  zu  erstrecken,  die  von  0  bezw.  ^  unendlich  wenig 
verschieden  seien;  ftlr  diese  sei  die  Differenz  y'^y  absolut  ge- 
nommen kleiner  als  eine  feste  Qr^ta»  /?,  die  beliebig  klein  an- 
genommen werden  könne,  der  durch  die  Einsetzung  von  y  an  Stelle 
von  y'  hervorgebrachte  Fehler  sei  also  absolut  kleiner  als: 

(12)  ß(l-,^JJifUfi'di>', 

d.  h.  beliebig  klein.  Er  macht  übrigens  ausdrücklich  darauf  auf- 
merksam, dais  dieser  Beweis  die  Stetigkeit  der  Function  y'  an  der 
betrachteten  Stelle  —  aber  nicht  an  anderen  Stellen  —  voraus- 
setze*^*). An  ünstetigkeitsstellen,  an  denen  die  Function  zwei  ver- 
schiedene Werte  besitze,  erhalte  man  als  Grenzwert  das  arithmetische 
Mittel  aus  diesen.  Als  Beispiel  behandelt  er  die  Entwicklung  der 
durch  die  Gleichungen; 


(13)  /•(^',  1^0 


cos"»*'  für  ö<  y, 


n 


0      „  e>-5- 


2 


definirten  Function  nach  den  Legendre'schen  Polynomen  *^^. 

Ivory  war  noch  nicht  überzeugt;  er  scheint  Poisson's  Ver- 
wendung des  Mittelwertsatzes  zur  Ableitung  der  Ungleichung  (12) 
nicht  erfafst  zu  haben *•*•).  Indem  er  Poisson's  Entwicklung**'®) 
nachprüft,  kommt  er  zu  einem  Ausdruck  für  das  in  Bede  stehende 


1979)  p.  86. 

1980)  Conn.   des   temps   1829  (26),   p.  829.     Er  nennt  Ivory  nicht, 
sondern  spricht  nur  von  ,,une  objection  qu*on  a  ^ev^e^*  (p.  888). 

1981)  nr.  6,  p.  886.         1982)  nr.  14,  p.  847. 
1988)  Phil.  Mag.  (2)  1,  1827,  p.  824. 
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Zusatzglied ,  aus  dem  eine  Abhängigkeit  desselben  von  dem  Grenz- 
wert von  {}f'—y)lq  folgen  würde.  Doch  erkennt  er  alsbald,  dafii 
ihm  dabei  ein  SchlrüMehler  untergelaufen  war  und  giebt  jetzt  zu, 
dafs  der  Wert  jenes  Zusatzgliedes  in  allen  Fallen  Null  sei^^. 
Dagegen  weist  er  jetzt  darauf  hin,  dals  man  aus  der  ftlr  a  »  1 
stattfindenden  Gleichheit  zwischen  dem  Integral  (5)  und  der  Reihe  (4) 
nicht  auf  das  Fortbestehen  dieser  Gleichheit  für  a «  1  schlielsen 
kOnne  (was  also  nicht  mehr  Poisson,  sondern  nur  Laplace^^^)  trifit). 
Inzwischen  war  Poisson 's  Antwort  auf  Ivor^s  vorhergehende 
Note^*^)  bereits  eingelaufen^^:  sie  enthalt,  auCser  einer  abermaligen 
Darstellung  seiner  auf  dem  Mittelwertsatz  beruhenden  SchluTsweise  ^*^) 
und  dem  Nachweis  von  Ivor/s  SchluTsfehler^^,  den  Beweis,  dafs 
für  das  allgemeinere  Integral: 

^ JJ(1  -  a^'y'^'^^'d^'d^,'  (14) 

dieselben  Schlüsse  gelten. 

lyory  kommt  aber  doch  noch  einmal  auf  die  Sache  zurück. 
Er  nimmt  das  bereits  gemachte  Zugeständnis^'^)  wieder  zurück ^^ 
und  wiederholt  seine  alte  Behauptung  ^^^),  dafs  der  fragliche  Grenz- 
wert nur  Null  sei,  wenn  y'—y  durch  eine  Potenz  von  1  —  cosy 
(er  begnügt  sich  allerdings  jetzt  mit  der  \^^)  teilbar  sei,  und  dafs 
man  das  nur  entscheiden  könne,  wenn  man  mit  rationalen  ganzen 
Functionen  zu  thun  habe.  Eine  entsprechende  Auseinandersetzung 
giebt  er  dann  auch  für  die  Gleichung  von  Lagrange,  §  32  (28)^^^). 

Wenn  übrigens  auch  Ivoiy's  Einwände  im  einzelnen  über  das 
Ziel  hinausschief sen,  so  hat  er  doch  in  einem  principiellen  Punkte 
vollkommen  Recht:  nämlich  in  der  Betonung  der  Forderung,  dafs 
genau  definirt  werden  müsse,  für  welche  Klassen  von  Functionen 
denn  eigentlich  die  Behauptungen  Geltung  haben  sollen  ^*^). 

Auch  Poisson  nimmt  den  Gegenstand  noch  einmal  vor^^*). 
Er  stellt  zunächst  sein  Verfahren  an  dem  allgemeineren  Integral  (14) 
dar  und  behandelt  zur  Erläuterung  den  Fall  f  =«  const.,  in  dem  sich 
die  Integrationen  ausfahren  lassen  ^'^).  Weiterhin  giebt  er  noch 
„une  r^marque  importante^'  in  Bezug  auf  die  Convergenz  der  Ent- 


1984)  ib.  2,  1827,  p.  17.         1986)  ib.  p.  11. 
1986)  ib.  p.  88.         1987)  p.  91. 

1988)  p.  88   ,,with  I  know  not  what  degree  of  generality'* ;  p.  94 
„fonctions  enti^rement  arbitraires.    This  is  rather  vague  and  indefinite*\ 

1989)  Conn.  des  temps  1881  (29),  additions  p.  49. 

1990)  nr.  2,  p.  62. 
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wicklmig  nach  Eugelfiuictionen:  durch  zweimalige  partielle  Integration 
gewinnt  er  für  ihr  allgemeines  Glied  einen  Ausdruck  der  Form: 

in  der  F  eine  rationale  ganze  Function  der  ersten  und  zweiten  Ab- 
leitungen der  zu  entwickelnden  Function  f  bedeutet  ^^^).  Er  folgert 
aus  diesem  Ausdruck  zunächst,  daCs  Y  mit  wachsendem  n  unbegrenzt 
abnimmt;  indem  er  femer  den  asymptotischen  Ausdruck  (3)  für  P« 
heranzieht,  behauptet  er,  Y»  nehme  mit  wachsendem  n  ab  wie  n'''^^ 
und  schlieM  daraus  auf  die  Gonvergenz  der  Reihe. 

Auch  G.  B.  Airy^^*')  hat  Ivoiys  Bedenken  durch  eine  Ab- 
schätzung der  vernachlässigten  Gröfsen  zu  beseitigen  versucht;  doch 
bleibt  auch  Bei  ihm  im  unklaren,  welche  Voraussetzungen  man  über 
y  machen  mufs,  damit  diese  Abschätzung  richtig  sei.  Andererseits 
zweifelt  er  Laplace^s  Eindeutigkeitsbeweis ^^^  an;  er  übersieht,  dafs 
Laplace  zu  diesem  Zwecke  nicht  nur  über  die  Gleichung  (10), 
sondern  auTserdem  noch  über  die  Gleichung  (18)  verfügt  ^^^). 


§  34.    Interpolation  durch  Eugelfunctionenreihen. 

Sind  von  der  Function,  die  in  eine  Eugelfnnotionenreihe  ent- 
wickelt werden  soll,  nur  eine  endliche  Anzahl  einzelner  Werte  (etwa 
durch  Beobachtungen)  bekannt,  so  ist  die  numerische  Berechnung 
der  Entwicklungscoef&cienten  immer  ein  mühsames  Geschäft.  Einige 
Erleichterungen  treten  ein,  wenn  man  die  Argumente  der  in  Rech- 
nung zu  ziehenden  Functionswerte  zweckmäfsig  wählen  kann.  Fr. 
Neu  man  n^'^)  setzt  voraus,  sie  seien  verteilt  auf  einer  Anzahl 
gleich  weit,  nämlich  je  um  den  Winkel  n/p  «-  or  voneinander  ab- 
stehender Meridiane,  und  zwar  auf  den  Schnittpunkten  derselben  mit 


1991)  Man  sieht,  dafs  der  Schluis  die  Stetigkeit  der  ersten  und  die 
Integrirbarkeit  der  zweiten  Ableitungen  voraussetzt;  aber  selbst  dann 
würde  zu  seiner  Vervollständigung  noch  mancherlei  erforderlich  sein, 
namentlich  eine  nähere  Angabe  darüber,  in  welchem  Sinne  denn  eigentlich 
jener  Ausdruck  als  ein  asymptotischer  betrachtet  werden  kann. 

1992)  Cambr.  Trans.  2, 1827,  p.  383;  Auszug  Phil.  Mag.  (2)  1, 1827,  p.  447. 

1993)  p.  887.  Laplace  hatte  sich  nicht  ausdrücklich  auf  Gleichung  (18) 
berufen;  er  sagt  nur:  „il  est  aisä  de  voir^\ 

1994)  Astr.  Nachr.  16,  1838,  col.  813;  abgedruckt  Math.  Ann.  14,  1879, 
p.  567.  Eine  ausführliche  Darstellung  des  Verfahrens  findet  sich  auch  in 
Fr.  Neumann*B  Vorlesungen  über  Potential  und  Kugelfnnctionen^  Leipz. 
1897,  Cap.  7,  p.  181. 
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gewissen,  später  noch  näher  zu  bestimmenden  Pa)*allelkreisen,  für 
die  fi  bezw.  die  Werte  fij,  fi^)  f^)  •  •  •  bat.  Wird  dann  die  zu  ent- 
wickebide  Function  zunächst  in  der  Form  dargestellt: 

f{lh  *)  =2  (Cr  W  COS  VI/;  +  Sr  (jn)  sin  vt),  (1) 

so  erhält  man  die  Werte  der  Functionen  Cy(jii)  und  8v(fi)  durch  die 
Formeln  von  §  25  A;  ist  das  geschehen,  so  sind  noch  die  Gleichungen, 
die  aus: 

a(f*)  =  (1  -  t^^y^  X 

(2) 


dp,' 


f,l        +        {v  +  \)\        "^  ^  !>/ 


durch  die  Substitution  von  fi^,  fi,,  jus,  .  .  .  fElr  fi  entstehen,  nach 
den  Coefficienten  B  aufzulösen;  und  entsprechend  ist  für  die  8  zu 
verfahren. 

Zu  diesem  Zwecke  werden  zunächst  die  Argumente  ^i  und 
Coefficienten  ax  so  bestimmt,  dafs  das  System  von  Gleichungen 
besteht*^): 

^^  f     0      für  ungerade  m 


-1 


qpY    „  geradem. 


Dabei  können  z.  B.  die  fi;i  bis  auf  eines  willkürlich  gewlßilt  werden, 
dann  sind  die  ax  und  das  letzte  (n  dadurch  bestimmt.  Übrigens 
bemerkt  Neumann  ^^,  dafs  man  auch  die  letzte  der  Gleichungen  (3) 
ohne  erheblichen  Nachteil  weglassen  kann,  da  das  nur  soviel  heifst, 
dafs  man  das  letzte  Entwicklungsglied  wegläfst;  dann  können  die 
fix  oXLe  ganz  willkürlich  gewählt  werden.  Sind  die  Gleichungen  (3) 
erfüllt,  so  folgt  mit  Eücksicht  auf  die  aus  §  32  (17)  und  (19)  sich 
ergebenden  Eelationen: 


ß 

-1 

dafs: 


'^  '^  \2n  +  l  (n  —  v)l  ' 


1995)  col.  317.         1996)  col.  319. 
Jahresbericht  d.  DentBchen  Mathem.  -Vereinigung.   X.  25 
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itt,  Belange  m  -\-  n<2p  +  1  tind  m  von  n  yencbieden  ist     Ist 
aber  m  "-  fi,  so  hat  diese  Siumne  den  Wert: 

.  1  (n  +  ^)!  (n  ~  I.)!       , 

W  2n  +  1  (1  .  8  .  5  .  . .  (2n  —  1))"» 

nnr  für  v  —  0  ist  noch  ein  Factor  2  im  ZiQiler  beizof&gen. 

Mit  Hilfe  dieser  Relationen  bestimmen  sich  die  B  ans  den 
Gleichungen  (2)  ebenso,  wie  bei  den  trigonometrischen  Reihen  (§  25); 
man  erhftlt: 


(7) 


^n)       2n  +  1     (1  .  8  •  5  ■     ■  (2 n  —  1))' 

"    ""       P       '        (•*  +  •')I(n  — 1^)1 


Steht  die  Wahl  der  Parallelkreise,  auf  denen  die  Beobachtongs- 
orte  liegen  sollen,  noch  frei,  so  kann  man  jp  +  1  von  ihnen  so 
wählen,  dafs  die  Gleichungen  (3)  doch  bis  m  =  2jp  +  1  erfüllt  sind. 
Neumann  zeigt  ^**^,  dafs  dazu  für  die  iix  die  Wurzeln  der  Gleichung 
i^+i(fi)  «  0  genommen  werden  müssen.     Entwickelt  man  nämlich 

die  Function    ^^  ax(l  — f^i*?)"^  i^ach  steigenden  Potenzen  von  gj 

multiplicirt  mit  dem  Product  der  Factoren  1  —  iixe  und  vergleicht 
dann  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  e'*'^^  bis  n^^'^^^  so  erhält 
man  für  die  symmetrischen  Functionen  der  fix  dieselben  Relationen, 
die  sich  aus  den  Gleichungen: 

+1 
(8)  liP'Pj,+i(ief)(l£r  — 0  (veO,i,t,..,p-.i) 

-1 

(vgl.  §  31  (8)  und  §  32  (12))  für  die  Coefficienten  von  Pp+i  er- 
geben  ^*^.  Zum  SchluTs  weist  Neumann  auf  den  Zusammenhang 
seiner  Formeln  mit  denjenigen  der  Gkiuis'schen  mechanischen  Quadratur 
hin»»»«). 

Eine  Darstellung  des  Neumann'schen  Verfahrens  nebst  einer 
Anwendung  desselben  auf  die  Darstellung  der  mittleren  Jahres- 
temperatur als  Function  der  geographischen  Länge  und  Breite  des 
Beobachtungsortes  findet  sich  bei  W.  Schoch»**). 

1997)  col.  821. 

1998)  In  der  Ausgabe  der  VorleBungen  >'**)  §  2 ,  p.  189  ist  gezeigt, 
dafs  diese  Relationen  die  Coefficienten  eindeutig  bestimmen. 

1999)  col.  828;  näheres  bei  Seeliger,  Münch.  Her.  1890,  p.  608. 

2000)  DiBS.  Zürich  1856.    Er  giebt  zunächst  p.  18  fOr  die  drei  von 
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H.    Seeliger^^^)    macht   darauf  aufinerksam,    dais   man   die 
Coefficienten: 

nur  ein  für  allemal  zu  berechnen  brauche;  er  giebt  Tabellen  von  ihnen. 
Eine  umfangreiche  Bechnung  dieser  Art  hat  um  die  Zeit  des 
Erscheinens  von  Neumann's  Aufsatz  C.  F.  Gaufs^^')  durchgefOhrt, 
um  die  erdmagnetischen  Elemente  als  Functionen  der  geographischen 
Coordinaten  des  Beobachtungsortes  darzustellen.  Dabei  handelt  es 
sich  um  die  Entwicklung  yon  nicht  nur  einer,  sondern  drei 
Functionen,  deren  Coef&cienten  aber,  zufolge  der  von  Gaufs  vorläufig 
eingeführten  Hypothese,  dafs  die  erdmagnetischen  Erscheinungen  durch 
das  Potential  von  im  Innern  der  Erde  befindlichen  Massen  zu  er- 
klären seien,  in  einfachen  Beziehungen  zu  einander  stehen.  Gaufs 
macht  ebenfalls  von  der  Zusammenfassung  der  Beobachtungen  nach 
Parallelkreisen  Gebrauch'^');  die  zur  Bechnung  erforderlichen  Daten 
entninmit  er  aus  den  damals  vorhandenen  Karten.  Zur  Erleichterung 
des  Vergleichs  der  Bechnung  mit  den  Beobachtungen  hat  er  eine 
Hilfstafel  berechnen  lassen,  in  der  je  ein  Cosinus-  und  ein  Sinus- 
glied zusammengefafst  sind'^^).  Zum  Schlufs  deutet  er  an,  dafs 
man  bei  einer  zukünftigen  Verbesserung  der  Bechnung  auf  Grund 
ausgedehnterer  Beobachtungen  ähnliche  Kunstgriffe  werde  anwenden 


ihm  gewählten  Meridiane  fOnfgliedrige  trigonometrische  Interpolations- 
formeln,  die  aber  selbst  schon  aus  kartographisch  interpolirten  Werten 
abgeleitet  sind;  aus  ihnen  berechnet  er  die  Temperaturen  für  die  von  dem 
Neumann'schen  Verfahren  geforderten  Breiten.  Die  Übereinstimmung 
zwischen  den  Ergebnissen  der  Formel  imd  den  der  Rechnung  zu  Grande 
gelegten  Daten  ist  nicht  so  gut,  wie  er  sich  gerne  einreden  möchte. 

2001)  Manch.  Ber.  1890,  p.  601. 

2002)  Besultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  für 
1888,  Leipz.  1839,  nr.  28;  Werke  6,  p.  147. 

2008)  nr.  26,  p.  149.  Die  Angabe  in  Neumann's  Vorlesungen^***), 
p.  180,  Gaufs,  „der  ein  ebenso  grofser  Rechner  als  Mathematiker  war*\ 
habe  26  lineare  Gleichimgen  mit  26  Unbekannten  aufgelöst,  beruht  auf 
einem  Irrtum.  Gaufs  würde  vor  26  Gleichungen  nicht  zurückgeschreckt 
sein,  wenn  es  nötig  gewesen  wäre;  aber  er  war  vor  allem  ein  überlegter 
Rechner.  Übrigens  giebt  er  nirgends  an,  wie  er  die  ParaUelkreise  gewählt 
hat;  es  würde  seiner  Art  durchaus  entsprechen,  wenn  er  das  Neumann' sehe 
Verfahren  ebenfalls  gekannt  und,  nachdem  ihm  Keumann  mit  der  Publi- 
cation  zuvorgekommen  war,  über  die  Sache  geschwiegen  hätte.  Die  Fufs- 
note  zu  nr.  22,  p.  146,  die  einen  specieUen  Fall  des  Neumann'schen  Satzes 
enthält,  spricht  jedenfalls  nicht  dagegen. 

2004)  nr.  28,  p.  168;  die  Tafel  p.  182. 

26* 
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können,  wie  die  Astronomen  bei  der  Yerbessenmg  der  Elemente  der 
Planeten-  und  Kometenbahnen***). 

Eine  Reibe  von  Beitragen  zur  Ergänzung  und  FortfÜbrung 
dieser  Becbnungen  hat  H.  Petersen  auf  Grund  Ton  Beobachtungen 
von  A.  Erman  geliefert ^'^.  Später  haben  beide  zusammen  eine 
Neuberechnung  vorgenommen  und  im  Auftrage  der  deutschen  Ad- 
miralität veröffentlicht '^^).  um  auch  Beobachtungen  ausnützen  zu 
können,  die  nicht  gerade  in  dem  als  Epoche  gewählten  Jahr  gemacht 
sind,  berechnen  sie  zunächst  die  Werte  der  Säcularänderungen  der 
acht  ersten  Gaufs'schen  Constanten  fOr  zwei  verschiedene  Epochen  ^^^), 
aus  ihnen  durch  lineare  Interpolation  die  Werte  dieser  Änderungen 
för  irgend  eine  Zwischenzeit.  Sie  bemerken  dann*^*),  man  könnte 
die  seit  Gaufs  hinzugekommenen  Beobachtungen  benützen,  um  aus 
ihnen  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  an  den  GauTs'schen  Con- 
stanten anzubringenden  Correctionen  zu  berechnen;  da  aber  ein 
solches  Verfahren  eine  ungleichmälsige  Ausnützung  des  Beobachtungs- 
materials bedeuten  würde,  ziehen  sie  es  vor,  die  ganze  Rechnung 
noch  einmal  durchzuführen.  Dabei  gehen  auch  sie  noch  von  der 
Voraussetzung  aus,  dais  eine  etwaige  Abweichung  der  Beobachtungen 
von  den  Resultaten  der  Gaufs'schen  Hypothese*^*)  „nur  von  der 
Mangelhaftigkeit^  der  ersteren  herrühre,  und  führen  daher  die  aus 
der  letzteren  folgenden  Gleichungen  als  strenge  zu  erfüllende  Be- 
dingungen in  die  Rechnung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
ein  «010). 

Auch  G.  von  Quintus  Icilius  ist  bei  der  Neuberechnung  auf 
Grund  der  Karten  der  deutschen  Seewarte  ftlr  1880  „ganz  in  der 
von  Gaufs  angegebenen  Weise"  vorgegangen  *^^^). 

Von  der  vollständigen  Neuberechnung,  die  G.  Neumajer 
(namentlich  durch  H.  Petersen)  fOr  1885  hat  vornehmen  lassen, 
sind  wohl  an  verschiedenen  Orten  die  Resultate,  aber  m.  W.  nichts 
über  die  angewendete  Methode  veröffentlicht;  man  darf  wohl  an- 
nehmen, dafs  keine  neuen  Hilfsmittel  angewendet  worden  sind. 

Dagegen  hat  Ad.  Schmidt  neue  theoretische  Entwicklungen 
gegeben ^^«).     Er  findet,   bei  der  jetzt  erreichten  Genauigkeit  und 


2006)  nr.  88,  p.  166. 

2006)  Brit.  Aas.  Report  fOr  18i7  (48)  und  1848  (49);  Astr.  Nachr.  19, 
1842,  col.  811,  842,  869. 

2007)  Die  Grundlagen  der  Gaofs^Bchen  Theorie  und  die  Erscheinungen 
des  Erdmagnetismus  im  Jahre  1829,  Berl.  1874. 

2008)  nr.  1,  p.  8.        2009)  nr.  2,  p.  18.        2010)  p.  19. 
2011)  Hamb.  Seew.  Arch.  4,,  1881.        2012)  ib.  12,,  1889. 
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Vollstftndigkeit  der  Beobachtungen  seien  mehrere  Vereinfachungen 
nicht  mehr  zulässig,  die  sich  Oauls  noch  erlanben  durfte,  die  er 
aber  selbst  ausdrücklich  als  provisorisch  bezeichnet  habe.  Daher 
zeigt  er  zimächst,  wie  man  bei  Ableitung  der  Formeln  die  Abplattung 
der  Erde  berücksichtigen  könne:  er  führt  elliptische  Coordinaten  ein 
und  schliefst  sich  an  die  später  zu  besprechenden  Untersuchungen 
von  Lami  und  Heine  an*^**).  Die  Formeln,  die  er  schliefslich 
erhält,  unterscheiden  sich  nur  in  drei  Punkten  von  den  unter 
Voraussetzung  der  Kugelgestalt  der  Erde  geltenden:  einmal  treten 
von  der  Abplattung  und  von  der  Breite  des  Beobachtungsortes  ab- 
hängige Factoren  vor  die  Summenzeichen;  dann  tritt  nicht  die 
geographische  Breite  jc/2  —  d,  sondern  die  „reducirte"  7r/2  —  v  in 
den  Formeln  auf;  endlich  ist  jede  Ableitung  eines  Legendre'schen 
Polynoms  noch  mit  einem  von  der  Abplattung  abhängenden  Factor 
zu  multipliciren.  Von  diesen  letzteren  Factoren  giebt  er  eine 
Tabelle**^*).  Femer  läfst  er  die  Voraussetzungen  fallen,  dafs  ein 
Potential  vorhanden  sei  und  dafs  dieses  Potential  als  von  magne- 
tischen Massen  im  Innern  der  Erde  herrührend  angesehen  werden 
könne.  Infolgedessen  entwickelt  er  zunächst  jede  Erafbcomponente 
für  sich,  ohne  Relationen  zwischen  den  Coef&cienten  dieser  ver- 
schiedenen Entwicklungen  anzunehmen  ^^^).  Für  die  Durchführung 
ergiebt  sich  eine  Schwierigkeit  daraus,  dafs  die  reducirten  Horizontal- 

componenten  X,  T  an  den  Polen  unstetig  werden,  indem  nämlich 
die  Grenzwerte,  denen  sie  bei  Annäherung  an  die  Pole  zustreben, 
von  der  geographischen  Länge  abhängen,  unter  der  die  Annäherung 
vor  sich  geht**^^);  infolgedessen  würden  die  Entwicklungen  sehr 
schlecht  convergiren.  um  besser  convergirende  Entwicklungen  zu 
erhalten,  subtrahirt  Schmidt  erst  einfache  Ausdrücke,  die  dieselbe 
Art  von  ünstetigkeit  darbieten.  Eelationen  zwischen  den  CoefQ- 
cienten  der  so  erhaltenen  Entwicklungen  ergeben  sich  daraus,  dafs 

Zsint;  imd  Fsinv  an  den  Polen  gegen  Null  convergiren***^. 

um  zu  untersuchen,  ob  die  Formeln  die  Existenz  oder  Nicht- 
existenz  eines  Potentials  beweisen,  leitet  Schmidt  aus  dem  von  Gaufs 
als  Bedingung  für  die  Existenz  gegebenen  Integralsatz  die  Differential- 
gleichung her***®): 

dX      dYsmy  ,     . 


2013)  p.  6.       2014)  p.  12.       201Ö)  p.  18.       2016)  p.  18.       2017)  p.  19. 
2018)  p.  16.     Zu   derselben  Gleichung  kommt  auch  W.  v.  Bezold, 
Berl.  Ber.  1897,  p.  422.     . 
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Andererseits  benatzt  er  auch  den  Satz*^^^:  falls  ein  Potential  existirt, 
können  die  beiden  Integrale: 

(11)  17—  Cxdv,      TT«—  jYsmvdif 

sich  nnr  mn  eine  von  ^  unabhängige  Gröüise  ^(t;)  unterscheiden. 
Die  Entwicklang  des  zweiten  bietet  keine  Schwierigkeit;  ist: 

(12)  r  sin  t;  =  2  -Pr(-^!r ^  cos  v^  +  E^J^  sin  v^) , 

SO  ergiebt  sich*^**^): 

(13)  W'"-fl>sinv(p(v)+Wo 
mit: 

n 

Nicht  ganz  so  einfach  ist  die  Entwicklung  von  U.  Schmidt  giebt 
zu  diesem  Zwecke  zonftchst  ohne  Beweis  die  Formel '^^): 

(16)  sin.-^^; ^n+l)^^^F::!_,+  nP^:l. 

Mit  ihrer  Hilfe  Iftfst  sich  die  Aufgabe,  eine  Function  U^^  ^^-^^ 
so  zu  bestimmen,  dafs  sint^dlT/dt;  »  sinv  •  X  wird,  auf  die  Be- 
stimmung der  F^    aus  den  Gleichungen: 

(n  -  1)  j^-) ,  -  (n  +  2)  <*;  +  *;•  -  "•  y"! .  - 
=  ^i"'  cos  v^  +  Ci*^  smvybEy  A^''^ 

zurückfahren,  in  denen  die  jB^^\  CJ  die  Coefficienten  der  Ent- 
Wicklung: 

(17)  X sin t;  -^  (^n^  ^^ ^^  +  ^n^  »in vt/;)  PJ^\v) 

bedeuten.  Würde  die  mit  den  so  bestimmten  Coefficienten  gebildete 
Reihe  convergiren,  so  würde  man  sie  für  U  nehmen  können;" da  das 
aber  nicht  der  Fall  ist,  schlägt  Schmidt  folgenden  Weg  ein*^**): 
Indem  er  von  X  sin  t;  zunächst  eine  endliche  Summe  yon  Eugel- 
functionen  absondert,  bildet  er: 


2019)  p.  18.         2020)  p.  19.         2021)  p.  20. 
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X,rinr  =  Z8in»-J;{4'>+(v+2)^±^^ri';,)8in'.,(18) 


9 


wo  die  F^^^  ans  den  Bedingnngsgleichuxigen  (16)  zu  bestimmen 
sind.     Dann  läfst  sich  das  Integral: 

9 

"  dv  (19) 

0 

einfach  berechnen;  und  wenn  noch: 

9 

fsm'^dv^nl'^  (20) 

0 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich: 

U''Uo+  f{v,  A),  (21) 

mit: 

Ein  Potential  ist  also  vorhanden,  wenn  bei  diesen  Bechnungen: 

q>(v)  -  0,     fiv,  l)  -  0,     üo~W„+  x(y)  (23) 

gefunden  wird^'^);  werden  die  sich  ergebenden  Ausdrücke  fOr  das 
Potential  noch  mit  denjenigen  für  die  Yerticalcomponente  verglichen, 
so  lassen  sich  auch  die  von  inneren  und  die  von  äuTseren  Massen 
herrührenden  Kräfte  sondern.  Ergiebt  sich  aber,  dafs  kein  Potential 
existirt,  so  bleibt  bei  der  Sonderung  der  einzelnen  Bestandteile  noch 
eine  gewisse  Willkür'^'').  Nach  den  Principien  der  Ausgleichungs- 
rechnung wftre  zu  verlangen,  dafs  die  Summe  der  Quadrate  der 
Abweichungen  zwischen  den  aus  V  berechneten  und  den  beobachteten 
Werten  von  X  und  Y  ein  Minimum  sei;  diese  Forderung  führe  aber 
auf  umstftndliche  Bechnungen.     Schmidt  nimmt  daher  einfacher: 

V-H^o+Wo+xiv)),  (24) 

was  kein  sehr  verschiedenes  Besultat  ergeben  könne.  Für  die 
Intensität  i  der  die  Erdoberfläche  durchsetzenden  elektrischen  Ströme, 
denen  in  diesem  Falle  ein  Teil  der  Wirkungen  zuzuschreiben  ist, 
erhält  er  die  Gleichung  *^*'): 


8022)  p.  23,  vgl.  auch  Münch«  Abh.  19,  p.  9,        2028)  p,  2^ 


392   LHauptteil.  ö.Absclm.  Gestalt  d.  Himmelskörper  n.  Entw.  n.Eagelfanci 

(25)     i/iT?sin.>/l+.«cos«.  =  -ji^{||+l%^)- 

Hierauf  wendet  er  sich  zu  der  Frage  nach  der  zweckm&Tsigen 
Anordnung  der  numerischen  Rechnung  ^^).  Er  denkt  zunächst  an 
die  Möglichkeit  planimetrischer  Messung,  wenn  man  für  jeden  Ent- 
wicklungscoe£6cienten  eine  besondere  Karte  herstellte,  deren  Yer- 
gröfserungsverhältnis  überall  der  betr.  Kugelfunction  proportional 
wäre;  dann  an  die  directe  Auflösung  der  sämtlichen  Gleichungen, 
was  vorteilhaft  sein  würde,  wenn  man  wiederholte  Bestimmungen 
unter  Benutzung  inmier  derselben  Beobachtungsorte  beabsichtigen 
würde;  endlich  erwähnt  er  die  gebräuchliche  Methode,  die  die  Ver- 
teilung der  magnetischen  Elemente  auf  einer  Anzahl  von  Parallel- 
kreisen zum  Ausgangspunkte  hat.  Er  selbst  empfiehlt  eine  Com- 
bination  von  Neumann's  Verfahren ^^^)  mit  den  von  Weihrauch****) 
gegebenen  Formeln  zur  trigonometrischen  Interpolation  bei  nicht 
äquidistanten  Functionswerten***^). 

Die  so  gefundenen  Interpolationsformeln  brauchen  an  den  Polen 

den  Wert  Null  für  Xsint;  nicht  genau  zu  geben,  da  sie  ja  ab- 
gebrochen sind;  selbst  dann  nicht,  wenn  man  den  Wert  0  für  den 
Pol  unter  die  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Daten  mit  auf- 
nimmt. Da  aber  die  weiteren  Rechnungen****)  den  Wert  0  am 
Fol  voraussetzten,  mufs  das  durch  nachträgliche  möglichst  kleine 
Änderungen    der  berechneten   Coefißcienten  erreicht  werden  ***•).  — 

Bei  X,  Y  selbst  liegen  an  den  Polen  die  Verhältnisse  noch  kom- 
plicirter. 

Auf  die  Veröffentlichung  dieser  Untersuchungen  hin  wurde 
Schmidt  von  Neumajer  —  Petersen  war  inzwischen  gestorben  — 
aufgefordert,  das  von  diesen  gesammelte  Material  zu  einer  Controlle 
der  früheren  Rechnungen  zu  benutzen;  Schmidt  zog  jedoch  eine  voll- 
ständige Neuberechnung  vor,  um  bei  gleicher  Stellenzahl  der  Coeffi- 
cienten  alle  Glieder  mit  gleicher  Schärfe  zu  erhalten**'^.  Er  modi- 
ficirt  zunächst  die  übliche  Definition  der  Legendre'schen  Polynome 
durch  Beifügung    solcher   Zahlenfactoren,    dafs    die  über  die  ganze 

Kugel  genommenen  Mittelwerte  von  ir^^  cos  vtf;  und  i^^^'^sinv^  alle 


8024)  p.  26. 
2026)  p.  27. 

2026)  p.  28. 

2027)  Mfinch.  Abh.  19,  1896/96,  p.  1;  ausführlichere  Mitteilung  der 
Rechnungen -und  des  Zahlenmaterials  Hamb.  8eew.  Arch.  21,,  1898. 


§  84.    Interpolation  durch  Eagelfunctionenreilien.  393 

gleich  1  werden*^*).  Zur  Berechnung  der  Ic^'  bedient  er  sich 
ihrer  Factorenzerlegung**'). 

Für  die  Durchftkhrung  der  Rechnung  findet  er  jetzt  doch  die 
Anwendung  der  Neumann'schen  Methode  unvorteilhaft,  da  keine 
Beobachtungen  aus  den  Polargegenden  Torliegen;  auTserdem  liegt 
ihm  daran,  den  Vergleich  mit  der  vorhergehenden  Berechnung  von 
Neumajer  und  Petersen  zu  erleichtem,  damit  man  ein  urteil  dar- 
über gewinnen  kann,  ob  durch  die  Ausdehnung  der  Berechnung  auf 
eine  gröfsere  Zahl  von  Entwicklungsgliedem  wirklich  ein  merklich 
genauerer  AnschluTs  an  die  Beobachtungen  erzielt  wird.  Was  die 
Festsetzung  der  den  einzelnen  Beobachtungen  beizulegenden  Gewichte 
betrifft,  so  entschliefst  er  sich*^^),  allen  kartographisch  interpolirten 
Werten  dasselbe  Gewicht  zu  geben.  Als  Grenze,  wie  weit  die  Rech- 
nung zu  führen  ist,  setzt  er  v  =  4,  n  =  6  fest  (n  ^  7  bei  X  sint;); 
allerdings  bemerkt  er  selbst '^'^),  dafs  diese  Festsetzung  von  der 
Wahl  des  Coordinatensjstems  nicht  unabhängig  ist.  um  über  den 
Grad  der  Zuverlässigkeit,  den  man  den  Resultaten  zuschreiben  darf, 

ein  Urteil  zu  gewinnen,  berechnet  er  die  Entwicklungen  von  X  und  Y 
zunächst  ohne  Berücksichtigung  der  Bedingung,  daXs  die  Horizontal- 
kraft an  den  Polen  eindeutig  bestimmt  sein  muis;  nachher  bringt  er 
die  Correction  an,  die  das  bewirkt  und  zugleich  die  Fehlerqnadrat- 
summe  der  ursprünglichen  Gleichungen  zu  einem  Minimum  macht '^''). 
Es  folgt  die  numerische  Auflösung  der  Normalgleichungen '^^.  Die 
Vergleichung  der  Berechnung  mit  den  Beobachtungen  bereitet  er 
dadurch  vor,  dafs  er  zunächst  aus  den  Formeln  die  Werte  von  10 
zu  10  Grad  in  Länge  und  Breite  berechnet,  dann  diese  Tabellen 
durch  Interpolation  für  jeden  vollen  Grad  erweitert,  was  allerdings 
die  Berücksichtigung  der  4.,  ja  vielfach  der  5.  Differenzen  erfordert; 
die  Interpolation  für  die  einzelnen  Beobachtungsorte  kann  dann 
linear  geschehen  ^^).     Es  folgen  die  Berechnung  der  Elemente  des 

2028)  Münch.  p.  7;  Tabelle  dieser  Zahlenfactoren  Münch.  XU,  p.  47; 
ihrer  Logarithmen  Hamb.  p.  7 :  Tabelle  der  Werte  der  modificirten  Polynome 
selbst  Münch.  IV,  p.  48,  ihrer  Logarithmen  Hamb.  p.  28.  Vgl.  auch  Terr. 
Magn.  1,  1898. 

2029)  Hamb.  p.  5.        2030)  Münch.  p.  22. 
«081)  p.  24.        2082)  Hamb.  p.  15. 

2088)  Münch.  p.  17;  die  Goefficienten  der  Normalgleichnngen  Hamb. 
p.  11,  die  Logarithmen  der  Coefficienten  der  mit  Rücksicht  auf  die  Be- 
dingungen modificirten  Normalgleichungen  ib.  p.  13;  die  definitiven  Werte 
dev  Coefficienten  Münch.  VÜI,  p.  67,  mit  etwas  anderer  Abrondung  Hamb.  VI, 
p.  6a 

2084)  Münch.  p.  19.         . 
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Potentials ^^^3  und  die  der  die  Erdoberfläche  durchsetzenden  Ströme*^ 
nach  den  früher  ^^^)  gegebenen  Vorschriften,  beide  mit  ausführlicher 
Angabe  auch  der  Zwischenresultate  der  Rechnung. 

Die  Yergleichung  der  Resultate  mit  den  Beobachtungen*^^ 
giebt  ihm  wesentlich  besseren  Anschlufs,  als  frühere  Berechnungen, 
aber  doch  noch  wesentlich  gröfsere  Differenzen  als  die  möglichen 
Fehler  der  kartographischen  Interpolation^^).  Für  das  Potential 
der  äuTseren  Massen  findet  er  sehr  geringe,  aber  nicht  verschwindend 
kleine  Betrftge,  sodals  er  ihr  Vorhandensein  erst  als  bewiesen  an- 
sieht*®'^), dann  aber  von  dieser  Entscheidung  wieder  zurückkommt*^^). 

Endlich  schätzt  er  noch  die  mittleren  Fehler  ab*^^);  er  findet, 
dafs  die  analytische  Darstellung  der  Kraftcomponenten  selbst,  ab- 
gesehen von  dem  systematischen  Fehler  des  Abbrechens  der  Reihen, 
als  sehr  scharf  und  zuverlässig  bezeichnet  werden  könne,  dafs  es 
aber  mit  den  Potentialen  und  den  Strömen  weniger  günstig  stehe. 

Zwischen  Schmidt's  erste  und  seine  spätere  Untersuchung  fiLllt 
eine  entsprechende  Entwicklung  der  täglichen  Variation  des  Erd- 
magnetismus durch  A.  Schuster*^*).  Er  benutzt  nur  4  Be- 
obachtungsorte, ninmit  aber  die  „bekannte  Thatsache^^  zu  Hilfe,  dals 
die  tägliche  Variation  der  westlichen  Componente  für  jeden  Parallel- 
kreis nahezu  constant  ist,  in  dem  Sinne,  dafs  man  sie  aus  der 
Variation  im  Schnittpunkt  des  Parallelkreises  mit  dem  Nullmeridian 
durch  Substitution  von  <  +  ^  für  ^  ableiten  kann,  wenn  t  die  Orts- 
zeit des  ersten  Meridians,  ^  die  Länge  des  Beobachtungsortes  ist*^^). 
Für  jeden  der  4  Orte  entwickelt  er  zunächst  die  magnetische 
Variation  nach  trigonometrischen  Functionen  der  Zeit,  für  den  Tag 
als  Periode;  die  einzelnen  Coefßcienten  dieser  Entwicklung  entwickelt 
er  dann  nach  den  Vielfachen  der  Breite,  indem  er  zunächst  mit 
Hilfe  der  Voraussetzung  der  Existenz  eines  Potentials  aus  den 
beobachteten  Werten  ihre  Differentialquotienten  nach  der  Breite  er- 


2086)  Hamb.  p.  23. 

2086)  p.  26;  Tabellen  Münch.  X,  p.  69  und  Hamb.  X,  p.  76. 

2087)  Die  aus  den  Beobachtungen  entnommenen  Werte  der  Coeffi- 
cienten  der  trigonometriBchen  Entwicklungen  nach  den  Vielfachen  der 
Länge  Münch.  VI,  p.  62  »  Hamb.  IV,  p.  47;  die  aus  der  Rechnung  folgen- 
den Werte  derselben  Goefificienten  Münch.  XI,  p.  60;  Hamb.  VH,  p.  62; 
die  berechneten  Werte  der  Kraftcomponenten  Hamb.  VJLll,  p.  66;  die 
Differenzen  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  Münch.  XIV,  p.  64; 
Hamb.  VIHa,  p.  71. 

2088)  Münch.  p.  80.        2089)  Münch.  p.  48.        2040)  Hamb.  p.  27» 
2041)  Münch.  p.  41.        2042)  Lond.  Trans.  180  A,  1889  (90),  p.  467. 
2048)  nr.  8,  p.  476.    Vgl.  W.  ▼.  Besold,  Bed.  Ber.  1897,  p.  428. 
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mittelt  und  dann  graphisch  eine  Tabelle  interpolirt.  Die  so  ge- 
fundenen Entwicklungen  setzt  er  in  solche  nach  Legendre'schen 
Polynomen  um,  und  zwar  gleich  in  einer  solchen  Form,  daTs  er 
nachher  die  Entwicklung  des  Potentials  bequem  ableiten  kann*^^). 
Ans  der  letzteren  gewinnt  er  dann  die  Entwicklimg  der  verticalen 
Componente;  er  kommt  zu  der  Überzeugung,  dafs  die  Ursache  der 
Variation  aufserhalb  der  Erde  gesucht  werden  mufs*^*).  Schliefslich 
imtersucht  er  noch  den  etwaigen  Einflufo  von  die  Erdoberfläche 
durchsetzenden  Strömen  ^*^). 

Ebenfalls  zwischen  Schmidt's  zwei  Untersuchungen  föllt  eine 
Note  von  E.  Schering*^^.  Er  weist  vor  allem  darauf  hin,  dafs 
Gauls  selbst  seine  Bechnungen  immer  nur  als  provisorische  hin- 
gestellt, aber  auch  bereits  betont  habe,  dafs  sie  „eine  kräftige  Hilfe 
darbieten,  um  künftige  neue  Versuche  . . .  vorzubereiten*^  Um  den 
von  Ganfs  angedeuteten  Weg  zu  finden,  will  er  ein  Verfahren  an- 
geben, bei  welchem  die  beiden  Vorteile  des  Gaufs'schen  (die  Trennung 
der  unbekannten  Gröfsen  in  Gruppen  und  die  Berechnung  der  Coefß- 
cienten  der  trigonometrischen  Entwicklungen  nach  der  einfachen 
Euler'schen  Formel  §  17  (8))  bestehen  bleiben,  aber  jede  graphische 
Interpolation  vermieden  wird:  Man  solle  zuerst  die  den  Beobachtungen 
beizulegenden  Gewichte  bestimmen,  dann  die  Differenzen  „Beobach- 
tung —  Bechnung^^  bilden  (denen  dieselben  Gewichte  zukommen), 
drittens  die  Erdoberfläche  durch  Meridiane  und  Parallelkreise  in 
Felder  teilen,  für  den  Mittelpunkt  eines  solchen  Feldes  aus  den 
Beobachtungen  der  in  oder  nahe  diesem  Felde  gelegenen  Stationen, 
unter  Berücksichtigimg  ihrer  Gewichte,  einen  Mittelwert  interpoliren, 
diesen  zu  den  ersten  Näherungswerten  addiren  und  die  so  corrigirten 
Werte  einer  neuen  Berechnung  zu  Grunde  legen.  Die  diesen  corri- 
girten Werten  beizulegenden  Gewichte  sind  dabei  nach  den  all- 
gemeinen Eegeln  der  Fehlerrechnung  aus  den  den  Beobachtungen 
beigelegten  zu  bestimmen.  Für  Felder,  denen  keine  brauchbaren 
Beobachtungen  angehören,  solle  man  benachbarte  mit  heranziehen, 
um  die  Vorteile  der  Eujer'schen  Formel  nicht  zu  verlieren. 

Die  von  Petersen  ^^^  begonnene  Berechnung  der  Säcularänderung 
der  einzelnen  Goefficienten  hat  V.  Carlheim-Gjllenskioeld  weiter- 
geführt'^^).  Er  setzt  in  den  Differentialformeln  in  erster  Annäherung 
die  Horizontalintensität    constant^^^   und  berechnet  dann  aus  den 


2044)  p.  479.         2046)  p.  468.         2046)  nr.  5,  p.  495. 

2047)  Geogr.  Jahrb.  16,  1892,  p.  143. 

2048)  Stockh.  astr.  laktt.  6,  1896.        2049)  nr.  2,  p.  6. 
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beobachteten  Änderungen  der  Declination  und  Indination  die  Ände- 
rungen der  drei  rechtwinkligen  Componenten;  aus  diesen  entninunt 
er  einen  verbesserten  Wert  der  Horizontalintensitat  und  wiederholt 
das  Verfahren,  ev.  mehrmals.  Er  findet,  dafs  man  hinlänglich 
genauen  AnschluTs  an  die  Beobachtungen  erhalte,  wenn  man  je  zwei 
Glieder  Ä^  cos  vrlf  +  B^  Bin  v^  zu  Uy  cos(y^  +  U^)  zusammennehme 
und  nun  Uy  als  constant,  U^  als  lineare  Function  der  Zeit  an- 
sehe ^^).  Für  Zeiten,  aus  denen  keine  über  die  ganze  Erde  ver- 
teilten Beobachtungen  vorliegen,  berechnet  er  auch  einmal  9  Coeffi- 
cienten  direct  aus  den  Beobachtungen  nach  den  allgemeinen  Formeln 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ^^^). 

Über  die  umfangreichen,  schon  1849  begonnenen  Bechnungen 
von  J.  C.  Adams  ist  erst  ganz  neuerdings  einiges  aus  seinem  Nach- 
lafs  durch  W.  G.  Adams  mitgeteilt  worden  ^^').  Seine  Methode  ist 
im  wesentlichen  die  von  GauTs;    er  benutzt  auch,  wie  dieser,  die 

(von  ihm  mit  H^   bezeichneten)  Producte  der  Functionen  §  32  (17) 

in  Zahlencoefficienten.  Zimachst  entwickelt  er  für  jeden  Breiten- 
gürtel von  5^  Amplitude  die  drei  Componenten  der  erdmagnetischen 
Kraft  nach  den  Vielfachen  der  Lftnge;  ist  dann  z.  B.  x,,  der  Coefß- 
cient  von  cosvt|;  in  einer  solchen  Entwicklung  von  X,  so  erhält 
man  für  jeden  solchen  Gürtel  eine  Gleichung  der  Form:. 


(26)  ^,-2'««'^' 


V«('')yW 


in  der  die  a^    die  zu  berechnenden  Coefficienten,  die  X^'  die  Kugel- 

functionen  bedeuten.  Wären  die  Beobachtungen  gleichmäCsig  über 
die  Erde  verteilt,  so  würde  das  Gewicht  eines  jeden  solchen  Xy  dem 
Flächeninhalt  des  zugehörigen  Breitengürtels,  also  dem  Jfi^  pro- 
portional sein*^^).  Adams  vereinigt  die  von  den  beiden  Horizontal- 
componenten  gelieferten  Gleichungen  zu  zwei  neuen,  um  das  Potential 
innerer  und  das  äuÜBcrer  Massen  getrennt  zu  erhalten;  auf  Ströme 
nimmt  er  keine  Rücksicht*^).  Um  die  Abplattung  zu  berück- 
sichtigen, leitet  er  zwischen-  den  geocentrischen  und  den  geo- 
graphischen Eraftcomponenten  Relationen  ab,  die  aber  ebenfalls  die 
Existenz  eines  Potentials  voraussetzen '^^^.     Dann  geht  er  zur  Auf- 


2060)  nr.  5,  p.  9.        2061)  nr.  11,  p.  26. 
2062)  Brii  Abb.  Rep.  für  1898  (99),  p.  108.        2068)  p.  114. 
2064)  p.  116.    Welche  Gewichte  er  Bchliefslich  wirklich  benutzt  hat, 
ist  nicht  ganz  klar  ersichtlich. 
2066)  p.  116.        -2066)  p.  118. 
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stellnng  der  Bedingongsgleichongen  über:  ist  n  —  v  gerade  (un- 
gerade), so  enthält  X^  nur  ungerade  (gerade)  Potenzen  von  fi^  Y^ 
and  Z^   nur  gerade  (ungerade);  das  ermöglicht  eine  Trennung  der 

Gleichungen  in  Sjsteme,  deren  jedes  zu  einem  bestimmten  Wert 
von  V,  zusammen  mit  allen  geraden  oder  mit  allen  ungeraden 
Werten  von  n  gehört;  fUr  jeden  Breitengürtel  steuert  jede  Com- 
ponente  zu  jedem  Sjsteme  eine  Gleichung  bei^^'').  Aus  den  so 
erhaltenen  Gleichungen  werden  dann  die  Normalgleichungen  nach 
den  gewöhnlichen  Vorschriften  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
gebildet*^).  Es  stellt  sich  heraus,  dafs  die  Coefficienten  der  Glieder 
niedrigerer  Ordnung  noch  wesentlich  davon  beeinfluTst  werden ,  ob 
man  die  Glieder  7.  Ordnung  mitnimmt  oder  nicht *^**). 

In  demselben  Band  der  Beports  giebt  A.  Scliuster  eine  „ein- 
fache Methode  zur  Entwicklung  des  magnetischen  Potentials  der 
Erde""*®).  Er  entwickelt  nämlich,  wie  er  schon  1890  gethan 
hatte  *^*),  die  Goef&cienten  der  Entwicklung  nach  den  Vielfachen 
der  Länge  zunächst  nach  den  Cosinus  oder  nach  den  Sinus  der 
Breite,  je  nachdem  v  gerade  oder  ungerade  ist,  und  setzt  erst  nachher 
in  die  Entwicklung  nach  Eugelfunctionen  um.  Die  Werte  für  höhere 
Breiten  interpolirt  er;  er  findet  nämlich,  dafs  es  sich  dabei  wirklich 
um  eine  erlaubte  Interpolation,  nicht  um  eine  unerlaubte  Extra- 
polation handle,  da  die  Coefficienten  bis  auf  zwei  an  den  Polen 
Null  seien ^'^^).  Zum  SchluTs  bemerkt  er  noch,  dafs  man  auch  bei 
Berücksichtigung  von  Strömen  ebenso  verfahren  könne. 


2067)  p.  128.         2068)  p.  128. 

2069)  p.  126.  Vergleichung  der  durch  die  Formeln  gelieferten  Absolut- 
glieder  mit  den  der  Rechnung  zu  Onmde  gelegten  Daten  p.  131;  Ver- 
gleichung der  Resultate  verschiedener  Berechnungen  untereinander  p.  128, 
129,  180,  188,  186. 

2060)  ib.  p.  762.         2061)  p.  766. 
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Sechster  Abschnitt. 

Integration  partieller  Differentialgleicbnngen  dnreh  bestimmte 

Integrale. 

§  35.    Die  ersten  Untersuchungen  von  Laplace. 

Die  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  namentlich 
linearer,  durch  bestimmte  Integrale  ist  schon  von  Euler  vielfach  be- 
handelt worden'^').  Auch  der  entsprechenden  Integration  partieller 
Differentialgleichungen  sind  wir  schon  gelegentlich  begegnet  (§  4  (10); 
27  (22));  zu  allgemeineren  Formeln  dieser  Art  ist  aber  erst  P.  S. 
de  Laplace  gef&hrt  worden,  und  zwar  auf  einem  ziemlichen  Umweg. 

Bereits    1778    war    es    ihm    gelungen,    jede    lineare    partielle 
Differentialgleichung    zweiter    Ordnung,   Ausnahmefälle   vorbehalten, 
durch  Einführung  neuer  unabhängiger  Variabler  auf  die  Form  zu 
bringen: 
/^\  T^  3'^     .       du  ,       du    ...    „      ^ 

in  der  w,  n,  i,  T  Functionen  von  s  und  $^  bedeuten*^**).  Durch 
Überlegungen,  die  jedenfalls  noch  der  Ergänzung  bedürfen,  gelangte 
er  dann  dazu,  das  allgemeine  Integral  einer  solchen  Gleichung  in 
folgender  Form  darzustellen*^^):  Sei  9o(*)  ®"^®  willkürliche  Function 
von  8y  'Pais^  eine  solche  von  5^.     Man  bilde  successive  die  Integrale: 

(2)  ^  ^ 

^1  («i)  =yv® ^^^^  ^^^'  *•  ^^^  ^S^^ (^i) e?5i , . . . , 

sowie  Functionen  J^,  JB^,  Ä^^  B^y  ...  von  s  und  5^,  die  den 
Qleichungen  genügen: 

(3)  H^  +  «»A  +  ■» A -  0,     ^  +  nBj  +  D2»o-0, 


2062)  Eine  Zusammenstellung  der  von  Eoler  nach  dieser  Richtung 
erhaltenen  Resultate  findet  man  in  seiner  Integralrechnung,  t.  2,  sect.  11, 
cap.  X,  XI. 

2063)  Par.  Hist.  1778  (77;  vom  Dec.  1776),  nr.  6;  oeuvr.  9,  p.  21. 

2064)  Par.  Hist.  1779  (82),  nr.  18;  oeuvr.  10,  p.  64. 
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dann  ist: 

«  -^  ^t-  iVtW  +  Sl  J?»- 1  V'»(«i)  (4) 

das  allgemeine  Integral  von  (l).  Qelingt  es  zu  erreichen,  dafs  die 
Äi,  Bk  von  einem  bestimmten  Wert  des  Index  h  an  aUe  gleich  Nnll 
werden,  so  sagt  Laplace,  man  habe  das  Integral  in  geschlossener 
Form  gefunden.  Andernfalls  geht  er  von  der  Beihendarstellung  (4) 
zu  einer  Integraldarstellung  über^  und  zwar  durch  folgendes  Ver- 
fahren: Er  bezeichnet  mit  T  die  Summe: 

9o(P)  +  tfpoids)  +  fiq>^(2  ds)  +  '"  +  t''  ip^{8);  (5) 

dabei  ist  d5  eine  Grölse,  die  man  sich  zuerst  als  endlich  vorstellen, 
nachher  aber  unendlich  klein  werden  lassen  muls  (ohne  dafs  doch 
dieser  Grenzübergang  ausdrücklich  als  solcher  hervorgehoben  wäre). 
Entwickelt  man  dann  T(l  — t)~^ds  nach  Potenzen  von  ^,  so  wird 
der  Coefficient  von  t*/***: 

{n(P)  +  9>o{^s)  +  q>o(2d8)  +  •  •  •  +  q>o(rd8)  +  "'  +  q>{s)}ds 

oder  Jq>o(8)dSy  was  mit  ^x{8)  bezeichnet  war.  Ebenso  wird  all- 
gemein q>k{s)  der  Coefficient  von  t*/***  in  der  Entwicklung  von 
T(l  —  ^)-*d5*.  Setzt  man  hier  für  T  seinen  Wert  (ö),  so  erh&lt 
man  q>k{s)  dargestellt  als  lineare  Fimction  von  9>o(0),  g>Q{d8\ . . .,  9o(^)f 
der  Coefficient  von  fP(^{rds)  in  dieser  Function  ist  gleich  dem  Coefß- 
cienten  von  t*/***  in  der  Entwicklimg  von  r(l  —  <)~*d5*,  d.  h.  gleich 
dem  von  t*/'**"''  in  der  Entwicklung  von  (l— i)~*ds*.  Dieser 
letztere  ist: 

1  .  2  ...(*  —  1)  ^^' 

l&fst  man  r  so  ins  Unendliche  wachsen,  dafs  rd8  gegen  einen  end- 
lichen Wert  e  convergirt,  so  geht  er  tlber  in:  . 

Der  Coefficient  von  q>Q(/B)  in  der  Entwicklung  (4)  von  u  wird  damit: 

ds^A,.^  \-j{']  =r(s-z)ds,  (6) 

*  =  1 

wenn  nftmlich  mit  r(x)  die  Function  SÄk~.x7^"^l{h  —  1)1  bezeichnet 
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wird.     Nimmt  man  noch  dz  =  ds^   so  zieht  sich  der  ganze  erste 
Bestandteil  des  Integrals  ziuajnmen  aof^^^): 

(7)  Jr(s  -  e)  q>oiz)  dg, 

0 

ebenso  der  zweite  anf: 


/ii(^- 


(8)  Jn(8^-e)%(si)de. 

0 

Dabei  geht  aus  den  zur  Definition  der  Ä,  B  dienenden  Gleichungen  (3) 
hervor,  dafs  r{s  —  e)  und  11(8  —  ji)  selbst  particuläre  Integrale  der 
vorgelegten  Differentialgleichimg  sind,  von  denen  das  erstere  f&r 
8  ^  g  der  Anfangsbedingung  du/ds^  -f  mu  »  0,  das  letztere  ftbr 
9j »  iP  der  Anfangsbedingung  du/ds  +  nu  ==  0  genügt  umgekehrt 
überzeugt  sich  Laplace  durch  Differentiation  davon,  dafs  der  Ausdruck: 


(9) 


^  ^  jp9>o(^)^fi  +  Jpt%{^)d£ 


stets  der  Differentialgleichung  genügt,  wenn  p  und  p^  particul&re 
Integrale  der  angegebenen  Art  sind;  und  da  dieser  Ausdruck  zwei 
willkürliche  Functionen  enthält,  so  ist  er  davon  überzeugt,  daüs  er 
damit  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (l)  gefunden  hat. 

Diese  allgemeine  Theorie  wendet  er  zunächst  auf  den  Fall  an, 
dais  ^,  m,  n  constant  sind,  T  «=  0  ist*^.  Er  findet  mit  Hilfe  der 
Gleichungen  (3),  daTis  in  diesem  Falle  r{8  —  e)  gleich  ist  dem 
Producte  aus  c-»»n-»»«  und  einer  Function  y  der  einen  Variablen 
d  «^  8^(8  ^  e)y  die  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung: 

und  den  Anfangsbedingungen: 

(11)  y-1,     5|--I  +  w«fÜrö-0 

genügt    Laplace  bezeichnet  sie  mit  «1(0)^^^  und  erhält  so  für  das 

2066)  Eine  Übersichtlichere  Ableitung  dieses  Resultates  giebt  S.  F. 
Lacroiz,  tratt^  des  difförences  et  des  säries,  art.  1129  (p.  606  der  1.  Aufl., 
Par.  1800). 

2066)  nr.  19,  oeuvr.  10,  p.  60. 

2067)  DaTs  dieselbe  Function  schon  D.  Bemoulli^,  >^  und  Euler '>),  >«'0 
begegnet  war,  scheint  ihm  entgangen  zu  sein. 
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allgemeine  Integral  der  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten   die 
Form: 


^^^-m$x-n* 


(12) 


Fflr  2  —  mn  =  0  reducirt  sie  sich  auf: 

t*  -  c-«'*—  { 9,^(5)  +  ^^(s^)].  (13) 

Weiter  behandelt  Laplace  noch  den  Fall,  dafs: 

«*-7T^'     ""-T+Tr      '"(H^  (^*) 

ist,  unte^  /*,  ^,  A  Constante  verstanden '^^);  dabei  tritt  an  die  Stelle 
d^  Gleichung  (10)  die  folgende: 

e(l  -  e)/'  +[e{g-  f-  2)  +  l]y'+  {fg  -  /•-  Ä)y  -  0.      (15) 

Als  specielle  Anwendung  integrirt  er  die  schon  von  Lagrange  und 
Euler  behandelte  Gleichung  §  27  (2)  bezw.  (24). 

» 

§  36.    An  Laplace  sich  anschliefsende  Untersuchungen. 

Zur  Umformung  von  unendlichen  Reihen  in  bestimmte  Litegrale 
ist  im  Anfang  des  vorigen  Jahrhunderts  öfters  ein  Satz  verwendet 
worden,  den  M.  A.  Parseval  aus  den  Gleichungen  (4)  von  §  18 
abgeleitet  hat,  nämlich '^^):  wenn  die  Summen  der  Reihen  HÄnX^ 
=  9(«),  IlBnX^^  =  ^(x)  bekannt  sind,  so  ist: 

^A,B,=-  ^fm  [vCe*»)  ^ (e*-)]  du.  (l) 

0 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  hat  Parseval  selbst  aus  der  Beihendarstellung 
des  Integrals  der  Gleichung  §  35  (10): 

^  °°2' W'   "'*  f  =  «1  (« - ')  («•«  -  0  (2) 

die  Integraldarstellung: 

ft 

y  =  -i-  Ce^y^^o*<'dö  (3) 

0 

abgeleitet*"®). 

2068)  nr.  20,  oeuvr.  10,  p.  68.     Vgl.  §  27  (24). 

2069)  Par.  sav.  (^tr.)  1,  1806,  p.  689  (vom  germinal  YU):  in  etwas 
anderer  Form  ib.  p.  544  (vom  thermidor  XI).        2070)  p.  646. 

Jahrasberlcht  d.  Deutsohen  Math6iii.-Verel]iigaiig.   X.  26 
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Eine  andere  Ableitung  des  Parseyal'schen  Satzes  giebt  G. 
Frullani^^^):  er  gewinnt  aus  den  Oleichungen  §  18  (4)  zunfiohst 
die  Formel: 

(4)  i-,  [/"-»(a;)].»,  -  ^fW*)  +  /■(«-'''))  e-*"fdfp, 

0 

allerdings  unter  Benntzimg  einer  im  allgemeinen  divergenten  Reibe '^^), 
und  leitet  aus  dieser  dann  den  Satz  ab*^^').  AuTserdem  giebt  er 
die  Yerallgemeinenmg  sowohl  des  genannten  Hilfssatzes '^^'),  als  des 
Parseval'schen  Satzes  *^'*)  auf  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen. 
Direct  an  die  Untersuchung  von  Laplace  knüpft  B.  Bris  so  n 
an^'^^).  Er  behandelt  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Variablen  rc,  y  und  nto* 
von  y  abhängigen  Coefficienten  f^jT  »  0  und  stellt  ihr  Integral  zu- 
nächst in  der  Reihenfonn  dar>^'«)- 

dabei  bed^&tet  ic(x)  eine  willkürliche  Function  von  x,  Tr(y,  or)  ein 
Integral  derjenigen  gewöhnlichen  Differentialgleichung  ^'(a,  W)»0, 
deren  linke  Seite  durch  die  Identität: 

(6)  r  (c«*  Tr(y,  «))  =  ^'F'  (of,  W) 

definirt  ist.  Es  ist  also  ee'^'^  gleich  der  Summe  der  von  s  freien 
Glieder  in  dem  Product  der  beiden  Reihen  *^''^: 


.«    o,n. 


(7) 

und: 

(8) 

'^w   Ü'-'J- 

also  (vgl.  den  Satz  von  Parseval***^)): 


0 

2071)  Ricerche»"),  nr.  ÖO,  p.  101.    2072)  nr.  62,  p.  lOö. 
2073)  nr.  61,  p.  102.    2074)  nr.  68,  p.  106. 
2076)  J.  6c,   polyt.  cah.  14,  1808,  p.  191  (vom  Juni  1804). 
2076)  nr.  6,  p.  204.    2077)  nr.  18,  p.  240. 
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Andererseits  kann  man  ee"^*  aucH  ansehen  als  Summe  der  von  3 
freien  Glieder  in  dem  Product  von*^''^: 

W{a  —  s)     und     St  {x,  ^)  =*  —  s^*  f  n(x)  c"**  dx;         (10) 

man  erhält  so: 


n 


n 

Analoge  Formeln  giebt  er  auch  für  Differentialgleichimgen  mit 
drei  und  vier  unabhängigen  Veränderlichen**'^). 
Diese  Formel  wendet  er  auf  das  Beispiel: 

_  +  8inAg^-g^==0  (12) 

an;  hier  wird*^): 


Tr=c±'V'«*+«»*^^.  (13) 

Wenn  man  %{x)  durch  ein  bestimmtes  Integral  der  Form 
fe^'q>{p)dp  darstellen  könne  —  wozu  aber  keine  allgemeine 
Methode  bekannt  sei  —  könne  man  (5)  auch  ersetzen  durch: 

e^e^'  jeP'^fpip)  W{a  +  p,  y)  dp  (14) 

und  dabei  auch  noch  a  »  0  setzen *^^).     Setze  man  andererseits: 

W 


so  erhalte  man: 

z 
oder  einfacher: 

z 


Jef'^Qdp,  (15) 

=  e"  C^^Qn{x  +  P)dp  (16) 

-fQ7t{x  +  P)dp,  (17) 

Als  Beispiel  behandelt  er**^*)  die  DifTerentialgleichung  der  schwingen- 
den Kette: 

die  zugehörige   TT- Gleichung  lautet: 

2078)  p.  242.    2079)  nr.  19,  p.  24S;  nr.  20,  p.  245. 

2080)  nr.  22,  p.  248.    2081)  nr.  23,  p.  251.    2082)  nr.  24,  p.  252. 
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(19)  ««Tr-^(,^.o. 

Brisson  sieht  deren  Integration  sowohl  in  der  Beihenform  (2)  ab 
in  der  Integralform  (3)  als  bekannt  an;  damit  erhält  er  ein  Integral 
der  Gleichung  (18)  in  der  Gestalt: 


(20)  z^—  I  (p{t+  2yycoBu)du 


/' 


und  schliefst  sofort,  ein  zweites,  von  diesem  unabhängiges  Integral  sei: 

ft 

(21)  ^""^  /^(*— 2  Vy  cos  tt)  du. 

0 

Auch  S.  D.  Poisson  schliefst  sich  bei  seiner  Untersuchung  der 
Sehallbewegung  in  der  Luffc^®^)  —  eine  seiner  frühesten  Arbeiten  — 
noch  ganz  an  Laplace  an.  Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 
§  27  (l)  zu  finden,  transformirt  er  sie  zunächst  auf  Polarcoordinaten, 
wodurch  er  erhält  (vgl.  §  32  (1)): 

Indem  er  dann  mit  dem  Eugelflächenelement  dfidilß  multiplicirt  und 
über  die  ganze  Kugel  integrirt,  erhält  er  für  den  Mittelwert: 

(23)  B^^JJg>d(id^ 

die  Gleichung: 

deren  allgemeines  Integral  ist  (vgl.  §  4  (5)): 

(25)  rB  -  f(r  ^  t)  +  F{r  +  t). 

Um  aber  auch  die  Geschwindigkeitscomponenten  der  einzelnen  Teilchen 
zu  bestimmen,  setzt  er  r  —  f  —  x  xmd  denkt  sich  rq>  ia  eine  Reihe 
der  Form  entwickelt^**): 

(26)   rq>^f{x, ^,  rl,)+r-^ffi{x,  ^, ^)dx+r-^JJf^(x, ^ ^)dx^+  - •  •; 

durch  Einsetzen  in  die  Differentialgleichung  (22)  erhält  er: 

2088)  J.  ^c.  polyt.  cah.  14,  1808,  p.  819;  Auszug  N.  Bull.  bog.  philom. 
1,  1807,  p.  19. 

2084)  nr.  6,  p.  388. 
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2(«+i)/;+,-«(«+i)/;  +  ^[(i-^«)|^]  +  j^.|^    (27) 

zur  snccessiyen  Bestimmung  der  Functionen  f  aus  der  ersten,  die 
willkürlich  bleibt.  In  entsprechender  Weise  findet  er  den  von  r  4~  ^ 
abhängenden  Bestandteil.  Indem  er  dann'^^)  in  (26)  das  n- fache 
Integral: 

f 
durch  das  einfache: 


X 


A(^1f*>»)%_^^l)l  ^^ 


ersetzt,  die  Ausgangsfunction  Jfdh  statt  /'nennt  und  0  för  (x—h) r"^ 

X 

schreibt,  geht  die  Beihe  (26)  über  in  Jydh^  wenn  nänüich  mit  y 
die  Function: 

y-f+2f'^  (28) 

bezeichnet  wird.  Diese  Function  y  genügt  dann  wegen  (27)  der 
Dififerentialgleichung : 

Dieses  Resultat  findet  Poisson  insofern  analog  zu  dem  von  Laplace, 
als  hier  die  allgemeine  Lösung  einer  Differentialgleichung  mit  vier 
unabhängigen  Veränderlichen  dargestellt  ist  in  Form  eines  bestimmten 
Integrals,  dessen  Integrand  einer  Gleichung  mit  drei  unabhängigen 
Yariabeln  genügt,  während  bei  Laplace  die  bez.  Yariabelnzahlen  zwei 
und  eins  sind. 

Poisson  macht  dann  noch  darauf  aufmerksam '^^),  dafs  man 
der  Gleichung  (29)  genügen  könne,  indem  man  y  gleich  setzt  dem 
Product  aus  einer  Kugelfimction  Aj*®'  Ordnung  üt  (f*,  t/;)  und  einer 
Function  V  von  6  allein,  die  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung: 

genügt.  Diese  Differentialgleichung  integrirt  er  durch  eine  Potenz- 
reihe und  zeigt,  dalis  die  so  gefundene  Lösung  die  Anfangsbedingungen 


2085}  nr.  9,  p.  842.        2086)  nr.  11,  p.  345. 
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erflült.  Aus  den  zu  verschiedenen  Werten  der  ganzen  Zahl  Je  ge- 
hörenden Lösungen  dieser  Art  setzt  er  durch  Superposition  all- 
gemeinere zusammen;  ob  jede  Lösung  von  (29)  so  erhalten  werden 
könne,  läfst  er  unerörtert 

Von  dem  übrigen  Lihalt  der  Abhandlung  ist  noch  von  mathe- 
matischem Literesse  die  Untersuchung  der  Schallfortpflanzung  unter 
Voraussetzung  veränderlicher  Dichte  der  Luft*®^,  wenn  auch  ihre 
physikalischen  Grundlagen  nicht  zu  halten  sind,  da  er  die  Umwand- 
lung von  mechanischer  Energie  in  Wärme  auTser  acht  l&fst.  Lidem 
er  sich  auf  den  Fall  beschränkt,  dafs  eine  auftretende  Function  9^ 
von  fi  und  tf;  unabhängig  ist,  erhält  er  fQr  sie  die  Differential- 
gleichung: 

(^1)  — ^  =  -J^  -  *  ^^9u 

die  durch  die  Substitution: 

(32)  r  —  t=^8,     r+t^s 

in: 

übergeht.  Für  diese  letztere  liefert  die  Methode  von  Laplace*^ 
das  allgemeine  Litegral  in  der  Form*^): 

(34)  r^i  =  fs^fW  dh  +   Ch^FQC)  dh, 

in  der  fQii)  und  F(h)  die  willkürlichen  Functionen  sind,  dagegen  H 
und  H^  Specialfälle  der  von  Laplace  noit  iJ  bezeichneten  Function. 
Poisson  benutzt  fiXr  sie  auTser  der  Beihendarstellung  (2)  auch  noch 
die  Darstellung  durch  ein  bestimmtes  Litegral: 

2 


(36) 


die    als    Specialfall    in    einer    von    Euler   gegebenen    allgemeineren 
Formel^  enthalten  ist. 

Li  ähnlicher  Weise  behandelt  Poisson  auch  noch  die  Fort- 
pflanzung des  Schalles  in  einem  engen  Canal  unter  Voraussetzung 
veränderlicher    Dichte    und    Temperatur  ^*^).      Er    reducirt    einen 


2087)  nr.  26,  p.  870.    2088)  nr.  27,  p.  373. 

2089)  Inst.  calc.  integr.  2,  Petrop.  1769^  nr.  1045,  p.  298. 

2090)  J.  ^c.  polyt.  cah.  U,  nr.  80,  p.  879. 
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spedellen  Fall  dieses  Prdblenui  auf  die  Lösung  der  parüellen 
DifferentialgleichuiLg : 

d*v  mv 

und  iniegrirt  diese  in  aoalogiir  Weis^^^^).  Auf  dieselbe  Differential- 
gleichung, mit  m  =  —  1/4,  führt  er  auch  noch  das  Problem  der 
schwingenden  Kette  zurück*®**). 

Andere  Anwendungen  der  Laplace'schen  Methoden,  so  die  von 
J.  B.  Biot  [in  Gemeinschaft  mit  B.  Brisson]  auf  schwingende 
Membranen***)  und  die  von  G.  Plana  aufschwingende  Lamellen*®**), 
haben  keine  für  unseren  Zweck  bemerkenswerten  Resultate  geliefert. 


§  37.    Spätere  Untersuchungen  von  Laplace. 

Dreifsig  Jahre  nach  seinen  ersten  Untersuchungen  über  die 
Litegration  partieller  Differentialgleichungen  ist  Laplace  auf  den 
Gegenstand  zurückgekommen,  um  einen  Ausnahmefall  nachzuholen, 
den  er  damals  beiseite  gelassen  hatte:  nämlich  den  jetzt  als  para- 
bolisch bezeichneten  Fall,  in  welchem  die  quadratische  Gleichung, 
von  der  s  und  s^  im  allgemeinen  Fall  abhängen,  zwei  gleiche 
Wurzeln  hat  und  infolgedessen  die  Beduction  auf  die  Normalform 
§  35  (1)  nicht  möglich  ist*®*^).  Er  zeigt,  dafs  man  in  diesem  Fall 
auf  die  Form: 

d*u  _  du  ... 

as«  ""  dx  ^^^ 

Tednciren   könne.     An  ihrer  Stelle  behandelt  er  die  entsprechende 
Differenzengleichung: 

2f*u  =  JxU  (2) 

und  findet  für  sie  mit  Hilfe  seiner  Methode  der  „fonctions  g^n^ra- 
trices"  als  allgemeine  Lösung: 

u(s,  x)  -  w(5,  0)  +  xJiu{s,  0)  +  5^^^t*(5,  0)  +  . . .      (3) 

2091)  nr.  81,  p.  382.         2092)  nr.  33,  p.  386. 

2093)  Par.  M^m.  4,  an  XI,  p.  21,  84  (aus  dem  J.  VIII). 

2094)  J.  äc.  polyt.  cah.  17,  1816,  p.  389. 

2096)  J.  6c,  polyt.  cah.  16,  1809,  p.  236;  oeuvr.  13.  Laplace  legt 
Wert  darauf,  dafs  bei  seinem  Ansatz,  sobald  ein  geschlossener  Ausdruck 
für  die  Lösung  möglich  ist,  das  bestimmte  Integral  von  selbst  in  diesen 
Ausdruck  übergeht;  bei  von  anderer  Seite  vorgeschlagenen  Ansätzen  sei 
das  nicht  immer  der  Fall. 
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Daraus  schliefst  er,    dafs  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichling  (1)  sein  wird: 

(4)  u(5,  x)  =  9(s)  +  x^^  +  ^-2  -g^  +  •  •  •, 

dafs  es  also  nur  eine  willkürliche  Function  enthält     Zur  Umformung 
dieser  Reihe  in  ein  bestimmtes  Integral  benutzt  er  die  Gleichungen: 

+  00 

(5)  Ce-"'de  «  y^, 


—  «0 
+  00 


(6)  fe-^s^r^s  -  ^■»■^■■^(^r-1)  y^^ 


—  00 

+  • 


(7)  Te-'V+^diP-O 


—  • 


(die  ihm  aus  seinen  Untersuchungen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
geläufig  waren);  er  findet  so: 

+  00 

(8)  u{s,x)^~=:z    iip  {s  +  2 eYx) dz 


—  00 


als  Ausdruck  für  diejenige  Lösung  der  Gleichung  (1),  die  für  x  =^  0 
sich  auf  die  willkürlich  gegebene  Function  (p  von  s  reducirt.  Die 
directe  Yerification  dieses  Resultates  durch  Differentiation  unter  dem 
Integralzeichen  und  teilweise  Integration  fährt  er  unter  der  Yoraus- 
setzung  durch,  dafs: 

(9)  lim  {e— >'(^)}  =0 

*=  +  oo 

sei. 
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Siebenter  Abschnitt. 

Fourier's  Theorie  der  Wärmeleitung  und  die  Darstellnng 
willkfirlieher  Fanctioiieii  durch  Reihen,  die  nach  oscillirenden 

Fnnctionen  fortschreiten. 

§  38.     flarmonische  trigonometrische  Reihen. 

J.  J.  Fonrier's  Untersuchungen  über  W&rmeleitung  gehen 
(mindestens)  auf  das  Jahr  1807  zurück,  in  welchem  er  der  Pariser 
Akademie  eine  gröfsere  Abhandlung  einreichte.  Von  dieser  Ab- 
handlung ist  damals  ein  knappes,  von  P.  d.  h.  S.  D.  Poisson  ge- 
zeichnetes Referat  veröffentlicht  worden,  das  nur  eine  sehr  un- 
Yollkonmiene  Vorstellung  von  dem  Umfang  der  erreichten  Resultate 
giebt'^^).  Das  Manuscript  der  Abhandlung  selbst  galt  fOr  verloren; 
neuerdings  hat  es  sich  wiedergefunden,  zusanunen  mit  Noten,  die 
Fourier  beigefügt  hatte,  um  Einwendungen  gegen  die  Allgemein- 
gültigkeit seiner  Resultate,  wie  sie  ihm  im  Bchofse  der  Pariser 
Akademie,  namentlich  von  Laplace  imd  Lagrange,  entgegengehalten 
worden  waren,  zu  entkräften  ^^^^.  Aus  jenem  Manuscript  und  diesen 
Noten  entstand  eine  1811  der  Akademie  eingereichte  Preisschrift. 
Sie  wurde  zwar  1812  gekrönt,  aber  erst  1824  und  1826  von 
Fourier,  als  er  selbst  Secretär  der  Akademie  geworden  war,  ver- 
öffentlicht^^^). Inzwischen  —  aber  auch  erst  nach  mannigfachen 
Verzögerungen*^*')  —  hatte  Fourier  eine  Neuredaction  des  ersten 
Teils,  unter  HinzufQgung  von  fünf  zum  Teil  umfangreichen  Ab- 
schnitten"**), als  „Theorie  analytique  de  la  Chaleur""*^*)  ver- 
öffentlicht. 


2096)  N.  Bull.  SOG.  philom.  1,  1808,  p.  112;  oeuvr.  de  Fourier  2,  p.  218. 

2097)  Oeuvr.  2,  p.  VlI.  Der  HerauBgeber  der  oeuvres,  G.  Darboux, 
constatirt,  er  habe  alle  Stellen,  an  denen  sich  Foarier  auf  das  Manuscript 
oder  die  Noten  bezieht,  verglichen  und,  wie  nicht  anders  zu  erwarten 
gewesen  sei,  richtig  befunden. 

2098)  Par.  M^m.  4,  1819/^0  (24),  p.  186;  6,  1821/22  (26),  p.  163. 

2099)  Schon  1816  wird  in  einem  ziemlich  ausführlichen,  auch  einige 
Formeln  bietenden  Referat  (Selbstreferat?),  Ann.  chim.  phys.  8,  p.  360,  der 
Druck  als  fast  ganz  vollendet  bezeichnet. 

2100)  Chap.  m,  sect.  IV,  V;  chap.  IX,  sect.  Q— IV  (nr.  190—206, 
372—433). 

2101)  Paris  1822;  Abdruck  Breslau  1883;  engl,  von  A.  Freeman, 
Cambr.  1878;  deutsch  von  B.  Weinstein,  BerL  1884;  jetzt  Band  I  der 
Oeuvres.    In  den  drei  letztgenannten  Ausgaben  sind  zahlreiche  Versehen 
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Nachdem  er  eine  grofse  Reihe  specieller  F&Ue,  die  keine  mathe- 
matischen Schwierigkeiten  bieten,  ganz  ansführlich  behandelt  hat, 
gelangt  er  zur  Aufstellnng  der  allgemeinen  Differentialgleichung,  der 
die  Temperatur  v  in  einem  Punkte  x,  |f,  z  eines  K&rpers  als  Function 
dieser  drei  Coordinaten  und  der  Zeit  i  genügt,  indem  er  die  Summe 
der  durch  die  sechs  Seitenfiftohen  eines  unendlich  kleinen  Prismas 
eintretenden  Wärmemengen  dem  Product  aus  der  Temperaturerhöhung 
und  der  specifiscken  Wärme  gleichsetzt;  er  erhält  so'^^'): 

AüTserdem  mufs  an  allen  Punkten  der  Oberfläche  des  be- 
trachteten Körpers  eine  Gleichung  der  Form  erföllt  sein**^'): 

in  der  m,  n,  jp  die  Bichtungscosinus  der  Normale  in  dem  betrachteten 
Punkt,  h  eine  physikalische  Constante,  v  die  Temperatur  des  AuDsen- 
raums  bedeuten.  Das  spedelle  Problem  der  stationären  Temperatur- 
verteilung,  bei  dem  v  als  von  t  unabhängig  angenommen  wird,  hatte 
Fourier  schon  vorher  behandelt *^^). 

Fourier  hat  aber  nicht  nur  die  Differentialgleichung  der  Wanne- 
bewegung  au^estellt,  sondern  sie  auch  in  einer  Reihe  von  Fällen 
integrirt.  Als  erstes  Beispiel  behandelt  er  die  Aufgabe '^^^}:  v  sei 
von  g  und  t  unabhängig,  sodaDs  die  Gleichung  (1)  sich  auf: 

reducirt;  die  Grenzbedingungen  seien: 

(4)  t;  =  0  far  y  =  ±  tc/2, 

(ö)  v  =  1  ffir  a;  =  0, 

(6)  t;  =*  0  für  sehr  grofse  x. 

der  ersten  berichtigt.  Eine  ganz  kurze  Anzeige  von  Francoeur  Bull. 
BOG.  philomat.  1822,  p.  1.  —  Eine  „th^rie  phjsique^^  BoUte  folgen;  doch 
kam  dieser  Plan  nicht  zur  AasfCIhrung.  —  Im  folgenden  beziehen  sich  die 
Yoranstehenden  Gitate  auf  die  Preisschrift  von  1811,  die  in  Klammern 
folgenden  auf  die  throne  analytique. 

2102)  nr.  16,  p  244  (nr.  142,  oeuvr.  1,  p.  118).  Dafs  das  Medium 
homogen  und  isotrop  sei,  setzt  Fourier  stillschweigend  voraus. 

2108)  nr.  16,  p.  248  (nr.  147,  p.  124;  nr.  163,  p.  181). 

2104)  nr  13,  p.  238  (nr.  123,  p.  99). 

2105)  nr.  16,  p.  250  (nr.  166,  p.  144). 
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Zun&chst  yereacht  er'***)  der  Oleichtmg  (3)  durch  ein  Product  einer 
Function  F  von  x  allein  und  einer  Function  f  Yon  y  allein  zu 
genügen;  er  findet,  dafs  das  nur  möglich  ist,  wenn  F"(x)/F(x)  und 
—  f"{y)lf(y)  oüier  Oonstanten  m'  gleich  sind.  Da  es  zunächst  nur 
auf  ein  particuläres  Integral  ankomme,  setzt  er: 

F(a;)  =  a-— ,     /"(y)  -  cos  my  (7) 

und  folgert  aus  (6),  dafs  m  >  0,  aus  (4),  dafs  es  eine  ungerade 
ganze  Zahl  sein  müsse ^^^^.  Um  auch  (5)  zu  befriedigen,  bildet 
^j.ai06^  die  Summe  der  Producte  aller  solchen  Particularlösungen  in 
constante  Factoren: 

t;=^a,„e-»*-i)*cos(2m— l)y  (8) 

nnd  sieht:  es  kommt  darauf  an,  die  0»  so  zu  bestimmen,  dafs  im 
Intervall  (—  «/2 h  «/2): 

1  =2^  o«  cos  (2  w  -  1)  y  (9) 

wird.  „On  pourrait  douter  qu'il  existat  une  pareille  fonction";  aber 
die  Coefßcientenbestimmung  gelingt  ihm  auf  folgendem  —  allerdings 
nicht  einwandfreien  —  Wege:  Er  differentürt  zunächst  die  Glei* 
chung  (9)  beliebig  oft  gliedweise  und  setzt  in  allen  so  entstehenden 
Gleichungen  y » 0;  so  erhält  er  zur  Bestimmung  der  Om  das 
Gleichungssjstem : 

1=2^' 

0»2(2n.-l)^a.,  ^^^^ 

0  =  y'(2tn-l)*a„., 


Um  es  aufzulösen,  reducirt  er  es  zunächst '^^  auf  ein  endliches 
System,  in  dem  er  nur  die  h  ersten  Gleichungen  beibehält  und  in 
ihnen  alle  Unbekannten  bis  auf  die  A;  ersten  durch  0  ersetzt.     Be- 


2106)  Th^rie  anal.  nr.  167,  p.  146.    In  der  PreiBSchrift  führt  er  die 
ParticnlarlÖBung  (7)  direct  ein. 

2107)  p.  268  (nr.  168,  p.  145).         2108)  p.  264  (nr.  169,  p.  146). 
2109)  nr.  17,  p.  262  (nr.  172,  p.  160).    Die  moderne  Theorie  der  un- 

endliohen   Determinanten  würde   die  Mittel   zur   strengen  Durchführung 
dieser  Schlüsse  bieten. 
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zeichnet  man  die  so  sich  ergebenden  Werte  dieser  k  ersten  un- 
bekannten mit  Om^ifc,  so  ist  z.  B.*^^*^): 

,      X  ^    9  •  26  »  49     •  •  (2  jfc  —  1)« 

^   ^  «1,*—  8.  24.48.  ..  (2*  — 2)2*' 

also: 

(12)  limai,*  =  — . 

Femer  ergiebt  sich**^^),  dafs  allgemein: 

/.  a\  (2  *-- 1)«  -  m« 

U^;  fliis*  =  — (2  *  —  ij* — ^«».*-i 

ist,  dafs  es  also  genügt,  die  Werte  ak,k  zu  berechnen.  Das  fährt  er 
für  die  niedrigsten  Werte  von  k  wirklich  aus;  und  es  gelingt  ihm, 
aus  diesen  das  allgemeine  Gesetz  abzulesen  ^^^^.  Nun  sieht  er  es 
als  selbstverständlich  an,  dafs  die  Werte  aire»limam,jb  das  Oleichungs- 


msao 


System  (10)  befriedigen.  So  gewinnt  er  auch  seinerseits  die  Formel 
§15  (25).  Auch  schildert  er  ganz  zutreffend,  wie  die  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Gliedern  abgebrochene  Reihe  eine  Curve  dar- 
stellt, die  sich  mit  wachsender  Gliederzahl  iomier  mehr  einem  System 
von  geraden  Strecken  nähert^***). 

Das  gefundene  Resultat  verifidrt  Fourier  noch  auf  einem  andern 
Wege*^^*).     Er  leitet  zunächst  für  die  endliche  Summe: 

1         o       I          I  I    /      ^  \m    1  cos  (2  m  —  1)  Ä 

y,«=  cosa:  — |cos3a;H 1 \-  (— l)«-i — 2m  — 1 

durch  einige  Umformungen  den  Wert  ab: 
(14)  ,„  =  -  i/^^^J^ 

und  hieraus  durch  partielle  Integration  ^^^): 


2110)  p.  264  (nr.  173,  p.  161).         2111)  p.  266  (nr.  174,  p.  162). 

2112)  p.  268  (nr.  175,  p.  164).  Alle  diese  Grenzübergänge  verlangen 
nur  die  Kenntnis  des  WaUis^schen  Products  fOr  n/2. 

2113)  p.  269  (nr.  178,  p.  157).  In  der  thdorie  fügt  Fourier  hinzu:  „il 
eerait  ais^  de  d^montrer,  que  cette  serie  est  toigours  convergente"  und 
giebt  bei  dieser  Gelegenheit  die  erste  zugleich  ausdrückliche  und  mit  dem 
heutigen  Sprachgebrauch  übereinstimmende  Definition  der  Convergenz 
einer  unendlichen  Reihe.  Die  Preisschrifb  p.  269  enthält  diesen  Zusatz 
hier  noch  nicht,  wohl  aber  einen  ganz  ähnlichen  p.  315  (nr.  228,  p.  221). 
Übrigens  rechnet  Fourier  hier  und  auch  sonst  ohne  Scrupel  mit  divergenten 
Reihen. 

2114)  nr.  18,  p.  270  (nr.  179,  p.  158). 

2115)  Fourier  setzt  die  partielle  Integration  unbestimmt  weit  fort, 
ohne  sich  tmi  die  Convergenz  der  so  entstehenden  Reihe  zu  kümmern; 


also: 
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ym^C  —  j —  j  cos2mx  9ec'  xdx^  (15) 

limy«-C       (_  1- <  05  <  y)  .  (16) 

fn  =s  CO  ^  ' 


Per  Wert  der  Constanten  ergiebt  sich  durch  Einsetzen  des  speciellen 
Argumentwertes  a;  »  0.  Integration  nach  x  liefert  ihm  die  Beihe 
§  15  (24)""). 

Durch  ähnliche  Schlüsse  findet  Fourier  auTser  den  Entwicklungen 
§15  (5)  und  (13),  von  denen  er  die  erste  als  bekannt  bezeichnet, 
die  zweite  Euler  zuschreibt,  auch  noch  die  folgende '^^'^: 

-j-  ==  sin  flp  +  y  sin  3  a;  +  l"  sin  5  a;  +  •  •  •  (17) 

Er  fügt  ausdrücklich  hinzu,  jede  dieser  Reihen  sei  nur  richtig, 
solange  x  einem  gewissen  Intervalle  angehört,  aber  ihre  Ableitung 
gebe  darüber  keinen  Auüschlufs.  Er  setzt  deshalb  noch  ausführlich 
auseinander,  dafs  man  beim  Übergang  von  (14)  zu  (15)  nicht  über 
eine  Unstetigkeitsstelle  weg  integriren  dürfe  ^^*®). 

Erst  nach  dieser  ausführlichen  Discussion  des  Specialfalles '^^^) 
wendet  sich  Fourier  zu  der  allgemeinen  Frage  der  Entwicklung 
«iner  willkürlichen  Function  in  eine  Sinusreihe  *^.  Er  geht  zu- 
nächst so  vor,  dafs  er  die  einzelnen  Glieder  der  als  möglich  voraus- 
gesetzten Entwicklung: 

ip(x)  =  a  siax  +  6sin2a;  +  csin3fl:+---  (18) 

nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  umordnet  und  das  Resultat  mit  der 
Entwicklung  von  ip(x)  vergleicht.  So  erhält  er  ein  System  von 
unendlich  vielen  linearen  Gleichungen  mit  unendlich  vielen  un- 
bekannten, das   er  ganz  analog  wie  das  specielle  System  (10)  be- 

man  kann  aber  seinen  SchluTs  auch  schon  ziehen,  wenn  man  bei  der  ersten 
partiellen  Integration  stehen  bleibt. 

2116)  p.  272  (nr.  181,  p.  161). 

2117)  nr.  19,  p.  273  (nr.  182—184,  p.  161—166). 

2118)  nr.  20,  p.  276  (nr.  186,  p.  166).  Theorie  nr.  189,  p.  169  giebt 
Fourier  noch  das  nach  seiner  Meinung  einfachste  Mittel,  die  Gleichung 
•§  16  (26)  abzuleiten;  es  besteht  allerdings  in  der  Verwendung  einer,  wie 
er  selbst  hervorhebt,  immer  divergenten  Reihe. 

2119)  Theorie  nr.  200—204,  p.  178—184  beweist  Fourier,  dafs  keine 
andere  Lösung  existirt,  auf  Grand  des  Saperpositionsprincips  und  der 
Thatsache,  dafs  eine  Wärmeströmung  eintreten  mufs,  solange  noch  ver- 
schiedene Stellen  verschiedene  Temperatur  haben. 

2120)  nr.  22,  p.  281  (sect.  VI,  p.  187). 
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handelt  ^^'*).  Schlielslich  geUngt  er,  nachdem  er  alle  erforderlichen 
Umformungen  mit  der  gröfsten  analytischen  Gewandtheit  durch- 
geführt hat,  zu  einer  explidten  SchluJGsformel'^,  der  zufolge  der 
Coefficient  von  sinnx  in  (18)  den  Wert  hat: 

(")  ^=M£^[9'(«)-i9'»+ ^9^« -+-]•■ 

um  noch  eine  andere  Form  for  ihn  abzuleiten,  betrachtet  er  ihn  als 
den  Wert,  den  die  Function: 

(20)  5=i=iin^[^(^)_^^"(^)+j_^iv(^)_+_] 

fCLr  X  »  TT  annimmt  Er  findet,  dafs  diese  Function  der  Differential- 
gleichung genügt: 

(21)  ^  +  ^d^°     L    y(^)^ 

also  in  der  allgemeinen  Form: 

s  «  a  cosnrr  +  6  sinn«  + 

sin  na;  j  tp(x)  cob nx dx  —  cos nx  j  fp(x)  minxdx 

enthalten  sein  muJs*^**).  Da  nur  der  Wert  für  a;  »  tc  in  Betracht 
kommt,  braucht  die  Constante  b  nicht  bestimmt  zu  werden;  dafs 
a  ==s  0  zu  setzen  ist,  verificirt  er  durch  partielle  Integration.  So 
erhält  er  schlielslich  den  gesuchten  Wert  des  Coefficienten  in  der 
Form: 

7t 

(22)  —   I  ip(x)  minxdx 

0 


2121)  p.  283  (nr.  208,  p.  189).  Mit  den  jetzt  yorhandenen  Hilfsmitteln 
könnte  seine  Untersuchung  —  natürlich  nur  für  den  Fall,  dafs  fp{x)  eine 
analytische  Function  bedeutet  —  jedenfalls  in  vollkommen  strenge  Form 
gebracht  werden,  wie  das  für  einen  Teil  seiner  Schlüsse  bereits  von 
Q.  Darboux  in  Anmerkungen  zu  seiner  Ausgabe  gezeigt  ist.  Als  Bei- 
spiele fOr  die  Anwendung  der  Formel  (19)  g^ebt  er  p.  296  (nr.  216^  p.  202) 
zwei  Gleichungen,  Ton  denen  die  erste  mit  §  16  (6)  identisch  ist,  die  zweite 
aus  §  16  (10)  durch  die  Substitution  von  n  —  o;  für  x  hervorgehen  würde. 

2122)  nr.  217,  p.  204;  vgl.  auch  die  Darstellung  bei  U.  J.  Leverrier, 
Par.  Observ.  Ann.  1,  1866,  nr.  26,  p.  119. 

2123)  nr.  28,  p.  299  (nr.  219,  p.  207).  Man  vergleiche  die  in  §  14  be- 
sprochenen Untersuchungen  von  Euler  und  Lagrange. 
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und  ist  so,  nach  vielen  Umwegen,  auch  seinerseits  zur  Darstellung 
der  Coefficienten  einer  trigonometrischen  Reihe  durch  bestimmte 
Integrale  gelangt.  Er  fiLhrt  fort:  man  könne  dieses  Resultat  auch 
durch  eine  directe  Bestimmung  der  CoefiBcienten  verificiren  —  und 
wendet  dann  eine  Methode  an,  die  mit  der  seiner  Zeit  von  Euler  ^ 
und  D'Alembert**)  angedeuteten,  von  Clairaut'^®)  und  Euler'**)  aus- 
geführten übereinstimmt*^**). 

Aber  ein  wesentlicher  Unterschied  liegt  in  der  Auffassung  dieser 
Formel  bei  den  Mathematikern  des  18.  Jahrhunderts  (mit  Ausnahme 
von  Clairaut)  und  bei  Fourier  vor.  Dort  handelt  es  sich  immer 
nur  um  die  Bestimmung  der  Coefßcienten  solcher  Entwicklungen^ 
düren  Möglichkeit  von  anderer  Seite  her  bereits  bekannt  ist;  Fourier 
geht  zwar  auch  von  der  Entwicklung  analytischer  Functionen  aus^ 
zieht  aber  aus  der  gefundenen  Darstellung  den  Schlufs*^**),  dafs 
man  auch  „des  fonctions  enti^rement  arbitraires'^  in  Reihen 
nach  den  Sinus  der  Vielfachen  eines  Winkels  entwickeln 
könne,  da  auch  fOr  solche  Functionen  die  auftretenden  Integrale 
eine  bestimmte  Bedeutung  hätten  *^*^.  Insbesondere  macht  er  aus- 
drücklich darauf  aufinerksam,  dais  eine  solche  Entwicklung  auch  für 
gerade  Functionen  möglich  sei*^*^,  sowie  för  solche,  die  in  ver- 
schiedenen Teilen  ihres  Definitionsbereiches  verschiedenen  Gesetzen 
gehorchen,  gleichviel,  ob  dabei  ein  stetiger  Anschlufs  des  einen 
Functionsstückes  an  das  andere  stattfindet,  oder  nicht *^*^.  Auch 
hebt  er  selbst  hervor,  dafs  durch  diese  Untersuchungen  der  Streit 
über  D.  BemouUi's  Lösung  des  Problems  der  Saitenschwingungen 
(§  7,  8)  zu  dessen  Gunsten  entschieden  sei*^*^. 

Als  Beispiele  für  seine  allgemeinen  Sätze  leitet  Fourier  die 
folgenden  Entwicklungen  ab: 

2124)  nr.  24,  |>.  301  (nr.  221,  p.  210).  Ob  er  seine  Vorgänger  gekannt 
hat,  mufs  unentschieden  bleiben.  Par.  Mem.  8,  1826  (29),  p.  611  (oeuvr.  II, 
p.  174)  erwähnt  er,  dafs  ihn  Lacroix  auf  Euler's  Abhandlung"*)  auf- 
merksam gemacht  habe,  giebt  aber  nicht  an,  wann  das  geschehen  sei. 
Übrigens  hat  er  in  die  Strenge  dieser  Ableitung  keinen  Zweifel  gesetzt 
(th^orie  nr.  428,  p.  527).  —  Der  Auszug  vom  Jahre  1808  "••)  enthält  die 
entsprechende  Formel  für  die  Entwicklung  nach  den  Cosinus  der  ungeraden 
Vielfachen  (oeuvres  2,  p.  219). 

2125)  nr.  24,  p.  301  (nr.  220,  p.  209;  vgl  auch  nr.  428,  p.  530). 

2126)  Zur  Begründung  dieser  letzteren  Behauptung  beruft  er  sich  auf 
die  geometrische  Vorstellung  des  Flächeninhalts. 

2127)  nr.  25,  p.  306  (nr.  223,  p.  218). 

2128)  nr.  28,  p.  311  (nr.  ^26,  p.  218). 

2129)  p.  317  (nr.  230,  p.  224;  man  vgl.  auch  die  ausführlichen  Er- 
läuterungen nr.  424—428,  p.  513—531). 


\ 
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(23"»))         - 


(24"")) 


%n  1  —  cos  na    . 

>  Sin  na; 

^Lj  n 


^y  für  0<x<a, 
0    „    a  <  a?  <  w; 


/on2i82\\       o     N:^    ™««  fsin^  far  0<ir<a, 

(25""))       2«^  -^—-^sinna;  « 

n  =  i  l     0       „    a<a;<jr; 

i    X    fürO<a?<a, 


«bO 


Nach  denselben  Principien  gewinnt  Fourier  auch  Entwicklungen, 
die  nach  den  Cosinus  der  Yielfieu^hen  von  x  fortschreiten  und  eben- 
falls im  Intervall  (0  . .  .  tc)  gültig  sind;  als  Beispiele  giebt  er: 


(27"«*)) 


«_  _  _4_  ^  COB  (2  n  +  ^)x 


«; 


(28"»^)) 


4- V 


coeSno;  n    . 

^      ^  (2 n  —  1)  (2 n  +  1)  ""  T^"^^' 


^  +  ±V   (-^) 


(29««)) 


12    ^    «  .^  (8 
«  =  0 


^p:^  COS  (2  n  +  1)  «  + 


+  *^^ 


«+l 


COS  2  no; » 


^-a;«  für  0<x<y, 


Ks=l 


0 


« 


2 


<a:  <  7C. 


Um    aus    dei^    gefundenen  Beihen   solche  abzuleiten,    die  nach 


2130)  nr.  26,  p.  306  (nr.  223,  p.  213). 

2131)  nr.  28,  p.  311  (nr.  226,  p.  218). 
2182)  nr.  29,  p.  312  (nr.  226,  p.  218). 

2133)  p.  314  (nr.  228,  p.  220).  Fourier  fafet  die  Formel  auch  als  Ent- 
wicklung einer  Function  -der  beiden  Yariabeln  a;,  ce  auf;  sie  stellt  dann 
die  Ordinate  einer  Pyramidenoberfläche  dar. 

2134)  nr.  26,  p.  309  (nr.  226,  p.  216).  Fourier  unterlSXst  nicht,  darauf 
aufmerksam  zu  machen,  dafs  die  verschiedenen  gefundenen  Entwicklungen 
von  x  ((27)  und  §  16  (6)  und  (24))  verschiedene  Gültigkeitsbereiche  haben. 

2135)  nr.  27,  p.  310  (nr.  226,  p.  217). 

2136)  nr.  29,  p.  313  (nr.  227,  p.  220). 
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SinuB  and  Cosinofl  fortschreiten,  setzt  Fonrier*^^^  die  zu  ent« 
wickelnde  Function  f(x)  gleich  der  Summe  aus  einer  geraden 
Function  4p  (x)  und  einer  ungeraden  Function  ^(^)  und  entwickelt 
entere  nach  Cosinus,  letztere  nach  Sinus;  die  Entwicklung  gilt  dann 
im  Intervall  von  •— »  bis  +  ^9  ^uid  die  Goefficienten  lassen  sich 
durch  Integrale  darstellen,  die  über  dieses  Intenrall  erstreckt  sind. 
Fourier  schreibt  das  Resultat  in  der  Form'^*): 


— /r 


die  allerdings  durch  eine  unzulässige  Vertausehung  der  Reihenfolge 
von  Summation  und  Integration  erhalten  wird. 

Von  diesen  ResiQtaten  macht  Fourier  Gebrauch  zur  Lösung  der 
Probleme  der  stationären  Wftrmebewegung  in  einer  nach  der  einen 
Seite  imbegreuzten,  rechtwinkligen  Lamelle  ^^'^),  sowie  der  yer- 
ftnderlichen  Wärmebewegung  in  einem  Ringe  (armiUe)  ^^^).  Bei 
diesem  letzteren  Problem  tritt  an  die  Stelle  der  Grenzbedingungen 
eine  Periodicitätsbedingung:  ist  2;c  der  Umfang  des  Ringes,  x  der 
auf  ihm  gemessene  Abstand  eines  seiner  Pmikte  von  einem  will- 
kürlich gewählten  Anfangspunkt,  so  muis  die  Temperatur  ftir  x  ^^  % 
denselben  Wert  haben,  wie  für  o; »»  —  9r,  da  beide  Argumentwerte 
dieselbe  Stelle  des  Ringes  bezeichnen'^. 

Fourier  leitet  die  gefundenen  Resultate  auch  noch  auf  einem 
anderen  Wege  ab,  nämlich  von  der  Vorstellung  aus,  dals  die  Wärme- 
leitung in  einem  Austausch  von  Wärme  zwischen  kleinsten  TeUen 
bestehe,  in  deren  jedem  der  Wärmeausgleich  instantan  stattfinde, 
und  daCs  man  dabei  nur  den  Austausch  zwischen  benachbarten 
Teilen  zu  berücksichtigen  brauche '^^').     Er  giebt  diese  Vorstellung 


21S7)  Theorie  nr.  233,  p.  227.    In  der  Preisschrift  fehlen  diese  all-  ^ 
gemeinen  Entvdcklungen,  doch  wird  von  ihren  Resultaten  Gebrauch  ge- 
macht. 

2138)  Theorie  nr.  236,  p.  234.  Die  auf  dieser  Formel  beruhende  Dar- 
stellung des  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung  der  Wärmebewegnng  in 
einem  linearen  Leiter  war,  wie  Fourier  ib.  nr.  896,  p.  462  angiebt,  schon 
in  seiner  ersten,  1807  der  Akademie  eingereichten  Redaction  enthalten. 

2139)  nr.  30,  p.  319  (Chap.  III,  sect.  VII,  p.  235). 

2140)  nr.  31,  p.  320  (Chap.  IV,  p.  239). 

2141)  nr.  31,  p.  322  (nr.  239,  p.  240). 

2142)  nr.  38,  p.  342  (nr.  247,  p.  253).  Par.  Mem.  1821/22  (26),  oeuvr.  II, 
p.  94  teilt  er  mit,  dafs  seine  ersten  Untersuchungen  über  Wärmeleitung 
sich  gerade  auf  diese  Frage  bezogen. 
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übrigens  ausdrücklich  nicht  als  physikalische  Annahme,  sondern  will 
nnr  das  Problem  behandeln:  „de  determiner  par  le  calcul  le  resultat 
dWe  teile  hypoth^se".  Er  gelangt****)  zu  folgendem  System  von 
Differentialgleichungen  für  die  Temperaturen  a,  ß,  7^,  .  .  .,  tf  der 
einzelnen  (in  gerader  Linie  angeordneten)  Molekeln: 

da  =.  [(ß  —  a)  —  (a  —  a)]  dt, 

dß^[{y^ß)-(ß-^a)]dt, 

(31)  dY.^[(6-y)^(y-ß)]dt, 


da  «=  [(<j  —  (j)  —  ((j  —  ^)]  CiL 
Zur  Integration  dieser  Gleichungen  setzt  er: 

a  ==  %e*',     ß  «  «2^'»  •  •  • 

und  findet****)  durch  successives  Einsetzen  eine  Gleichung  fi**^  Grades 
fdr  ^;  die  weitere  Discussion  stimmt  ziemlich  mit  der  in  Lagrange's 
erster  Abhandlung  (§  10)  überein.  Der  Grenzübergang  zu  w  =»  cx> 
wird  nur  angedeutet****).  Dagegen  behandelt  er  ausführlich  den  der 
armille  entsprechenden  Fall  kreisförmig  angeordneter  Molekeln****); 
dieser  führt  auf  ein  Gleichungssystem,  das  sich  yon  §  25A  (12) 
nur  durch  das  Fehlen  des  absoluten  Gliedes  Uq  unterscheidet.  Der 
Grenzübergang  zu  n  »»  cx)  ***^  liefert  ihm  dann  wieder  die  Glei- 
chung (30).  Er  bemerkt  dazu***^:  „cette  m^ode  a  une  clarte  qui 
lui  est  propre  et  qui  dinge  les  premieres  r^cherches.  IL  est  facile 
ensuite  de  passer  a  une  methode  plus  concise.''  Den  Beweis  der 
eindeutigen  Bestimmtheit  der  Lösung  erbringt  er  durch  den  Schluls 
von  je  einem  Zeitelement  auf  das  nächstfolgende  ****).  Auch  er- 
läutert er,  wieso  nur  eine  willkürliche  Function  in  der  Lösung  auf- 
tritt **"). 

§  39.     unharmonische  trigonometrische  Reihen. 

Ist  die  Temperatur  in  einer  Kugel  nur  Function  der  Zeit  t  und 
des  Abstandes  x  vom  Mittelpunkt,  so  reducirt  sich  die  Differential- 
gleichung der  Wärmebewegung  (§  38  (l))  auf  (vgl.  §  27,  30): 


2148)  nr.  39,  p.  860  (nr.  261,  p.  267).       2144)  p.  861  (nr.  262,  p.  269). 

2146)  p.  860  (nr.  268,  p.  267).       2146)  nr.  40,  p.  362  (nr.  269,  p.  268). 

2147)  nr.  48,  p.  894  (nr.  277,  p.  298).       2148)  p.  897  (nr.  278,  p.  296). 

2149)  p.  898  (nr.  280,  p.  299).         2160)  Theorie  nr  281,  p.  800. 
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Foürier  setzt  in  ihr****)  v  =  y/x^  wodurch  sie  in: 

dt     ^dx^  w 

übergeht;  er  findet  so,  dafs  der  Gleichung  (1)  durch: 

V  =  a;~*e~*"*'  {A  coswa?  +  -B  sin  na;)  (3) 

genügt  wird.  Da  i;  für  a;  =  0  endlich  bleiben  soll,  mulä  J.  »  0 
genommen  werden.  Für  o;  •»  X,  das  heifst  an  der  Oberfläche  der 
Kugel,  ist  die  Bedingung  (vgl.  §  38  (2)): 

%  +  hx^O  (4) 

ZU  erfüllen;  das  yerlangt,  dafs  der  in  (3)  auftretende  Factor  n  der 
Oleichung: 

nZ  =  (l -ÄX)tg»X  (5) 

genügt.     Fourier  setzt: 

l-ÄZ=i,     nZ  =  f,  (6) 

sodafs  sich  die  Gleichung  (5)  auf  (die  bereits  in  §  26  behandelte): 

6  =  itgC  (7) 

reducirt.  Er  zeigt  durch  eine  geometrische  Untersuchung  der  Linien, 
die  in  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Gleichungen  y  ^^  Xx  und 
2/»tgx  haben,  dafs  die  Gleichung  (7)  für  A<1  unendlich  viele 
reelle  positive  Wurzeln  hat,  deren  r*®  im  Intervall  {rn . . .  (2  r  +  1)  jr/2) 
liegt,  und  zwar  umso  näher  der  oberen  Grenze  dieses  Intervalls,  je 
gröfser  r  ist****);  daüs  der  Annäherungsprocefs: 

Cy+i=  X"^  arc  tg£y,         (f =0,1, «,...)  (8) 

wenn  Cq  dem  genannten  Intervall  angehört,  gegen  die  in  ihm  liegende 
Wurzel  convergirt***^;  dals  aber  der  Procefs: 

ey+i=Atge^  (9) 

nicht  gegen  eine  Wurzel,  sondern  gegen  eine  der  Grenzen  des  Inter- 
valls convergirt""). 

Aus    den  so  gewonnenen  particulären  Lösungen  setzt  Fourier 
die  allgemeinere  zusammen: 


2161)  nr.  44,  p.  400  (nr.  288,  p.  304).     Vgl.  "<»^. 
2152)  p.  402  (nr.  285,  p.  307).    Für  Z  >  1  fällt  die  zu  r  »  0  gehörende 
Wurzel  weg. 

2163)  p.  403  (nr.  286,  p.  308).         2154)  p.  405  (nr.  288,  p.  310). 
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OB 

(10)  t?  —  ar^  ^^  e"  *"»■ '  8m  HrX. 

Soll  sie  einem  gegebenen  Anfangsznstand  t^^  für  f  <»  0  angepaisi 
werden,  so  mnfs  die  gegebene  Fonction  VqX  in  eine  Reihe  der  Form 
SOrBmnrX  entwickelt  werden '^^).  Fonrier  zweifelt  nicht  an  dar 
Möglichkeit  einer  solchen  Entwicklung;  er  begnügt  sich  damit,  wie 
im  Falle  der  harmonischen  trigonometrischen  Reihen,  die  Coefficienten 
durch  gliedweise  Integration  za  begtimmen.  Za  dieeom.  Zwedoe 
leitet  er  ans  der  Grenzbedingnng  (5)  ab,  da&  zwischen  irgend  zwei 
Wurzeln  Hrj  n«  derselben  die  Relation  besteht'^: 

(11)  "'''      "'^ 


tgn^X        tgn,X 
Infolgedessen  ist  das  Integral: 

X 

—  n^  Bin  n^X  cos  n^X  +  n^  sin  n^X  coß  n^X 


(1 2)     I  sin  HrX  sin  ngX  dx 


gleich  Null,  wenn  »r  von  n«  verschieden  ist.     Für  nr  ^^  n«  dagegen 
ist»!^'): 

X 

(18)  /ain««rc««  — jX- j^sin2nrX 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  gelingt  die  Coefficientenbestimmung  wie  bei 
den  harmonischen  trigonometrischen  Reihen  (§  38). 

Auch  Reihen  dieser  Art  mit  mehreren  Yerftnderlichen  hat 
Fourier  bereits  behandelt'^.  Um  die  Gleichung  der  station&reii 
Wärmeströmung  fOr  ein  unendlich  langes  quadratisches  Prisma  zu 
integriren,  dessen  Basis  auf  constanter  Temperatur  gehalten  wird, 
während  die  Seitenflächen  Wärme  ausstrahlen,  stellt  er  zunächst 
Particularlösungen  der  Form  auf: 


(14)  t;r,«=*  e"*'^"''^"»  cos  flr^  008  fl«jP, 

in  der  nr  und  ti«  Wurzeln  einer  Gleichung  der  Form  (5)  bedeuten. 
Aus  diesen  setzt  er  eine  unendliche  Reihe: 


2166)  p.  407  (nr.  290,  p.  312).         2156)  p.  408  (nr.  291,  p.  313). 

2157)  Fonrier  bedient  sich  zur  Ableitung  dieser  Formel  aus  (12)  der 
Regel  der  Differentialrechnung  zur  Bestimmung  des  wahroi  Wertes  eines 
Ausdrucks,  der  in  der  Form  0/0  erscheint. 

2158)  nr.  67,  p.  468  (nr.  823,  p.  361). 
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OB  OB 

V^^  ^ArMVrM  (15) 

zusammen;  dabei  nimmt  er  ohne  Beweis  an,  dais  man  Ärt^^Or^A 
setzen  dürfe '^^').  Die  Bedingung  constanter  Temperatur  an  der 
Basis  verlangt,  dais: 

y  ttr  cos  HrP  =  1 ,       ^^  6,  COS  «,f -=  1  (16) 

sei;  daraus  ergiebt  sich  die  Coefficientenbestunmung. 

In  ganz  entsprechender  Weise  behandelt  Fourier  auch  noch  die 
Wftrmebewegung  in  einem  Würfel"*^. 


§  40.     Entwicklungen  nach  Ojlinderfunctionen. 

Das  Problem  der  Wftrmeleitung  in  einem  Cylinder,  in  dem  die 
Temperatur  nur  Function  der  Zeit  und  des  Abstandes  von  der  Axe 
ist,  yerlangt'^*')  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

unter  der  Grenzbedingung: 

ÄF+I--0     für     a?=X  (2) 

c  sc 

Fourier  sucht  auch  hier  zunächst  ein  particul&res  Integral  der  Form: 

t;  =  e"'"'u,  (3) 

in  der  u  eine  Function  von  x  allein  bedeuten  soll;  er  findet  fOr 
dieses  u  die  gewöhnliche  DijQferentialgleichung: 

und  als  ihr  Integral  **•*): 


2159)  G.  Darbouz  zeigt  in  einer  Note  (p.  S61),  wie  man  diese  Voraus- 
Setzung  rechtfertigen  könne,  ohne  ans  Fonrier'B  Gedankenkreis  heraus- 
zutreten. 

2160)  nr.  62,  p.  47S  (Chap.  VIII,  p.  876). 

2161)  nr.  61,  p.  429  (nr.  306,  p.  332). 

2162)  Auf  die  frühere  Litterator  dieser  Gleichung  und  ihrer  Integration 
dui«h  die  Reihe  (6)  (D.  BemouUi"),  »«);  Euler"),  "^^;  Laplace»<^»«); 
ParBeTal**'°))  ninomt  Fourier  keinen  Bezug.  —  Von  anderen  Integralen 
der  Gleichung  (4)  spricht  Fourier  erst  nr.  62,  p.  439  (nr.  810,  p.  842),  da 
es  ihm  zunächst  nur  darauf  ankommt,  ein  particoläres  Integral  ymi  (1)  zu 
finden. 
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(5)  „  =  /.(fl)=.i+^(_i).^ 

ffssl 

mit  6  »  ma;'/(4  X;).  Aniäerdem  giebt  er  noch  eine  zweite  Darstellung 
dieses  Integrals:  indem  er  in  cos  (0  sin  a:)  die  trigonometrischen 
Functionen  durch  Ezponentialfuncüonen  imagin&ren  Arguments  er- 
setzt und  dann  nach  Potenzen  Yon  co  »  6^'  entwickelt,  findet  er, 
dafs  die  von  co  freien  Glieder  dieser  Entwicklung  gerade  f(p) 
geben  •*••);  daraus  folgt: 

(6)  f(e)  =.  /cos (e  sin x) dx. 

0 

Endlich  giebt  Fourier  noch  die  Eettenbruchentwicklung'^^): 

^^  f(ß)  "^         2  3  4 

Die  Grenzbedingung  (2)  giebt: 

(8)  |ÄX  +  ^-0; 

dadurch  bestimmen  sich  die  in  (3)  zulässigen  Werte  m^,  m|,  .  .  . 
fOr  m.     Es  sind  dann  die  Coefficienten  der  Entwicklung  einer  will- 

,  I  zu  be- 
stimmen. Diese  Aufgabe,  vor  der  Euler  selbst  im  Falle  ^ »  c» 
zurückgeschreckt  war*^^),  löst  Fourier  durch  ein  Verfahren,  das  zu 
dem  Yon  Laplace  bei  den  Entwicklungen  nach  Eugelfnnctionen  be- 
nutzten^^') analog  ist.  Er  leitet  nämlich  durch  partielle  Integration 
mit  HUfe  der  Differentialgleichung  (4)  ab,  dafs  f£Lr  jede  beliebige 
Function  c  die  Gleichung  gilt'^*^): 


(9) 


-r^Jcudx  =  J[u^,-u^-^]dx 


0 

.   r  du  da    ,   ua"]^ 


8168)  nr.  62,  p.  437  (nr.  810,  p.  340).  —  Man  vergleiche  die  etwas 
späteren,  aber  früher  publicirten  Formeln  Bessere ^**).  Im  Vorbeigehen 
weist  Fourier  auch  auf  die  Bedeutung  der  übrigen  Coef&cienten  dieser 
Entwicklung  (d.  h.  der  Cylinderfunctionen  mit  geradem  Index)  hin 

2164)  nr.  54,  p.  448  (nr.  313,  p.  846). 

2166)  nr.  66,  p.  449  (nr.  316,  p.  860). 
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Wenn  also  6  der  Gleichung**^): 


genügt,  folgt: 

X 

n  —  m    C       y         r  du  da   ,    uä"]^  ,.  ^x 

—j-lcudx-[cj^-uj^  +  -]^..  (11) 

Der  Gleichnng  (10)  wird  durch  <y  «  ua;  genügt;  werden  also  für  m 
und  n  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  (8)  gewählt,   so 

ist«^"): 

jxu„,Unäx  «  0.  (12) 

Um  den  Wert  dieses  Integrals  auch  für  den  Fall  zu  bestimmen, 
*  dafs  far  m  und  n  dieselbe  Wurzel  der  Gleichung  (8)  gewählt  wird, 
bedient  sich  Fourier  auch  hier  der  Begel  der  Differentialrechnung 
zur  Bestimmung  des  sogenannten  wahren  Wertes  von  Ausdrücken, 
die  in  der  Form  0/0  erscheinen *^^);  er  findet  so: 

X 

'xuldx-XU„(l  +  ^),  (13) 


f' 


xmier  Um  den  Wert  von  t«»  für  rr  —  X  verstanden.  Mit  Hilfe 
dieser  Resultate  bestimmt  er  die  Coefßcienten  der  gesuchten  Reihen- 
entwicklung durch  gliedweise  Integration  ^^*^). 


Achter  Abschnitt. 

Darstellnng  willkfirliclier  Functionen  durch  bestimmte  Integrale. 

Fortbildung  der  Reihenentwicklungen. 

§  41.     Vorbemerkungen. 

Neben  der  Methode  der  Integration  partieller  Differential- 
gleichungen durch  bestinmite  Integrale  hat  sich  in  den  ersten 
Decennien  des  19.  Jahrhunderts  eine  andere  entwickelt,  bei  der  die 
willkürlichen    Functionen     durch    bestimmte     Integrale    dargestellt 


2166)  Für  m  =  n  ist  dies  die  zu  (4)  „adjungirte^*  Gleichung. 

2167)  p.  461  (nr.  817,  p.  363).         2168)  p.  462  (nr.  318,  p.  864). 
2169)  p.  464  (nr.  319    p.  366). 
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werden,  die  von  oscillirenden  Functionen  abhängen.  An  der  Aub- 
bildnng  dieser  Methode  sind  J.  J.  Fonrier,  A.  Canchy  nnd  S.  D. 
Poisson  beteiligt;  aber  welcher  Teil  des  Verdienstes  jedem  einzelnen 
dieser  Forscher  znkonunt  und  in  welcher  Weise  sie  etwa  die  Methode 
aus  den  im  VI.  Abschnitt  besprochenen  Ansfitzen  von  Laplace  heraus 
entwickelt  haben  mögen,  IftTst  sich  jetzt  unmöglich  mehr  feststellen. 
Ihre  einschlägigen  Arbeiten  sind  grolsenteils  erst  geraume  Zeit  nach 
ihrer  Vorlage  in  der  Pariser  Akademie  gedruckt  worden;  wie  viel 
inzwischen  daraus  bekannt  geworden  sein  mag,  welche  Zus&tze  etwa 
zu  der  einzelnen  Abhandlung  in  der  Zeit  zwischen  ihrer  Vorlegung 
und  ihrem  Druck  hinzugekommen  sein  mögen,  darüber  fehlen  meistens 
nähere  Angaben.  Ihnen  selbst  sind  weit  mehr  als  die  Gemeinsam- 
keit ihrer  Bestrebungen  die  Gegensätze  zum  Bewnistsein  gekommen, 
die  sich  in  ihren  Anschauungen  über  teils  untergeordnete,  teils  aa 
und  für  sich  wichtige,  aber  den  Zwecken  dieser  Darstellung  femer 
liegende  Fragen  ausprägen.  Persönliche  Motive  mögen  dazu  ge- 
kommen sein.  Es  kann  unter  diesen  Umständen  nicht  die  Aufgabe 
dieser  Darstellung  sein,  die  persönlichen  Rivalitäten  und  Prioritats- 
streitigkeiten  im  einzelnen  zu  verfolgen;  wohl  aber  müssen  wir  kurz 
die  Verschiedenheit  der  grundsätzlichen  Auffassungen  berühren,  aus 
der  sich  der  Mangel  an  gegenseitigem  Verständnis  zum  Teil  erklärt. 
Diese  Verschiedenheit  liegt  nicht  auf  mathematischem  Gebiete;  was 
die  Strenge  der  Beweisführung  betrifift,  stehen  alle  drei  etwa  auf 
halbem  Wege  zwischen  der  Sorglosigkeit  Euler's  und  seiner  Zeit- 
genossen und  der  Peinlichkeit  späterer  Zeit.  Vielleicht  haben 
Poisson  und  Gauchy  selbst  gröfseren  Wert  auf  die  von  ihnen  jeden- 
falls immer  erstrebte,  wenn  auch  nicht  überall  erreichte  arithmetische 
Durchführung  der  Beweise  gelegt,  während  man  bei  Fourier  öfters 
den  Eindruck  hat,  als  sei  eine  solche  Durchführung  ihm  selbst  im^ 
Grunde  gleichgültig  gewesen  und  von  ihm  nur  unternommen  worden, 
um  die  Einwände  seiner  Gegner  zum  Schweigen  zu  bringen  und  um 
zu  zeigen,  daljs  auch  er  über  das  nötige  Rüstzeug  zu  solchen  Unter; 
suchungen  verfüge.  Ganz  verschieden  aber  ist  ihr  Verfahren,  wenn 
es  sich  um  den  Ansatz  eines  physikalischen  ProbleuLS  handelt. 
Poisson  ist  überzeugter  —  man  ist  versucht  zu  sagen:  orthodoxer  — 
Atomistiker  aus  der  Schule  von  Laplace.  Für  ihn  besteht  jeder 
Körper  aus  einer  sehr  grofsen,  aber  keineswegs  etwa  in  mathe- 
matischem Sinne  unendlich  grofsen  Anzahl  von  Molekeln,  von  denen 
jede   auf  jede  andere  einwirkt  ^^^^).     Jede  physikalische  Erscheinung 


2170)  Vgl.  etwa  die  Auseinandersetzangen  Par.  M^m.  8,  1829,  p.  861 
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wird  bei  ihm  infolgedessen  gemessen  dnrch  eine  Summe,  die  zu  er- 
strecken ist  über  alle  Molekeln  des  zu  untersuchenden  Körpers,  bezw. 
über  alle  Gombinationen  derselben  zu  je  zweien  oder  mehreren. 
Wenn  Poisson  nachher  doch  diese  Snmme  durch  ein  bestimmtes 
Integral  ersetzt,  thut  er  es  mit  dem  vollen  BewuTstsein,  dafs  er 
damit  eine  Vemachlassignng  begeht.  Auf  Grand  dieser  Anschannngen 
leitet  er  die  Differentialgleichnngen  physikalischer  Probleme  in  folgen- 
der Weise  ab:  Er  stellt  zunächst  Gleichungen  zwischen  Integralen 
der  eben  bezeichneten  Art  auf.  Dann  entwickelt  er  die  unter  diesen 
Integralzeichen  yorkommenden  Functionen  der  Entfernung  zweier 
Molekeln  voneinander  nach  Potenzen  der  Goordinatendififerenzen'^'^^). 
Endlich  beh&lt  er  von  diesen  Beihenentwicklungen  nur  die  Glieder 
niedrigster  Ordnung  bei'"').  Fourier  dagegen  beginnt  mit  einer 
ausfOhrlichen  Discussion  derjenigen  einfachen  Fälle,  in  denen  die 
beobachtbaren  physikalischen  Gröfsen  nur  Functionen  einer  Ver- 
änderlichen (einer  cartesischen  Goordinate  des  betrachteten  Baum- 
Punktes)  sind  und  von  dieser  linear  abhängen '^'^').  Er  nimmt  dann; 
an,  dafs  die  so  gefundenen  Gesetze  auch  in  idlgemeineren  Fällen 
wenigstens  fOr  unendlich  kleine  Bereiche  Geltung  haben,  und  dafs 
man  die  Abhängigkeit  von  mehreren  Veränderlichen  durch  Super- 
Position  aus  der  Abhängigkeit  von  jeder  einzelnen  erhalten  könne. 
Cauchy  mdlich  hat  sich  bald  der  einen,  bald  der  anderen  Betrachtungs- 
weise bedient;  sein  Interesse  liegt  überhaupt  weniger  an  der  Durch- 
bildung der  physikalischen  Vorstellungen,  als  an  der  Verfolgung 
ihrer  mathematischen  Gonsequenzen.  Man  kann  sehr  wohl  zugestehen, 
dals  Poisson's  Betrachtungsweise,  die  atomistische  Hypothese  einmal 
vorausgesetzt,  ein  detailLirteres  Bild  der  Erscheinungen  giebt  und 
genauer  erkennen  lälst,  was  man  eigentlich  vernachlässigt;  aber 
damit  ist  noch  nicht  gerechtfertigt,  dals  Poisson  Fourier's  Deductionen 
als  unzureichend  hinstellt  und  die  Priorität  einer  genügenden  Her- 
leitnng  der  Differentialgleichungen  für  sich  in  Anspruch  nimmt '^^^). 


oder  die  Darstellmig  in  seiner  Theorie  math^matique  de  la  chaleur  Paris 
1886,  nr.  6,  p.  12  ff. 

2171)  Vgl.  z.  B.  J.  ^0.  polyt.  cah.  19,  1823,  nr.  4,  p.  12;  nr.  49,  p.  86; 
oder  throne  de  la  cbalexir  nr.  48,  p.  88. 

2172)  J.  ^c.  polyt.  cah.  19,  1823,  nr.  6,  p.  13;  throne  de  la  chaleur 
sr.  49,  p.  90. 

2173)  Par.  M^m.  4,   1819/20  (24),  nr.  4,  p.  203  (von  1811);  th^rie  de 
la  chalear*^^'),  chap.  I,  sect.  m  und  IV  (oeuvr.  1,  p.  33). 

2174)  Namentlich  die  Herleitung  der  allgemeinen  Oberflächenbedingon^ 
ist  ein  solcher  Streitpunkt;  vgl.  §§  38  und  49. 
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Poisson  und  Cauchy  baben  ihre  Metboden  auf  fast  alle  damals 
jnatbematiscber  Behandlung  zuganglichen  Gebiete  der  Physik  an- 
gewendet, während  Fonrier,  durch  die  politischen  Ereignisse  aus  der 
wissenschaftlichen  Laufbahn  gedrängt  und  zu  anderweitiger  Thätig- 
keit  genötigt,  nur  die  Lehre  von  der  Wärmeleitung  eingehend  be- 
handelt, dagegen  von  seinen  übrigen  physikalischen  Untersuchungen 
nur  wenige  Andeutungen  hinterlassen  hat. 

Erwähnt  sei  hier  noch,  dals  Fourier  stets  Wert  darauf  gelegt 
hat,  die  Untersuchung  bis  zu  numerischen  Anwendungen  durch- 
zufahren: „condition  n^cessaire  de  toutes  recherches  et  sans  laquelle 
on  n'arriverait  qu'a  des  transfonnations  inutiles'^'^^^). 


§  42.     Die  Fourier'schen  Integrale. 

Der  letzte  Abschnitt  von  Fourier's  Preisschrifi;  handelt  von  der 
Wärmebewegung  in  Gebieten,  die  sich  nach  einer  Seite  hin  ins  Un- 
endliche erstrecken.  Fourier  geht  dabei  aus  von  der  Reihe  (vgl. 
§  38  (8)  und  §  39  (10)): 

(1)  u  «^  a, «"**•« 'cos g««; 

n 

er  nimmt  dann  an'^^^,  „dafs  die  g^^,  g^i  9si  •  •  •  ^^  unendlich  kleinen 
Schritten  wachsen,  wie  die  Abscissen  q  einer  gewissen  Gurv^e,  sodafs 
sie  bezw.  gleich  dq^  2  dg,  3  dq^  . . .  werden,  unter  dq  das  constante 
Abscissendifferential  verstanden;  dafs  femer  die  a^,  02,  a^,  ...  den 
Grdinaten  Q  derselben  Gurre  proportional  seien  und  zwar  bezw. 
gleich  Qidq,  Q^dq^  Q^dq^  . .  .,  wobei  Q  eine  willkürliche  Function 
f{q)  von  q  ist".     So  gelangt  er  zu  der  Darstellung: 

(2)  w=  f  Qe"^^' cos  qxdq. 

0 

„La  difßcult^  se  reduit  a  determiner  convenablement  Q."  Zu  diesem 
Zweck  geht  Fourier  auf  die  Bestimmung  der  Goefficienten  der 
Reihe  (l)  zurück  (§  38  (22))  und  leitet  aus  ihr  durch  denselben 
Grenzübergang  die  Formel  ab*^''^: 


2176)  Theorie  de  la  chaleur,  diBConrs  pr^liminaire  (oeuvr.  1,  p.  XXII); 
vgl.  auch  Par.  M^m.  4,  p.  191. 

2176)  nr.  66,  p.  485  (nr.  346,  p.  890).    Die  Citate  Bind  wie  frOher*'«^) 
zu  verstehen. 

2177)  p.  489  (nr.  846,  p.  891). 
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Qr^—  I F(x)  cos qx dx,  (3) 


¥• 


wo  durch  die  Function  F{x)  die  gegebenen  Anfangstemperaturen 
dargestellt  werden.  Durch  eine  Yertauschung  der  Reihenfolge  der 
Integrationen,  um  deren  Zulftssigkeit  er  sich  keine  Sorge  macht, 
gelangt  er  zu  der  folgenden  Darstellung  des  gesuchten  Integrals '^^^): 

OB  OB 

t*  -="  —  f  F{a)  da   1  e"  *«*'  cos  qx  cos  qadq.  (4) 

u  0 

Dabei  ist  F{x)  als  gerade  vorausgesetzt;  Fourier  giebt  auch  die 
entsprechende  Formel  für  eine  ungerade  Function '^^^  und  setzt  dann 
aus  beiden  die  fOr  eine  beliebige  Function  -^(0;)  geltende  Formel 
zusammen*^**): 

ti— —   lF{a)da  1  e"^^' cos  q(x  —  a)dq.  (5) 

—  OD  0 

Aus  ihr  gewinnt  er  die  Darstellung  einer  willkürlichen  Function 
durch  ein  bestimmtes  Doppelintegral: 

+  «0  OD 

q>(x)  ^  —  I  q)(a)  da  1  cos  g  (a?  —  a)  dq^  (6) 

—  op  0 

die  allerdings,  ebenso  wie  die  entsprechende  Beihenformel  (§  38  (30)) 
in  dieser  Form  bedeutungslos  ist'^^^). 

Für  diese  allgemeinen  S&tze  giebt  Fourier  die  folgenden  Bei* 
spiele:  Wenn  F(x)  im  Intervall  ( —  1  •  •  •  +  l)  gleich  1,  auiserhalb 
desselben  gleich  0  ist,  wird'^®*): 


Q-i'-^  (7) 


2   sin  9 
und  folglich: 

OB 

w^-^  I  e"^^*  oosqx^^dq,  (8) 

also: 


8178)  p.  490  (nr.  847,  p.  898). 

2179)  nr.  69,  p.  492  (nr.  858,  p.  898). 

2180)  Erst  in  der  throne  nr.  864,  p.  402. 

2181)  VgL  die  Anmerkung  von  G.  Darbouz  p.  409. 

2182)  nr.  70,  p.  497  (nr.  848,  p.  894). 
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(9) 


if 


cos  qx  — i  aq 


(1  für   \x\<ly 
0    „     k|>l. 


Wenn  F(x)  =»  C"*,  wird""):    . 


(10) 

und  folglich: 

(11) 

also: 
(12) 


«  1  +  a» 


OB 

^J'       1  +  g*^^' 


ff 


OD 

/ 


coBqx 


l^fg 


e"*  für  x>  0, 
«•       „    «<0. 


In  anderen  Beispielen  führt  er  den  Grenzübergang  von  der  Reihe 
zxun  Integral  am  speciellen  FaU  aus;  z.  B.:  Wird  in  §  38  (17)  os 
durch  xdq^  k  durch  q/dq  ersetzt,  so  folgt •^®*): 


(13) 


Bin  2^0; 


dq 


f^ 


sinr 


^   ' 


dr. 


Ebenso  fahrt  die  Gleichung  §  38  (25)  auf"»): 

.     V  2     rBmqxsmqn       ^  fsina;  für  0  <  0?  < «, 

*j/         1-«'        ^""1    0       „     rr>nr. 

Bei  Anwendung  der  Formeln  auf  F(x)  ^  oT  läfst  sich  keine  der 
verlangten  Integrationen  unmittelbar  ausführen;  man  erhftlt  aber  die 
folgende  Relation  zwischen  zwei  bestimmten  Integralen'^: 


(15) 


00  OD 

j  u'"  smudu  '    I  ti"*""^  sinuefti  «^ -j-, 


aus  der  z.  B.  folgt: 
(16) 


fw"-y^- 


2183)  p.  498  (nr.  349,  p.  894). 

2184)  p.  497  (nr.  366,  p.  402). 
2186)  nr.  71,  p.  499  (nr.  368,  p.  404^ 
2186)  p.  602  (nr.  360,  p.  406). 
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§  43.     Canchy's  Abhandlung  über  Wasserwellen. 

Das  Problem  der  Fortpflanzung  von  Wellen  an  der  Oberfl&che 
einer  Flüssigkeit  war  bereits  1778  von  P.  S.  Laplace  in  Angriff 
genommen  worden,  und  zwar  für  einen  Ganal  von  constanter  Tiefe  I, 
dessen  Breite  nicht  berücksichtigt  zu  werden  braucht '^®'^.  Seien 
X,  Z  die  Coordinaten  eines  Flüssigkeitsteilchens  zur  Zeit  ^ » 0, 
X  +  crrr,  Z  +  ag  die  Coordinaten  desselben  Teilchens  zur  Zeit  i 
(a  eine  sehr  kleine  Gröfse),  J  die  Dichtigkeit,  p  der  Druck,  so 
findet  Laplace  die  Differentialgleichivigen: 

g8(^X+ae)  +  a^,dX  +  «^^dZ  +  ^8p-.0',  (2) 

t  bedeutet  dabei  eine  Differentiation,  bei  der  i  als  constant  behandelt 
wird.  Die  letztere  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  auch  ihr 
2.  und  3.  Glied  zusammen  ein  Tollst&ndiges  Differential  in  Bezug 
auf  X  und  Z  bilden.  Aus  der  Bedingung  hierfOr  erhält  man  durch 
zweimalige  Integration  nach  t: 

dz    ax    "'  w 

und  hieraus  und  aus  (l): 

0  -  ip{X  +  iZ)  +  ^(X-eZ),  .^. 

ia? «  9  (X  +  fZ)  - 1(;  (Z  — iZ). 

Dabei  muils  ^  gleich  —  q>  sein,  da  für  Z  =  0,  d.  h.  am  Boden  des 
Canals,  0  überall  und  beständig  0  ist.  Mit  Hilfe  dieser  beiden 
Gleichungen  lassen  sich  z  und  x  fär  alle  Punkte  der  Flüssigkeit 
bestimmen,  sobald  man  ihre  Werte  an  der  Oberfläche  kennt.  Sei  fOr 
diese  Z  =  1  -f  au,  so  erhält  man  aus  (2)  unter  Vernachlässigung 
höherer  Potenzen  von  u: 

du    .       dz    .   d^x       ^  ^-v 

Laplace  begnügt  sich  mit  der  Angabe  eines  particulären  Integrals 
dieser  Gleichungen;  er  nimmt  an,  es  sei  zur  Zeit  f  »=  0: 

u  — cosX  — cosA  für  IXI  <^, 


(6) 
u  =  0  „    IX|>Ä, 


8i87)  Par.  Hifit.  1776  (79),  ar.  87  (oeuTX.  9,  p.  801). 
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und  findet,  dafs  dann  allen  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt  wird 
durch: 

(7)  x^ÄsmX^e^+e"^,     ie:  =  —  u4  cosZ(c^— c"*^ 

mit: 


(8)  Ä=  ,     n^yff-r-—r,- 

€   —  €  C  -f-  6 

Dabei  gelten  diese  Formeln  nur,  solange  X  +  n^  und  X  —  nt  nicht 
aufserhalb  der  Grenzen  d:^  fallen '^^);  es  treten  also  Wellen  auf, 
die  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  n  fortschreiten.  Zum  Schlufs 
bemerkt  Laplace  noch,  daijs  ein  beliebiger  kleiner  Curvenbogen 
näherungsweise  durch  die  erste  Gleichung  (6)  dargestellt  werden 
kann;  man  mufs  nur  seinen  Krümmungsradius  zur  Längeneinheit 
wählen. 

Andererseits  hat  sich  J.  L.  Lagrange  mit  der  Fortpflanzung 
von  Wellen  an  der  Oberfläche  eines  Gewässers  von  sehr  geringer 
Tiefe  beschäftigt  ^^^^)  und  gefunden,  dafs  sie  nach  denselben  Gesetzen 
Yor  sich  geht,  wie  die  Schallfortpflanzung  in  einer  ebenen  Luft- 
schicht i»«^). 

Die  Frage  nach  der  Fortpflanzung  von  Wasserwellen  unter 
allgemeineren  Bedingungen  wurde  von  der  Pariser  Akademie  zum 
Gegenstand  einer  Preisaufgabe  für  1816  gemacht;  den  Preis  erhielt 
A.  L.  Cauchj'^*^).  Er  beginnt  mit  der  Aufstellung  der  allgemeinen 
hydrodynamischen  Gleichungen,  führt  aber  bald  specielle  Voraus- 
setzungen ein,  von  denen  sich  herausstellt '^^^),  dafs  sie  mit  der 
Annahme  äquivalent  sind,  zur  Zeit  i=»0  ezistire  ein  Geschwindigkeits- 
potential ^Q.  Die  Differentialgleichung  desselben  (für  den  Fall,  dais 
von  einer  Baumcoordinate  abgesehen  werden  darf): 

integrirt  er  in  der  Form'^^^: 


2188)  p.  308.  PoisBOn's  Angabe  (Par.  M^m.  1,  1816  (18),  p.  72), 
Laplace  habe  diesen  Umstand  übersehen,  ist  demnach  irrtümlich. 

2189)  Berl.  nouv.  mäm.  1781,  nr.  48  (oeuvr.  4,  p.  746). 

2190)  Publicirt  ist  die  Abhandlung  erst  1827  (Par.  sav.  [^tr.]  1,  p.  1; 
jetzt  oeuvr.  (2)  1,  p.  1);  doch  sind  die  damals  beigefügten  Zusätze  ab 
solche  besonders  gekennzeichnet. 

2191)  Ii  §  6,  p.  18. 

2192)  I]]Q  §  3,  p.  21  und  note  IX,  p.  146.  Er  giebt  hier  nicht  die  ge- 
ringste Andeutung  darüber,  wie  er  zu  dieser  Form  der  Lösung  gelangt  ist. 
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OB  OB 

Qq  =  ^1*  /  COS  am  ef'"'f(in)  dm  +^  f  cos  am  c"-*'"/'(m)  dm,     (10) 

0  Ü 

in  der  das  Zeichen  £  bedeutet,  dafs  noch  je  ein  Glied  derselben 
Form  mit  sin  statt  cos  und  mit  einer  anderen  willkürlichen  Function 
hinzu  zu  addiren  ist.  Zum  Beweis  der  Allgemeinheit  dieser  Lösung 
zeigt  er,  dafs  die  Entwicklung  nach  Potenzen  von  b  sie  in  diejenige 
Form  überfahrt,  die  durch  die  Methode  der  Integration  durch  eine 
Potenzreihe  (vgl.  §  35)  direct  geliefert  wird.  Wenn  q^  für  6  =  +  cx>, 
d.  h.  in  sehr  grofser  Tiefe  nicht  unendlich  werden  soll,  mufs  in  (10) 
der  erste  Bestandteil  wegfallen.  Ebenso  integrirt  Oauchy  die  ent- 
sprechende Gleichung  in  drei  Variabein  durch: 


% 


OB      OB 

^  f   /cos  am  cos cn e' * V^^+^ /-(m,  n) dm dn.      (1 1) 


Die  in  (10)  auftretenden  willkürlichen  Functionen  müssen  nun 
so  bestimmt  werden,  dafs  an  der  Oberfläche  —  deren  Gleichung 
h  =»  JP(a)  sei  —  q  einer  gegebenen  Function  f5(a)  gleich  wird; 
indem  Cauchy  sich  auf  den  Fall  beschränkt,  dafs  F{a)  überall  un- 
endlich klein  sei,  ersetzt  er  diese  Bedingimg  durch: 


V 


^  /cos am f{m) dm  =  S(a).  (12) 

0 

Zunächst  nimmt  er  jedoch  das  einfachere  Problem  in  Angriff,  9  (tu) 
so  zu  bestimmen,  dafs  für  alle  positiven  a: 

;o».»,w.»-s(»,  („) 

0 

wird **••);  er  zeigt,  dafs  es  durch: 


OB 


2198)  Note  VI,  p.  133.  Die  durch  die  Gleichungen  (13)  und  (14)  g6> 
gebene  reciproke  Beziehung  zwischen  den  Functionen  9  und  %  hat  Cauchy 
bereits  Bull.  soc.  philomat.  1817,  p.  121  ohne  Beweis  veröffentlicht.  Ib. 
1818,  p.  178  kommt  er  auf  die  Frage  zurück,  erkennt  Fourier^s  Priorität 
(§  42  (6))  an  und  giebt  den  Beweis  wie  in  der  Preisschrifb.  In  der  dem 
Abdruck  der  letzteren  zugefügten  Note  XIX,  p.  301  zeigt  er,  wie  man  von 
seiner  Form  zu  der  Fourier's  gelangen  kann  und  macht  darauf  aufmerksam, 
dafs  die  Integration  nach  a  zwischen  beliebigen  Grenzen  genommen  werden 
kann,  wenn  sie  nur  x  zwischen  sich  elQschliefsen.  Letzteres  hat  übrigens 
Fourier  später  auch  selbst  bemerkt,  th^rie'^^')  nr.  417;  oeuvr.  1,  p.  601. 
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OD 

(14)  <p(m)  -=  —  /  coB  iHf*  %(fi)  d(i 

0 

gelöst  wird,  dafs  also: 


00       OD 


(15)  "ä   /  /  ^°®  *^  ^^®  ^'^'^  ^('*^  ^'^  ^^  ^  ^(^) 

0     0 

ist.     Dieses  Doppelintegral  kOnne  nämlich  ^^evidemment^^  als: 

0»      OD 

(16)  — lim  j  I  e"***  cos  am  cos  fnfft3(fi)elfi^m 

angesehen  werden;  hier  könne  man  die  Integration  zuerst  nach  m 
ansfohren  und  erhalte  so: 

OD 

<17)      A- ""  cos  am  cos  mf«  dm  =  |[^._^^_^^.  +  ^._^^_^_^^,]- 

Der  zweite  Bestandteil  gebe  bei  der  Integration  nach  fi  f&r  yer- 
fichwindendes  a  einen  yerschwindend  kleinen  Beitrag,  der  erste  ein 
„singulftres  Integral^^  Um  das  letztere  auszuwerten,  setzt  er  f(  =»  a  +  ^  § 
und  dehnt  die  Integration  in  Bezug  auf  g  von  —  oo  bis  +  c»  aus, 
was  erlaubt  sei,  da  die  hinzugefügten  Bestandteile  mit  a  gegen  0 
conyergirten.     So   erhält  er  für  das  Doppelintegral  (16)  den  Wert: 


—  00 


w.  z.  b.  w.  Ebenso  behandelt  er  den  Fall,  dafs  in  den  Formeln 
sin  statt  der  cos  auftreten;  aus  beiden  speciellen  Fällen  setzt  er 
dann  die  Lösung  des  eigentlich  vorgelegten  Problems  (12)  zusammen, 
indem  er  S(a)  als  Summe  aus  einer  geraden  und  einer  ungeraden 
Function  darstellt  *^^). 

Wenn  die  Function  g  nicht  von  der  Art  sei,  dals  die  auf- 
tretenden Integrale  Bedeutung  hätten,  müsse  man  einen  Factor  c"^'* 
bezw.  c~^^"^f2f^^5^*  unter  dem  Integralzeichen  hinzufügen  und  nach 
Ausfuhrung  der  Integration  j3  —  0  setzen  *^^*). 

Für  die  Anwendung  auf  das  vorgelegte  physikalische  Problem 
ist  es  femer  erforderlich,  unter  Voraussetzung  der  Gleichimg  (12) 
den  Wert  des  Integrals: 


2194)  Note  YlII,  p.-liS.        2196)  Note  VI,  p.  189. 
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OB 

y  /  COS  am  y  (m)  /"(m)  dm  (19) 

0 

Bllein  durch  diB  Ftmctioiiazeidieii  y  imd  S  auszudrücken.    Zu.  diemn 
Zwed[e  setEt  Csnciiy  snnliebft'^  nach  (1&): 

y(wi)  —  —  I   I  Qosmm  cos  fi(oy{(i)diidm^ 
wodurch  (19)  in: 


OB      OD      OB 


^2/// 


COS  «m  cos  m«  eoe  fno  f(m)  y(jt)  dm  dfn  dm 


übergeht;  Ausfähnuig  dar  Integration  nach  m  giebt  wegen  (13): 

«i      «B 

--  1  f  0O8fta)y(fi)[g(a+cD)+ 8(a  — »)]4^<r«  — 


V/' 


0  ¥ 

-f«     OD 

-^  f  feoBf^<ori(^)  5  (a  +  •) dfi<{i»  -  (ao) 


llf' 

«D      OB 

—  00  0 

Setzt  man  ^(m)  —  6"^%  so  kann  man  in  (30)  die  Integration  nach 
(i  ausfahren  und  erhält  so  für  das  Geschwindigkeitspotential  (10) 
den  Ausdruck: 

^o-ifw^^^ä..  (21) 


—  00 


Die  Erledigung  der  entsprechenden  Aufgaben  für  Timctionen 
Yon  drei  Variabein  macht  etwas  mehr  Umstände.  Cauchj  erhält 
zunächst: 


OB  OB      OD      OB 


^^>=^  j     rr/<M>Sfi(<ö  — a)cosv(9--c)c-*V'i«'+**g(a),  ^)(i^efvda)(i9;     (22) 

—  «0  — oo  0     0 


hier  ersetzt  er  e"*^^*"*"**  durch: 


2196)  Note  XI,  p.  162   . 

JfthrMbejrioht  d.  Daataohen  Matlwm.-Varelnlgnng.  X.  28 
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(23)  ^Je  -     äe 

und  fObrt  dann  h(i/2dj  &i//2d  an  Stelle  von  ft  und  v  als  neue 
Integrationsyariabele  ein^^^.  So  kann  er  die  Integration  in  Bezug 
auf  diese  neuen  Yariabeln  und  bierauf  aucb  die  nacb  6  ausfÜbren 
und  erhält: 

+  00     +00 

^^^^^  ^0-  2«J   J    [6«+  («  -  a)«+  (^  -  c)T«  ' 

—  00     —00 

Hierauf  leitet  Cauchy  den  Satz  ab,  den  man  jetzt  so  ausspricbt: 
wenn  in  einer  Flüssigkeit,  auf  deren  Teile  nur  Erttfte  wirken,  die 
ein  Potential  baben,  zur  Zeit  t^^O  keine  Wirbel  vorbanden  sind, 
treten  auch  weiterbin  keine  solchen  auf^^^).  Es  kommt  also  dann 
nur  noch  auf  die  Bestimmung  des  Gescbwindigkeitspotentials  an; 
und  da  die  Formeln  (21)  bezw.  (24)  erlauben,  seine  Werte  für  alle 
inneren  Punkte  zu  berechnen,  sobald  sie  für  alle  Punkte  der  Ober- 
fläche als  Functionen  der  Zeit  bekannt  sind,  braucht  man  nur  noch 
diese  letzteren  zu  bestimmen.  Indem  Cauchy  an  der  Voraussetzung 
festhält,  dafs  die  Oberfläche  beständig  sehr  wenig  von  einer  hori- 
zontalen Ebene  abweicht,  reducirt  er  dieses  letztere  Problem  auf  die 
Integration  der  Differentialgleichung'^^: 

bezw.: 

^2^^  'W+dx'  +  W 

Er  integrirt  die  erstere  zunächst  in  der  Form**^: 

OB  OD 

Q  g»  y  /  cos  mx  e^y^  i(m)  dm  +  ^  /  cosmxc"'^  J(m)dm  + 

OD 

(27)  "^^j   /  cos*»*^  cos(<yw)9(m)dm  + 

+  /\    /  cos  fnx  sin  (t  j/m)  ^{m)  dm. 


^' 


2197)  p.  164.         2198)  Uj  §  6,  p.  41.        8199)  Un  §  4,  p.  68. 
2200)  Uni  §  8,  p.  67  und  note  X,  p.  149. 
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Der  erste  Bestandteil  mnllB  sogleich  wegfallen,  da  sonst  Q  mit 
wachsendem  t  ins  unendliche  wachsen  würde.  Zur  Bestimmung  der 
drei  anderen  zieht  Cauchy  auch  noch  die  Werte  des  Oeschwindigkeits- 
potentials  für  innere  Punkte  mit  heran;  diese  müssen  sich  durch 
eine  zu  (10)  analoge  Formel  ausdrücken  lassen,  in  der  nur  jetzt 
die  willkürliche  Function  auch  von  der  Zeit  abhängt;  also: 

q  =  ^  cos  mxe-  "»^  /'(wi,  t)  dm.  (28) 

Vergleicht  man  diesen  Wert  und  die  sich  aus  ihm  ergebenden  Werte 
der  Geschwindigkeitscomponenten  für  y  ==  0  mit  den  aus  (27)  folgen- 
den, so  erhält  man  zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich  ergiebt: 

S(m)  =  0,  (29) 

/•(m,  t)  —  q>(fn)  cos  OVm)  +  t/;(m)  sin  (tYm).  (30) 

um  endlich  auch  noch  q>  und  tf;  zu  bestimmen,  benutzt  Cauchy,  dafs 
bei  den  eingeführten  Vernachlässigungen   die  verticale  Verrückung: 

ist;  sind  also  die  Werte  y=^F{a),  Co'"S(ö)  für  « =-  0  gegeben 
so  sind  9  und  ff;  aus  den  Gleichungen  zu  entnehmen  ^*'^): 

OP 

F{a)  =»  ^  ^  /  cos  aw t/;(m)  Ym  dm, 

(32) 
3  W  ^       y  /  cos  amq>{m)  dm, 


/• 


die    wie    die   Gleichung  (12)    aufzulösen   sind.     Nimmt   man  z.  B. 
g(a)  =  0  und  benutzt  die  Gleichung  (20),  so  erhält  man***): 

OD    +00 

y  =  —  I    j  COS  ^j/fi  COS  (i(cD  —  x) F(al)  dm  d(i  (33) 

0  — oo 

und  daraus: 

00   +• 

C  -  ~  r  r^^jyi  ^^  ^  (a,  -  a?)  g(ai)  dm  dfi.  (34) 

0  —00 

Den    hier   wiederholt   benutzten  SchluGs    von   dem   identischen 
Verschwinden  eines  Integrals  auf  das  Verschwinden  einer  unter  dem 


2201)  Uni  §  4,  p.  59.        2202)  Uni  §  6,  p.  61. 

28* 
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Integralzeichen  stehehden  Ponctioa  erläutert  Cauehy  in  einer  Note 
■noch  etwas  aSker'*^'). 

Das  enti^rediende  Problem  für  8  Dimensionen  (Globg.  24) 
läfst  sich  mit  Hilfe  der  Formel  (11)  in  gans  analoger  Weise  be- 
handeln; nur  sind  die  Formeln  nmstäadlicher^'^). 

Im  dritten  Abschnitt ''^)  verbucht  Cauchy  aus  seinen  Formeln 
die  allgemeinen  Gesetze  der  Fortpflanznng  der  Wellen  abzuleiten, 
indem  er  annimmt,  die  anf&ngliche  Störung  sei  auf  einen  kleinen 
Bereich  besdiz&nkt,  und  dann  nur  Stellen  in  Betmcht  ziehti  die  dem 
Orte  der  ursprünglichen  Stönmg  nicht  sehr  nahe  liegen.  Demgemftfs 
vernachlässigt  er  in  den  Formeln  o  gegen  a  (und  q  gegen  c).  Wenn 
man  dann: 

(35)  fF(a)da  =  a 
setze^  könne  mau: 

(36)  I  F(a!)  cos  fi  (w  --  «)  do}     durch     0-  cos  (ix 
ersetzen,  sodafs  die  Gleichmig  (34)  in: 

(37)  q^SAj^l^^^^iy, 

oder,  wenn  man  fi  durch  ^niT^  ersetzt  und: 

(36)  il  mit  h 

bezeichnet,  in: 

übergeht**^).     Ebenso  erhält  er  statt  (33): 

(40)  y  =  ^  /  cos  Vfi  cos  ^(?fi  =  -^it^. 

wenn  nämlich  (unter  der  Voraussetzung  A;  >  0)  mit  K  das  Integral: 


(41)  K^    CcosY^k^ 


kfi  cos  ^id^i 


*i^b^k^.^as^k^A^^ft_^^t» 


2203)  Note  Xn,  p.  162.    2204)  Uni  §  8,  p.  66. 
2206)  p.  74.    2206)  U^  §  6,  p.  81. 
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b«iaiGh]Let  wird.  Will  man  dann  ftlr  einen  bestimmten  Zeitpunkt 
die  Lage  der  Wellenberge  nnd  Wellenth&leri  d.  h.  die  Uaxima  nnd 
Minima  Ton  y  bestimmen,  so  hat  man  die  Gleichung  d{kK)dx  »  0» 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

d(kK) 


dk 


0  (42) 


aufzulösen.  Die  kleineren  Wurzeln  dieser  Gleichung  bestimmt  Cauchy 
aus  der  Entwicklung  ihrer  linken  Seite  nach  Potenzen  yon  ft*^; 
zur  Bestinmiung  der  gröfseren  leitet  er  aus  den  Entwicklungen  nach 
Potenaen  Ton  h  die  Identität  ab^^: 


OB 


(43) 


Wird  in  dieser  das  Integral  yemacUSssigt,  so  reducirt  sieh  die 
COaiehimg  (43)  anf^«): 

schon  die  beiden  kleinsten  Wurzeln  dieser  reducirten  Gleichung  fallen 
mit  den  entsprechenden  Wurzeln  der  Gleichung  (42)  so  nahe  zu- 
sammen, dals  man  ein  solches  Zusammenfallen  auch  für  die  folgenden 
Wurzeln  wird  annehmen  dürfen.  Jeder  der  so  erhaltenen  Wurzeln 
entspricht  ein  Wellenberg  bezw.  ein  WeUenthal;  alle  diese  schreiten 
(wegen  38)  mit  gleichförmig  beschleunigter  Geschwindigkeit  fort, 
und  dabei  nehmen  (wegen  40)  die  Ordinaten  jedes  einzelnen  im 
Verhältnis  der  (—  2)*«  Potenz  der  Zeit  ab»^<>). 

Durch  eine  nähere  Discussion  der  foi^genommenen  Yemaeh- 
lässigungen^'^^)  stellt  Cauchy  noch  fest,  daijs  diese  Resultate  gelten, 
wenn    man    unter    den    Zeichen    der   trigonometrischen   Functionen 

-r-r^ r  durch  T—   ersetzen  darf,  und  dafs  der  Bereich,  fUr  den 

das  der  Fall  ist,  proportional  der  Zeit  immer  weiter  hinausrückt. 


220T)  nii  §  6,  p.  ge. 

2208)  Note  m,  p.  132 ;  vgl.  auch  die  später  hinzugefügten  Erläatenmgen 
Kote  XVn,  p.  ^8e  und  Note  XTUI,  (84X  p.  294.  An  der  letzteren  Stelle 
ist  die  Formel  dnreh  die  Methoden  der  Bedduenrechnung  abgeleitet 

2209)  p.  88. 

2210)  nii  §  6,  p.  88  teilt  Cauchy  mit,  dafs  er  dieses  Eesultat  zuerst 
auf  Grund  von  „consid^rations  particuli^s^^  vermutet,  ihm  aber  mifstraut 
habe,  bis  ihn  Poisson  durch  Homogeneitätsüberlegpmgen  (vgl.  Far.  Mte. 
1,  1816  [18],  p.  74)  bestärkt  habe. 

2211)  lUi  §  7,  p.  90. 
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Sind  die  Anfangsordinaten  der  Punkte  der  Oberfläche  alle  Null, 
aber  nicht  die  Anfangsgeschwindigkeiten ''^),  so  bestimmen  sich  die 
Berge  und  Thaler  durch  die  Gleichung: 

oder  näherangs weise  durch: 

(*^)  *»2"l  +  6)fe-^-8t-»" 

Die  Höhe  der  einzelnen  Welle  ist  in  diesem  Fall  der  (—  3)*^  Potenz 
der  Zeit  proportional. 

In  derselben  Weise  behandelt  Cauchy  auch  noch  die  Fort- 
pflanzung von  Wellen  in  einer  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnten 
Flüssigkeit ''^).  Wenn  die  anfängliche  Störung  auf  einen  hinläng- 
lich kleinen  Bereich  beschränkt  sei,  könne  man  im  Nenner  von  (24) 
00  und  Q  vernachlässigen;  dann  treten  a  und  c  nur  in  der  Ver- 
bindung a^  -f  c^  auf,  d.  h.  die  Bewegung  besitzt  Botationssymmetrie 
um  die  Yerticale  des  Störungscentrums.  Es  genügt  daher,  die  Be- 
wegung in  der  a;y- Ebene  zu  untersuchen.  An  Stelle  von  (39)  tritt 
dabei  »1*): 

(^7)  ^"2^JJ  V—       cos^smvdfidv, 

oder  wenn  k  wieder  durch  (38)  eingeführt  wird: 

(48)  Q ^iÜ^JJ  L—  8m(fi  +  v)elfi(?v; 

an  Stelle  von  (40): 

OD      OD 

(49)  y  =  ^-^  f  fcos  (2YkVi^)  8in(fi  +  v)diidv. 


iGk^  r  r 


Man  erhält  also  auch  hier  eine  Folge  von  Wellen,  die  sich  mit 
constanter  Beschleunigung  fortpflanzen;  die  Höhe  einer  jeden  ist  der 
(-  4)*«^  Potenz  der  Zeit  proportional"^^). 


2212)  nii  §  9,  p.  96.         2213)  Ein  p   101. 
2214)  Illn  §  6,  p.  106.         2216)  nin  §  6,  p.  107. 
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§  44.     Poisson's  IJntersucliangen  über  Wasserwellen. 

Nach  Ablauf  des  Einreichtingstennins  fOr  die  in  §  43  be- 
sprochene Preisaufgabe  gab  auch  S.  D.  Poisson,  der  als  Mitglied 
der  Akademie  nicht  concurriren  konnte,  seine  Lösung  des  Problems 
bekannt  ^^').  An  die  Spitze  stellt  er,  unter  Berufung  auf  seine 
Mechanik  ^^^,  die  beiden  Gleichungen  fOr  das  Geschwindigkeits- 
potential 9: 

|_,,+  ||.0,  (1) 

äS*"  "^  äp"  "^  aF     "'  w 

in  denen  e  die  verticale,  x  und  y  horizontale  Coordinaten,  p  den 
Druck,  Q  die  Dichtigkeit  bedeuten.  Indem  er  den  Oberflächendruck 
gleich  Null  setzt,  erhält  er  aus  (1)  als  Oberflächenbedingung**^^): 

Die  Tiefe  h  des  Beckens  nimmt  er  zunächst  als  endlich,  aber  als 
constant  an,  sodafs: 

1^  =  0     für     i?  =  Ä  (4) 

ist. 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  behandelt  er  zunächst  für  den 
Fall,  dafs  yon  der  Abhängigkeit  der  Torkommenden  GrÖDsen  von  y 
abgesehen  werden  kann.  Er  giebt  fOr  diesen  Fall  die  allgemeine 
Lösung  der  Gleichung  (2)  zuerst  in  der  Form"*^: 

<p  ^^(Ä^'+  Ä'e-")  coB(ax  +  a'),  (6) 

in  der  Ä^  A\  a,  a'  Constante  bedeuten  sollen  imd  die  Summation 
über  alle  zulässigen  („possibles'*)  Werte  dieser  Gröfsen  zu  erstrecken 
sei  Für  den  Beweis  verweist  er  auf  eine  Note***),  in  der  er  aus- 
einandersetzt, dafs  man  sich  die  allgemeinste  Lösung  nach  Potenzen 
Ton   u  «B  e*   mit   unbestimmten  Exponenten    und  Coefßcienten    ent- 


8216)  Par.  M^m.  1,  1816  [18;  vom  Oct.  und  Dec.  1816,  aber  nachher 
noch  „yeryollkommnet^*  (p.  76),  namentlich  in  Bezug  auf  die  Fortpflanzung 
der  Bewegung  in  die  Tiefe],  p.  71;  Auszug  Bull.  soc.  philom.  1816,  p.  162; 
1817,  p.  86. 

2217)  Tndtä  de  mdcanique  2,  Par.  1811,  nr.  670,  p.  498. 

2218)  Par.  M^m.  1,  nr.  2,  p.  81.        2219)  nr.  4,  p.  88. 
2220)  Bull.  soc.  philomat.  1817,  p.  180. 
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wickelt  denken  kGnne.  Die  weitere  Dorchf&lirong  kn^ft  er  jedock 
nicht  an  diese  L9gnngBform  so,  sondern  an  die  DarsteUnng  dar 
LdiUBg  durch  bestimmte  Integrale.  An  die  Spitie  stellt  er  üe 
[mit  Cancfay^s  Gieichimg  §  43  (16)  im  wesentlicfaen  lOMrenistimmeDda 
nnd  auf  dieselbe  Weise  bewiesene}  Gleichang''^}: 


(«) 


/(«)  —  — lim  f   r«r-«*/(«)  cos  (a«  —  a«)  da (ftt; 

—  00    0 


mit  ihrer  Hilfe  giebt  er  die  den  Grenzbedingongen  (3)  nnd  (4)  und 
den  Anfangsbedingungen: 

(7)  »»-J-C»),    ^»rC'T)    für    t~0 

gaofigeade  LOsimg  von  (2)  in  der  Fonü""): 

1    /•*/',..«•<*-'>+«-«<*-'>         ,  vrinc«,    ,     , 

q,^-JJ  f(t,) ^hj^_g-ak «08 (o*  -  aa)  -^ dada  + 

+  -j  /  ^(«) — ^k^^-ak —  «»(«* - ««) ««««<»«<»«. 

—  00  0 

^*  —  «"  •* 

mit     i?^=^ga 


jik    I     ^— aA 


e«"  +  e' 

Für  kleine  Werte  Yon  h  leitet  er  hieraus  durch  einen  sich  auf  (6) 
sttttMnden  Grenzftbergang  das  von  Lagrange '^^)  gegebene  Resultat 

ab*^*').  Für  wichtiger  erklärt  er  den  Fall  ä  «=  oo,  für  den  c^Yoff 
wird****);  er  findet,  dalis  in  diesem  Fall  der  Druck,  unter  dem 
jedes  einzelne  Teilchen  steht,  von  der  Zeit  unabbilngig  ist.  Für  die 
weitere  Durchführung  beschränkt  er  sich  auf  die  Yoraussetzong 
F(»)  ^  0;  indem  er  gf{x)  für  f(x)  schreibt,  sodafs  g  —  f{x)  die 
Gleichung  der  Oberfläche  für  ^  «■  0  wird,  und: 

(9)  (» -»  t**,    jp  +  « («  —  a)  =•  t,    e  —  i(x  —  tt)^k 
setzt,  erhält  er^"*): 

(10)  <P'^^ff(«)(}f  +  S)äa,    mit   y  ^  J<r^*vm{utYijd*. 


—  OD 


Par.  Mte.  1,  or.  6,  p.  85.    2222)  nr.  6,  p.  88. 
222S)  nr.  7,  p.  90.    2224)  nr.  8,  p.  91.    2226)  nr.  10,  p.  94. 
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Er  zeigt,  dafs  y  der  linearen  Differentialgleichung  1.  O.: 

dt  ^  ik^       2k  ^^^^ 

genügt  nnd  gewinnt  daraus  den  Ausdruck: 

0  0 

Für  kleine  Werte  von  t  entwickelt  er  nach  Potenzen  von  ty 
bemerkt  aber  selbst,  dafs  diese  Entwicklungen  nur  mit  Ausschlufs 
des  ursprünglichen  Stönmgsgebiets  gelten'^;  er  zieht  daher  aus 
ihnen  nur  noch  die  Folgerung,  dafs  die  Anfangsstönmg  sich  instantan 
ausbreitet"*^.  Für  grofse  Werte  von  t  führt  er  (12)  zunächst 
über  in«««): 

und  leitet  daraus  durch  partielle  Integrationen,  tmter  YemachlässiguDg 
gewisser  Bestandteile,  eine  Eeihe  nach  fallenden  Potenzen  von  t  ab, 
die  aber  nicht  mehr  gilt,  wenn  x/z  von  derselben  Gröfsenordnung 
wie  gflx  ist)  d.  L  nicht  für  Punkte,  deren  Verbindungslinie  mit 
dem  Störungscentrum  nahezu  horizontal  ist. 

Für  die  weitere  Untersuchung  ersetzt  er*«")  die  Ourve  der 
anfänglichen  Störung  durch  ihre  osculirende  Parabel,  d.  h.  er  nimmt: 


/'(«)- 


\'-^^ftc\.\<i. 


(14) 

0  „    \x\>h 

das  sei  erlaubt,  da  die  ganze  Behandlmigsweise  ohnedies  Toraus- 
aetse,  daCs  die  Störungen  unendlich  klein  seien;  die  Gleidrang  (8) 
geht  dann  Aber  in: 

+  t  m 

9  ^  ^  f  fi^-  c^") e-^' co3(ax  ^  aa)^^^^^dada,     (15) 

-10 

sodaTs  man  die  Integration  nach  a  ausführen  und  durch  eine  Ab- 
schätzung der  noch  bleibenden  einfachen  Integrale  sich  davon  über- 

2226)  mr.  11,  p.  96;  Erläuterung  der  Bechnnng  bei  0.  Plana,  Tor. 
Mem.  26,  1820,  p.  114. 

2227)  nr.  12,  p.  97.        2228)  nr.  18,  p.  99;  Tgl.  Plana,  p.  122. 
2229)  nr.  14,  p.  103. 
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zeugen  kann,  daTs  die  Geschwindigkeitscomponenten  immer  und 
überall  unendlicb  klein  bleiben**'®). 

Aus  (15)  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  t  mit  Bück- 
sicht auf  (l)  als  Gleichung  der  Oberfl&che: 

(16)  jP  =  — p  I  I  (i^— c^  cos(ax  —  aa)  costYgadada 

oder  nach  einigen  Umformungen,  übereinstimmend  mit  Folgerungen 
aus  (10)  und  (12)""): 

(17)  ff'^ir-n  I   I  7 si^^^TT r^duda. 

-l    0 

Wenn  x  sehr  grofs  gegen  {  und  gfi  nicht  sehr  grofs  gegen  x  sei, 
dürfe  man  in  den  Nennern  a  gegen  x  vernachlässigen;  dann  er- 
hält man: 

(18)  jgg=   o      1    fcos^^ — ^ -du 

^     ^  Sara?"    /  4  a; 

und  daraus  eine  Reihenentwicklung  nach  Potenzen  von  k  =  jgt^/x. 
Die  Wellenberge  und  Wellenthäler  bestimmen  sich  aus  der  Gleichung: 


dz__  ^    (- 1)* (n  +  1) Jb^ 


^^  dx — ^  1  •  8  .  6  ...  (4n  +  l)  ' 


von  der  Poisson  ohne  weiteres  behauptet,  dafs  sie  unendlich  yiele 
reelle  positive  Wurzeln  habe;  so  gelangt  er  auch  seinerseits  zu  den 
von  Cauchy***®)  gegebenen  Resultaten  ****). 

Dagegen  geht  er  über  Gauchy  hinaus  durch  die  Discussion  des 
Falles,  dafs  x  zwar  ebenfalls  grofs  gegen  2,  aber  gt^  grofs  gegen  x 
ist**^.  Indem  er  das  nach  u  genommene  Integral  in  (17)  als 
Differenz  zwischen  dem  von  0  bis  oo  und  dem  von  1  bis  oo  ge- 
nommenen ansieht  und  in  dem  letzteren  wiederholt  partiell  integrirt, 
gelangt  er  zunächst  für  dieses  Integral  zu  einer  [übrigens  divergenten] 
Entwicklung  nach  Potenzen   von   {x  —  a)*^"*^"*;    hierauf  vemach- 

2230)  nr.  16,  p.  106.         2281)  nr.  18,  p.  110. 

2282)  nr.  19,  p.  114.  Auch  die  numerischen  Werte,  die  er  für  die 
Beschleunigungen  der  beiden  ersten  Wellen  angiebt  (0,8268  g  und  0,1188  g) 
stimmen  mit  den  von  Gauchy  (oeuvres  (1)  1,  IIIj  §  6,  p.  87)  gegebenen 
(0,82686  g  und  0,120  g)  hinlänglich  überein. 

2233)  nr.  21,  p.  116. 
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lässigt    er   bei    der  Integration    nach   a  alle   Glieder,    die   l/x  zum 
Factor  bekommen  .würden,  und  erhält  so: 

k^y^Ttx^  ^  \       4a;   •  4a;/'  ^     ^ 

wobei  jetzt: 

0*^  _ . 


4«> 


(21) 


gesetzt  ist.     Der  letzte  Factor  von  (20)  geht  Ton  einem  Maximum 
durch  ein  Mininmiin  zum  nächsten  Maximum  während  einer  Zeit,  die 

unter  den  eingeführten  Voraussetzungen  sehr  nahe  gleich  nyl/ygk 
ist;  man  erhält  so  eine  grofse  Anzahl  kleiner  Wellen  von  der  Breite 

nl/k  und  der  Höhe  2)/2£^  wo  K  das  Product  der  übrigen  Factoren 
Ton  (20)  bedeutet.  Poisson  faüst  diese  kleinen  Wellen  zu  Oruppen 
zusanmien,  die  durch  die  NuUstellen  von  K  voneinander  getrennt 
sind^'^);  man  könne  auch  jede  solche  Ghruppe  als  eine  einzige 
„gezähnelte^  Welle  auffassen.  Die  Bestimmung  dieser  gröfseren 
Wellen  hängt  von  der  Auflösimg  der  Gleichung  tgk  ^  Ä*'^)  ab;  jede 
von  ihnen  schreitet  (wegen  21)  mit  constanter  Geschwindigkeit  fort 
um  die  Fortpflanzung  der  Wellen  in  die  Tiefe  zu  untersuchen, 
setzt  Poisson  in  den  Gleichungen  (10)  und  (12)  x  ^  0  und  ver- 
nachlässigt a  gegenüber  e^  wodurch  er  erhält''*'^): 

"  '  ^'ff'~  ~~^  "^  '-^^^T^  f^")  ^'^«-^        (22) 

—  go   0 

indem  er  noch  den  Cosinus  —  unter  der  Yoraussetzimg,  dafs  gt^ 
nicht   sehr   grofs    gegen   4  fr  sei  —  durch  die  Einheit  ersetzt  imd 

ff(a)da  mit  Ä  bezeichnet,  schreibt  er  dafOr: 


'  I  e  *'  dv.  (23) 


Zur  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  der  Yerticalgeschwindig- 
keit  erhält  er  hieraus  die  Gleichung  *^'*): 


2234)  nr.  22,  p.  120.  Poisson  beschäftigt  sich  auch  noch  mit  der 
Aufsuchung  der  zwischen  je  zwei  Nullpunkten  von  K  gelegenen  Stellen 
gröfster  Amplitude  der  kleinen  Kräuselungen  (nr.  23,  p.  122). 

2236)  nr.  25,  p.  127. 

2286)  nr.  27,  p.  180. 
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(24)     i-g+2'^2n-tA«,-.)^-0'      ^^     «--fr- 


»sS 


Da  in  dieser  Gleichung  nur  zwei  Vorzeiehenwechsel  Torkommen, 
glaubt  er  schlieDsen  zu  dürfen,  dafs  sie  nicht  mehr  als  zwei  reelle 
positive  Wurzeln  haben  könne.  Er  findet  in  der  That  zwei  solche, 
und  zwischen  ihnen  einen  Wert  von  g,  für  den  die  Yerticalcomponente 
der  (jeschwindigkeit  NuU  wird.  — 

Bind  alle  drei  Dimensionen  der  Flflssigkeit  in  Betracht  zu 
ziehen,  so  tritt  an  die  SteUe  der  Oleichung  (8)  (wenn  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten  Null  sind)  die  folgende '^^: 

-f*«  -1-00  00      00 

(26)     9-^  f  f  f  /V(«,/J)-Pcos(aa?— aa)cos(6y-&/?)5^cr<id6cfa(l/J; 

—  00  —00   0      0 

dabei  bedeuten  P  und  c  Functionen  von  o,  &,  h^  4r,  bezw.  a,  fr,  ft,  g^ 
die  sich  f ür  ft  ^  oo  (auf  diesen  Fall  beschränkt  er  sieh  Ton  hier 
an)  auf: 

(26)  p«er'V^+^,     c*-y7f^a»+&* 
reduciren.     Werden  durch  die  Gleichungen: 

(27)  a»ucoso9,  &— >f»sino>,  x  —  «»-^cosO,  y  —  ß^^qsmO 
Polarcoordinaten  eingefOhrt,  so  geht  (25)  Aber  in^^): 


+  C0  +00     S       00 


(28)    9  -  J^SJjJf^'^  ^)  «"  "'  [~«  ("*  «»  (»  -  «))  + 

—  00  —00  0      0 

+  COS  (t*^  cos (»  +  ö))]  sin ifYgu) Yüäudada dß. 

Poisson  zeigt  (durch  Differentiation  nach  0),  dafs  der  Wert  des 
naeh  od  genommenen  Integrals  von  6  unabhängig  ist,  daüs  man  also 
0  »  0  setzen  darf,  wodurch  man: 


+  00  +00   2      00 


(29)  9  «  ^  r  r  r  //•(«,  ß)  c  «*  cos  (w^  cos  eo)  sin  {tYgu)  Yüdu  dm  da  dß 

—  00  —00    0      0 


erhält     Auch  yerificirt  er,  dafs: 


2287)  nr.  80,  p.  187.        2288)  nr.  81,  p.  189. 
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s 


i2—  /  e- '•»  cos  (u^  cos  w)  <i«  (SO) 

0 

der  Gleiclning  (2)  g«nügt*"^  und  dafs  sich  dtpjdt  für  <  «  0,  iP  —  0 
auf  /*(a?,  y)  reducirt***®).  Zum  letzteren  Zwecke  geht  er  aus  von 
der  Gleichung: 

»  njt 
Z^  I   le"'»  co8(tip  cQSfl))dtf  dco  "  y        -9       (31) 


aus  der  sich: 


ergieht,  sodals  noch: 


•f«  -foo 


--SiV/«-«^'  <»') 


—  OO   — «0 


zu  bestimmen  bleibt.  Da  nur  diejenigen  Integralelemente  einen 
Beitrag  geben,  für  die  x  —  a  und  y  —  ß  unendlich  klein  sind,  setzt 
er  f{x^  y)  vor  das  Doppelintegral  und  erhäU  so  die  gewünschte 
Yerification. 

Für  Punkte,  die  Tom  StOrungscentrum  hinlänglich  weit  entfernt 
wnd,  und  für  nicht  aQzu  grofse  Werte  der  Zeit  vernachlässigt  er  in 
(25)  a  neben  x  und  §  neben  y^  wodurch  q>  Function  von  f,  z  und 

r  =  yx^  +  y*  allein  wird^***).  Er  giebt  dann  zunächst  eine  Um- 
formung, die  zu  der  von  (8)  zu  (12)  führenden  ganz  analog  ist  und 
wie  diese  eine  Entwicklung  von  q>  nach  Potenzen  von  xjgt^  liefert ^**^. 
Weiterhin  ersetzt  er  (vgl.  14)  die  Fläche  der  anfänglichen  Störung 
durch  ein  oflculirendes  Paraboloid'^'): 


z 


-»(1-^-9  w 


2289)  nr.  82,  p.  140.         2240)  nr.  83,  p.  141. 

9241)  ar.  54,  p.  144.         2242)  nr.  S«,  p.  147. 

2248)  nr.  S7,  p.  150.  Den  durch  diese  Substitution  vemnachten 
Fehler  versucht  er  nr.  48,  p.  174  fSr  den  Fall  abzoBohäteen,  dafs  die 
Fläche  der  AnfaDgBstönmg  eine  Calotte  eines  BotationsellipsoidB  ist;  er 
kommt  zu  der  Überzeugung,  daft  dieser  Fehler  ganz  nnmerklidh  «ei. 
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und  erbält  dann  für  kleine  Werte  der  Zeit  kreisförmige  Wellen, 
die  sich  mit  gleichm&£siger  Beschlennigong  ausbreiten '*^),  fOr 
gröfsere  Werte  der  Zeit  gez&bnelte  Wellen,  die  durch  Corven  von 
der  Gleichungsform: 

(35)  (a^+y.).«g^(?^  +  ^^ 

begrenzt  sind  und  mit  constanter  Geschwindigkeit  fortschreiten*^. 
Endlich  behandelt  Poisson  auch  noch  die  Fortpflanzung  solcher 
Störungen  in  die  Tiefe '^;  die  zu  (24)  analoge  Gleichung  hat  in 
diesem  Fall  drei  reelle  Wurzeln***^. 

An  diese  Abhandlung  Poisson's  schlielst  sich  eine  Untersuchung 
von  G.  Plana  an.  Plana  kritisirt  zunächst '^  Poisson's  Behand- 
lung der  Gleichung  (6)  [er  übersieht,  dafe  erst  nach  Ausführung 
der  Integrationen  zur  Grenze  ft  »  0  übergegangen  werden  soll]  und 
giebt  eine  ausführlichere,  die  aber  schliefslich  auch  nicht  strenger 
ist,  da  er  f(p)  und  lim  f(x)  nicht  scharf  unterscheidet.    Er  bemerkt 

ferner'^'),  dals  diese  Gleichung  auch  gilt,  wenn  man  in  Bezug  auf 
a  nur  von  irgend  einem  —  2  bis  -f  Z  integrirt,  vorausgesetzt,  datls  x 
zwischen  diesen  Grenzen  liegt.  Falle  es  mit  einer  von  ihnen  zu- 
sammen, so  gelte  statt  dessen  die  Gleichung: 


OD      00 


i  S"// 


(36)  fix)  -  -  lim  /  /  e-*  f(a)  cos  (a«  -  a «)  da  da. 


Weiterhin  leitet  er  diese  Formel  auch  durch  einen  Grenzübergang 
Ton  der  trigonometrischen  Beihe  aus  [vgl.  §  42]  ab'^  und  benutzt 
sie  zur  Ableitung  des  Laplace'schen  Integrals  aus  der  Beihe 
§  37  (4j**^*),  sowie  zur  Integration  der  Gleichung: 

(37)  Ä-  -  « 
^     ^  oxou 

durch«»«): 

t?  =  —  ff  f(a)  cos  (au  —  aa )  da  da  + 

(38)  'JJ'^^       \  «/ 

+  —  /  1  tt;(a)  cos  \ax  —  a« j  da  da 

2244)  nr.  88,  p.  162. 

2246)  nr.  48,  p.  166.     Ist   die   Fl&che  (84)   eine  Botationsfl&che,   so 
werden  auch  die  zuletzt  genannten  Wellen  kreisförmig  (nr.  44,  p.  167). 
2246)  nr.  60,  p.  179.         2247)  nr.  62,  p.  184. 
2248)  Tor.  Mem.  26,  1820,  p.  182.         2249)  p.  188. 
2260)  p.  142.         2261)  p.  148.         2262)  p.  144. 
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und  von: 

|^--|5  +  «^  (39) 

durch«»»): 

*«  J  J  yn-ma*  ^^^^ 

wobei    allerdings    der   Integrand   für   einen   Teil   des   Integrations- 
gebiets in  imaginärer  Form  erscheint. 


§  45.    Schwingungen  Ton  Platten. 

Als  Chladni's  Experimente  die  Anfinerksamkeit  auf  die  von 
schwingenden  elastischen  Platten  gezeigten  eigentümlichen  Er- 
scheinungen gelenkt  hatten,  machte  sich  der  Wunsch  geltend,  diese 
Erscheinungen  auch  theoretisch  zu  verstehen;  und  die  Pariser 
Akademie  machte  diese  Frage  zum  Gegenstand  einer  Preisaufgabe 
für  1811.  S.  Germain  reichte  eine  Bewerbimgsschrift  ein,  in  der 
sie  von  der  Voraussetzung  ausging,  die  Elasticitätskräfte,  die  eine 
gebogene  ursprünglich  ebene  Platte  in  die  Ausgangsfigur  zurück- 
zuführen streben,  seien  dem  Product  der  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien proportional;  aber  es  war  ihr  weder  gelungen,  diese  Hypo- 
these aus  einfacheren  Vorstellungen  zu  deduciren,  noch  aus  ihr  die 
Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  imd  die  Bewegung  einer  solchen 
Platte  fehlerfrei  abzuleiten  *^^).  Bei  Vorlage  ihrer  Arbeit  an  die 
Akademie  gab  Lagrange  die  Bewegungsgleichung  in  der  Form: 


also  mit  dem  bei  Jak.  H  Bemoulli^»")  noch  fehlenden  MittelgÜed**'^'^). 
Der   Termin    der   Preisaufgabe    wurde    dann   bis    1813    yerlängert; 


2268)  p.  146. 

2264)  Vgl.  ihren  eigenen  Bericht,  recherches  rar  la  th^orie  des  rar- 
£ftces  ^astiques,  Paris  1821,  p.  VI  („d^faut  de  Thabitade  du  calcol"). 

2266)  Eine  hierauf  bezügliche  Note  Lagrange*8  ist  aus  seinem  Nach- 
lafs  im  Verlaufe  der  sp&ter  zu  besprechenden  Polemik  über  die  Grund- 
lagen der  Elasticitätstheorie  1828  von  C.  H.  L.  M.  Navier  veröffentlicht  worden 
rAnn.  chim.  phys.  89,  p.  149);  in  die  oeuvres  ist  sie  nicht  aufgenommen. 
Über  ihr  Datum  (Dec.  1811)  vgl.  man  ib.  40,  1829,  p.  106  u.  110. 
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8.  Germain  erhielt  diesmal  eine  mention  honorable  fOr  eiBA  Ab* 
haadlung,  die  die  Angabe  von  Grenzbedingungen,  die  Aufstellung 
particul&rer  Integrale  und  einen  Vergleich  der  Theorie  mit  der 
Erfahrung,  aber  keine  Ableitung  der  Gleichimg  (1)  selbst  enthielt"^. 
Die  letztere  wurde  daher  zum  Gegenstand  eines  netien  Preis- 
ausschreibens für  1815  gemacht.  Inzwischen  nahm  Poissoa  das 
Problem  audi  für  eine  gekrümmte  Platte  in  Angriff'^'^  und  gab 
die  allgemeinen  Bedingungen  des  Gleichgewichts  einer  solchen  wwohl 
ffir  den  Fall,  daüs  sie  biegsam  und  nicht  elastisch  ist^^,  als  auch 
f&r  den  Fall,  dals  Elastieitfttskrftffce  auftreten '^.  Die  Gi^chungen 
der  Bewegung  leitet  er  daraus  v^itnittelst  des  d'Alembevf  sehen  Prineips 
ab^'^);  fOr  den  speciellen  Fall  unendlich  kleiner  Schwingungen  einer 
im  imgespannten  Zustand  ebenen  Platte  findet  er*^^): 

Für  n  »  0,  d.  h.  Air  eine  unelastische  gespannte  Membran  ist  das 
Eoler's  Gieichong  §30  (l)^  für  F-»  0,  d.  h.  für  den  Fall,  dails 
am  Bande  keine  spannenden  Kräfte  wirken,  Lagrange's  Gleichung  (1). 
Mit  der  Integration  dieser  und  ähnlicher  Gleichungen  beschäftigt 
«ich  Poissoa  in  dner  späteren  Abhandlung '^^.  Er  beginnt  mit 
^inem  HilÜBsatz^^^'),  der  das  über  eine  Kugel  genommene  Doppel- 
integral: 


M56)  So  berichten  Übereinstimmend  S.  Germain  selbst  *'*^)  und 
PoisBon  ••••). 

2S67)  Par.  \Um,  1812,  (1816;  vom  Aug.  1814),  p.  167;  Aumg 
Bull.  800.  philomat  1814,  p.  47  und  oorresp.  äc.  poljt.  8,,  1816,  p.  164. 

2258)  nr.  1,  p.  173. 

2269)  nr.  8,  p.  192;  die  Schlnfsgleichung  nr.  20,  p.  215,  die  Definition 
von  H  nr.  18,  p.  211. 

2260)  nr.  7,  p.  189. 

2261)  nr.  22,  p.  220.  Das  Integral  der  Gleichung  in  reeller  Form  dar- 
-zusteUen  gelang  Foisson  damals  noch  nicht  (p.  170). 

2262)  Par.  M^m.  3,  1818  (20;  vom  Juli  1819),  p.  121;  Auszog  Ball, 
soc.  philomat.  1819,  p.  113. 

2263)  nr.  1,  p.  126.  G.  Plana  (Tor.  Mem.  25,  1820,  p.  150)  will  durch 
'«in  Beispiel  zeigen,  dals  der  Satz  nicht  allgemein  richtig  sei.  Aber  sein 
Beispiel  ist  ein  divergentes  Integral,  und  es  beruht  auf  uokritisGlier  An- 
wendung der  Integrationsregeln,  wenn  er  zwei  versdiiedene  imag^äre 
Werte  f6r  dasselbe  herausrechnet.  —  Für  den  Fall  einer  analytisdien 
Function  f  -wmr  der  Satz  kurz  vorher  von  A.  M.  Legen dre  gegeben 
worden,  eserc.  de  calc.  int.  6"^  ptie,  1817,  p.  273.  Übrigens  ist  er  m 
Grunde  in  Laplace's  Gleichung  §  32  (20)  enthalten. 


-//' 
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f(ß  C08U  +  ^  ^^^  sin  17+  ^  sinu  cost;)  smududv     (3) 


auf  das  einfache  Integral: 

2 


«  ffiVg^  +  h^+h^  cos  ö)  sinöÄÖ  (4) 

zu  reduciren  lehrt.  Um  dann  aus  der  Entwicklung  des  allgemeinen 
Integrals  der  Gleichung  der  Schallbewegung  (§  27,  1)  nach  Potenzen 
von  /**•*): 

ihre  Darstellung  durcli  ein  bestinuntes  Integral  (vgl.  Abschnitt  VI) 
abzuleiten,  nimmt  er  diesen  Hilfssatz  auch  für  den  Fall  in  Anspruch, 
dafs  die  Zeichen  g^  h^  k  nicht  Gröfsen,  sondern  die  Operations- 
symbole*"*): 

^-Ä'     *-Ä'     *-|i  («> 

bedeuten.     Wird: 

^  cos  u  -f  ^  sin  u  sin  t;  +  A;  sin  u  cos  t; ««  a  (7) 

gesetzt,  so  geht  (5)  zunächst  über  in: 


9rt  n 


97t  fl 

^{{f)€mududv\  (8) 


und  femer,  da: 

«•' Y(^,  y,  isf)  -  f{x  +  x\  y,z)'"  (9) 

ist,  in: 

%n  n 

9  ^  T"  I  I  fi^  +  a<  cos  w,  y  +  at  sin  u  sin  r, 

fr  4-  a^  sin  u  cos  i;)  ^  sin  u  du  dv. 

Poisson  yerificirt  diese  Lösung  durch  Ausführung  der  Differentiationen 
unter  den  Integralzeichen  und  partielle  Integration^^;  auch  zeigt 


(10) 


2264)  Par.  Mäm.  8,  nr.  8,  p.  180.    Poisson  hat  auch  noch  einen  zweiten 
Bestandteil,  der  von  den  Anfangs  werten  von  qp  selbst  abhängt. 
2266)  nr.  4,  p.  131.         2266)  nr.  6,  p.  184. 
JahrMberioht  d.  Deatoohan  Mathein.-VeTelnigang.   X.  29 
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er,  wie  die  ffir  die  spedellen  Fille,  dafii  ^  nur  Fnnctioii  ron  i  und 

z  oder  Ton  /  imd  Vx*+f*+^  ist,  bekannten  ResnlUte  (§  4,  §  27) 
ans  diesem  allgemeinen  abgeleitet  werden  können***^. 

In  derselben  Weise  eibSlt  Poisson  fOr  die  Differentialgieidrang 
der  Wärmebewegong  (§  38,  1)  das  Integral  sonAchst  in  der  Form****): 

'f-ac  «f  s  +  OB 

—  «O  —  X  — • 

und  daraus: 


OD        OB 


(12)    ip~-^  r  r  re-'^-lP-r'f(x+2ay^t,  »+2^V^,  t+2yy^d«dßdy. 


^  dO  ^  op  ^  dO 


Wenn  9  Ton  y  nnd  jbt  nnabbangig  sei,  redndre  sich  dieses  Integral 
auf  das  von  Laplace  gegebene  (§  37,  8);  es  sei  leicht  gewesen^  ans 
diesem  letzteren  die  allgemeine  Formel  (12)  durch  einen  Analogie- 
schloTs  zu  gewinnen  **••). 

Der  Gleichung  (1)  wird  durch  ein  zweifaches  Integral  von  der- 
selben Gestalt  wie  (12),  nur  mit  ni  statt  a,  genügt;  geht  man  dann 
zu  trigonometrischen  Functionen  reellen  Arguments  über,  so  erhält 
man  die  Lösung  in  der  Form**"*): 


OB        OB 

1     i 


'^ffem(a*+ß')f{x+2ayni,  9+2ßyiu)d«dß 
(13)  —  — 

\  /  OD         OB 

+  ^  /*  /co8(«»+|J*)J'(a;  +  2«yni,  p+2ßyni)d«dß 


—  OD  —  OD 

oder: 

OD        OD 


.       -  —00  —00 

(14)  , 


—  dO  — CO    0 


Dabei   brauchen   die  Integrationen   nur   über   dasjenige  Gebiet   der 
Variablen  p,  q  ausgedehnt  zu  werden,  für  das  tf;,  W  von  Null  ver- 


2267)  nr.  6,  p.  186.    Den  Fall,  dafs  9  Function  von  *  und  y^»  4-  y« 
ist,  berührt  er  nur  (nr.  8,  p.  141). 

nr.  9,  p.  148.        2269)  nr.  11,  p.  148.        2270)  nr.  12,  p.  160. 
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schieden  sind'*^^).  Die  Verification  der  Thatsache,  dafs  sich  z  und 
dejdt  für  ^  »  0  bezw.  auf  ^  und  W  reduciren,  bietet  einige 
Schwierigkeiten,  weil  sie  zunftchst  in  unbestimmter  Form  erscheinen; 
partielle  Integration  beseitigt  dieselben'^').  Eine  zweite  Yen- 
fication^^')  geht  davon  aus,  dafs  der  Oleichung:       ' 

durch: 


OD        OD        OD        OD 

—  oo  ~ao    0       0 


^-^•J  J    /    /^0.3)i^=^?^,r^fc'-^e^.e»Ädi,d,  (16) 


genügt  wird,  wie  aus  der  Verallgemeinerung  von  §  44  (6)  auf  zwei 
Variable  folgt,  und  dafs  das  allgemeine  Integral  von  (l5)  aus  (16) 
durch  Hinzufägung  von  Gliedern  der  Form  11  (a;  +  *y)  +  U^ix—  iy) 
hervorgeht,  von  denen  Poisson  behauptet,  dafs  sie  beim  Einsetzen 
zu  (14)  keinen  Beitrag  geben. 

Nimmt  man  z  als  von  y  unabhängig  an,  so  erhält  man  aus 
(14)  das  Integral  der  Differentialgleichung  der  schwingenden  Lamelle 
(§  29,  1)  in  der  Gestalt"'*): 


i^jVw^(ä^+f)^* 


—  OD 
+  00    t 


(17) 


+  r,b//''«-f^'+T)^-^. 


—  00  0 


Poisson  beschäftigt  sich  femer  noch  mit  der  Reduction  der  all- 
gemeinen homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  mit 
zwei  unabhängigen  Variablen  und  constanten  Coefficienten: 

^|!i  +  2B^  +  cft  +  D|^  +  i;|^  +  J'^-0    (18) 
ox^   '  cxdy  cy'  ex  '       dy  ^     ^ 

auf   eine    kanonische    Form"''^).      Er   findet,    dafs    man    durch   die 
Substitutionen: 

x  +  my---t,    e^eP*  +  9Vip  (19) 


2271)  nr.  IS,  p.  161.  Auch  Bull.  boc.  philom.  1832,  p.  83  macht 
Poisson  darauf  aufmerksam,  dafs  Integrale  der  Form  §  87  {S)  bei  beliebiger 
Wahl  der  Grenzen  der  Differentialgleichung  genügen.    Vgl.  auch  ''"}. 

2272)  nr.  14,  p.  152.         2278)  nr.  16,  p.  165. 
2274)  nr.  18,  p.  169.         2275)  nr.  19,  p.  160. 

29* 
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bei  geeigneter  Wahl  Ton  m,  jp,  9  entweder  die  Form  §  37  (l),  die 
durch  (11)  und  (12)  mit  erledigt  ist,  oder  die  Form: 

erreichen  kann.    Das  Integral  der  letzteren  erhftlt  er  nach  derselben 
Methode  wie  (10)  in  der  Form*"*): 

in  n 

(21)  ^\.. 

+  ^  r/Vv^'*"""*"V(«+<Vflrco8t*)f8ini#di#dv 

und  yerificirt  es  durch  Differentiation  nnter  den  Zeichen  und  partielle 
Integration"^'). 

Zum  Schlnis  giebt  Poisson  noch  an,  wie  man  yon  der  Inte- 
gration der  Gleichung  §  27  (l)  durch  die  unendliche  Reihe: 

(22)  9  =  ^^(c«''— c-«''')e^'+*«'+*'  +  -^.B(c*»''+c-«'')e^*+*«'+*' 

ZU  der  Form  (10)  ihres  Integrals  gelangen  kann"'®):  man  hat  den 
Hilfssatz  (3)  auf  die  Function  e^'^  anzuwenden  und  dann: 

(23)  ^-Siljpc^'+*i'+*'-/'(ic,y,i5),     ^-S^e^«+*y+»'-F(a;,3f,ir) 

zu  setzen. 

S.  Germain  bewarb  sich  auch  um  den  neuen  Preis  f&r  1815; 
sie  erhielt  ihn  diesmal,  obwohl  der  Akademie  ihr  Beweis  nicht  yöllig 
genügend  erschien "'*).  Sie  erzählt  selbst,  dafs  sie  nachher  noch 
yerschiedene  Versuche  gemacht  habe,  bis  ihr  Fourier  das  Verständnis 
einer  alten  Abhandlung  yon  Jakob  I  Bemoulli  über  die  elastische 
Lamelle  eröffnet  habe;  yon  dieser  aus  sei  sie  zu  der  entsprechenden 
Behandlung  des  Problems  der  elastischen  Platte  gelangt.  Ihre  Dar- 
stellung ist  fOr  die  heutige  Auffassung  insofern  wenig  befriedigend, 
als  nicht  klar  ersichtlich  ist,  was  sie  eigentlich  unter  Kraft  (force) 
y ersteht:  es  scheint,  ganz  allgemein  den  Factor,  mit  dem  man  eine 
yirtuelle  Veränderung  einer  Coordinate  (im  Sinne  yon  LagraAge) 
multipliciren  mufs,  um  die  zugehörige  yirtuelle  Arbeit  zu  erhalten. 

2276)  nr.  20,  p.  164;  vgl.  auch  G.  Plana,  Tor.  Mem.  26,  1820,  p.  146, 

2277)  nr.  21,  p.  166.         2278)  nr.  26,  p.  174. 
2279)  RechercheB«"«),  p.  Vm. 
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Als  die  zu  y&riirenden  Coordinaten  sieht  sie  einerseits  die  mittlere 
Krümmung''^),  andererseits  das  Volumen '^^)  des  Elements  der 
Platte  an;  die  zugehörige  „Eraft^^  setzt  sie  für  die  erstere  der  Ver- 
änderung der  mittleren  Krümmung'^'),  für  die  letztere  [mit  sehr 
ungenügenden  Gründen]  der  Veränderung  des  Quadrats  der  mittleren 
Krümmung^"')  proportional  80  gelangt  sie  zu  folgender  Vorschrift 
für  den  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  ^'^):  man  solle  die  Summe 
der  beiden  Doppelintegrale: 

durch  partielle  Integration  umformen  und  die  unter  dem  Doppel- 
integral zurückbleibenden  Bestandteile  den  äufseren  Kräften  gleich- 
setzen. Die  Durchführung  der  Bechnung  für  eine  Platte,  deren 
ursprüngliche  Gestalt  die  eines  Stückes  eines  Ereiscjlinders  ist,  führt 
auf  die  folgende  Gleichung  für  die  radialen  Schwingungen  einer 
solchen***): 

dabei  bedeuten  r  die  Differenz  der  Badien  der  gröfsten  Krümmung 
im  natürlichen  und  im  gebogenen  Zustand,*  x  und  s  geeignet  ge- 
wählte Coordinaten  auf  der  Fläche.  Ist  r  von  x  unabhängig,  so 
erhält  man  das   schon  von  Euler  ^*^')  *®^^)  behandelte  Problem  der 


2280)  nr.  7,  p.  12. 

2281)  nr.  9,  p.  16. 

2282)  nr.  6,  p.  6.  Die  mittlere  Krümmung  tritt  hier  als  Mittelwert 
der  Krümmungen  der  Terschiedenen  Normalschnitte  auf.  Sie  bemerkt 
selbst  (nr.  6,  p.  9),  Poisson's  Anschauungen '"'')  würden  darauf  führen, 
dafa  man  hier  nicht  die  Summe,  sondern  die  Differenz  der  beiden  Haupt- 
krümmungsradien auftreten  lasse.  Dafs  man  gleichwohl  zu  denselben 
Bewegungsgleichungen  komme,  erklärt  sie  durch  die  von  Poisson  (Par. 
M^m.  1812Q,  nr.  28,  p.  224)  gemachte  Bemerkung,  dafs  die  Glieder,  durch 
welche  die  beiden  Doppelintegrale  sich  unterscheiden,  sich  in  Band- 
integrale umwandeln  lassen. 

2288)  nr.  9,  p.  15. 

2284)  nr.  11,  p.  18.  12,  E*  bedeuten  die  Hauptkrümmxmgsradien  der 
Platte  im  natürlichen,  r,  r'  im  gebogenen  Zustande,  dm  das  Volumen- 
element, JV  einen  Factor,  über  dessen  Abhängigkeit  von  der  Dicke  der 
Platte  discutirt  worden  ist. 

2286)  nr.  14,  p.  27. 


454    I-  Hauptteil.    8.  AbBchn.    Best.  Integrale.    Fortbildung  der  Reihen. 

Schwingungen  eines  Ereisrings*^.  Sie  begnügt  sich  übrigens  mit 
der  Aufsuchung  der  möglichen  einfachen  Schwingungen  und  der 
Discussion  der  zugehörigen  transcendenten  Gleichungen '^^j;  auf  die 
Darstellung  des  allgemeinen  Integrals  durch  diese  particulären  l&fst 
sie  sich  nicht  ein. 

Von  einer  Abhandlung  von  C.  L.  M.  H.  Na  vi  er  über  Biegung 
elastischer  Platten  ist  nur  ein  Auszug  erschienen '^^).  Er  gewinnt 
für  die  Oleichgewichtsfigur  einer  solchen  Platte  unter  dem  Einfluls 
einer  transversal  wirkenden  Kraft  9  (x,  y)  die  Gleichung: 

(26)  _  +  2  ^,-  ^  ^  +  ^-,  =  9  (^,  y) 

und  integrirt  sie  durch  eine  doppelt  unendliche  Sinusreihe,  unter 
Berufung  auf  Fourier*^^).  Er  behandelt  speciell  die  beiden  Fälle, 
dais  das  Gewicht  gleichmäfsig  über  die  Platte  verteilt,  und  daüs  es 
in  einem  einzigen  Punkte  concentrirt  ist.  In  Ähnlicher  Weise  be- 
handelt er  auch  das  Gleichgewicht  einer  gespannten  elastischen 
Platte  (vgL  Glchg.  (2))*2»). 


§  46.     Discussion    zwischen  Fourier,  Poisson  und   Cauchj 
über  Wasserwellen  und  Schwingungen  von  Platten. 

Noch  bevor  Poissqn's  Abhandlung****)  in  der  Akademie  gelesen 
worden  war,  .hatte  ihr  Fourier  eine  Abhandlung  über  denselben 
Gegenstand  vorgelegt,  die  nicht  gedruckt  worden  ist  und  auch  nicht 
erhalten  zu  sein  scheint.  Poisson  knüpfte  daran  die  Bemerkung***^): 
dafs  man  von  den  Erscheinungen  der  Wasserwellen  auf  die  der 
schwingenden  Platten  schliefsen  könne,  indem  man  die  Zeiten  mit 
den  Distanzen  vertausche,  erkläre  sich  daraus,  dafs  die  Differential- 
gleichung der  ersteren  (§  43,  26)  vierte  Ableitungen  nach  der  Zeit, 
zweite  nach  den  Baumcoordinaten,  die  der  letzteren  (§  45,  1)  um- 
gekehrt zweite  nach  der  Zeit,  vierte  nach  den  Baumcoordinaten 
enthalte.     Auch  teilte  er  damals  die  Differentialgleichung  §  45  (l). 


2286)  Sie  findet  bei  Euler  einen  Zeichenfehler  (nr.  16,  p.  29);  vgl. 
darüber  die  Bemerkungen  von  J.  Todhunter,  a  history  of  the  theoxy  of 
elasticity,  ed.  and  completed  bei  K.  Pearson,  1,  Cambr.  1886,  ur.  294,  p.  166. 

2287)  ur.  16,  p.  82  fOr  die  kreisförmige  Lamelle,  nr.  24,  p.  67  fOr  die 
Oylinderfiäche. 

2288)  Bull.  800.  philom.  1823  (vom  Aug.  1820  und  „einige  Monate 
später'*),  p.  93. 

2289)  p.  98.         2290)  nr.  7,  p.  99.         2291)  ib.  1818,  p.  97. 
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ihr  Integral  (13)  und  die  ÜberftÜming  desselben  in  die  Yon  Fourier 
gegebene  Form  (14)  mit"**). 

Die  erstgenannte  Note  Poisson's  yeranlafste  Fourier,  von 
«einer  Abhandlung  wenigstens  einen  Auszug  zu  yeröffentlichen  ***'). 
Er  giebt  die  Form  §  45  (13)  des  Integrals,  sowie  die  Form: 


-.«> 


des  Integrals  der  Gleichung  der  schwingenden  Lamelle**^).  Dann 
stellt  er  die  drei  Integralgleichungen  §  42  (5)  (Warmeleitung), 
§44  (16)  (Wasserwellen)  und: 


00    00 


0  —00 


)  cos  (ax  —  aa)  cos  (a^t)  da  da  (2) 


(8ch¥migungen  einer  elastischen  Lamelle)  einander  gegenüber***^). 
An  diesen  Lösungen  sei  die  Analogie  der  drei  Probleme  zuerst  be- 
merkt worden,  an  den  Differentialgleichungen  erst  hinterher.  Aus- 
filhrung  der  Integration  in  Bezug  auf  a  gebe  einfachere  Formen  des 
Integrals. 

Weiter  polemisirt  Fourier  gegen  Poisson's  Abhandlung  über 
Wasserwellen;  er  hält  es  namentlich  für  durchaus  unerlaubt,  den 
Körper,  in  dessen  Eintauchen  die  Anfangsstörung  bestehe,  durch  ein 
osculirendes  Paraboloid  (§  44,  34)  zu  ersetzen,  selbst  wenn  man  sich 
auf  unendlich  kleine  Wellen  beschränke  **••). 

Endlich  skizzirt  er  noch  die  Resultate,  die  er  für  die  Schwingungen 
einer  unendlich  ausgedehnten  elastischen  Platte  erhalten  hatte  **^^): 
die  Platte  wird  von  unendlich  vielen  Wellen  („plis  ou  sillons") 
durchfurcht,  deren  Entfernung  yom  Ursprung  proportional  der 
Quadratwurzel  aus  der  Zeit  wächst.  Sie  lasseh  sich  zu  Gruppen 
zusammenfassen,  die  durch  „points  de  contact^^  voneinander  getrennt 
sind;  diese  schreiten  mit  constanter  Geschwindigkeit  fort.  Das  Ge- 
setz, nach  welchem  die  Tiefe  der  sillons  zwischen  zwei  points  de 
contact  wechselt,  hängt  von  der  Form  der  Anfangsstörung  ab. 


2292)  p.  125.         2293)  ib.  p.  129;  oeuvr.  2,  p.  257. 

2294)  Eine  ähnlichei  aber  complicirtere  Form  der  Lösung  war  bereits 
von  G.  Plana,  J.  ^c.  polyt.  17,  1815,  nr.  20,  p.  383  erhalten  worden. 

2295)  p.  261. 

2296)  p.  262.    Auch  Par.  Mem.  8,  1829,  p.  620  (oeuvr.  2,  p.  179)  hält 
Fourier  diese  Auffassung  aufrecht. 

2297)  p.  268. 
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Auf  Poisson's  zweite  Note'''')  hin  f&gte  Fonrier  noch  die  Be- 
merkung bei*"^,  man  könne  zu  dem  in  der  Gleichung  §  44  (16) 
enthaltenen  Integral  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  gelangen,  indem 
man  ausgehe  entweder  Ton  seiner  Darstellung  willkürlicher  Functionen 
durch  bestimmte  Integrale  (§  42,  6),  oder  Ton  der  Thatsache,  dafis: 

(3)  5  =  _am— ^ 

ein  particul&res  Integral  ist.  Zum  Beweis  der  Allgemeinheit  der  so 
erhaltenen  Lösungen  sei  es  keineswegs  erforderlich,  auf  die  Lösungen 
durch  unendliche  Reihen  zurückzugehen.  Aber  freilich  habe  diese 
Art  Lösungen  nur  ftbr  unendlich  ausgedehnte  Gebiete  Bedeutung; 
sobald  Grenzbedingungen  auftreten,  müsse  man  eine  ganz  andere 
Form  der  Lösung  benutzen. 

Cauchy  seinerseits  setzte  sich  mit  Poisson  in  den  Noten  aus- 
einander, die  er  seiner  Abhandlung  (§  43)  bei  der  Drucklegung  zu- 
fügte. Zunftchst  ergänzt  er  eine  Lücke  seiner  früheren  Ent?dcklungen: 
er  hatte  bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  (25)  und  (26)  von  §  43, 
wie  es  scheint  ohne  es  zu  bemerken,  eine  zunächst  nur  für  die  Ober- 
fläche gültige  Belation  auch  für  innere  Punkte  benutzt;  er  zeigt 
jetzt  "^),  dafs  ihre  Richtigkeit  für  die  letzteren  aus  der  für  die 
erstere  folgt,  wenn  man,  wie  er  es  ja  gethan  hatte,  die  Tiefe  als 
unendlich  grofs  annimmt.  Wenn  man  aber  mit  Poisson  "^^  zunächst 
endliche  Tiefe  h  yoraussetze,  müsse  man  an  Stelle  der  Gleichung  (28) 
von  §  43  die  allgemeinere  benutzen'**): 

00  OD 

(4)  q  a«^    I  cosmx^^f(mj  t)dfn  +^,    /  cos  in xe^^^Km,  t)  dm. 

Die  Grenzbedingung  §  44  (4)  giebt  die  Belation: 

(ö)  /•(m,0  =  e-*'"*f(«sO- 

Damit  erhält  er  an  Stelle  der  Gleichungen  (27) — (30)  von  §  43 
die  folgende: 

OB 

Q  «^  I  cos mx  cos  (tyn)  (1  +  e-^"'*)q>{m)dm 

(6)  •         ' 

^  /co8ma;8in(^)/S)(l  +  c-'"»*)i/;(fn)dm,  jüf-fni^^"  "** 


+ 


-imh 


2298)  Bull.  80C.  philom.  1818,  p.  186;  oeuvr.  2,  p.  266. 

2299)  Par.  sav.  [6tr.]  1,  1827,  note  XY;  oeuvr.  (1)  1,  p.  168. 
2800)  p.  174. 
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Für  den  Fall  sehr  kleiner  h^^^^  findet  auch  er,  dafs  die  Gleichungen 
des  Problems  sich  auf  die  der  Bchallfortpflanzung  reduciren^"^^);  er 
zeigt,  wie  man  durch  einen  geeigneten  Grenzübergang  zu  den  von 
d'Alembert  imd  Euler  (§4 — 6)  bezw.  Poisson"**)  gegebenen  Inte- 
gralen derselben  gelangen  kanu*^*). 

Hierauf  wendet  sich  Cauchy  speciell  zu  Poisson's  Abhandlung '^^. 
Er  reducirt  wie  dieser  die  Grenzen  der  Integration  nach  n  in  der 
Gleichung  §  43  (33)   (vgl.  §  44,  16)  auf  ±  2  und  führt  sie  dann 

über  in: 

«>  +1 
tVg    C  C'    /    9\  r^/  \    '      viiYo       dm  dm  /_v 

'"'JJ'^  (m«)  F(a>)  »m  -^  ,^==,  (7) 

0-1 

und  mit  Hilfe  der  Identität  §  43  (43)  in«~*): 


^    J    [r     ^  \       4  (ä  —  cd)    '  4  (05  —  »)/ 


-I 

OD 

e       ^  *-"  sm 


/ 


-tm*^    ' 


(8) 


in(m')dml^Ei^. 
J   Va5  —  a> 


Um  aus  dieser  Gleichung  die  von  Poisson*^^)  gegebenen,  für  grofse 
X  und  endliche  gt^jx  geltenden  Resultate  auch  seinerseits  abzuleiten, 
vernachlässigt  er  das  innere  Integral  und  behält  in  der  Entwicklung 

des    Arguments    j-^ — v     der    trigonometrischen    Functionen    nach 

Potenzen  von  oo  nicht  nur  das  erste,  sondern  auch  das  zweite  Glied 
bei;  so  erhält  er*~^): 


2801)  p.  178. 

2802)  p.  184.  Er  erzählt,  er  sei  bei  seinen  ersten  Versuchen  nach 
dieser  Richtung  dadurch  aufgehalten  worden,  dafs  er  sich  zur  Auswertung 
des  Doppelintegrals: 

0  far  Ä;<1 
cos  (2  k  Yiiv)  sin  (ji  -f-  ^)  di^  dv 


OD    00 


II' 


_|.jfc(jfet^  1)V.  für  ife>l 


einer  nur  fOr  Ä;  <^  1  erlaubten  Reihenentwicklung  unter  dem  Integral- 
zeichen bedient  habe. 

2808)  Note  XYI,  p.  186. 

2804)  p.  188.  Er  giebt  an,  er  habe  diese  Form  des  Integrals  noch 
▼or  der  schliefslich  in  den  Text  aufgenommenen  durch  die  Methoden  der 
Note  XVill,  d.  h.  also  Termittelst  Integration  zwischen  complexen  Grenzen, 
erhalten. 

2806)  p.  198. 
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(9) 


-I 


+  1 


+  (cos  -j sin  -~\  j  sn-j-  F(m)  d 

-/ 


wo: 

<.o)  -S- 

Er  setzt  ausföhrlich  auseinander,  wie  man  ans  dieser  Gleichung  auf 
das  Auftreten  Ton  gexalinelten,  mit  constanter  Geschwindigkeit  fort- 
schreitenden Wellen  schliefsen  kann;  er  findet  aber,  abweichend  von 
Poisson****)  und  in  Übereinstimmung  mit  Pouiier"^,  dals  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten und  Ampütaden  dieser  Wellen  wesent- 
lich von  der  Function  F,  d.  h.  Ton  der  Anfuigsstdrong  abhängen'^. 

Aulser  diesem  bereits  von  Poisson  erledigten  Fall  behandelt  er 
aber  auch  noch  den,  dals  die  mit  v  bezeichnete  Grölse  (10)  nicht 
nur  merkliche,  sondern  sogar  sehr  grolse  Werte  hat'^^.  In  diesem 
Fall  haben  in  (9)  nur  die  den  Grenzen  benachbarten  Integralelemente 
merklichen  Einfluis. 

Der  Best  der  Note*^  behandelt  die  entsprechenden  Fragen 
für  den  Fall,  dals  alle  drei  Dimensionen  der  Flüssigkeit  berück- 
sichtigt werden  müssen;  neue  prindpielle  Schwierigkeiten  treten 
nicht  auf,  nur  die  Rechnungen  sind  complicirter. 

Eine  weitere,  ebenfalls  beim  Druck  hinzugefllgte  Note  Cauchy's***®) 
skizzirt  den  Weg,  auf  welchem  er  ursprünglich  zu  seinen  Formeln 
gelangt  war.  Er  geht  aus  von  dem  von  ihm  aufgestellten  Begriff 
des  Hauptwertes  („valeur  principale^*)  eines  bestimmten  Integrals, 
das  nicht  unbedingt  convergirt;  wird  nämlich  f(x)  für  einen  Wert  h 
zwischen  den  Integrationsgrenzen  a,  c  unendlich,  so  setzt  er: 

c  i     6—»  c 

(il)     val.  princ.    if^x)  da;  =  lim  I    Cf(x)  dx  +  jf(x)  dx 

a  \  a  b  +  9 

Es  ist  dann  z.  B.,  wenn  unter  dem  Integral  links  sein  Hauptwert 
verstanden    wird    [und    unter  geeigneten  Voraussetzungen  über  die 


2806)  Er  führt  die  Rechnungen  für  eine  Reihe  von  Beispielen  durch, 
p.  200—221. 

2307)  p.  226.         2808)  p.  289—286. 
2809)  Note  XVIII,  p.  288. 
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Function  f(x)]^^^)i 


00 


m +/(-"')  a^  ^  -•  [^(_  1)  _  ^(1)3  (12) 


1  —  «'         ""^         2 


specieU  fftr  f(x)  —  e«"': 


OD 

Y:—idx^-^Bma.  (13) 


0 

Damit  geht  der  zweite  Bestandteil  der  Integralformel  ^'^^): 

OS 

COS  a  =- 1/—  /  (cos  fi*  +  sin  /ü*)  cos  -^  dfi 

OD 

+  y|-  /  (cos /i* -  sin (»*)  sin  ^djt 
ttber  in*»^»): 


(14) 


OD      OD 


yJ   / J  (cos  ^«  -  sin  /*0  cos  0  ^^, .  (15) 

Ersetzt  man  hier  a  durch  tYrng  und  fOhrt  den  so  erhaltenen  Wert 
in  die  Gleichungen  (27) — (31)  von  §  43   ein,  so  erhält  man***'): 


00    OS 


y«-^!/—  /   1 ')/mtf;(m)  cos  11105 (cos jti*+ sin jti*)  cos -^-j-d/ne^m 

""'   '  ^  (16) 

OD      OD      OB  >  / 

+  -9Yli  J  J  J  V^^  W  co8fna;(cos  jü^-sin/ü*)  cos^^^  -j^^=r  dm. 

Jetzt  kann  man,  nadi  Yertanschung  der  Integrationsreihenfolge,  die 
Bedingongsgleichnng  §  43  (32)  direct  benutzen;  damit  reducirt  sich 
die  rechte  Seite  von  (16)  auf: 


2810)  p.  291.    Die  von  Cauchy  selbst  angegebenen  Bedingungen  sind 
zu  weit. 

2811)  Diese  Integralformel  findet  sich  schon  in  der  ursprünglichen 
Itedaction,  Note  II,  p.  119. 

2812)  p.  296. 
2818)  p.  296. 
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+4 


//(-'^•-^'»•)W'+0)+^(-'^)]3- 


Ft&r  grö/jMre  Werte  des  ArgomeiitB  eoUte  F^O  sem;  also  könne 
man  die  ersten  Summanden  weglassen  und  den  Ansdrack  durch 
EinfUhnmg  neuer  Variabein  auf  die  Fonn  bringen"^): 


— T=     f     COS  YT^ T  +  ^^Tf     T        /  1 


^.  tV^ 


Ö  —00 


Hier    ersetzt    er    vermöge    der   (ebenfedls   fOr   den   Hauptwert   des 
Integrals  geltenden)  Fonnel''^): 

OD 

(19)  cosa  +  sina  —  —  1  (cos a v*  —  sin av*)       *^  4 


das  einfache  Integral  durch  ein  Doppelintegral,  sdeht  zusammen  und 
benutzt  die  Eehition»*«): 


(20) 


OD  OB 

/cosav' — sin a«r',         _/- —   /*.       •  •    /**     -■/"X  ^ 
, av«y2Ä  f  smm'sm  (^2  myajdfl»; 


so  erhält  er  die  Gleichung  (?)*•*'). 

Endlich  leitet  Cauchj  die  kleinen  Schwingungen  von  Flüssig- 
keiten, unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  wirkenden  Kräfte  ein 
Potential  %  haben,  noch  einmal  allgemein  ab''^^.  Er  formt  die 
Fourier'sche  Integralformel  um  in*'**): 


2814)  Caachy*8  Text  stimmt  hier  nicht  ganz  zu  seinen  Formeln;  aber 
man  kann  beides  rechtfertigen,  und  im  Resultat  kommt  es  auf  dasselbe 
hinaus. 

2316)  p.  292,  296. 

2816)  p.  298.  Auch  diese  Formel  bezieht  sich  auf  den  Hauptwert  und 
ist  ebenso  wie  (19)  durch  Integration  zwischen  complezen  Grenzen  erhalten. 

2817)  p.  297.        2818)  Note  XX,  p.  808. 
2819)  Note  XIX,  p.  802. 


§  46.  DiflcasBion  swisch.  Fourier,  Poisson  u.  Caachy  üb.  Wasaerwellen  etc.  46 1 

»    f 

F(x)'^^  f  Ce^^'-^)^F{<o)dmdiL',  (21) 

-•0-1 

den  ans  ihr  sich  ergebenden  Ausdruck  für  die  von  ihm  mit  €p{x^  y,  i) 
bezeichnete  Differenz  zwischen  dem  Druck  p  und  dem  Potential  $ 
setzt  er  in  die  Differentialgleichung: 

ein***^).    Die  entstehende  Integralrelation  ist  jedenfalls  erfüllt,  wenn 

9  (»1  y»  0  -="  ^«^•'  +  ««"'*'  (23) 

genommen  wird,  wo  r,  «  Functionen  von  cd,  ^  und  fi  bedeuten; 
damit  erhält  er: 

OB       00 

p^^^l-  i  i(ref'v+  5C-''«')e^^*-«>'dfA(Jö.  (24) 

—  00  —CO 

Um  die  unbekannten  Functionen  r  und  8  mit  Hilfe  der  Grenz-  und 
Anfangsbedingungen  auszudrücken,  bildet  er  die  Componenten  u,  v 
der  Geschwindigkeit  und  |,  ij  der  Yerrückung: 

t  t 

,  .  ,    *^  (25) 

0  0 

Soll  dann  für  y  ^  —  h  beständig  t; «-  0  sein,  so  giebt  das: 

e-e^*  fsdt'^O.  (26) 


/• 


Ist  femer  y  =»  •^(^)  + 17  die  Gleichung  der  Oberfläche  zur  Zeit 
^  =>  0,  so  kann  dafür  mit  hinreichender  Annäherung  geschrieben 
werden: 

OD        O» 

y  =  ^^JJ[F{p)  — J  (Ä  -  8)]  «^('-)'d^d«»,         (27) 

—  oo  — oo 

wenn  nämlich: 


2820)  p.  818. 
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t    t  i    i 

(28)  rCrdfi^B,       rCsdfi'mS 

0    0  0    ö 

gesetzt  wird.  Wirkt  nur  die  Schwere,  so  kann  ^  =  P  —  gdtß  ge- 
setzt werden,  wo  P  den  an  der  Oberfläche  vorhandenen  constanten 
Druck  bezeichnet;  dann  moTs  an  der  Oberflftche  mit  derselben  An- 
nSherong: 

OS     0» 

(29)  -g8i,  +  ^  Jf{r +  8)  ef  ('-")' diidm-0 


—  00—00 


sein.     Elimination  yon  y  ans  (27)  nnd  (29)  liefert  für  B  und  8 
die  Differentialgleichmig: 

oder  mit  Eücksicht  auf  (26)»"): 

(31)  ü(|+^+^itf(B+s)=o;  if-^j;^; 

also  unter  Berücksichtigung  der  Anfangsbedingungen: 

(32)  r  +  5  =  gäF(a)  cos  (tyMg)-, 
und  damit: 

(33)  y  =  ^  /  j  cos  {tYWg)  C08  fi  (x  — oal)F(m)dndii. 


OD      00 


Die  entsprechende  Rechnung  fOr  ein  dreidimensionales  Oebiet 
deutet  er  nur  kurz  an*'**). 

Poisson's  Antwort*'*^  stellt  zunächst  fest,  dafs  die  Theorie 
der  mit  constanter  Geschwindigkeit  fortschreitenden  Wellen  von 
Oauchj  erst  in  den  nachträglich  hinzugefügten  Noten  behandelt 
worden  sei  Dann  wendet  er  sich  zu  der  Streitfrage  der  Ersetzung 
der  Fläche  der  Anfangsstörung  durch  ein  osculirendes  Paraboloid  ****); 
er  hebt  die  Voraussetzung  hervor,  dafs  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
immer  von  denselben  Teilchen  gebildet  werde,  und  betont,  dafs  durch 
diese  Voraussetzung  das .  Auftireten  von  Eantdn,  Ecken  oder  Ein- 
buchtungen, also  überhaupt  eine  von  dem  osculirenden  Paraboloid 

2821)  p.  816.         2822)  p.  817. 

2828)  Par.  M^m.  8,  1829,  p.  671  (vom  Juli  1828);  zum  Teil  auch  Bull. 
F^russac  11,  1829,  p.  169. 
2824)  p.  572. 
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wesentlich  abweichende  Gestalt  des  eingetauchten  Körpers  ans^ 
geschlossen  werde.  Doch  giebt  er  jetzt  zu,  dafs  es  Ausnahmefalle 
gebe,  z.  B.  wenn  der  [?]  Krümmungsradius  im  tieüsten  Punkt  un- 
endlich grols  sei^'^).  Auch  findet  er,  Cauchj^s  Resultate  seien  zum 
Teil  mit  dem  Princip  der  Superposition  kleiner  Schwingungen  (§  1) 
nicht  vereinbar*'^'*).  Zum  Schlufs  verbreitet  er  sich  allgemein  über 
die  zur  Darstellung  willkürlicher  Functionen  dienenden  Formeln  und 
hebt  unter  ihnen  die  harmonische  trigonometrische  Beihe  (§  38), 
das  Fourier'sche  Integral  (§  42)  und  die  Kugelfdnctionenreihe  (§  32) 
als  diejenigen  hervor,  die  besonders  mannigfaltiger  Anwendungen 
föhig  seien  »>^. 


§  47.     Die  Schlufsabschnitte  von  Fourier's  Theorie 

analytique  de  la  chaleur. 

Bei  der  Bearbeitung  seiner  Preisschrift  zum  Zwecke  der  Heraus- 
gabe als  selbständiges  Werk  hat  Fourier,  wie  schon  erwähnt  ^^), 
aufser  einer  Beihe  kleinerer  Änderungen  drei  Abschnitte  am  Schlüsse 
neu  hinzugefügt,  die  hauptsächlich  die  weitere  Ausbildung  der  Theorie 
seiner  Integrale  (§  42)  zum  Gegenstand  haben.  £r  giebt  zunächst 
im  AnschluTs  an  Laplace  (§  37)  die  folgende  Form  des  Integrals 
der  Differentialgleichung  der  Wärmeleitimg  (§  38,  1)  für  einen  nach 
allen  Seiten  ins  Unendliche  ausgedehnten  Körper  ^^: 

OD       OS        OD 


■"00  "-CO  "-00 


Dann  geht  er  aber  noch  einmal  auf  den  Fall  zurück,  dafs  man  nur 
eine  Baumcoordinate  zu  berücksichtigen  braucht ^'^z  daraus,  dafs 
e"^*  cosnx  der  Gleichimg  genügt,  schliefst  er,  dafs  auch: 


/ 


iL. 

6~*'' coswopdn  =  — p=e    *',  (2) 


•-00 


8826)  p.  578.         2826)  p.  574.         2827)  p.  579. 

2828)  Theorie  *><^i)  nr.  872,  p.  427.  Die  Zeiteinheit  ist  so  gewählt, 
dafs  a  >»  1  wird. 

2829)  nr.  874,  p.  4SI.  Übrigens  hat  auch  Poisson  bemerkt,  dafs  das 
Element  des  Integrals  (8)  selbst  der  Differentialgleichung  genügt  (Par. 
Mim.  1,  1818^  p.  151  und  BuU.  soc.  philom.  1822,  p.  88).  Nr.  878,  p.  489 
bemerkt  Fourier,  die  LOsung  (2)  entspreche  der  Yoraussetziing,  dafs  zur 
Zeit  t  SS  0  nur  ein  Element  erwärmt  gewesen  sei. 
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nnd  daraus  weiter,  dafs  auch: 


—  00 


dieselbe  Eigenschaft  hat  Durch  die  Substitution  a  =  x  +  2q Yi 
geht  diese  Form  des  Integrals  in  die  von  Laplace  benutzte  (§  37) 
über.     Ebenso  kann  statt  (l)  auch  geschrieben  werden  ^^): 


OD        OD        OB 


(a-g)«+0»-yr+(y-*)» 


(4)    V  -  («0-  '/•  /  J  J  e  *«  /•(«,  ft  y)  da  dß  dy. 


."00  "-  flO  —  00 


Aus  diesen  Formeln  yersucht  Fourier  asymptotische  Ausdrücke  für 
groDse  Werte  yon  t  abzuleiten,  unter  der  Voraussetzung,  daljs  die 
mit  f  bezeichneten  Functionen  nur  in  einem  endlichen  Gebiet  von 
Null  verschieden  seien '^^).     Er  ersetzt  in  (3)  den  Exponenten  durch 

—  a;*/(4  i)  und  erhält  so: 

dieses  Besultat  gilt,  wenn  x  beträchtlich  gröfser  als  die  in  Betracht 

konmienden  Werte  von  a,  aber  beträchtlich  kleiner  als   yt  ist****). 

Ferner  knüpft  er  an  die  Gleichung  (1)  eine  Untersuchung  der 

Frage,  wann  ein  bestimmter  Punkt  das  Maximum  seiner  Temperatur 

erreicht  ^^');  da  sich  dv/dx  vom  Integralzeichen  frei  darstellen  lälst 

—  wenn  /*(«)  nur  im  Intervall  (—  g  * '  -  g)  von  Null  verschieden 
ist,  ist: 


2880}  Theorie  nr.  876,  p.  486.         2831)  nr.  880,  p.  441. 

2882)  Fourier  bestreitet  die  Notwendigkeit  der  ersten  Bedinguig;  vgl. 
aber  Darbouz^s  Note  p.  448.  Dagegen  scheint  mir  Darboux's  Kritik  der 
ganzen  Untersuchung,  p.  487,  ungegründet.  In  den  ähnlichen  Unter- 
Buchungen  Caachy^s'*^^)  und  Poisson^B"*^)  sind  allerdings  die  Grenzen  der 
Gültigkeit  genauer  angegeben.  —  Die  Frage  ist  übrigens  für  Foarier*8 
Anwendung  seiner  Untersuchungen  auf  geologische  Probleme  fundamental. 

2888)  nr.  886,  p.  448.  Die  „Wärmewellen^'  schreiten  proportional  der 
Quadratwurzel  aus  der  Zeit  fort.  Fourier  behandelt  in  derselben  Weise 
auch  den  Fall,  dafs  seitlich  Wärmeabgabe  nach  aufsen  stattfindet  (nr.  ,888, 
p.  461);  die  Wärmewellen  breiten  sich  dann  mit  constanter  Geschwindig- 
keit aus.  —  Entsprechende  an  die  Gleichung  (4)  anknüpfende  Unter- 
suchxmgen  nr.  892,  p.  466. 
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und  da  dvjdi^d'^v/dx^  ist,  redncirt  sich  die  Gleichung  dv/dt^^O  auf: 

In    einem   Excurs    giebt   Fourier    analoge   Formeln    auch    für    die 
Integration  anderer  Differentialgleichungen:  Die  Gleichung: 

wird  integrirt  durch"**): 

t;  -  ^  r  A-'(«'^+*''*+  •  •)  cos  {px  -  pa)  f(a)  da  dp.        (9) 


—  00  —00 


Der  Gleichung  (vgl.  §  29): 

wird  durch: 

V  =  cos  (q^t)  cos  (qx)  (ll) 

genügt;  das  durch  die  Anfangsbedingungen: 

vvix),     ji-ifix)     för     <-0  (12) 

bestimmte  Integral  ist  daher'***): 


OD        OD 


—  00+00 

Ausführung  der  Integration   nach  q  liefert,   [wenn  t|;(a)  ^  0],  die 
§  46  (1)  angeführte  Fonn '***);  eine  einfache  Substitution  giebt: 

v«—^  j(9mfi^+coa(i^ip{x+2fiyt)dfi.  (u) 

—  00 

Der  Gleichung: 
wird  durch: 


2334)  nr.  404,  p.  474.         2336)  nr.  406,  p.  477. 

2386)  nr.  406,  p.  479;  Fourier's  Ableitung  der  erforderlichen  Hilfs- 
Sätze  über  bestimmte  Integrale  (nr.  407,  p.  480)  enthält  allerdings  eine 
an  und  für  sich  unzulässige  Einführung  einer  complexen  IntegrationB- 
▼eränderlichen. 

Jfthreiberioht  d.  Deattchen  Mftthem.-Vereinigung.    X.  30 
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(16)  i;  =  cos  (px)  cos  (qp)  cos  (Yp^  +  q*  t) 
genügt;  das  durch  die  Anfangsbedingungen: 

(17)  v'^q,(x,y),     ||  -  0     filr     «  =  0 
bestimmte  Integral  ist  daher  ^••^: 

X  cos  (Kp*  +  q^  t)  q> (a,  ß)dadß  dp  dq. 
Der  Gleichung: 


wird  durch: 

(20)  e;  =  cos  (jpx)  cos  (^y)  e± '  »•+«* 

genügt;  das  durch  die  Bedingungen  (17)  bestimmte  Integral  ist 
also"'**): 

X  (e«  >1?^  -  «-'  V^^')  ,,  («,  |S)  da  dß  dp  dq. 

V 

Endlich  der  Gleichung  der  schwingenden  Platte  (§  45  (l),  n  »=  1) 
wird  durch: 

(22)  V  =  cosi?a;  cos  qy  cos  (p^t  +  q^t) 

genügt;  das  durch  die  Bestimmungen  (17)  bestimmte  Integral  ist 
also»«»^): 

X  cos  {p^t  +  q^t)  (p  (a,  ß)  dp  dq. 

Ausführung  der  Integration  in  Bezug  auf  p  und  q  giebt  die  [von 
Poisson  benutzten]  Formen  des  Integrals  §  45  (14)  und  (13).  — 
Ist  in  den  drei  zuletzt  genannten  Fällen  aufiser  dem  Anfangswert 
von  V  auch  der  von  dv/dt  gegeben,  so  ist  dem  Integral  jedesmal 
noch  ein   zweites,  analog  wie  in  (13)   gebildetes  Glied  beizufügen. 

2387)  nr.  409,  p.  484.         2338)  nr.  410,  p.  486. 

2389)  nr.  411,  p.  488;  vgl.  auch  Bull.  soc.  philom.  1818,  p.  180. 
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Foorier  zeigt  femer '^^),  dais  man  von  seiner  Form  des  Integrals 
der  Gleichung  der  Wärmeleitong  mit  nur  einer  Banmcoordinate 
(§  42,  4)  durch  AnsfÜhrnng  der  Integration  nach  q  zu  der  Form  (3) 
geftÜirt  wird,  die  ihrerseits,  wie  schon  bemerkt,  mit  Laplace's  Form 
§37  (8)  eng  verwandt  ist;  sodaTs  also  durch  diese  Zwischenglieder 
die  Verbindung  zwischen  der  Formel  §  42  (4)  und  der  Entwicklung 
des  Integrals  nach  Potenzen  der  Zeit  hergestellt  ist.  Um  eine 
Integralformel  herzuleiten,  die  in  analoger  Beziehung  zur  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  der  Distanz: 

steht,  leitet  er*^^)  aus  §  42  (6)  ab,  daifl  allgemein: 

OD 

r<*">(0  -  -^T^/ A*"  «°«  ^*  -P«)f('')  dcidp        (26) 


—  00 


sei,  setzt  diesen  Ausdruck  in  (24)  ein  und  summirt  unter  den 
Integralzeichen;  so  erhält  er  für  einen  Bestandteil  von  v  die 
Integralform: 

TitfJ^^+  e"'^^)  ooB  (xYf^  cos  {pt-pa)f(a)  da  dp 

-     .  (26) 

—  ^   r  Me»'  +  e- «*)  cos  (qz)  cos  (2  qU  —  2  q*a)  f(a)  da q dq-, 


—  00 


in  analoger  Weise  lassen  sich  die  drei  übrigen  Bestandteile  umformen. 
Fourier  hat  aber  auch  die  Gleichung  §  42  (6)  selbst  noch  einer 
genaueren  Untersuchung  unterworfen.     Durch  Ausführung  der  Inte- 
gration in  Bezug  auf  q  findet  er  zunächst '^^): 

f(.)^lim^/>(«)"°f_-/")d«.  (27) 


—  « 


2840)  nr.  398,  p.  464. 

2841)  nr.  413,  p.  490.  G.  Darboux  zeigt  in  einer  Note  p.  492,  wie 
man  zn  dem  Besultat  von  der  Bemerkung  aus  gelangen  kann,  dafs  das 
Element  des  Integrals  der  Differentialgleichxmg  genügt. 

2842)  nr.  416,  p.  494.  Fourier  bedient  sich  weder  hier  noch  sonst 
des  Zeichens  lim,  sondern  sagt  einfach:  die  Gleichung  gilt  für  p  =  oo. 
Übrigens  giebt  er  an,  dafs  diese  Untersuchungen  zu  seinen  ältesten  ge- 
hören; doch  sind  sie  in  die  Redaction  von  1811'^^^  nicht  aufgenommen. 

30* 
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Der  weiteren  Discossion  schickt  er  die  Betrachtung  des  einfacheren 
Integrals: 

(28)     •  p^ä. 

0 

voraus,  dessen  Wert  9r/2  aus  §  42  (13)  bekannt  ist:  es  kann  auf- 
gefafst  werden  als  eine  Summe  von  abwechselnd  positiven  und 
negativen  Flächeninhalten,  von  denen  jeder  absolut  genommen  kleiner 
als  der  vorhergehende  ist.     Das  Integral: 


(29)  J^ä. 


hat  denselben  Wert;  die  einzelnen  Flächenstücke  sind  aber,  sobald 
p  beträchtlich  ist,  viel  schmäler,  und  je  die  aufeinanderfolgenden, 
mit  Ausnahme  des  ersten,  absolut  genommen  sehr  wenig  voneinander 
verschieden.  Infolgedessen  heben  sie  sich  gröfstenteils  paarweise 
gegeneinander  auf  und  der  Wert  des  Integrals  (29)  muls  nahezu 
allein  von  dem  ersten  Flächenstück  geliefert  werden.  Daraus  schliefst 
Fourier,  dafs  für  jede  noch  so  kleine  Zahl  o  (er  sagt:  für  unendlich 
kleine  o)  die  Gleichung  besteht: 


Ol 

fonpa  j  n 


Steht  unter  dem  Integralzeichen  noch  eine  willkürliche*^  Function 
g>{ci)  als  Factor,  so  gelten  ganz  analoge  Schlüsse;  auch  dann  besteht 
das  Integral  aus  einer  Summe  von  Flächeninhalten,  die  für  grofse  jp 


2348)  nr.  416,  p.  498.  Dafs  Fourier  f{a)  als  stetig  (im  heutigen  Sinne 
des  Wortes)  voraussetzt,  darf  man  wohl  aus  dem  Zusammenhange  ent- 
nehmen (unendlich  grofse  Functionswerte  schliefst  er  nr.  417,  p.  600  als 
für  die  Physik  ohne  Interesse  aus);  dagegen  ist  es  ihm  jedenfalls  ent- 
gangen, dafs  diese  Bedingung  für  seine  Schlüsse  noch  nicht  ausreicht. 
Er  selbst  fägt  bei  (nr.  417,  p.  499):  „la  dämonstration  präc^dente  suppose 
la  notion  des  quantit^s  infinies,  teile  qu'elle  a  totgours  4t6  admise  par 
les  gäom^tres.  II  serait  facile  de  präsenter  la  mdme  d^monstration  sous 
une  autre  forme  en  examinant  les  changements  qui  resultent  de  l'accroisse- 
ment  continuel  du  factenr  p  sous  le  signe  sin.  Ces  considärations  sont 
trop  connues  pour  qu*il  soit  näcessaire  de  les  rappeler/*  (Man  vergleiche 
übrigens  auch  die  8  Jahre  früher  erschienene,  später  zu  besprechende 
Note  von  Deflers.)  —  Fourier  glaubt  (nr.  419,  p.  604;  nr.  420,  p.  606),  dafs 
man  in  der  Gleichung  (27)  unbeschränkt  unter  dem  Integralzeichen  diffe- 
rentiiren,  integriren  und  summiren,  sowie  der  Yariabeln  complexe  Werte 
beilegen  dürfe;  was  nun  freilich  nicht  richtig  ist. 
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paarweise  einander  nahezu  entgegengesetzt  gleich  sind,  bis  auf  den 
ersten;  in  diesem  ersten  aber  ist  q>{ci)  beliebig  wenig  von  q>{0)  ver- 
schieden.    Also  erhält  man: 

hjn    /V(«)^  «*«-■!■  V(0).  (31) 

Behandelt  man  ebenso  das  Integral  von  —  cx)  bis  0,  fügt  beide  zu- 
sammen, ersetzt  a  durch  x  ^  a  und  dann  q>(x  --  a)  durch  /*(«),  so 
erhält  man  die  zu  beweisende  Gleichung  (27).  Fourier  betont,  dafs 
der  Beweis  unabhängig  davon  sei,  ob  die  Function  f(a)  „continue^^^) 
sei;  auch  bemerkt  er*'^),  dafs  er  nicht  nur  für  trigonometrische 
Functionen,  sondern  auch  für  „une  infinite  d'autres  fonctions^^  gelte. 
Entsprechende  Überlegungen  deutet  Fourier  auch  für  die  Beihen- 
formel  (§  38,  30)  an'^.  Er  gebraucht  zunächst  die  Umformung 
(vgl.  §  lö,  15): 

j 
^  cos  ka  —  cos  ja  +  sin  ja  •  ^  ^^^-^  5  (32) 

dann  giebt  er  an,  dafs  jq>{ci)  cos  ja  da  fOr  luaj  »  cx>  gegen  0  con- 


— /» 


vergirt,  dal^  dagegen: 

q>{a)  sm  ja  ^  ^^^^  da  (33) 


sm« 


—  Ä 


dieselben  Eigenschaften  hat,  wie  das  Integral  (29).  Damit  würde 
der  Beweis  der  Formel  §  38  (30)  in  der  That  geführt  sein,  wenn 
eben  die  Voraussetzungen  für  die  Gültigkeit  der  benutzten  Hilfssätze 
genau  präcisirt  wären. 

§  48.    Poisson's  Auffassung  der  trigonometrischen  Reihen. 

Die    am    frühesten   publicirte   (wenn   auch  vielleicht  nicht  am 
frühesten  entstandene)  der  zahlreichen  Darstellungen,  die  S.  D.  Poisson 

2844)  nr.  423,  p.  609,  618. 

8846)  nr.  428,  p.  610.  Man  vergleiche  die  Bemerkungen  von  G.  Dar- 
boux,  die  das  Verhältnis  dieser  Untersuchungen  zu  den  späteren  von 
Dirichlet  im  allgemeinen  richtig  angeben,  aber  an  dem  entscheidenden 
Punkt  vorbeigehen:  dafs  nämlich  Fourier  nicht  —  wie  doch  wenig  später 
Ivory  ^^^  —  das  Bedür&is  nach  einer  genauen  Umgrenzung  des  Geltungs- 
bereichs der  Sätze  empfunden  hat. 
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von  seiner  Auffassung  der  trigonometrischen  Reihen  gegeben  hat, 
beginnt '^^)  mit  der  Ableitung  der  endlichen  trigonometrischen  Beihe 
im  Anschlüsse  an  Lagrange's  erste  Abhandlung  (§  10)  und  ihrer 
Auffassung  als  Interpolationsformel  ^^^^).  Von  da  aus  ninunt  er  den 
Grenzübergang  zur  unendlichen  Beihe  vor,  indem  er  in  Lagrange's 
Gleichung  §  10  (30)  t  =  0  setzt  *^'^;  doch  findet  er,  dafe  die  strenge 
Durchfuhrung  desselben  Schwierigkeiten  mit  sich  bringt.  Er  schlägt 
daher  vor,  man  solle  die  auftretenden  möglicherweise  divergenten 
Beihen  als  Grenzfalle  von  anderen  ansehen,  die  in  jedem  Fall  con- 
vergiren^^®);  dann  würde  es  darauf  ankommen,  die  Gleichung  zu 
beweisen: 


Ä        OD 


(l)  f(x)  =  lim    /  ^j  c~**  sinÄo;  smhaf(a)  da. 


Zu  diesem  Zwecke  geht  Poisson  aus  von  der  Gleichung  (vgl.  §  15,  2): 

(2)  y'c-**  cosÄÖ  =  \-T l^zJZl _  -  I; 

^  ^  ^  >  e*— 2CO80  +  «-*        ' 

er  erhält  aus  ihr: 


«    » 


1  ^^  c~**cosÄ(aj — a)f{a)da 
(3)  .        '     '^' 


=  i  T-T ^^^^ rM  ^«  -  T  /V(«)  ^«• 

'J    «*— 2co8(a:  — «)  + c'*  ^  ^  V 

Für  Je  ^  0  wird  jedes  Element  des  ersten  Integrals  Null,  aus- 
genommen dasjenige,  für  welches  x^^a  ist;  setzt  man  also  o?  =  a  -f  t«, 
so  genügt  es  zur  Bestimmung  des  gesuchten  Grenzwertes,  das  Integral 
in  Bezug  auf  u  nur  von  —  ß  his  +  ß  za  nehmen,  unter  ß  eine  sehr 
kleine  Gröfse  verstanden.     Poisson  behandelt  nun  u  und  k  als  kleine 


2346)  J.  6c.  poljt.  cah.  18,  1820,  p.  417. 

2347)  nr.  3,  p.  421.  Dafs  er  diese  Auffassung  mit  Unrecht  Lagrange 
selbst  zuschreibt,  ist  bereits  erörtert  (p.  32,  41). 

2348)  p.  422.  Man  vergleiche  die  ähnlichen  Auffassungen  Euler*8  und 
D.  BemouUi's,  §  15.  Übrigens  macht  Poisson  ebensowenig  wie  Fourier  ••*■) 
von  dem  Zeichen  lim  Gebrauch;  er  sagt:  „on  devra  faire  k  infiniment  petite 
QU  nulle,  apr^s  avoir  effectu^  les  calculs*'.  —  Auch  Fourier  streift  den 
Gedanken,  dafs  für  die  Physik  der  Convergenzbeweis  nicht  erforderlick 
sei,  thäorie*"*)  nr.  228  (oeuvr.  1,  p.  221). 
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Gröfsen  derselben  Ordnung  ^^'),  entwickelt  Z&hler  und  Nenner  der 
zu  integrirenden  Function  nach  Potenzen  derselben  und  yemach- 
l&ssigt  Glieder  dritter  Ordnung;  so  erhält  er: 

i  /•(^)/V'i-u.  =  2  f{x)  arc  tg  I  (4) 

und  daraus  itfix)  als  den  gesuchten  Grenzwert,  sodaüs  die  Glei- 
chung (3)  in  die  folgende  übergeht: 

Ä  ^        OD 

1  /*/*(«)  ^a  +  1™   f^  «"**  <^ös  Ä  (ä  -  a)  /•(«)  da  =  nf{x).    (ö) 

0  ~    0     ^  =  ^ 

(0  <  «  < ;() 

In  derselben  Weise  erhält  er  (für  dasselbe  Intervall): 


«    » 


j  /V(a) <««  +  Hm  f  ^e''^*coBh{x  +  a)f(a)da=^0',      (6) 
0  ~    0     '*-^ 

und  aus  beiden  die  zu  beweisende  Gleichung  (1),  sowie  eine  ähn- 
liche, die  Cosinus  statt  der  Sinus  enthält.  Er  maeht  darauf  auf- 
merksam, dafs  die  letztere,  nicht  aber  die  erstere,  auch  an  den 
Grenzen  0  und  n  des  Intervalls  gelte  *^^).  Ferner  erwähnt  er  kurz 
die  Entwicklungen,  die  nur  die  ungeraden  Vielfachen  von  x  ent- 
halten***^) und  leitet  Euler's  Gleichungen  §  16  (3)  und  (ö)  von 
neuem  ab*^^;  auch  giebt  er  Entwicklungen  für  ein  Intervall,  das 
den  Nullpunkt  zum  Mittelpunkt  hat^^).  Dann  nimmt  er  den 
Grenzübergang  zu  der  Integralformel  §  42  (6)  vor**^);  er  erklärt 
es  für  „indispensable*^,  sie  so  aufzufassen: 

OD      OD 

F(x)  «  lim  —  r  /c-*«  cos  (ax  —  aa)  F{a)  da  da,  (7) 


OD      OD 

''  lim  —  I   I  e 

0  — oo 


2849)  Das  ist  nun  freilich  nicht  zoläsBig:  thatsächlich  sind  k  und  u 
bezw.  ß  voneinander  unabhängige  Gröfsen,  zwischen  denen  keine  Be- 
ziehung der  Art  besteht  oder  angenommen  werden  kann,  wie  sie  durch 
das  Wort  „Ordnungszahl  einer  unendlich  kleinen  GrÖfse^^  vorausgesetzt 
wird.  Nebenbei:  Poisson  yemachlässigt  nicht  nur,  wie  er  angiebt,  Gröfsen 
dritter,  sondern  auch  solche  zweiter  Ordnung. 

2360)  nr.  4,  p.  424.  Diese  Behauptung  ist  nur  richtig,  wenn  f{n)  =  f{0) 
ist,  was  Poisson  vielleicht  stillschweigend  voraussetzt. 

2361)  nr.  6,  p.  426.         2362)  nr.  6,  p.  426.         2363)  nr.  7,  p.  428. 
2864)  nr.  8,  p.  429.    Er  berufb  sich  fflr  sie  auf  seine  Wellenabhand- 

lirng""). 
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Dann  könne  man  nftmUch  die  Integration  nach  a  zuerst  ana* 
filhren,  was: 

ergebe,  und  wie  voiMn''^  zeigen,  daOs  der  Grenzwert  dieses  Integrals 
F{x)  isf^).  £r  macht  dann  noch  darauf  anfinerksam,  in  welchem 
Sinne  die  Gleichungen  auch  ftbr  discontinnirliche  Functionen  (im. 
heutigen  Sinne  des  Wortes)  gelten:  wenn  F(x)  an  der  Stelle  c  von  0 
auf  einen  von  0  verschiedenen  Wert  F(c)  springe,  sei  für  x  =  c 
der  Grenzwert  des  Integrals  nicht  F(c)^  sondern  jF(c)*^. 

Es  folgt  zunächst  eine  Anwendung  dieser  Sätze  auf  die  Be- 
stimmung der  snccessiven  Evoluten  einer  ebenen  Gnrve,  dann  eine 
ausführliche  Behandlung  des  Problems  der  aus  zwei  Stücken  von 
verschiedenem  Material  zusammengesetzten  Saite ''^^.  Dabei  stellt 
er  die  Bedingung,  dais  die  beiden  Stücke  im  Yereinigungspunkt 
beständig  dieselbe  Tangente  haben  sollen  ^^^);  da  er  auch  bei  der 
homogenen  Saite  Ecken  ausschlielst*^^),  liegen  in  dieser  Bedingung 
für  ihn  nicht  die  Schwierigkeiten,  die  Euler ^^'^  in  ihr  gefunden 
hatte.  Übrigens  schliefst  er  sich  der  Ansicht  von  Laplace^^  an, 
dafs  die  Stetigkeit  der  höchsten  in  einer  Differentialgleichung  vor- 
kommenden  Ableitungen  durch  diese  Gleichung  nicht  gefordert  sei''^). 
Zur  Bestimmung  der  Schwingungszahlen  erhält  er  eine  Gleichung 
derselben  Form  wie  §  27  (4)*'**);  die  Coefficienten  der  Reihen- 
entwicklung einer  willkürlichen  Function  nach  den  sinA^a;  bestimmt 
er  durch  gliedweise  Integration,  ohne  Convergenzuntersuchung*^*). 
Dann  bespricht  er  noch  ausführlich  den  Grenzübergang,  der  von  dem 


2366)  Für  eine  specielle  Function  F(x)  hatte  Poisson  diesen  Grenz- 
übergang bereits  in  einer  Abhandlung  über  bestimmte  Integrale,  nr.  26^ 
p.  306  desselben  Heftes,  ausgeführt. 

2366)  nr.  8,  p.  431.        2367)  Von  nr.  16,  p.  442  an. 

2368)  nr.  19,  p.  461. 

2369)  „Sans  cette  restriction,  le  mouvement  de  la  corde  ne  saurait 
ötre  dätermin^  par  Tanalyse  diffärentielle.*'  Ebenso  auch  noch  trait^  de 
mäcanique,  2°^  ^d.,  2,  Par.  1838,  nr.  488,  p.  306. 

8360)  Als  Beispiel  behandelt  er  nr.  20,  p.  462  eine  Differential- 
gleichung 1.  0.;  dabei  definirt  er  den  Differentialquotienten  durch: 

i-LMMM,  _  I 

A  =  0  Ä 

was  auch  fttr  eine  Ecke  eine  bestimmte  Bedeutung  hat. 
2361)  nr.  22,  p.  467.         2362)  nr.  23,  p.  461. 
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aUgemeinen  Falle  zu  den\jemgen  speciellen  fOhrt,  in  welchem  die 
Obertöne  zum  Grundton  harmonisch  sind'*^). 

Endlich  handelt  er  noch  von  den  Schwingungen  eines  an  einem 
elastischen  Faden  aufgehängten  schweren  Körpers'^;  er  findet^ 
dafs  sowohl  die  Bestimmung  der  Longitudinalschwingungen''^^),  als 
die  der  Transyersalschwingungen**^*)  von  der  Auflösung  einer 
Gleichung  der  Form: 

ktgk^n^  (9) 

abhängt.  Die  Realität  ihrer  Wurzeln  erschliefst  er  aus  physikalischen 
Überlegungen,  giebt  aber  an,  man  könne  sie  auch  analytisch  be* 
weisen  ^•^^. 


§  49.     Poisson's  Abhandlungen  über  Wärmeleitung. 

Poisson's  erste  Abhandlung  über  Wärmeleitung '^,  später 
publicirt,  aber  ihrem  Kerne  nach  wahrscheinlich  früher  entstanden 
als  die  in  §  48  besprochene,  behandelt  zunächst  die  Wärmebewegung 
in  einem  unbegrenzten  Stabe  von  geringer  Dicke  vermitteM  des 
Laplace'schen  Integrals  (§  37,  S)***®)  imd  formt  es  dann  [durch 
ümkehrung  der  von  Fourier  angestellten  Überlegimg***®)]  in  das 
Fourier'sche  Doppelintegral  (§  42,  5)  um*^''®).  Um  von  da  aus  zu 
der  Lösung  des  Problems  für  einen  durch  x  ^=  — l  und  x  '=^1  be- 
grenzten Stab  zu  gelangen,  verfährt  er  folgendermafsen'*''^):  Er 
setzt  zunächst  den  Ausdruck  §  47  (3)  in  die  für  x  =^  l  geltende 
Grenzbedingnng  (vgl.  §  38,  2)  ein,  wodurch  er  erhält: 

fe-'^{hf(a)  +  ^-§^)äu~0.  (1) 


—  00 


Diese  Gleichung  soll  bestehen  für  alle  Werte  von  f;  er  behauptet  *•'*), 


2868)  nr.  26,  p.  467.  2364)  nr.  30,  p.  476.  2866)  nr.  81,  p.  479. 

2866)  nr.  34,  p.  486.  2867)  nr.  81,  p.  481. 

2868)  Sie  wurde  bereits  Mai  1816  der  Pariser  Akademie  vorgelegt 
(Auszüge  J.  de  phys.  80,  1816,  p.  484,  sowie  Bull.  soc.  philom.  1816,  p.  86; 
1816,  p.  11;  1820,  p.  92),  dann,  durch  Zusätze  fast  auf  den  doppelten 
Umfang  vermehrt,  Mai  1821  gedruckt  und  privatim  verteilt,  endlich  1828 
im  J.  4c.  polyt.  cah.  19,  p.  1  veröffentlicht.  Von  Fourier^s  Preisschrifb 
von  1811'®")  hatte  Poisson  Kenntnis.  (Wegen  dieser  Angaben  vgl.  p.  1 
und  p.  249.) 

2869)  nr.  11,  p.  23.         2370)  nr.  16,  p.  29.         2871)  nr.  16,  p.  28. 
2372)  Ein  strenger  Beweis  dieser  Behauptung  Poisson's  würde  auch 

heute  noch  von  Interesse  seio. 


474    I-  Hauptteil.    8.  Absclm.    Best.  Integrale.    Fortbildung  der  Reihen. 

das  sei  nur  der  Fall,  wenn  für  je  zwei  Werte  von  or,  f&r  die  die 
Exponentialgröfse  übereinstimme,  die  ElaDomergröfse  entgegengesetzt 
gleiche  Werte  anniBhme,  d.  h.  wenn: 

(2)  hf(}  +  a)+  r(l  +  a)  +  hf(l  -  a)-f'{l  -  «)  -  0 

sei  Ebenso  liefert  die  für  x  =^  —  l  geltende  Grenzbedingnng  die 
Gleichung: 

(3)  h,f{-  l  +  a)-  r(-  l  +  a)+hifi-l-ol+f'i-l-a)  -  0. 

Mit  Hilfe  dieser .  beiden  Gleichnngen  könne  man  die  zunächst  nur 
für  das  Intervall  (—  ^  •  •  •  +  i)  definirte  Function  f(a)  über  die 
Grenzen  dieses  Intenralls  hinaus  fortsetzen.  Doch  sei  es  nicht  nötig 
diese  Bechnung  auszuführen;  bequemer  sei,  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen (2)  und  (3)  das  in  dem  Doppelintegral  §  42  (5)  auf- 
tretende einfache  Integral: 


00 


(4)  1  cos  (ax  —  aa)  f(a)  da 


—  00 


umzuformen '^^^.     Zu  diesem  Zwecke  setzt  er,  unter  Je  eine  complexe 
Gröfse  mit  positivem  reellen  Bestandteil  verstanden: 


—  oo 


0  0 

dann  folgt  zunächst: 

re-*«/*(/  +  a)da«c*'|i>—   je''^''f{a)da 

/c-*«/'(/---a)(«a  =  --e--*'    g-  f^'' f{a)  da 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  (2)  durch  Multiplication  mit  c^^'da 
imd  partielle  Integration: 

e-^^f{l  +  a)+{k  +  h)  fe-^^'fQ  +  a)da 

-  C  +  e-*VG  -«)  +  (*-*)/  c~*VG  -  «)  da, 
also  mit  Rücksicht  auf  (6): 

2373)  nr.  17,  p.  29. 
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=  (Ä;  +  Ä)e*'   Ce'^''  f(a)  da  +  (k  -  h)e-^^  Cd'^f{a)da.      ^  ^ 

Ebenso  folgt  aus  (3)  und  (6): 

(k  -  hl)  c-*'i>  +  (k  +  hl)  c*'2 
-I  -« 

-(Ä;-Äi)e-*'  rc-*«/*(a)(«of  +  (Ä;  +  Äi)e*'  C^^f{a)da,      ^  ^ 

Aus    diesen    beiden  Gleichungen    ergeben  sich   für  p  und  q  Werte 
der  Form: 

[in  der  9),  tf;  ganze  transcendente  Functionen  bedeuten].     Um  mit 
Hilfe  dieser  Werte  das  Integral: 

+  • 

A=   A- ««•/•(«)  (Ja  (11) 


—  00 


auszudrücken,  zerlegt  Poisson   [so  kann  man  sein  Verfahren  in  der 
jetzt  üblichen  Terminologie  darstellen]   dieses  Integral  in  zwei  Be- 

0  OD 

standteile,   /  und    /,  und  betrachtet  diese  bezw.  als  die  Grenzwerte: 


—  00  0 

0  00 


lim     C^"i')^f{a)da,        lim     fe'^'^*^^'' f{a)dcc'y        (12) 

—  00  0 

80  erhält  er  mit  Rücksicht  auf  (ö)  und  (10)  für  das  Integral  (11) 
den  Wert: 

Dieser  Grenzwert  ist  aber  im  allgemeinen  Null  und  kann  nur  für 
diejenigen  Werte  von  a  you  0  verschieden  sein,  für  welche: 

<p  (ia)  -  0  (14) 

ist.     Ebenso  läfst  sich  das  Integral: 

+  00 

Ä^  fef'^*f{a)dcc  (15) 


—  00 
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bebandeln;  durch  A  und  Ä  drückt  sich  das  Integral  (4)  in  der 
Form  ans»'*): 

(16)  ^iÄ&^'^  +  Äer^'*). 

Setzt  man  diesen  Wert  in  das  Doppelintegral  §  42  (5)  ein,  so  bricht 
es  in  eine  unendliche  Beihe  auseinander,  indem  nur  die  Umgebungen 
der  Wurzeln  der  Gleichung  (14)  Beiträge  liefern;  bezeichnet  man 
mit  Q  irgend  eine  solche  Wurzel  und  subsütnirt  für  ihre  Umgebung 
a  ^^  Q  '\-  a\  so  erhalt  man: 

(17)  v-^2'^"'''^' 1^^'  fAda+Cff'  Clda], 

die  Summe  ist  über  sämtliche  positive  reelle  Wurzeln  p,  die  Integrale 
sind  über  die  Umgebung  des  Nullpunktes  zu  erstrecken  Für  Ä(fi) 
ergiebt  sich  aus  (13): 

und  damit,  wenn  zuerst  integrirt  und  dann  zur  Grenze  übergegangen 
wird«*«): 

(19)  jAäa'^f^np^. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  schliefslich  die  Gleichung: 

(20)  .,2'--""''"''^''UT'^"-^ 

Poisson  formt  sie  noch  so  um,  dafs  nur  reelle  Gröfsen  auftreten»'*). 
Auch  yerificirt  er  nachträglich,  dafs  jedes  Glied  dieser  Beihe  der 
Differentialgleichung  imd  den  Grenzbedingnngen  genügt»'').  Man 
könne  auch  von  dieser  Beihe  ausgehen,  aber  das  sei  schwieriger, 
wenigstens  für  den  Fall  allgemeiner  Ä,  ä^»'^.  Er  fährt  einige 
specielle  Fälle  näher  aus,  u.  a.  den  Grenzübergang  zu  ^  =  cx>»'^); 
auch  zeigt  er,  wie  der  Grenzübergang  zu  Z »  cx)  zur  Ausgangs- 
formel   zurückführt»*^).     Er    sagt  von  diesen   Sätzen*^*):   „ü  m'a 


2874)  nr.  18,  p.  32. 

2376)  Um  die  Zolässigkeit  dieser  Yertauschung  der  Ghrenzübergänge 
macht  sich  PoisBon  natürlich  keine  Sorge. 

2376)  nr.  19,  p.  34.    2377)  nr.  21,  p.  86.    2878)  nr.  28,  p.  89. 

2879)  nr.  26,  p.  42.    2380)  nr.  26,  p.  44. 

2881)  nr.  28,  p.  46;  vgl.  auch  J.  de  phys.  1,  1816,  p.  440.  Es  ist  sehr 
bemerkenswert,  dafs  die  Einwendmigen,  gegen  die  Fonrier  16  Jahre  zu 
kämpfen  hatte,  niemals  in  authentischer  und  präciser  Form  veröffentlicht 
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tembl^  qn'elles  n'avaient  point  ^  d^montr^es  d'tme  mani^  precise 
et  rigoureuae^^;  doch  giebt  er  nicht  an,  auf  welche  Einzelheiten  der 
Beweise  [Fomier's]  dieses  ürteü  sich  bezieht. 

Für  den  speciellen  Fall  ^«=^^00  f&hrt  Poisson  die  Bech- 
nnng  wirklich  ans,  durch  die  die  Function  f(a)  yermöge  der  Glei- 
ehnngen  (2)  und  (3)  über  das  ursprüngliche  Intenrall  hinaus  fort- 
gesetzt wird'^');  er  er^Üt  eine  Beihe,  die  nach  den  Sinus  der 
geraden  und  den  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  ytx/2 1  fort- 
schreitet. Dabei  nimmt  er  den  Grenzübergang,  der  zur  Auswertung 
der  Integrale  dient,  noch  einmal  an  dem  speciellen  Falle  vor,  indem 
er  von  der  Gleichung  ausgeht  (vgl.  §  15,  2): 

2'(l-.)'cos(4n+2)a-,_,^,_^^^;'/^^(^_^^,.     (21) 

Die  rechte  Seite  convergirt  für  alle  Werte  Ton  a  mit  g  zugleich 
gegen  0,  ausgenommen  diejenigen,  für  die  cos  4  a  »  1  ist     Soll  also 

/  I  ^j  cos  aa  cos  (4  n  +  2)  a  9 (a)  da  da  berechnet  werden,  so  braucht 

die  Integration  nach  a  nur  über  die  Umgebung  der  zuletzt  genannten 
Werte    erstreckt    zu   werden.      Wird    4a»2f»jr  +  «'   gesetzt,    so 

erhält  man  statt  (21)  ^j^ — jj]   Multiplication  mit  da'  und  Inte- 

gration  von  —  6  hia   S  giebt  (— -  l)"*  2  arc  tg  — ,   Grenzübei^gang  zu 

^  =  0  den  Grenzwert  ( —  1)*"  it. 

Am  Schlüsse  dieses  Abschnitts  erwähnt  Poisson  noch  die  Ent- 
vricklung  von  Fimctionen  mehrerer  Variabein  in  mehrfache  trigono- 
metrische Reihen  (vgl.  §  23  A),  unter  Angabe  der  Coefficienten- 
bestimmung  **®*). 

worden  sind.  An  der  gliedweisen  Integration  können  seine  Zeitgenossen 
keinen  Anstofs  genommen  haben,  da  sie  sie  allgemeio  übten.  Haupt- 
sächlich ist  wohl  die  Möglichkeit  der  Darstellung  einer  willkürlichen 
Fonction  durch  einen  analytischen  Ausdruck  damals  noch  ebenso  wie  zur 
Zeit  Euler's^*)  und  d' Alembert's '")  unfafsbar  erschienen  (man  vergleiche, 
was  B.  Biemann,  Werke  p.  233  aus  mündlicher  Tradition  hierüber  mit- 
teilt); aber  damit  sind  urteile  über  Fourier's  Beweise,  wie  das  im  Text 
citirte,  nicht  erklärt.  Man  mufs  wohl  annehmen,  dafs  es  Fourier's  Zeit- 
genossen einerseits  nicht  entgangen  ist,  dafs  die  Euler^sche  Methode  der 
Coefficientenbestimmung,  selbst  die  gliedweise  Integration  zugegeben,  die 
Entwickelbarkeit  voraussetzt,  dafs  ihnen  andererseits  die  in  Fourier's 
übrigen  Beweisansätzen  (§  88)  vorkommenden  Grenzübergänge  doch  be- 
denklich vorkamen. 

2382)  nr.  81,  p.  61;  vgl.  BulL  soc.  philom.  1816,  p.  90. 

2888)  nr.  36,  p.  61. 
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Weiter  bebandelt  Poisson  aucb  seinerseits ''^)  das  Problem  der 
Armille'^^).  Dann  kebrt  er  zu  dem  Fall  des  begrenzten  Stabes 
zurück,  setzt  aber  jetzt  voraus,  dals  der  Stab  an  beiden  Enden 
Wärme  in  eine  Umgebung  ausstrahlt,  deren  Temperatur  in  vor- 
gegebener Weise  mit  der  Zeit  veränderlich  ist''^).  Er  entwickelt 
diese  gegebene  Function  der  Zeit  in  eine  harmonische  trigono- 
metrische Reihe  und  findet  [in  Übereinstimmung  mit  einem  schon 
erwähnten  Satze  von  Laplace^^^],  dafs  jede  periodische  Ungleichheit 
in  der  Aufsentemperatnr  eine  Ungleichheit  derselben  Periode  in  der 
Temperatur  des  Stabes  mit  sich  bringt»^. 

Bei  Behandlung  der  Wärmebewegung  in  dreidimensionalen  Q^ 
bieten '^^  faist  Poisson  sogleich  den  Fall  ins  Auge,  dals  specifische 
Wärme  und  Leitfähigkeit  Functionen  des  Ortes  sind,  und  gelangt  so 
zu  der  DiflFerentialgleichung**^: 

(^^)        'lT-Ä('|-3  +  r,(*©+Ä('l3- 

Auch  giebt  er  die  Oberflächenbedingung  (§  38,  2)*^*),  sowie  eine 
entsprechende  Bedingung  für  die  Trennungsfläche  zwischen  zwei 
verschiedenen  Materialien'^^).  Die  Integration  f&hrt  er  durch  fttr 
das  Problem  der  Verteilung  der  Wärme  in  einer  homogenen  Kugel^ 
in  der  die  Temperatur  nur  Fimction  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt 
isf  ^^)  (vgL  §  39);  dann  für  eine  Kugel,  die  aus  zwei  concentrisch 
geschichteten  verschiedenen  Materialien  besteht,  unter  der  gleichen 
Voraussetzung^^);  endlich  für  ein  homogenes  rechtwinkliges  Parallel- 
epiped*'®^). 

Seinen  weiteren  Untersuchungen  über  Wärmeleitung  schickt 
Poisson   eine  gesonderte   Discussion  der  Gleichung  (vgL  §  27,  24): 


2884)  nr.  88,  p.  68.    2886)  nr.  41,  p.  69.    2886)  nr.  48,  p.  74. 

2887)  nr.  46,  p.  79;  vgl.  Bull.  boc.  philom.  1816,  p.  11. 

2888)  nr.  49,  p.  87.  A.  Cauchy  bemerkt  (exerc.  de  math.  8,  1828, 
p.  146),  daffl  man  auf  diese  Gleichung  auch  geführt  wird,  wenn  man  an- 
nimmt, dafs  die  Wärme  sich  nur  in  der  Bichtong  des  stärksten  Temperatnr- 
abfalls  bewegt. 

2889)  nr.  58,  p.  102.  2890)  nr.  60,  p.  107.  2391)  nr.  62,  p.  112. 

2892)  nr.  67,  p.  121 ;  die  transcendente  Gleichung,  von  deren  Auflösung 
in  diesem  Fall  die  Bestimmung  der  einzelnen  Beihenglieder  abhängt, 
nr.  71,  p.  128. 

2893)  nr.  76,  p.  188.  Poisson  geht  von  dem  dreifachen  Integral 
§  47  (1)  aus  und  formt  es  auf  demselben  Wege  in  eine  unendliche  Summe 
um,  auf  dem  er  zu  der  Gleichung  (20)  gelangt  ist.  — *  Die  sich  an- 
Bchliefsenden  Untersuchungen  Poisson^s  über  Entwicklungen  nach  Kugel- 
fimctionen  sind  bereits  §  83  besprochen. 
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|^.|:^+i.|^+4„,  (23) 

in  der  il,  /ü  Constante  bedeuten,  voraus ^*^).     Er  reducirt  sie  zu- 
nächst durch  die  Substitution: 


auf  die  Form: 


u^  ex    « 

Dann  setzt  er^^^)  x  '\- 1«^  x^  und  fragt  nach  Integralen,  die  sich 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  entwickeln  lassen;  er  findet,  dafs. 
diese  die  Form  haben  müssen: 


»«0 


-8)*        Ä;»  +  1)  .  .  ■  »  +  n  ^  1)         .^,  cry(g,)       ,     v 
n!     (2ifc)(2*  +  l)...(2*  +  n-l)^  ^ajj     '    ^  ^ 

unter  Ic  eine  Wurzel  der  [determinirenden]  Gleichung: 

Ä(Ä:-~l)-w  =  0,  (26) 

unter  fp{x^  eine  willkürliche  Function  von  x^  verstanden.  Femer 
bemerkt  er:  wenn  man  g  =^  e^*y  setze,  unter  y  eine  Function  von  x 
allein  verstanden,  so  müsse  diese  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung: 

£|-(»'+5),-0  (27) 

genügen''^.  Aber  sein  Hauptaugenmerk  ist  auf  die  Integration 
durch  bestimmte  Integrale  (vgl.  Abschnitt  VI)  gerichtet ^*^.  Indem 
er  ansetzt: 

11  =  0  1 

findet  er,  dafs  die  B^  durch  die  Becursionsformel: 

2  (Ä  +  n  -  1)  -B,  - 1  +  (2  Ä  -f  n  -  1)  J5,  =  0  (29) 

verbunden  sind;  indem  er  versucht,  dieser  durch  bestimmte  Integrale 
der  Form  J5, -=  /Pp*  dj?   zu  genügen,   erhält   er,  wenn   81(ä)  >  Or 

-1  ft 

JB^^h  /(2i>+i)")*-ii>"(«i?=(— l)'«c /l[l--cos<»)"sin"-i«d<».  (30) 


2894)  J.  ^c.  poljt.  cah.  19,  1823,  p.  216  (vom  Dec.  1821). 

2896)  nr.  2,  p.  216.    2396)  nr.  6,  p.  222.    2897)  nr.  6,  p.  228. 
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Damit  geht  die  Gleichimg  (28)  ftber  in*^: 

(31)  «—  I fp(t  +  xcosm)a^ rin""'^  o d«; 


/ 


hat  anch  die  zweite  Wurzel  der  Oleichung  (26)  einen  positiven 
reellen  Bestandteil,  so  kann  man  anch  mit  ihr  einen  entsprechenden 
Ausdruck  bilden. 

Für  m  »-  —  j  werden  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (26) 
einander  gleich;  indem  Poisson  erst  k'^^  -j-  d^  K'^  \  —  ^  ^^^ 
und  dann  zu  lim^  —  0  flbergeht,  eihftlt  er  ftr  diesen  Fall*^: 

(32)  z^Yx  j  f(t+xcoBüBl)dm+Yx  f  i^(<+^cosco)log(a98in'a»)<lo. 

Er  f&gt  noch  bei,  dals  die  Substitutionen  g  » t«|/x,  y  »  —  a:*  in 
diesem  Fall  die  Gleichung  in  die  yon  Bnsson  behandelte  (§  36,  18) 
überftQiren;  das  von  Brisson  angegebene  Integral  der  letzteren 
(§  36,  20  und  21)  sei  also  nicht  das  allgemeinste'^).  Wuter 
besphcht  er  yerschiedene  Fälle,  in  denen  die  Beihen  abbrechen '^^). 
Hierauf  wendet  er  sich  zur  Untersuchung  der  Gleichung*^*): 

er  zeigt,  dals  man  ihr  durch: 
.(34)  ._/j;(?^£^)^,.      <...„..K0 

genügen  könne,  wenn  k  und  die  B„  durch  (26)  und  (29)  bestimmt 
werden.  Wenn  die  reellen  Teile  beider  Wurzeln  von  (26)  positiv 
seien,  könne  man  auch  schreiben  ^^'): 

^""^  /  /  ^""*9^(^^8w+  2a|/f)8in"-^(»d(ö(fa 
+  rc»-*   ryc-«>(xcosw+  2ayf)8ini-"«d(»d«. 

-00   0 

2898)  nr.  7,  p.  224.         2399)  nr.  8,  p.  227.         2400)  nr.  9,  p.  228. 
2401)  nr.  10—12,  p.  228—289.         2402)  nr.  18,  p.  289. 
2403^  nr.  14,  p.  241.    Für  ib  »  ^  erhalt  er  durch  einen  Grenzfibergang 
eine  zu  (82)  analoge  Formel  (nr.  16,  p.  244). 


^0 
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Poisson  macht  übrigens  darauf  aufinerksam,  dafs  dieser  Ausdruck 
nur  scheinbar  zwei  willkürliche  Functionen  enthält:  wenn  man  nach 
Potenzen  von  t  entwickelt,  drücken  sich  alle  Coefficienten  durch  die 
eine  Function: 

»]/«(  a?*  1  9)(a:cosc9)sin**~^ö)c?a)+x^"*  1  t(;(xcosoo)sin^'"**c9C?(ö  j    (36) 

tmd  ihre  Ableitungen  aus.  Zum  Schlufs  bespricht  er  auch  hier  die 
Fälle,  in  denen  die  Reihen  abbrechen**^). 

Poisson's  zweite  Abhandlimg  über  Wärmeleitung  ^®*)  schliefist 
sich  immittelbar  an.  Er  leitet  zimächst  die  Differentialgleichungen 
und  die  Grenzbedingungen  noch  einmal  ausführlich  ab;  dann  wendet 
er  sich  zum  Problem  der  Wärmeleitung  in  einer  Kugel,  unter  all- 
gemeinen Voraussetzungen*^^).  Er  denkt  sich  die  Temperatur  in 
eine  Reihe  entwickelt,  deren  einzelne  Glieder  als  Functionen  von 
e,  t(;  Kugelflächenfunctionen  (§  32)  sind**^'): 

als  Function  von  r  und  t  mxiSa  dann  jedes  dieser  Glieder  der 
Differentialgleichung : 

aF,        d'V^        n(n+l)^ 


dt  dr*  r 


% 


(38) 


2404)  nr.  16—18,  p.  246—248. 

2406)  J.  ^c.  polyt.  cah.  19,  1828,  p.  249  (vom  Dez.  1821);  Auszug 
Bull.  BOG.  philom.  1821,  p.  177. 

2406)  nr.  19,  p.  286.  Einen  Hinweis  auf  das  Problem  der  Entwicklung 
einer  willkürlichen  Function  im  Innern  einer  Kugel  nach  Eugelflächen- 
fanctionen  der  Polarwinkel  und  geeigneten  Functionen  des  Radius  hatte 
PoisBon  bereits  im  AnschluTs  an  seine  Untersuchungen  über  Entwicklungen 
nach  Kugelfunctionen  "•*) ,  nr.  6,  p.  167  gegeben;  er  fügt  dort  bei,  dafs 
man  durch  afßne  Transformation  von  der  Kugel  zum  Ellipsoid  übergehen 
kann.  —  Erwähnt  sei  bei  dieser  Gelegenheit,  dafs  Poisson  für  seine 
Untersuchungen  über  Magnetismus  den  Satz  abgeleitet  hat:  Wenn  eine 
Function  i?„  der  räumlichen  Polarcoordinaten  r,  Ö,  -V»  der  Laplace'schen 
Differentialgleichung  §  82  (1)  genügt  und  dabei  als  Function  von  6  und  ^ 
eine   Kugelflächeufunction    n^'   0.   ist,    so    muTs    sie    die   Form   haben: 

iJ„=  -H„r"+  (?„r"""S  wo  H„,  G„  selbst  Kugelflächenfunctionen  n*«'  0. 
sind  (Par.  Mem.  6,  1821/22  (26;  vom  Dec.  1824),  nr.  22,  p.  306).  Er  benutzt 
diesen  Satz  zur  Untersuchung  der  Yerteilimg  des  Magnetismus  in  einer 
Hohlkugel  (nr.  23,  p.  308). 

2407)  nr.  20,  p.  290. 

Jahresboricht  d.  Deutsohen  Mathem.-Tereinigiuig.    X.  31 
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und  den  Orenzbedingimgen: 

(39)  -^  +  (ft  -  i)  F,=  6/g  för  r  =  I  (d.  h.  an  der  Obeiflache), 

(40)  ^^«=0      farr  =  0 

genügen.     Nach  (35)    kann   man    för  jede  den  Bedingongen  (38) 
nnd  (40)  genügende  Function  setzen*^: 

OD      it 

y^^^+1   r/c-«>(r  cos«  +  2ay()sin"«  +  *«d(»iJa 
*= — -=    /   /  «  *'       <p(x)  siD^^'^^adadx, 

—  «  0 

Hier  ersetzt  Poisson*^  die  Ezponentialgrd&e  durch  ein  bestimmtes 
Integral: 

(42)  e"        *'         ^l/J.  /c-«''-«*>-'' «*>•") da 
und  führt  die  Functionen  ein: 

(43)  P^{ar)^  / e«'''®^'"sin*»+*«dM= /cos (crr cos«) sin**"*"^!»«!«); 

0  0 

damit  geht  die  Gleichung  (41)  über  in: 

OD         OD 
(44)  OD         OD*-"" 

=  — —    I     I  6-«*'  cos  cra;  [g>(x)  +  9)(—  a?)]  P^(ar)  da  dx. 


—  00  —  OD 


Es  ist  dann  nur  noch  die  Function  ip{x)  oder  vielmehr  die  Summe 
9>(^)  +  9>(~'  ^)  doi^  Anfangsbedingungen  und  der  Grenzbedingung  (39) 
gemäfs  zu  bestimmen  ^^^),  was  nach  derselben  Methode  geschieht, 
nach  der  die  Gleichung  abgeleitet  ist.    Wird: 


S408)  nr.  21,  p.  290.  Mit  den  folgenden  Umformungen  vergleiche  man 
den  Übergang  vom  Laplace^schen  zum  Fourier'schen  Integral  ■•*^,  ■•'•). 

2409)  nr.  28,  p.  298.  Dafs  die  Functionen  (48)  sich  durch  elementare 
Tranacendenten  in  geachlosaener  Form  darstellen  lassen,  scheint  Poisson 
ursprünglich  nicht  bemerkt  und  (vgl.  nr.  34,  p.  813)  erst  aus  Laplaoe'^^") 
gelernt  zu  haben. 

2410)  nr.  24,  p.  294. 
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n 

C{b  +  nl'^  +  h  cosw)  c*'«>»«8in«"+i  caclö)  =  /*(*), 

0 


/' 


(6  +  n^i  +  Ä  cos  oo)  e*'«^-"  X  (46) 


X  I  c~*''[9)(y  C08I»)  +  9)(— y  coBi»)]8in*"+^ß)(ly(Jco  =  JP(ä) 


r" 


gesetzt,  so  ergiebt  sich: 

y[.(*)  +  ^(-^)]cos«.dx=ilnn  {f|+^-ffc^).     (46) 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  Null  fEbr  alle  Werte  von  a, 
ausgenommen  die  Wurzeln  u=^  q  der  Gleichung: 

f{ai)  -  0.  (47) 

Das  Doppelintegral  auf  der  rechten  8eite  von  (44)  bricht  infolge- 
dessen in  eine  unendliche  Beihe  einfacher  Integrale  auseinander; 
werden  diese  wie  bei  der  Ableitung  yon  (19)  ausgeführt,  so  erhält 
man  schliefslich^**): 

V,^V^f-^^ye-<^*f^P^{»r).  (48) 

Poisson  untersucht  dann  die  durch  (43)  definirten  Functionen 
P^if^r)  noch  näher ^^');  er  überzeugt  sich  davon,  daTs  sie  der 
Differentialgleichung : 

^.  +  (,._!K^)p^»0  (49) 

und,  wenn  q  eine  Wurzel  der  Gleichung  (47)  ist,  auch  der  Grenz- 
bedingung: 

-^+(6-i)p,=  0     fürr-i  (50) 

genügen.  Auf  Grund  dieser  Sätze  erhält  er  durch  partielle  Inte- 
gration die  Gleichung: 

2  2 

Jp,{qr)  F,(r,  0  dr  =  e'f*fp,(ift)  r,(r,  0)  dr,         (51) 


2411)  nr.  25,  p.  298.         2412)  nr.  27,  p.  800. 

Sl* 
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in  der  F^  (r,  0)  der  aus  der  Entwicklung  der  Anfangswerte  der 
Temperatur  sich  ergebende  Anfangswert  yon  V^  ist*^^;  und  indem 
er  als  selbstverständlich  ansieht,  dafs  eine  Function  von  t  nur  auf 
eine  Weise  sich  nach  den  e"^'  entwickeln  läM,  schliefst  er  durch 
Einsetzen  der  Entwicklung  (48)  und  (51),  dafs  die  Integralrelation: 

(52)  /i>,(yr)P,(ftr)dr  =  0 


/' 


besteht,  sobald  q  und  q^  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichimg  (47) 

sind**^*).    Damit  erh&lt  er  für  die  Goefficienten  der  Entwicklung  (48) 

den  Ausdruck: 

I 

(53)  V^^--rg|  =  ^ 


fl^ni^r)] 


Mr 


Setzt  man  f  ==  0,  so  erhält  man  aus  den  Formeln  die  Entwicklung 
einer  beliebigen  Function  von  r,  0,  g>  fOr  das  Innere  einer  Kugel 
nach  Eugelflächenfunctionen  von  0  und  q)  imd  den  Functionen 
P„{Qr)  von  r»*^*). 

Poisson  zeigt  noch,  wie  man  aus  diesen  Formeln  die  seiner 
ersten  Abhandlimg*'*^)  als  Specialfälle  erhalten  könne  **^*).  Aufser- 
dem  giebt  er  einige  Auseinandersetzungen  über  die  numerische  Be- 
rechnung der  Wurzeln  der  Gleichung  (47)**^');  namentlich  den 
Beweis  des  (fOr  geophysikalische  Anwendungen  wichtigen)  Satzes, 
dafs  fEtr  lim  5/  »^  cx)  die  kleinste  imter  allen  Wurzeln  der  sämtlichen 
Gleichungen  (47)  zu  «  =  0  gehört**^®).  Endlich  behandelt  er  noch 
die  Fälle,  dafs  die  Temperatur  des  Aufsenraumes  eine  gegebene 
Function  der  Zeit»**«)  oder  des  Ortes "^)  ist. 

Das  m.  Kapitel  behandelt  in  ganz  analoger  Weise  die  Wärme- 
bewegung in  einem  CyUnder^*^).  Indem  Poisson  durch  die  Glei- 
chungen: 

(54)  0?  =»  a?,     2/  =  scost(;,     ;?  =  5  sinij; 


2418)  nr.  28,  p.  802. 

2414)  nr.  29,  p.  302.     Poisson  macht  darauf  aufmerksam,   dafs  die 
Gleichung  (62)  auch  gilt,  wenn  n  keine  ganze  Zahl  ist. 

2415)  nr.  31,  p.  807.         2416)  nr.  32,  p.  309.  2417)  nr.  84,  p.  811. 
2418)  nr.  36,  p.  316.         2419)  nr.  8S,  p.  318. 

nr.  41,  p.  326.         2421)  nr.  47,  p.  335. 
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Cylindercoordinaten  einführt,  bringt  er  die  Differentialgleichung 
§  38  (1)  auf  die  Form: 

dt     "    dx*    "*"     a««    "^  4««  "^  «•     av~'   ^  ^ 

An  der  Mantelfläche  des  Cylinders  nimmt  er  die  Grenzbedingung 
an^«): 

M|^  +  (»_^).yr_„,  (56) 

an  den  beiden  Grundflächen: 

^  +  h^u^O  me  x^l,     |^-Ä,u  =  Oföra;«  — Z.     (57) 
Er  f&hrt  dann  die  Integrale  ein: 

1  u  y«  cos  (nt(;i  —  ni(;)  dif^i  (68) 

[d.  h.  die  Glieder  der  Entwicklung  von  uY^  nach  den  trigono- 
metrischen Functionen  der  Vielfachen  von  tfi]  und  zeigt,  dafis  sie 
der  Differentialgleichung: 

'df^'J^^'W  +       4««      ''"'  ^^^) 

sowie  den  Grenzbedingtmgen  (56)  und  (57)  genügen  ^'^);  zu  diesen 
tritt  noch: 

i/„=0    für    Ä  — 0,  (60) 

da  sonst  die  Temperatur  längs  der  Gylinderaxe  unendlich  würde. 
Zunächst  beschäftigt  er  sich  dann  mit  dem  Fall,  daTs  v„  yon  x  im- 
abhängig  ist^^);  in  diesem  wird  das  Integral  yon  (59): 

OD     ft 


^n 


1/^-S 


■^»   r/c--«>(scosö>  + 2aV^)sin«**©(l(»(la.      (61) 

—  00  0 

Überhaupt  unterscheiden  sich  die  Formeln  dieses  Falles  von  (41)  ff. 
nur  dadurch,  dafs: 


S,     A,     ^-{^     ^  +  21 


an  Stelle  von: 

r,      l,         n, 


2422)  nr.  48,  p.  837.  2428)  nr.  49,  p.  888.  2424)  nr.  60,  p.  889. 
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getreten  sind,  und  geben  also  dieselben  Consequenzen^'^).  So  ge- 
winnt Poisson  die  Entvricklung  einer  willkürlichen  Function  von  s 
und  iff  nach  Cjlinderfunctionen  von  s  und  trigonometrischen  Functionen 
der  Vielfachen  von  tji  durch  die  Formel***^: 

fff{h^  ^i)  cos  <^^i  —  ♦»^)  ^n(«l)  V?<*^i  ^h 
(62)  f{s.^)~2^'-^ 1 i^n«, 


in  der: 


n 


(63)  s      •  I  cos  {sq  cos  co)  sin*  "  ©  d«  =•  ^«(5) 

0 

gesetzt  ist,  und  wo  die  eine  Summation  zu  erstrecken  ist  über  alle 
nicht  negativen  Wurzeln  h  der  Gleichung: 


(64)    1  [(&il  +  M)cos(AiLcosoi)  —  Äilcos«8in(ÄilcosiD)]8in**«d»=*0, 


/' 


die  andere  über  alle  nicht  negativen  ganzen  Zahlen  n.  Weiter 
erhalt  er  daraus  die  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  der 
drei  Variablen  x,  5,  1^  im  Gebiet: 

—  l<x<l,     0<s<X,     0  <>  <  2 TT, 

indem  er  in  (62)  f{x^  9^,  t/;|)  an  Stelle  von  f{s<^^  i^^)  setzt  und  dann 
jedes  Glied  der  so  entstehenden  Entwicklung  mit  HiKe  der  Glei- 
chimg  (20)  weiter  entwickelt***^. 

Poisson  behandelt  dann  noch  die  Grenzfölle  eines  sehr  kleinen***^) 
und  eines  sehr  grofsen  Cjlinders***^).  Er  zeigt,  dafs  im  letzteren 
Falle  die  Gleichung  (64)  sich  nftherungsweise  auf  die  folgende 
reducirt: 

(65)  y  ^  I  cos  (ä;  cos  00)  eica  =  0 


/• 


und  dals  deren  linke  Seite  in  die  Reihe  (vgl.  §  2  (2),  wo  die  Formel 
zu  berichtigen  ist): 


2426)  nr.  60,  p.  840.  2426)  nr.  61,  p.  841.  2427)  nr.  62,  p.  842. 

2428)  nr.  68,  p.  844.  2429)  nr.  64,  p.  846. 
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«  =  0 

entwickelt  werden  kann  und  der  Differentialgleichung: 

oder: 

i^  +  (.  +  ji-.).l^-0  (68) 

genügt***^).     Auch  giebt  er  die  [seiniconvergente]  Entwicklung: 

i,yi  =  cosk(l  +  ^  +  fr+-)  +  smh{l  +  ^  +  ^  +  ...)    (69) 

mit  Becursionsformeln  zur  Berechnung  ihrer  Coefficienten'^^).  Durch 
Orenzübergang  zu  iL  =»  oo ,  wobei  eine  der  Summationen  in  eine 
Integration  übergeht,  gelangt  er  zu  der  Formel: 


OD        00 


Six,  y,  e,  t)  =  i  /*/*«""*"'''»' (*'  y  +  2  «1  y<; «  +  2  «,  y<)  d«i d«,,   (70) 


—  00    —00 


die  zusammen  mit  (20)  die  Wärmebewegung  in  einer  unendlich 
ausgedehnten  planparallelen  Platte  darstellt^'*).  Von  diesem  Fall 
geht  er  durch  einen  abermaligen  Grenzübergang  zu  dem  des  Halb- 
raumes über;  er  erhält  für  ihn: 

OD      OD 

(«  COS  cc X  -\-  ß  Bm  <xx)  (of  cofl  aXi  -\-  ß  am  ocx^) 


-W 


«•+^*  (71) 

X  c"^'JEf(a;i,y,  jET,  t)dadXi^ 

was  sich  für  |3  «  0  und  /3  «-  oo  vereinfacht**^). 

Der  letzte  Paragraph  ^^)  behandelt  die  Wärmebewegung  in 
einer  Kugel,  die  aus  zwei  verschiedenen  Materialien  zusammen- 
gesetzt ist.  Als  Übergangsbedingungen  nimmt  er  diesmal,  in  Ver- 
allgemeinerung seines  früheren  Ansatzes '^^'): 

2430)  ni.  56,  p.  849. 

2431)  Die  YeraUgemeinemng  dieser  Formeln  auf  Cylinderfunctionen 
mit  beliebigem  Index  giebt  C.  G.  J.  Jacobi,  Astr.  Nachr.  28,  ld48  (Werke 
7,  p.  174). 

2432)  nr.  67,  p.  367.         2433)  nr.  60,  p.  362. 

2434)  nr.  63,  p.  366.  In  der  Überschrift  ist  auch  von  einem  ebenso 
zusammengesetzten  Stabe  die  Rede;  dieses  Problem  wird  aber  nur  nr.  77, 
p.  400  kurz  behandelt. 
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(72)  t,|j  +  ^(u,-u,)-0,     *,|;+^(»«i-«,)  =  0, 

unter  g  eine  von  der  Natur  beider  Materialien  abb&ngige  Constante 
verstanden '^^).  Bei  der  Integration  nimmt  er  nicht  wieder  den 
Umweg  durch  die  bestimmten  Integrale,  sondern  setzt  die  Reihen- 
entwicklungen direct  an;  fOr  den  Beweis  des  Satzes,  dafs  man  auf 
diesem  Wege  die  allgemeine  Lösimg  erh&lt,  beruft  er  sich  wieder 
auf  die  schon  einmal  erwähnte  Note^'^).  Er  bestätigt  das  Resultat, 
indem  er  es  in  das  Laplace'sche  Integral  (§  37,  8)  überfährt.  Die 
Grenzbedingungen  und  die  Übergangsbedingung  (72)  erlauben  ihm, 
die  Goefficienten  yon  6~"*'  in  den  für  beide  Materialien  geltenden 
Reihenentwicklungen  durch  je  eine  Oröfse  auszudrücken  ^^^).  Diese 
bestimmt  sich  dann  aus  den  Anfangsbedingungen;  die  dazu  er- 
forderlichen Integraltheoreme  gewinnt  Poisson  durch  eine  Ver- 
allgemeinerung des  mehrfach  erwähnten  Verfahrens  partieller  Inte- 
gration ^^^.  Den  Schlufs  der  Abhandlung  bildet  die  Discussion 
yerschiedener  Grenzfälle  ^^),  namentlich  des  Falles,  dafs  die  äufsere 
Schicht  sehr  dünn  ist***®). 

Eine  aus  demselben  Jahr  stanmiende  Notiz  Poisson's***®)  be- 
handelt die  Erkaltung  eines  Ringes,  unter  der  Voraussetzimg,  dafs 
die  Aufsentemperatur  eine  gegebene  Function  des  Ortes  ist.  Poisson 
zerlegt  die  Temperatur  in  zwei  Bestandteile,  yon  denen  der  eine  den 
Wert  repräsentirt,  der  sich  ergeben  würde,  wenn  die  Aufsentemperatur 
immer  und  überall  Null  wäre,  während  der  andere  nur  Fimction  des 
Ortes  (nicht  der  Zeit)  ist  und  als  solche  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung: 

(73)  0_Ä«(y-9,(a,))  =  O 

genügt.  Diese  könne  man  nach  elementaren  Methoden  integriren 
und  die  Integrationsconstanten  aus  der  Bedingung  bestimmen,  dafs 
y  eine  periodische  Function  yon  x  sein  mufs.  Man  könne  aber 
auch  ip{x)  nach  trigonometrischen  Functionen  der  Vielfachen  yon  x 
entwickeln,  für  y  eine  ebensolche  Entwicklung  annehmen  und  deren 
CoefQcienten  durch  Einsetzen  durch  die  der  ersteren  ausdrücken. 
Poisson  behandelt  speciell  den  Fall,  dafs  <p(x)  nur  fOr  absolut  sehr 
kleine  Werte  yon  x  yon  Null  yerschieden  ist;  solange  dann  n  nicht 
sehr  groDs  ist,  habe  man  in  den  Integralausdrücken  der  CoefQcienten 


2485)  nr.  17,  p.  284.  2486)  nr.  66,  p.  874.  2487)  nr.  67,  p.  877 

2488)  nr.  69,  p.  884.  2439)  nr.  71,  p.  887. 

2440)  Conn.  des  tempa  1826  (28),  p.  248. 
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8in«  =  0,  coBX=^  1  zu  setzen,  und  fOr  sehr  grofse  Werte  von  n 
seien  die  entsprechenden  Glieder  der  Entwicklung  von  y  sehr  klein 
und  könnten  yemachlässigt  werden  ^^^).  Er  überzeugt  sich  dann 
noch  mit  Hilfe  der  Gleichung  §  16  (19),  dals  der  so  gefundene 
Wert  mit  dem  auf  elementarem  Wege  erhaltenen  übereinstimmt. 


§  50.     Laplace's  Untersuchungen  über  Wärmeleitung. 

Auch  P.  8.  de  Laplace  hat  sich  mit  dem  Problem  der  Wärme- 
leitung in  einer  Kugel  beschäftigt,  zunächst  von  geophysikaüschen 
Interessen  geleitet****).     Als  Oberflächenbedingung  nimmt  er: 

^dV/dr^^V—l    für     r  =  -R,  (l) 

indem  er  unter  l  eine  gegebene  Function  der  Zeit  versteht.  Er 
versucht  dann  zunächst  der  Differentialgleichung  (§  38,  1)  durch  ein 
Product  der  Form  e~^*Ymqm,n  zu  genügen,  in  der  Ym  eine  Kugel- 
flächenfanction  m^^  Ordnung  (§  32),  g^,«  eu^e  Function  allein  des 
Abstandes  r  vom  Kugelmittelpunkt  bedeuten  soll,  und  findet,  dafs 
dann  diese  letztere  der  Gleichung: 

'•^^=^  +  f^*-«(«+l))?-..=  0  (2) 

genügen  muTs,  die  sich  durch  die  Substitutionen: 

r  Yn/a  =  Zn,    ra„,^n  =  qm  (3) 

zu: 


+ 


(l^ü^)^0  (4) 

vereinfacht.  Diese  letztere  kann,  da  hier  m  eine  positive  ganze 
Zahl  ist,  durch  elementare  Functionen  integrirt  werden  (was,  wie 
erwähnt,  Poisson  nicht  bemerkt  zu  haben  scheint)  ****).  Wenn  i  =  0 
ist,  giebt  die  Grenzbedingung  (l)  eine  transcendente  Gleichung  zur 
Bestimmung  von  n,  von  der  Laplace  ohne  Beweis  behauptet,  dals 
sie  für  jedes  ganzzahlige  m  unendlich  viele  Wurzeln  hat. 


2441)  p.  261.  Das  letztere  gilt  freilich  nur  fOr  die  Entwicklung 
von  y,  nicht  für  die  von  q>. 

2442)  Ck>miai88.  des  temps  1823  (20),  p.  245;  in  teilweise  anderer 
Fassung  m^canique  Celeste  livre  XI,  Paris  1823,  chap.  IV  (oeuvr.  5^ 
p.  82).    Auszug  Bull.  Boc.  philom.  1820,  p.  81,  108. 

2443)  Conn.  p.  250  bemfb  er  sich  wegen  dieser  Integration  auf 
Legendre^^^^;  in  der  m^c.  cäl.  leitet  er  die  Formeln  selbst  ab  (p.  84). 
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Ist  l  auiser  von  der  Zeit  aucb  noch  yom  Orte  auf  der  Kugel- 
flftcbe  abhängig,  so  denkt  sich  Laplace  diese  Function  nach  Eugel- 
flächenfimctionen  entwickelt '^^): 

(5)  ?=r;+r;+r;  +  ...; 

wird  dann  nor  die  kleinste  Wurzel  ft  »  0  der  transcendenten  Glei- 
chung berücksichtigt,  d.  h.  sucht  man  nur  den  schliefslich  von  der 
Zeit  unabhängigen  Teil  der  Temperatur,  so  erhalt  man  q^  =»  f^, 
und  die  Grenzbedingung  giebt  dazu: 

(6)  r^-iE— '(i  +  5)"'r;. 

In  der  m^canique  eheste '^^)  (nicht  in  der  Conn.  des  temps) 
behandelt  Laplace  auch  noch  die  Bestimmung  der  übrigen  Glieder 
der  Entwicklung.  Er  denkt  sich  auch  die  Anfangstemperatur  nach 
Kugelfnnctionen  entwickelt  ***•) : 

(7)  «0  =2'  ^"' 

und  zwar  in  der  Weise,  dais  die  Goefficienten  in  den  einzelnen  Um 
in  Reihen  der  Form  entwickelt  sind: 

(8)  <p{r)  =•  r-^  ^  Ä,q;^n, 

wo  die  qin^n  diejenigen  Functionen  q'm  sind,  die  zu  den  Wurzeln  n 
der  erwähnten  transcendenten  Gleichungen  gehören,  die  Goefficienten 
Ä  aber  sich  mittelst  der  Integraltheoreme  (§  49,  52)  bestimmen, 
die  er  auch  seinerseits  ableitet.  Indem  er  das  Resultat  mit  dem 
durch  (6)  gegebenen  vereinigt,  erhält  er  schliefslich***'): 


-2 

(9)        "=» 


2  """'*?>  r. 


«sO 


Mr 


2444)  Conn.  p.  261;  m^c.  c^l.  p.  86.         2446)  p.  88. 

2446)  Bemerkenswert  ist  seine  Äufserong  (p.  90):  „ce  d^veloppement 
est  aussi  naturel  ä  admettre  que  tout  autre^^  Im  übrigen  verweist  er 
auf  »•»»). 

2447)  p.  91. 
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§  51     Weitere  üntersucbungen  von  Poisson  über  bestimmte 

Integrale  und  Reihensummirung. 

Dasselbe  Heft  des  JornnalB  der  ^cole  poljtechnique,  das  Poisson's 
zwei  Abhandlnngen  über  Wftrmeleitimg  enthält,  bringt  aucli  noch 
eine  andere  umfangreiche  Abhandlimg  desselben,  die  sich  als  Fort- 
setzimg früherer  Arbeiten  Über  bestimmte  Integrale  nnd  Beihen- 
summirung  ankündigt  *^^).  Sie  führt  die  in  §  48  besprochene  Auf- 
ÜEtösung  weiter  aus,  dafs  man  die  trigonometrischen  Reihen,  wenn 
sie  nicht  convergiren,  als  GrenzfiÜle  von  Potenzreihen  anzusehen 
habe***^).  Poisson  multiplicirt  in  der  Gleichung  §  15  (2)  beiderseits 
mit  c~**dcr  und  integrirt,  sodafs  er  erhalt*"^): 


X 

I 


(l--p«)e-*«da  1-c"*« 


1  —  2jp  COB«  +P*  * 

(1) 


+  2e-*^  v^^("»\7r:^"""^  +  2  v^ 


kp' 


^  Ä»  +  n»  ^  ^  ^k^  +  n^ 

11  =  0  nsO 

Hier  geht  er  zur  Grenze  j)  »  1  über,  was  links  in  derselben  Weise 
geschieht,  wie  bei  Ableitung  der  Gleichungen  §  48  (5)  und  (8)  imd 
§  49  (19);  er  erhält  so  nach  einigen  ümformimgen: 

Indem  er  k  durch  —  k  ersetzt,  erhält  er  die  Gleichungen  (18)  und 
(19)  von  §  16  und  aus  ihnen  durch  den  nicht  weiter  begründeten 
Übergang  von  x  zu  ix  auch  (3)  und  (5)***^). 

Andererseits   giebt  Multiplication  mit  e'^^^da  und  Integration 
die  Gleichung****): 

«+2«2'e-"-'--]/|{i+2'r*^l  (3) 


2448)  J.  ^c.  poljt.  cah.  19,  1823,  p.  404;  Auszug  BuU.  soc.  philom. 
1822,  p.  184. 

2449)  Übrigens  spricht  er  sich  (nr.  81,  p.  501)  bestimmt  gegen  die 
Benutzung  divergenter  Reihen  ohne  besondere  YorsichtsmalBregeln  aus. 

2460)  nr.  49,  p.  414.         2461)  nr.  60,  p.  417. 

2462)  nr.  61,  p.  420.  Eine  Ableitung  dieser  Gleichung  aus  seinen 
Sätzen  über  reciproke  Functionen  hatte  A.  Cauchy,  Bull.  soc.  philom. 
1817,  p.  124,  angedeutet. 
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[die    einen    Specialfall    einer    Fundamentalformel    aus    der    Trans- 
formationstbeorie  der  elliptiscben  Tbetafiinctionen  yorstellt]. 

Weiterbin  wendet  Poisson  dieselbe  Betracbtungsweise  ancb  auf 
bestimmte  Integrale  an;  so  macbt  er  z.  B.  daranf  anfinerksam,  dals 
die  drei  Integrale: 

OD 

*'  COS  ax  dz 


(4)  fe- 


(6) 


0 

OD 

/c~***cosaiC(la?=|l/yC  ** 


a 


AcN  r  cos  ax  j 

0 

beim  Grenzübergang  zn  &  »  0  übereinstimmend: 

OD 

(7)  I  cos  ax  dx  ^  0 


/' 


ergeben  **^*). 

Es  folgt  ein  Abscbnitt  „über  die  Darstellung  von  Functionen 
durch  Beiben  periodischer  Gröfsen"**^).  Poisson  gebt  wieder  von 
der  Gleichung  §  48  (3)  aus,  in  der  wenig  veränderten  Form: 


2^  J   T^ 


(t-p')f(a)d« 


ip  cob(x  —  a)  +  p* 

und  erbftlt  aus  ihr  durch  dasselbe  Verfahren  wie  dort  die  harmonische 
trigonometrische  Reihe  mit  Sinus-  und  Cosinusgliedem.  Dann  wieder- 
holt er  seine  frühere  Bemerkung  über  das  Verhalten  der  Reihe  an 
ünst«tigkeitsstellen  der  Function  ^'^)  und  leitet  mit  ihrer  Hufe  aus 
(8)  die  speciellen  Reihen  ab,  die  nur  Cosinus  oder  nur  Sinus,  oder 
nur  die  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  x  enthalten  ^^^). 

Dafs  man  die  trigonometrischen  Reihen  gliedweise  differentüren 
dürfe,  daran  zweifelt  er  zwar  im  allgemeinen  nicht  ^^,  macht  aber 

2463)  nr.  56,  p.  431.  2464)  nr.  67,  p.  432.  2456)  nr.  58,  p.  486. 

2456)  nr.  59,  p.  438.  Entsprechende  üntersnchnngen  über  die  Ent- 
wicklungen nach  Eugelfunctionen  Connatss.  des  temps  1829  (26),  p.  888 
bis  846. 
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doch  darauf  aufinerksam,  dafs  die  Reibe  fOr  /^(x)  an  den  Grenzen 
des  Intervalls  divergiren  müsse,  wenn  f{n)  nicht  gleich  /*(—  n)  sei 
[was  wieder  nach  der  entgegengesetzten  Seite  zu  viel  behauptet  ist]. 
Dagegen  behauptet  er,  die  durch  gliedweise  Integration  einer  trigono- 
metrischen Beihe  entstehende  Reihe  gebe  stets  auch  an  den  Grenzen 
des  Intervalls  die  richtigen  Werte,  wenn  nur  f{n)  und  /*( —  ä)  über- 
haupt endlich  seien***'). 

Femer  setzt  er  auseinander,  wie  man  von  den  Formeln  der 
Interpolation  durch  trigonometrische  Functionen  (§  25  A,  namentlich 
12 — 16)  aus  zu  den  unendlichen  trigonometrischen  Reihen  gelangen 
könne,  indem  man  die  Anzahl  der  gegebenen  Functions  werte  ins 
Unendliche  wachsen  lasse  *^^).  Die  Methode  der  Coeffidenten- 
bestimmung  durch  gliedweise  Integration,  „que  les  g^om^tres  ont 
quelquefois  emploj^e^^  (ygl.  §§  17,  18,  38),  schiebt  er  mit  einem 
„on  reconniut  ais^ment  Tinsuffisance  de  cette  m^thode^  zur  8eite*^'). 

Wieder  folgt  eine  andere  Untersuchung:  Poisson  setzt  in  der 
Gleichung  §  38  (30)  x  -\-  {2h  +  1)%  fOr  x  und  summirt  dann 
nach  Ä;  so  erhält  er**^): 


OD 


y'/'(a:+(2*+l)«) 

i-O 

(9) 


^ //"(«i)  **i + "i"  2J^~  ^)"  '^'  ^"*  ~  ***»)  ^^"^^  ''*^" 

6  ""1  0 


Ffir  x=~  —  n  sei  die  Formel  zu  modificiren: 


i  m  +  y  m  *«) 


(10) 


OD  * 

Indem  er  f{x)  =  (c'*+  c"'*)"^  setzt,  erhält  er  mit  Hilfe  früher  von 
ihm  abgeleiteter  Sätze  über  bestimmte  Integrale  die  wie  (3)  der 
Thetatransformationstheorie  angehörende  Formel: 


k^l  n^l 


2467)  nr.  60,  p.  441.    2468)  nr.  62,  p.  444;  vgl.  "«),  »•"),  ""). 
2469)  p.  448,  note;  vgl.  auch  nr.  83,  p.  607.    2460)  nr.  68,  p.  460. 
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Nunmebr  nimmt  er  den  Grenzübergang  yon  der  trigono- 
metriscben  Beibe  zn  der  Integralformel  (§  42,  6)  vor*^^).  Er  er- 
wäbnt  yerscMedene  Metboden  sie  za  verificiren:  durcb  EinftÜirong 
eines  Gonvergenzfactors  c~**^  (vgl.  §  42,  5)  oder  c"**  (vgl.  §  43, 16 
und  44,  6)  oder  nacb  der  Metbode  von  Deflers  (vgL  den  2.  Hanptteil). 

Weiter  macbt  er  verscbiedene  Versuche ,  die  Gültigkeit  seiner 
Formeln  aueb  auf  imaginäre  Argumentwerte  auszudebnen,  erkennt 
aber  bald,  dafs  das  nicbt  allgemein  gebt*^^. 

Auiserdem  entbält  Poisson's  Abbandlung  noch  einen  Versuch 
zur  Discussion  der  allgemeineren  Differentialgleicbung*^^: 

(12)  ^«J?>. 

Er  integrirt  sie  zunächst  durcb  die  unendliche  Beihe: 

in    der   /b(|^)i  -  •  •> /m-i(y)    willkürliche    Functionen  bedeuten;   mit 
Hilfe  der  Gleichungen: 


—  CO  0 


(ln)I 


gewinnt  er  daraus  fOr  den  /q   enthaltenden  Bestandteil  von  9  die 
Integraldarstellung: 

2  v^<        m 


5?   2  «— 1 


(")  '-^.//2M'+^^^^'"- 


sr_«  *=o 


(*  +  •>) 


sowie  analoge  Ausdrücke  fär  die  übrigen  Bestandteile. 

Endlich  sei  noch  erwähnt,  dafs  Poisson  hier  den  Scblufs  von 
dem  Integral  §  49  (36)  der  partiellen  Differentialgleichung  (33)  auf 
das  Integral  (63)  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  der  Gjlinder- 
fanctionen  noch  einmal  bespricht****). 


2461)  nr.  64,  p.  452.         2462)  nr.  66,  67,  p.  456—464. 
2463)  nr.  68,  p.  464.         2464)  nr.  71,  p.  475. 
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§  52.     Die  Discussion  über  die  Bealitftt  der  Wnrzeln  der 

transcendenten  Hilfsgleichnngen. 

Bei  der  Integration  partieller  Differentialgleichiingen  unter 
vorgegebenen  Grenzbedingnngen  durch  die  Methode  der  Reihen- 
entwicklungen treten,  wie  wir  bereits  mehrÜEich  gesehen  haben, 
transcendente  Hilfsgleichungen  auf,  deren  Wurzeln  die  einzelnen 
Glieder  der  Reihenentwicklungen  bestunmen.  Für  einige  (nicht  ffir 
alle)  der  besprochenen  Entwicklungsmethoden  ist  es  wesentlich  zu 
wissen,  dafs  diese  Oleichungen  nur  reelle  Wurzeln  haben.  Fourier 
hatte  zunächst  von  seiner  Gleichung  §  39  (5)  behauptet,  dalB  sie 
nur  reelle  Wurzeln  habe,  und  diese  Behauptung  folgendermafsen  zu 
begründen  versucht ^^):  er  bezeichnet  mit  (pmi^^)  das  Product  der 
ersten  m  Factoren  des  unendlichen  Products: 

und  giebt  an,  die  Gleichung: 

i^.CO  -  e9;(0  -  0  (2) 

habe  für  jeden  Wert  von  m  nur  reelle  Wurzeln;  daraus  schliefst  er 
dann  ohne  weiteres,  dal^  dieser  Satz  auch  für  m  =»  oo  bestehen 
bleibe.  Übrigens  betont  er,  dafs  der  Satz  für  seine  weiteren  Schlüsse 
nicht  erforderlich  sei,  und  bemerkt,  dafs  man  ihn  auch  ebenso  wie 
für  die  sogleich  zu  besprechende  Gleichung  beweisen  könne. 

Von  der  Gleichung  §  40  (8)  erklärt  er  nämlich,  von  ihr  sei  es 
erforderlich,  zu  beweisen,  dafs  sie  nur  reelle  Wurzeln  habe **••). 
Zu  diesem  Zwecke  bringt  er  zunächst  die  Gleichung  §  40  (4)  durch 
Einführung  der  dort  angegebenen  Gröfse  6  als  unabhängige  Variable 
auf  die  Form: 

-  +  II  +  OIS-''  » 

und  leitet  aus  ihr  durch  successive  DifferentiationeD  die  folgenden  her: 


2466)  Par.  m^m.  4  "*•'),  p.  427 ;  Theorie  de  la  chaleur  nr.  306,  p.  829. 
A.  Gauch 7,  exerc.  de  math.  1,  1826,  p.  298,  giebt  an,  wie  der  Beweis 
sich  mit  Hilfe  der  DarsteUung  von  tg  (a;  -f~  ^V)  durch  Functionen  reeller 
Argumente  führen  lasse;  auch  führt  er  entsprechende  (Jntersuchungen  f&r 
allgemeinere  Gleichungen  durch.  Ein  Hinweis  auf  diese  Schlufsweise  auch 
bei  Fourier,  Par.  Mäm.  1827,  p.  607  (oeuvr.  2,  p.  181). 

2466)  Par.  M^m   4,  nr.  61,  p.  481;  throne  nr.  307,  p.  884. 
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Aus  ihnen  folgt •**^)  (far  positive  ff),  dafs  in  jeder  Nullstelle  einer 
der  Ableitungen  die  vorhergehende  und  die  nachfolgende  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben.  Indem  nun  Fourier  einen  für  algebraische 
Gleichungen  geltenden  Satz  (von  de  Gua)  ohne  weiteres  auch  fOr 
transcendente  Gleichungen  in  Anspruch  nimmt,  schliefst  er  hieraus, 
dafs  alle  Wurzeln  der  Gleichung  /*(d)  =»  0  und  ebenso  alle  Wurzeln 
der  Gleichung  f(e)^0  reell  sein  müfsten.  Da  femer  «/"'(e) :  f{ff) 
zwischen  je  zwei  Nullstellen  von  f(ff)  alle  Werte  von  —  oo  bis 
+  oo  durchläuft,  so  würde  dann  folgen,  dafs  auch  die  zu  unter- 
ziehende Gleichung  unendlich  viele  reelle  Wurzeln  hat.  Daraus 
würde  freilich,  selbst  alles  vorhergehende  zugegeben,  noch  immer 
nicht  folgen,  dafs  sie  nicht  aufserdem  noch  imaginäre  Wurzeln 
haben  könnte.  Fourier  scheint  sich  irgrendwie  vorgestellt  zu 
haben,  dafs  sie  „nicht  mehr^'  Wurzeln  haben  könne  als  f{d)  »  0; 
eine  Vorstellung,  die  allerdings  jedes  Versuchs  einer  genaueren 
Formulirung  spottet**^). 

Poisson  dagegen  betrachtet  es  als  einen  Vorzug  seiner  ersten 
Methode  zur  Behandlung  der  Wärmeleitungsprobleme  (§  49),  daüs 
man  bei  ihr  nicht  nötig  hat  zu  untersuchen,  ob  die  transcendente 
Hilfsgleichung  aufser  den  reellen  auch  imaginäre  Wurzeln  hat  oder 
nicht '^^^).  Denn  bei  dieser  Methode  entsteht  die  unendliche  Reihe 
(§  49,  20  bezw.  48)  erst  secundär  durch  das  Auseinanderbrechen 
eines  Integrals  (11  bezw.  44);  da  dieses  über  reelle  Werte  zu  er- 
strecken war,  so  folgt,  dafs  auch  die  Summation  nur  über  die 
reellen  Wurzeln   zu   erstrecken    ist.     Wenn   man  dagegen  von  der 


2467)  Par.  M^m.  4,  p.  433;  throne  nr.  308,  p.  337. 

2468)  An  zwei  Stellen  des  erst  bei  der  Heransgabe  zugefügten  SchlaTs- 
abschnitteB  der  th^orie  (§  47)  kommt  Fourier  auf  die  Frage  zurück: 
nr.  424,  p.  614  bemerkt  er,  sein  erster  Beweis  der  Realität  der  Wurzeln 
der  Gleichung  §  39  (6)  sei  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen 
abgeleitet  gewesen  imd  habe  nicht  vorausgesetzt,  dafs  man  die  Form  der 
möglichen  imaginären  Wurzeln  kenne;  er  habe  ihn  in  diesem  Werke  nicht 
reproducirt,  weil  er  ihn  dm'ch  andere  Constmctionen  ersetzt  habe,  die 
den  Satz  ,,pluB  sensible"  machten;  nr.  428,  p.  629  erklärt  er  noch  einmal, 
man  habe  ihm  eingewendet,  man  müsse  auch  die  imaginären  Wurzeln  der 
Hilfsgleichungen  berücksichtigen,  die  fflr  einen  Teil  des  Phänomens  auf 
einen  periodischen  Charakter  deuten  würden;  dieser  Einwand  sei  nicht 
begründet,  da  die  betr.  Gleichungen  in  der  That  nur  reelle  Wurzeln 
hätten  und  [?]  da  kein  Teil  des  Phänomens  periodisch  sein  könne. 

2469)  J.  äc.  poljt.  cah.  19,  1823,  nr.  20,  p.  36;  nr.  26,  p.  298. 
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Aufsuchung  particulftrer  Integrale  der  Form  „e^^mal  einer  Function 
des  Ortes*^  ausgehe  und  aus  diesen  das  allgemeine  Integral  in  Beihen- 
form  zusammensetzen  wolle,  so  müsse  man  notwendig,  um  eben 
sicher  zu  sein,  dafs  man  wirklich  das  allgemeine  Integral  erhalte, 
alle  Wurzeln  der  transcendenten  Hilfsgleichung  berdcksichtigen;  man 
müsse  also  dann  beweisen,  dafs  sie  alle  reell  seien '*^^).  Fourier's 
SchluTs  sei  nicht  stichhaltig:  der  Beweis  des  von  ihm  herangezogenen 
algebraischen  Satzes  beruhe  ganz  wesentlich  darauf,  dafs  man  von 
einer  rationalen  ganzen  Function  ausgehend  durch  die  successiyen 
Differentiationen  schliefslich  zu  einer  linearen  Function  komme,  die 
keine  imaginären  Nullstellen  hat;  von  dieser  könne  man  dann  rück- 
wärts auf  die  vorgelegte  Function  schliefsen.  Dieser  Beweis  lasse 
sich  auf  transcendente  Functionen  nicht  übertragen.  In  der  That 
erfülle  z.  B.  die  Function  iF-\-hef*  Fourier's  Voraussetzungen,  habe 
aber  doch  für  5  <  0  nur  eine,  füür  2»  >  0  überhaupt  keine  reelle 
NullsteUe. 

Später  giebt  Poisson  selbst  einen  Beweis  des  Satzes  von  der 
Bealität  der  Wurzeln  der  Hilfsgleichungen,  unter  sehr  allgemeinen 
Yoraussetzungen  ^^^).  Er  leitet  zunächst  die  Integraltheoreme  für 
die  Lösungen  der  allgemeinen  DifferentialgleichuBg: 

0  +  Xy-py,  (5) 

in  der  X  eine  gegebene  Function  von  x^  ^  einen  Parameter  be- 
zeichnet, durch  eine  Verallgemeinerung  des  in  einem  speciellen 
Falle  ^^^)  bereits  yon  ihm  [übrigens  weit  firüher  schon  von 
Laplace^^^)]  benutzten  Verfahrens  her:  Ist  g^  ein  specieller  Wert 
yon  p,  y^  der  zugehörige  Wert  yon  ^,  e  =  £y^^  ein  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung: 

w  =  0  +  ^'.  («) 

so  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  y^äx  und  zweimalige 
partielle  Integration: 

b 

-^ijgyydx  =  2;(y>,,  -  y^Vit^  VaVia  +  VaV'i^  ^' 


2470)  nr.  68,  p.  381.         2471)  Bull.  soc.  philom.  1826,  p.  145. 
JahrMberlcht  d.  Deuttohen  Matbem.-Vereinigong.    X.  32 
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Andererseits  ist  aach: 

b  b  b 

(8)  i^  j zy^dx  ^  j g ^ dx  +  j Xzffj^dx', 

a  a  a 

also  folgt: 

b  b 

(^)      ij^f^l^^-^(^tyib-Pb!fib-PaPla+yaPlJ^'+9lJ^^ 

Werden  nun  die  Anfangs-  und  Endwerte  den  Bedingungen  unter- 
worfen: 

(10)  ya+«y;-0,       ^6+^^6=0, 

in  denen  or,  ß  gegebene  Constante  bedeuten,  so  fiülen  die  Summen 
weg  und  man  erhält  durch  Integration  in  Bezug  auf  t: 

b 

(11)  /  jeryi  d«  =  Const  cft  S 

a 

und  da  diese  Belation  in  Bezug  auf  t  identisch  sein  mufs: 

b 

(12)  I  y^i  dx  =  0,     sobald  q=^  q^- 

a 

Man  sieht,  dafs  bei  diesem  Verfahren  Poisson's  die  Intejgraltheoreme 
sich  daraus  ergeben,  dafs  eine  Function  sich  nur  auf  eine  Art  in 
eine  Beihe  nach  Potenzen  (von  d)  entwickeln  läfst. 

Aus  diesen  Integraltheoremen  gewinnt  Poisson  nun  folgender- 
mafsen  den  Satz  von  der  Realität  der  Wurzeln  der  Hil&gleichung: 
Angenommen,  sie  hätte  eine  imaginäre  Wurzel,  so  müTste  sie  auch 
die  dazu  conjugirt  imaginäre  haben.  Nähme  man  diese  beiden  für 
q  und  ^j,  so  'würden  auch  y  und  y^  conjugirt  imaginär  werden; 
dann  würde  aber  yy^  positiv  reell,  was  mit  der  Gleichung  (12) 
nicht  verträglich  ist. 

Auf  diesen  Beweis  verweist  Poisson  bei  seinen  später  zu  be- 
sprechenden Untersuchungen  über  Schwingungen  einer  elastischen 
Kugel**'*).  Er  bemerkt  bei  dieser  Gelegenheit**'*):  Auf  Gleichungen 
wie  Fourier's  f{&)  »  0  könne  man  dessen  SchluTsweise  in  der  That 
anwenden,  da  man  bei  diesen  durch  successives  Differentüren  schlieis- 
lich  auf  eine  Gleichung  komme,  die  sich  von  einer  Gleichung  ersten 
Grades    beliebig    wenig  unterscheide;    dagegen  nicht  auf  sina;  =  0, 

2472)  Par.  M^m.  8,  1829  (vom  Apr.  1828),  nr.  21,  p.  416. 
2478)  p.  867.    Vgl.  aber  »"»)• 
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C08  o; «  0  und  auch  nicht  auf  die  Oleichungen,  die  bei  den  Wärme- 
leitungsproblemen auftreten. 

Fourier  hat  sich  mit  der  Frage  noch  in  einer  besonderen 
Abhandlung  beschäftigt,  von  der  nur  ein  Auszug  veröffentlicht  ist'*'*). 
Er  beruft  sich  auf  einen  von  ihm  aufgestellten  Satz,  demzufolge 
jedem  Paare  conjugirt  imaginärer  Wurzeln  einzeln  ein  bestimmter 
reeller  Wert  entsprechen  soll,  für  den  zwei  Zeichenwechsel  in  der 
Folge  der  Ableitungen  verschwinden.  Da  noch  nicht  einmal  im 
Gebiete  der  rationalen  Functionen  klargestellt  ist,  ob  und  wie  es 
möglich  ist,  diesen  Satz  so  zu  fassen,  dafs  er  richtig  ist'*''^),  so 
kann  man  noch  weniger  etwas  bestünmtes  darüber  sagen,  ob  und 
wie  er  sich  auf  transcendente  Functionen  ausdehnen  läfst;  Fourier 
selbst  sagt  nur:  „la  convergence  des  s^ries  qui  expriment  les  fonctions 
transcendantes  suppige  a  la  propri4te  qu'ont  les  fonctions  alg^briques 
d'etre  reduites  a  une  constante  par  des  diffiirentiations  successives^^**'^). 
Schliefslich  fragt  er  nach  einem  physikalischen  Orund,  durch  den  das 
Auftreten  imaginärer  Wurzeln  ausgeschlossen  würde,  und  findet  ihn 
darin:  solche  Wurzeln  würden  zu  Lösungen  der  Wärmeleitungs- 
probleme führen,  die  trigonometrische  Functionen  der  Zeit  enthalten, 
also  ein  unbegrenzt  andauerndes  Hin-  und  Herschwingen  der  Wärme 
bedeuten  würden,  was  physikalisch  undenkbar  sei'*''). 

Direct  mit  Poisson's  Einwänden  setzt  sich  Fourier  erst  bei 
einer  späteren  Gelegenheit  auseinander '*'®).  Er  bemerkt  zunächst, 
wegen  des  eben  erwähnten  physikalischen  Grundes  sei  es  eigentlich 
unnötig,  die  Realität  der  Wurzeln  zu  beweisen;  doch  habe  die  Frage 
auch  ein  analytisches  Interesse.  „Man^^  habe  mehrere  Jahre  hindurch 
behauptet,    die  Gleichungen,    um   die  es  sich  handle,    hätten  auch 


2474)  Par.  Mdm.  7,  1827,  p.  606  (oeuvr.  2,  p.  127);  kürzer  Bull.  sog. 
philom.  1826,  p.  177  (vom  Jan.  1826). 

2476)  Vgl.  C.  Runge,  Encyclop.  d.  math.  Wias.  1,  p.  412.  Fourier*B 
analyse  des  äquations  dätermin^es  (Paris  18S1;  dtsch.  von  A.  Loewy, 
Lpz.  1902)  sollte  näheres  bringen;  doch  starb  Fourier  vor  der  Aasarbeitong 
des  betr.  Abschnitts.  Die  Inhaltsübersicht  nr.  XVI,  p.  67  (vgl.  Loewy^s  Noten) 
und  die  Erläuterungen  von  M.  A.  Stern,  J.  f.  Math.  22,  1841,  nr.  30,  p.  49 
(von  1887)  geben  nicht  mehr  als  die  im  Text  besprochenen  Abhandlungen. 

2476)  üeuvr.  2,  p.  130/181. 

2477)  p.  182.  Bei  Problemen  der  Elasticilätstheorie  kann  die  Realität 
der  Wurzeln  umgekehrt  daraus  gefolgert  werden,  dafs  alle  Lösungen  sich 
aus  periodischen  zusammensetzen  lassen  müssen;  so  schon  Lagrange  ^"'^, 
dann  auch  Poisson,  J.  ^c.  polyt.  cah.  18,  1820,  nr.  23,  p.  469  für  das 
Problem  der  zusammengestückelten  Saite,  nr.  81,  p.  481  für  das  der 
Schwingungen  eines  an  einem  dehnbaren  Faden  aufgehängten  Körpers. 

2478)  Par.  Mdm.  8,  1829,  p.  614  (oeuvr.  2,  p.  175). 

82* 
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imagin&re  Wurzeln;  endlich  habe  ^man^^  erkannt,  dais  sein  Satz 
richtig  sei  und  beschränke  sich  jetzt  darauf,  neue  Beweise  f&r  ihn 
zu  geben,  was  leicht  sei.  In  Poisson's  Gegenbeispiel  seien  die  un- 
endlich vielen  ins  Unendliche  gerückten  Wurzeln  von  c'=lim(l+a/«)" 
nicht  berdcksichtigt. 

Darauf  antwortet  Poisson*^^^):  seines  Wissens  habe  weder  er 
«elbst,  noch  sonst  jemand  jemals  behauptet  oder  gar  zu  beweisen 
versucht,  da£s  die  betr.  Oleichung^i  imaginäre  Wurzeln  hfitten;  nur 
den  Beweis  Fourier's  habe  er  nicht  für  richtig  anerkannt.  Er  setzt 
dann  noch  einmal  ausführlicher  die  Yerh&lüiisse  seines  früher^^^) 
gegebenen  Beispiels  auseinander'^^).  Sein  Zugeständnis'^^')  zieht 
«r  wieder  zurück:  die  n^  Ableitung  der  Cjlinderfimction  f{ff)  könne 
man,  wie  grols  auch  n  angenommen  werde,  nicht  auf  ihre  ersten 
Glieder  reduciren,  da  die  aus  diesen  sich  ergebenden  Werte  von  9 
von  derselben  Gröfsenordnung  mit  n  seien '^^). 

Fourier's  ausführliche  Entgegnung  ist,  obwohl  nur  acht  Tage 
später  gelesen,  erst  im  folg^iden  Bande  veröffentlicht'^').  Er 
wiederholt  zunächst,  Poisson  übersehe  bei  seinem  Beispiele  den 
Factor  c*,  der,  als  Grenzwert  von  (1  +  «/«)*,  unendlich  viele  reelle 
Nullstellen  habe,  die  aber  alle  ins  Unendliche  gerückt  seien.  Für 
diese  Nullstellen  sei  aber  das  Kriterium  nicht  erfüllt  und  de  Gua's 
Satz  also  nicht  anwendbar.  Weiterhin  spricht  er  davon,  dals  man 
die  Sätze  über  rationale  ganze  Functionen  nur  auf  diejenigen  traas- 
eendenten  Functionen  übertragen  könne,  die  sich  wie  jene  als 
Producte  von  Linearfactoren  darstellen  lassen,  und  dafs  das  z.  B. 
für  tga;  nicht  gelte,  da  das  Product  der  Linearfactoren  hier  nicht 
tgflj,  sondern  sin  a;  ergebe'*®').  Endlich  wendet  er  sich  wieder 
speciell  zu  der  Cylinderfonction  f(ß);  er  setzt '*'*): 

(13)  /•(ö)-limF(|,n), 

« £S  OD  ^  '*  ' 

indem  er  mit  F(0,n)  die  rationale  ganze  Function: 

(14)  F(e,n).l-n0  +  (;)'^^-(;)^,  +  ...±^ 

2479)  Par.  M^m.  9,  1830  (vom  März  1829),  p.  88;  Auszug  Bull. 
F^russac  11,  1829,  p.  166. 

2480)  p.  92.         2481)  p.  96. 

2482)  Par.  Mäm.  10,  1881  (vom  März  1829),  p.  119  (oeuvr.  2,  p.  183). 

2488)  p.  194. 

2484)  p.  200.  Der  Grenzübergang  von  (14)  zu  (13)  läfst  sich  mit  den- 
selben Mitteln  streng  durchführen,  wie  der  von  der  Binomial-  zur  £x- 
ponentialreihe. 
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beieicfanet.    Diese  Function  genügt  der  linearen  Differentialgleichungr 

«'iä+(i-*)5l+"y-o,  (15) 

aus  der  allgemein  folgt**®*): 

sie  genügt  also  den  Bedingungen  des  Satzes  yon  de  Oua  und  hat 
folglich  nur  reelle  Wurzeln.  Daraus  schliefst  Fourier,  dafs  auch  die 
Grenzfiinction  nur  reelle  Wurzeln  haben  könne '^.  Er  stellt  diesen 
Seblufs  noch  ausführlich  dar,  indem  er  von  der  Factorenzerlegung 
ausgeht;  doch  fehlt  der  Beweis  der  Gonvergenz  des  in  der  Ghrenze 
auftretenden  unendlichen  Products**®').  —  Aufserdem  wiederholt  er 
noch**®®)  seine  frühere  physikalische  Überlegung **''). 

Anhangsweise  erwähnt  er  einen  Einwand,  der  ihm  gemacht 
worden  war:  da  tg  x  ■-  sin  a;  sec  a;  sei,  habe  die  Gleichung  igx^^  0 
nicht  nur  die  reellen  Wurzeln  yon  sin  a;  =»  0,  sondern  auch  die 
imagin&ren  von  sec  o? «» 0.  Schon  in  einem  1809  Laplace  über- 
gebenen  Nachtrag  zu  seiner  Abhandlung  von  1807*^^)  habe  er  er- 
widert, dafs  für  diese  letzteren  tg  z  nicht  0,  sondern  0/0  werde, 
und  dafs  der  richtige  Wert  t  sei**®^). 

§  53.     Fourier's  spätere  Arbeiten  über  Wärmeleitung. 

Yon  Fourier's  später  Teröfifentlichten  Arbeiten  über  Wärme- 
leitung ist  zunächst  der  zweite  Teil  der  Preisschrift  von  1811*^^^) 
zu  erwähnen**^).  Er  handelt  zuerst  von  der  Wärmebewegung  in 
einer  Kugel,  deren  Oberfläche  periodischen  Temperaturänderungen 
ausgesetzt  ist  Indem  Fourier  voraussetzt,  die  Temperatur  der  Ober- 
fläche sei  als  Function  der  Zeit  in  eine  harmonische  trigonometrische 
Beihe  entwickelt: 

OD  OP 

vQ)  =^ ^ an  cosnt  +  ^ hn  ^^nt,  (l) 

nsO  n=l 


2486)  p.  202.    Bei  Fourier  steht  iirtflmlich  n  statt  n  ^  k  +  i. 

2486)  p.  204. 

2487)  p.  206.  Vielleicht  könnte  man  den  Schlufs  durch  Benutzung 
der  WeierstrafB^Bchen  Primfactoren  rechtfertigen;  man  müfste  aber  dabei 
berücksichtigen,  dafs  ,,die  Grenzwerte  der  Nullstellen  von  f„  füx  n  «»  oo** 
und  „die  KuUstellen  von  lim  f^**  zu  unterscheiden  sind. 


« 


2488)  p.  207.    2489)  p.  194  und  209. 

2490)  Par.  M^m.  6,  1821/22  (26),  p.  163  (oeuvr.  2,  p.  1). 
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erhält  er  fOr  die  Temperatur  im  Abstände  u  von  der  Oberfläche, 
bei  unendlich  groCsem  Radius,  den  Ansdrack'*"): 

(2)  -" 

Von  diesem  Besultat  macht  er  dann  geophysikalische  Anwendungen. 
An  einer  späteren  Stelle**^')  zeigt  er,  dals  durch  die  Gleichung: 

n 

(3)  V  — cosÄ  jev^^'-dr, 


in  der  x  den  Abstand  eines  Punktes  der  Kugel  vom  Äquator,  y 
seinen  Abstand  yon  der  Polaraxe  bedeutet,  ein  möglicher  stationärer 
Temperaturzustand  der  Kugel  dargestellt  wird. 

Ein  Auszug  aus  einer  nicht  veröffentlichten  Abhandlung  Fourier's 
über  die  säculäre  Abkühlung  der  Erde  enthält  die  Formel: 


OD 


2  Tc"'^'  r 

(4)  t;—  I    ,       ,  (h  sin pu+  cos pu)  f  [hF(a)'—F'(a)]smpadadp 

als  Lösung  der  Aufgabe,  die  Function  v  so  zu  bestinunen,  dafs  sie 
der  Differentialgleichung  dv/dt  =■  d'^v/du^^  der  Grenzbedingung 
dv/du  ^=  hv  für  u  =  0  und  der  Anfangsbedingung  v  =■  F(u)  für 
/  =  0  genügt"»»). 

Endlich  ist  noch  eine  Abhandlung  Fourier's  zu  erwähnen,  von 
der  nur  ein  erster  Teil  ToUständig  veröffentlicht  ist,  der  Best  nur 
in  knappem  Auszuge"").  Sie  beschäftigt  sich  mit  dem  Problem 
der  Erkaltung  eines  Prismas,  in  dem  die  Anfangstemperatur  eine 
gegebene  Function  if;  {x)  der  einen  Coordinate  x  und  die  Temperaturen 
der  beiden  Endflächen  gegebene  Functionen  f(t)j  <p(t)  der  Zeit  i 
sind.     Fourier  stellt  die  Formel: 


2491}  nr.  81,  p.  10.         2492)  nr.  87,  p.  20. 

2493)  Bull.  SOG.  philomat.  1820,  p.  61  (oeuvr.  2,  p.  276).  Par.  M^m.  7, 
1827  (oeuvr.  2,  p.  117)  giebt  Fourier  an,  die  Formel  sei  nicht  ganz  richtig; 
doch  hat  sie  G.  Darboux  in  einer  Note  zu  p.  275  verificizt. 

2494)  Par.  M^m.  8,  1829,  p.  581  (oeuvr.  2,  p.  145);  ein  Auszug  Bull. 
F^russac  11,  1829,  p.  18. 


(5) 
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OD  l  * 

OP  Ä 

H ^^  «"*■' sin ÄiT  j  flf(r)  smkrdr 

an  die  Spitze  und  weist  nach,  dafs  sie  allen  Bedingungen  genügt, 
unter  Benutzung  der  Gleichtmgen  (5)  und  (8)  von  §  15.  Nach- 
träglich zeigt  er  dann'^^'^),  wie  man  diese  Lösung  durch  Super- 
position  dreier  SpecialfUlle  erhalten  kann,  in  denen  je  zwei  der  drei 
Functionen  identisch  Null  sind.  Auch  setzt  er  noch  auseinander, 
wie  man  von  dem  Fall  constanter  zu  dem  yariabler  Temperaturen 
der  Endflächen  gelangen  kann,  indem  man  die  Temperatur  von 
einem  Zeitmoment  zum  andern  verfolgt  und  dann  den  Grenzübergang 
von  der  Summe  zum  Litegral  ausführt  ^^).  AuTserdem  kündigt  er 
noch  einen  Abschnitt  an,  in  dem  zwei  specielle  Fälle  ausführlich 
untersucht  werden  sollten ^^^:  nämlich  einmal  der  Fall,  dais  die 
gegebenen  Temperaturen  der  Endflächen  periodische  Functionen  der 
Zeit  sind,  und  dann  noch  ein  anderer,  „in  dem  diese  Functionen 
durch  successiye  Differentiationen  sich  ändern  und  mehr  und  mehr 
dem  Gonstantwerden  zustreben^^*^^^).  Auch  einen  historischen  Ab- 
schnitt stellt  er  in  Aussicht  ^^*).  Endlich  konmit  er  noch  auf  die 
Möglichkeit  zu  sprechen,  daüs  an  Stelle  der  physikalischen  Con- 
stanten, die  in  den  Differentialgleichungen  und  den  Grenzbedingungen 
auftreten,  Functionen  der  Zeit,  des  Ortes  oder  der  Temperatur 
treten  *^^);  er  behauptet,  alle  diese  Fälle  könne  man  durch  die 
Methode  der  successiven  Approximationen  auf  Anwendungen  der 
Gleichung  (5)  zurückführen. 


§  54.    Poisson's  Lehrbücher. 

Poisson   hat    die   Entwicklung   seiner  Auffassung   der  trigono- 
metrischen Reihen  auch  in  seine  Lehrbücher  aufgenommen.     Li  der 


2496)  nr.  4,  p.  166.  2496)  nr.  6—10,  p.  161—170.  2497)  p.  172 


2496)  nr.  4,  p.  166.  2496)  nr.  6—10,  p.  161—170.  2497)  p. 

2498)  Meint  er  damit  ,, ganze  transcendente  Functionen?**    Man 
gleiche  übrigens  •**•)  und  ■*•*). 

2499)  p.  173.         2600)  p.  180. 


ver- 
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zweiten  Auflage  seines  Traite  de  m^caniqae'^^)  kommt  er  im 
ersten  Bande  gdegentlicb  atif  die  Frage  der  Entwicklung  willkür- 
licher Functionen  in  trigonometrische  Eeihen  zn  sprechen,  um 
nämlich  die  Differentialgleichung  des  Gleichgewichts  einer  elastischen 
Lamelle  unter  dem  EinflüJGs  beliebig  y erteilter  Zugkiilfte: 

(1)  1^  =  ^(-) 

zu  integriren,  denkt  er  sich  <p(x)  in  die  Reihe  entwickelt: 


sinna; 


(2)  y(a?)  =  —  y  (    I  Biiinx'<p(x')dx' \si 

und  integrirt  dann  gliedweise*"').  Er  bespricht  speciell  den  Fall, 
dafs    (p(x)   nur   in    unmittelbarer  N&he    von    x  «*  «/2   von  0   ver- 

schieden   und   daüa   dabei    f  (p(x^dx' ^  n  ist;  indem  er  bei  Ana- 

0 

fOhrung  der  in  (2)  verlangten  Integration  smnx' ^^  ajinn/2  vor 
die  Klammer  zieht,  was  allerdings  eine  nicht  convergente  Entwicklung 
giebt,  erhält  er  fttr  das  y  dieses  Falles'"^): 

OB  jL 

(3)  y  =  n^ 7^^^^,sm(2k+l)x  +  x{7t-^x)[Cx  +  C^{^^^ 

Nachtraglich  beweist  er  die  Richtigkeit  der  Entwicklung  (2)  wie  m 
seinen  früherea  Arbeiten'**®),  ****)  mit  Hilfe  seines  Integrals *"*). 
Dabei  schlieüst  er  aus  der  durch  partielle  Integration  sich  ergebenden 
Gleichung: 


n 


I  f{x')  cos  {nx'  —  nx)  dx 

1  f  r. 

«= —  { f{^) sin (fiTt^nx)  +  f(p) sinnrc—  1  f\x) eoB(nx'—nx)dx  L 

dafs  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  mit  wachsendem  n  gegen  Null 
convergirt  und  fügt  bei:  ,,cette  remarque  est  necessaire  et  suffit 
pour  Temploi  qu'on  fera  de  la  formule"'^^).    Er  reiht  verschiedene 


2501)  Paris  1883.   Die  erste  Auflage  von  1811  (deutsch  von  £.  Schmidt, 
Stuttg.  1826)  enthält  diese  Dioge  noch  nicht. 

2602)  nr.  823,  p.  638.    2603)  nr.  324,  p.  689. 
2604)  nr.  826,  p.  648.    2606)  p.  647. 
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andere  Fonneln  an,  ohne  wesentlich  neues  zu  bringen'^;  den 
Schlufs  des  Excurses  bildet  der  Grenzübergang  znm  trigonometrischen 
Integral«^'). 

Der  zweite  Band  enthält  an  hierher  gehörigem  zunächst  eine 
ausführliche  Discussion  der  Schwingungen  yojjl  Saiten  und  der 
Longitudinalschwingungen  elastischer  Stäbe '^.  Weiterhin  folgt 
eine  „digression  sur  les  integrales  des  equaüons  auz  diffi^encea 
partielles^,  die  zunächst  mit  der  Integration  durch  unendliche  Reihen 
beginnt  und  Poisson's  schon  mehrfach  erwähnte  Auffassung  yon  der 
Allgemeinheit  der  auf  diesem  Wege  erhaltenen  Lösungen ''^)f  ^'^) 
recapitulirt'^^).  Zwar  könne  die  so  erhaltene  Lösung  divergiren; 
aber  dann  müsse  man  eben  nach  Potenzen  einer  anderen  Orölser 
entwickeln.     Als  Beispiel  behandelt  er  die  Oleichong^^^): 

du       d*u  ^  V 

dt  ^  dx^'  W 

er  entwickelt  ihr  Integral  zuerst  nach  Potenzen  von  t: 

dann  nach  Potenzen  von  x  (vgl.  §  47,  24); 

"      ^(211)1     de     ■*'^(2n+l)!     dt-  ^*f 

n=0  nsO 

rmd  zeigt  die  Übereinstimmung  beider  Entwicklungen,  indem  er  sie 
beide  mit  der  Entwicklung  nach  Potenzen  von  e*  (oder,  was  hier 
dasselbe  ist,  nach  Potenzen  von  (f)i 

w=-^^e«*'  +  «*  (8) 

vergleicht,  in  der  alle  Coefficienten  A  und  alle  Exponenten  a  will- 
kürlich bleiben.  Auch  leitet  er  aus  der  Beihenform  (6)  wie  Laplace 
die  Integralform  §  37  (8)  her,  bemerkt  aber  ausdrücklich,  dafs  diese 
voraussetzt,  f{pc)  wachse  mit  x  nicht  so  schnell  wie  e**  ins  Un- 
endliche ^^^).  Er  giebt  dann  noch  die  entsprechenden  Ansätze  für 
Differentialgleichungen  mit  mehr  als  zwei  Variabein  ^^'),  erwähnt, 
daJjs  man  unter  Umständen  statt  der  Exponentialfanctionen  trigono- 


2606)  nr.  826,  p.  648.    2607)  nr.  828,  p.  662. 

2608)  Livre  IV,  chap.  Vm,  §  I,  p.  292;  §  n,  p.  316. 

2609)  §  IV,  p.  347.    2610)  nr.  609,  p.  360. 
2611)  nr.  611,  p.  367.    2612)  nr.  613,  p.  360. 
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metrische  erhAlt*^^,  spricht  kurz  von  den  Grenzbedingongen'^^^) 
und  äolsert  sich  endlich  über  die  Frage  der  Entwickelbarkeit  will- 
kürlicher Functionen  in  Reihen  der  erforderlichen  Art  folgender- 
mafsen^^^):  man  könne  diese  Entwickelbarkeit  zwar  in  den  meisten 
Fällen  nicht  direct, nachweisen;  aber  dennoch  könne  in  dieser  Hin- 
sieht  kein  Zweifel  bestehen.  Denn  da  durch  die  Beihe  das  all- 
gemeine Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  dargestellt  sei, 
müsse  sie  auch  fOr  ^  =  0  die  willkürlich  w&hlbaren  AnfEmgswerte 
wiedergeben. 

Als  Anwendung  behandelt  er*^^^  die  Transyersalschwingongen 
eines  elastischen  Stabes  in  derselben  Weise  wie  in  seiner  früheren 
noch  zu  besprechenden  Abhandlung  ^^^). 

Endlich  yeröffentlichte  Poisson  eine  ^th^orie  mathematique 
de  la  chaleur^^^^^)  als  Bestandteil  eines  geplanten^^^  um&ssenden 
„traite  de  phjsique  mathematique",  dem  auch  die  yorher  schon  er- 
schienene Capillaritätstheorie  einverleibt  werden  sollte,  von  dem  aber 
weiter  nichts  erschienen  ist,  da  Poisson  einerseits  sein  Interesse 
astronomischen  Untersuchungen  zuwandte,  andererseits,  wie  sp&ter 
noch  zu  besprechen  sein  wird,  gegenüber  der  ündulationstheorie  des 
Lichtes  erst  kurz  vor  seinem  Tode  zu  einer  klaren  Stellungnahme  ge- 
langte. Nach  sehr  ausführlichen  Auseinandersetzungen  über  die  Auf- 
stellung der  Differentialgleichungen  und  der  Orenzbedingungen  folgt 
eine  „digression"**^^),  die  mit  der  der  Mecanique*^*)  zwar  nicht  wört- 
lich, aber  inhaltlich  übereinstimmt.  ÄuTserlich  erreicht  er  dabei  den 
Schein  gröfserer  Allgemeinheit  auf  Kosten  der  Durchsichtigkeit,  in- 
dem er  statt  wie  dort  die  Maclaurin'sche  stets  die  Tajlor'sche  Reihe 
benutzt.  Zu  erwähnen  ist  etwa,  dafs  er  diesmal  neben  der  Form 
§37  (8)  des  Integrals  auch  §  47  (3)  anfahrt  und  dals  er  auch  zu 
der  Reihenform  (7)  die  entsprechende  Integralform  *^**)  angiebt,  deren 
einer  Bestandteil  ist: 

(9)  u-.yj^(,  +  ^^.^_^)___, 


—  CO 


dabei  bedeutet  c  eine  positive   reelle   Constante,    /  den  reciproken 
Wert  des  Integrals: 


2613)  nr.  514,  p.  362.       2514)  nr.  515,  p.  364.       2515)  nr.  516,  p.  366. 

2516)  §  y,  p.  368.  Auch  der  weiterhin  folgende  hydrodynamische 
Abschnitt  (Livre  VI,  p.  668)  enthält,  soweit  er  uns  hier  angeht,  nichts 
Neues. 

2517)  Paris  1885,         2518)  p.  6.         2519)  Chap.  VI,  p.  129. 
2520)  nr.  75,  p.  143. 
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/ 


*    «"'da. 


(10) 


—  00 


Die  Ableitung  dieser  Integralform  geschieht  mit  EQlfe  der  Gleichung: 


OD 


(c  +  «»r  +  l        1-3.6...  (2n-l)' 


(11) 


Femer  behandelt  er  diesmal  ausfELhrlicher  den  Fall  einer  gröliseren 
Yariabelnzahl'^'^);  dann  giebt  er  die  Integration  der  Differential- 
gleichung: 

durch  die  Eeihe»**): 


;)  da;*  (13) 

n  =  0 

und  durch  die  Integralformel: 


T 


1^  -a,  —  ^  f  cos  (2  }/—  o;^  sin*  a)  da 
0 

+  ^  f  /cos  (2  y  —  <  (iC  —  «)  sin*  a)  9(1»)  da  dco  (14) 


0    0 


+  -^1    1  COS  (2  y—  Z  (^  —  «)  sin*  a)  1/;  (co)  da  dw. 

Auch  reproducirt  er*^*^)   seine  Untersuchungen  über  die  Gleichung 
§  49  (49)  tmd  giebt  ihr  allgemeines  Integral  in  der  expliciten  Form: 

p  a»  Da;-*  {Xt  sin  a;  — -  Zi  cos  x)  +  D'x"*  (X*  cos  a;  —  Xi  sin  a;);    (16) 

dabei  bedeuten  D,  D'  Integrationsconstante,   X,  X'  ganze  rationale 
Functionen  von  a;,  und  zwar  ist: 

Y   -L*ir'       V^"       Ä;(fe~l)...(Ä;-n+l)      ,    .        ,     . 

M«0 


2621)  nr.  76,  p.  144. 

2622)  nr.  77,  p.  146.  Poisson  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  die 
Form  (13)  unendlidi  viele  willkürliche  Integrationsconstanten  enthalte,  die 
zusammen  einer  zweiten  willktbrlichen  Function  (von  t)  äquivalent  seien. 

2628)  nr.  82,  p.  169. 
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Weiterhin  giebt  Poisson  bemerkenswerte  Sätxe  über  die  Inte- 
gration der  Warmeleitongsgleichang: 

(")        'lj-Ä('li)+Ä('ii)  +  n('U) 

fBr  einen  beliebigen  Körper,  an  dessen  Oberfläche  die  Bedingung: 

(18)  tg|cO8«  +  |^CO8^  +  |^CO8r)+J>U-0 

ta  erftllen  ist^**).  Er  zeigt  znnSchst:  wenn  das  Product  aus  er^^ 
in  eine  Yon  der  Zeit  unabhängige  Function  P  diesen  Bedingungen 
genügen  soU,  so  mn£s  P  der  Differentialgleichung: 

und  der  Grenzbedingnng  (18)  genügen.  Er  schliefst  daraus  durch 
eine  Bechnung,  die  thatsächlich  den  Green'schen  Satz  in  sich  enthält., 
dalÜB  das  über  den  ganzen  Körper  erstreckte  Integral: 

(20)  t;«  1   1  jpcudxdydz 

der  Gleichung: 

(21)  If  +  i*«'  -  0 
genügt,  dalis  also: 

(22)  C  C  fpcudxdydz  =  c"^*'  C  C  CpcFdxdyds 

sein  muTs,  wenn  F{x^yyZ)  die  An&ngsverteilung  der  Temperatur 
darstellt.     Indem  er  hier  u  durch  seine  Beihenentwicklnng: 

(23)  «-Ve-'''*P,(a;,y,/) 


,S5S6> 


ersetzt,  erhält  er****): 

(24)  C  ffp^cdxdydz  -  f  f  fpFcdxdyd» 

und,  wenn  P^e     *     ein  von  dem  zuerst  betrachteten  yerschiedenes 
Glied  der  Reihenentwicklung  ist: 

(26)  f  f  fpPiCdxdydg^O, 

Aus    diesen    Integraltheoremen    erschliefst    er    wie    früher**^)    die 


2624)  nr.  80,  p.  178.        2626)  nr.  90,  p.  178. 
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Bealitftt  der  iL*.  Auch  zeigt  er,  wie  die  Schlüsse  zu  modificii%]i 
sind,  wenn  der  Körper  aus  zwei  Teilen  von  yerachiedenem  Material 
besteht«"«). 

Es  folgt  dann  eine  „digression  sur  la  mani^re  d'exprimer  les 
fonddons  arbitraires  par  les  series  de  quantit^s  periodiques^  ^'^. 
Poisson  behandelt  zunJlchst  harmoniscbe  trigonometrische  Reihen  mit 
nur  Sinus-  oder  nur  Gosinusgliedem  und  beweist  ihre  Conyergenz 
daraus,  daTs  man  durch  zweimalige  partielle  Integration  erhält: 


j  f(x)  sin  nxdx  ^ j-  j  ainnx  f'{x)  dx] 


(26) 


er  betont  aber  ausdrücklich,  dafs  das  Verfahren  der  Goefßcienten- 
bestimmung  durch  gliedweise  Integration  die  Entwickelbarkeit  yoraus- 
setze^^).  Dann  wiederholt  er  seinen  Beweis  dafür,  dafs  das  Integral 
auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (8)  von  §  51  für  limjp  =  1 
gegen  f{x)  convergirt  ***•),  doch  ohne  die  Abschätzung  der  vernach- 
lässigten Grölsen,  wie  er  sie  für  das  entsprechende  Integral  auf  der 
Kugel  gegeben  hatte  ^**^).  Er  zeigt,  wie  man  die  Beihen,  die  nur 
Sinus-  oder  nur  Cosinusglieder  oder  nur  Functionen  der  ungeraden 
Vielfachen  von  x  enthalten,  aus  den  allgemeinen  durch  specielle 
Voraussetzungen  erhalten  kann***^),  spricht  wie'*'^*)  von  der  glied- 
weisen Integration  und  Differentiation  solcher  Beihen  *^^),  giebt 
dann'"^  eine  Darstellung  der  trigonometrischen  Inteipolations- 
formeln  im  Anschlüsse  an  Lagrange  ^^^),  den  Grenzübergang  zum 
Fourier'schen  Integral  (§  42  (6))  mit  dem  (später  zu  besprechenden) 
Peflers'schen  Beweise  der  Bichtigkeit  des  letzteren  ^^),  endlich  die 
Ausdehnung  der  Sätze  auf  Functionen  mehrerer  Variabler «'^'^).  Dann 
recapitulirt  er  seine  Untersuchungen  über  Entwicklung  von  Functionen 
zweier  Variabeler  nach  KugelflächenAinctionen  (§  33)«^^^),  sowie  über 


2626)  nr.  91,  p.  179.         2627)  Chap.  VII,  VIII,  p.  188—232. 

2628)  nr.  92,  p.  186.  Er  beraft  sich  für  das  Verfahren  der  Coefficienten- 
bestimmung  auf  d'Alembert,  ohne  jede  nähere  Angabe;  durch  diese  Notiz 
Poiflflon's  bin  ich  erst  auf  die  in  §  17  ff,  besprochene  astronomische  Litte- 
ratnr  aufinerksam  geworden,  die  in  den  bisherigen  Darstellungen  der 
Geschichte  der  trigonometrischen  Beihen  gänzlich  ignorirt  wird. 

2629)  nr.  98,  p.  187.         2630)  nr.  96,  p.  191. 

2681)  nr.  97,  98,  p.  193—198.         2632)  nr.  101,  p.  200. 

2533)  nr.  102,  108,  p.  206—209.         2634)  nr.  104,  p.  209. 

2636)  nr.  106,  p.  212.  Merkwürdigerweise  constatirt  Poisson  hier,  wie 
auch  schon  Conn.  des  temps  1829  (26),  nr.  16,  p.  350,  einen  Gegensatz 
zwischen   der  Entwicklung  nach  trigonometrischen  und  derjenigen  nach 
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Entwicklting  Yon  Functionen  dreier  Variabler  nach  Eugelfl&cben- 
fiinctionen  der  Polarwinkel  und  den  von  ihm  mit  P  bezeichneten 
Functionen  des  Radius  Vectors  (§  49)**^). 

Die  Anwendungen  auf  die  Wärmeleitungsprobleme  beginnen  mit 
dem  Falle  eines  Stabes  von  veränderlichem  Querschnitt '^^.  Poisson 
setzt  zunächst  die  Differentialgleichung  in  der  aUgemeineren  Form 
an«»): 

/or7\        ^**    I         /  i.\  i.f^*«     I        2^*^     1       2/l2^*«     I  l 

(27)    c ^  + 1> (u  -  0  =  ä:  |g^  +  a«^  +  a^^  +  ...), 

behandelt  aber  dann  doch  nur  den  Fall,  dals  die  Beihe  rechts  sich 
auf  ihre  beiden  ersten  Glieder  reducirt,  dafs  die  AuTsentemperatur  t 
constant  ist,  und  dals  die  Temperatur  des  Stabes  stationär,  also 
du/ dt  =  0  geworden  ist*"*).  Dabei  vernachlässigt  er  noch  höhere 
Potenzen  von  k/p  und  schiebt  die  auftretenden  trigonometrischen 
Functionen  der  Zeit  als  der  Erfahrung  widersprechend  beiseite.  Er 
bespricht  die  Fälle,  daSa  der  Stab  aus  zwei  heterogenen  Stücken 
zusammengesetzt  ist'^  und  daSa  die  Constanten  k  und  p  lineare 
Functionen  der  Temperatur  sind'^^).  Hierauf  kehrt  er  zu  der  An- 
nahme zurück'^'),  dafs  man  es  statt  mit  der  Gleichung  (27)  mit 
der  einfacheren  Gleichung: 

ZU  thun  hat,  unter  den  Grenzbedingungen: 

(29)  Ä|^-a)tt  =  Oftira?  =  Ä,     kp^  +  c^u  ^  0  f^  x  ^h^. 

Dabei  schreibt  er  vor,  man  solle  etwa  vorhandene  mehrfache  Wurzeln 
der  auftretenden  transcendenten  Hilfsgleichung  wie  einfache  be- 
handeln. Im  übrigen  verfährt  er  im  wesentlichen  ebenso  wie  in  der 
bereits  besprochenen  Note^^^);  dafs  die  linke  Seite  der  Differential- 
gleichung hier  noch  ein  Glied  mit  u  selbst  enthält,  macht  keinen 


Kogelfunctionen,  indem  er  behauptet,  letztere  sei  stets  nur  auf  eine  Weise 
möglich,  erstere  dagegen  eventuell  auf  mehrere  (vgl.  '*'^)).  Thatsächlich 
verhalten  sich  beide  Arten  von  Entwicklungen  in  dieser  Hinsicht  ganz 
gleich:  die  Entwicklung  ist  nur  auf  eine  Art  möglich,  sobald  das  Gültigkeits- 
gebiet vorgeschrieben  ist,  aber  für  verschiedene  Gültigkeitsgebiete  kann 
man  verschiedene  Entwicklungen  erhalten.  Dafs  Poisson  das  nicht  be- 
merkte, liegt  nur  daran,  dafs  er  bei  der  Entwicklung  nach  Kugelümctionen 
nicht  an  andere  Gebiete  als  die  ganze  einfach  überdeckte  Kugel  dachte. 

2536)  nr.  114,  p.  888.       2637)  Chap.  IX,  p.  233. 

2538)  nr.  121,  p.  247.       2639)  nr.  122,  p.  248.      2540)  nr.  124,  p.  262. 

2541)  nr.  125,  p.  255.       2642)  nr.  128,  p.  269. 
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Unterschied.  Die  gewonnenen  Formeln  specialisirt  er  dann  zunächst 
fOr  den  schon  in  seiner  ersten  Abhandlung  über  Wärmeleitung  ^'^^) 
behandelten  Fall  des  homogenen  Stabes,  fOr  den  c,  Je,  p  constant 
sind'^^).  Er  zeigt,  dafs  man  ihn  durch  Abtrennung  eines  Ex* 
ponentialfactors  e"^'^^  auf  den  Fall  p  =»  0  reduciren  kann;  für 
diesen  lautet,  wenn  noch  q^  ft&r  ^,  A:o>^,  kcD  für  o)^,  o  geschrieben 
und  Ä  =  —  1,  ^1=  1  gesetzt  wird,  die  Function  X^i 

X^=(coi— a))Ä:cos^l8in^a;— [2^cos^Z+(a)+(öi)sin^?jÄcos^a;    (30) 

und  die  transcendente  Hilfsgleichang: 

(«(öl  —  Q*)  sin 2  9?  +  (w  +  Wi) Q  cos2  qI  ^0,  (31) 

Dann  behandelt  er  ausföhrlich  den  noch  specielleren  Fall  co^  =  oo  '^^) 
und  nimmt  an  ihm  auch  den  Grenzübergang  von  der  Summe  zum 
Integral  vor,  der  zu  einer  im  wesentlichen  mit  §  49  (71)  überein- 
stimmenden Formel  führt  ^^^).  Auch  behandelt  er  den  Fall  oo^»«»  0, 
der  Entwicklungen  nach  den  Cosinus  der  geraden  und  den  Sinus 
der  ungeraden  Vielfachen  von  x/2  erfordert****),  sowie  den  [von 
Fourier"*^)  hauptsächlich  untersuchten]  Fall  des  Ringes  *^^).  Für 
diesen  discutirt  er  eine  Anfangsbedingung,  die-  auf  die  Gleichung 
§  16  (19)  fahrt  *^).  Endlich  behandelt  er  den  Fall  eines  unendlich 
langen  Stabes  mit  Hilfe  der  Gleichungen  §  37  (8)  und  §  47  (3)«"»). 
Das  10.  Kapitel  betrifft  die  Wärmebewegung  in  einer  Kugel  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  die  Temperatur  nur  Function  des  Abstandes 
vom  Mittelpunkt  ist****^).  Der  Fall  einer  sowohl  nach  innen  wie 
nach  aufsen  Wärme  abgebenden  Kugelschale  führt  auf  eine  Gleichung, 
die  sich  nur  durch  die  Bezeichnung  von  (31)  imterscheidet***^);  für 
eine  Vollkugel  erhält  man  (wie  dort  fOr  a>^  =  oo)  wieder  die  Glei- 
chung §  26  (5)  (vgl.  §  39,  7).  Poisson  behauptet  mit  Recht**^**), 
Fourier  habe  nicht  bewiesen,  dais  man  eine  willkürliche  Function 
nach  den  hier  auftretenden  X„  entwickeln  könne;  sein  eigener  Be- 
weis beruht  freilich  auch  nur  auf  der  Annahme  ^^^),  daüs  man  das  all- 
gemeine Integral  einer  Differentialgleichung  durch  die  Methode  der 
Potenzreihenentwicklung  erhalten  könne  *^^*).  Der  Grenzübergang  zu 
einer  Kugel   von   imendlich   grofsem  Radius**^)  fiihrt  wieder  zum 


2543)  nr.  129,  p.  264.  2544)  nr.  ISO,  p.  266. 
2545)  nr.  131,  p.  268.  2546)  nr.  133,  p.  272. 
2547)  nr.  134,  p.  275.  2548)  nr.  135,  p.  280. 
2549)  nr.  186,  p.  281.  2550)  nr.  137,  p.  285. 
2551)  nr.  138,  p.  287.  2552)  nr.  140,  p.  294. 
2553)  Vgl.  nr.  84,  p.  163.         2554)  nr  142,  p.  297. 
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Fourier'schen  Integral  (§  42,  6);  der  Grenzübergang  znm  Halb- 
raum*"*) zu  §  49  (71).  Auch  hier,  wie  in  seiner  ersten  Abhand- 
lung'^'), behandelt  er  ausführlich  den  Fall  einer  aus  Kern  und 
Schale  zusammengesetzten  Kugel,  diesmal  unter  directer  Anwendung 
der  Methode  der  Beihenentwicklungen'^.  Schlielslich  wendet  er 
fiich  zu  der  Voraussetzung,  die  Temperatur  des  Aufsenraumes  sei 
eine  gegebene  Function  f  der  Zeit'"^).  Für  den  Fall,  dafs  diese 
Function  einfach  »  cos  2  ^  ist,  zeigt  er,  dafs  der  Differentialgleichung: 

luid  der  Orenzbedingung: 

(33)  ^-p{U-i)     für    rr  =  0 
durch: 

(34)  Z7  =  e-»  cos  (2  f  —  a;  —  arc  tg  ^  ^    ) 

genügt  wird;  von  da  gelangt  er  zu  dem  allgemeineren  Falle,  indem 
er  die  gegebene  Aufsentemperatur  durch  ein  Fourier^sches  Integral 
darstellt.  Es  gelingt  ihm,  das  dabei  im  Ausdruck  von  U  zunächst 
auftretende  vierfache  Integral  auf  ein  Doppelintegral  zu  reduciren  •***). 
Speciell  bespricht  er  den  Fall,  da£s  nach  Eintritt  eines  stationären 
Zustandes  das  Gesetz  der  Aufsentemperatur  sich  plötzlich  ändert, 
nach  Ablauf  eines  weiteren  Zeitraumes  aber  wieder  das  ursprüngliche 
wird«»»). 

Im  folgenden  Kapitel*^  behandelt  Poisson  zunächst  die  Wärme- 
bewegung in  einem  Parallelepiped  unter  Benutzung  mehrfacher 
trigonometrischer  Reihen  (vgl.  §  39).  Hierauf  wendet  er  sich  zu 
dem  allgemeinen  Problem  der  Wärmebewegung  in  einer  Kugel***). 
Er  stellt  wieder  die  Gleichungen  (37) — (40)  von  §  49  auf,  setzt 
aber  dann  sogleich****): 


(35)  y*~2^ 


«.me  '"."• 


m 


2555)  nr.  153,  p.  822.         2556)  nr.  144,  p.  300. 

2557)  nr.  155,  p.  327.  Er  8a>gt:  ,,le  proc^dä  le  plus  directe  pour  j 
parvenir  est  celui  qne  j^ai  suivi  dans  mon  premier  memoire  but  la  distri- 
bution  de  la  chaleur*'^^),  et  auqnel  on  a  cherchd  depois  ä  substitaer 
d'autreB  mäthodes  dont  les  principes  et  les  r^snltats  ne  sont  pas  ezempts 
de  difficult^B".    Vgl.  ""). 

2558)  nr.  160,  p.  344.       2559)  nr.  156,  p.  331.       2560)  nr.  165,  p.  354. 
2561)  nr.  166,  p.  359.       2562)  nr.  167,  p.  363. 
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und  findet,  dals: 

n 
Ci^m— ^,mAsm,     Ä«,m— r»+'    /  COS  (fa^^r  COS  «)  8m*»  +  i  «d»    (36) 

sein  mofs,  wo  .^«.m  eine  Kugelflächenfonction  n^'  Ordnung  ist. 
Die  Grenzbedingong  §  49  (39)  giebt  dann  zur  Bestimmung  der 
^„,TO  die  Gleichungen  *••): 


/' 


[(61  +  n)  cos {iin,ml  COS  «)  —  ^«,mi  siu {^n^ml  COS  «)]  8in*»+ * «  d«  —  0,    (37) 


von  denen  Poisson  ohne  Beweis  behauptet,  dals  jede  unendlich  viele 
reelle  Wurzeln  besitze.  Die  in  (36)  auftretenden  Integrale  sind  von 
der  Form***): 

X  sin  {Qn,mr)  +  T  cos  (^,,„.r),  (38) 

in  der  X,  X'  rationale  ganze  Functionen  von  r,  geteilt  durch  r'"'*'^, 
bedeuten.  Durch  Einsetzen  dieser  Werte  nehmen  die  Gleichungen  (37) 
die  Form  an: 

Ä»  sin  (jtl)  —  kniil  cos  {ql)  =»  0,  (39) 

in  der  hn  und  hn  von  n  abhängige  rationale  ganze  Functionen  von 
qH^  bedeuten;  die  für  n  »  0  reducirt  sich  auf  die  Gleichung  (31). 
Für  die  Berechnung  der  kleineren,  resp.  der  gröDseren  Wurzeln 
dieser  Gleichungen  giebt  er  zwei  Ansätze,  die  mit  den  von  D.  Bemoulli 
im  speciellen  Fall  von  §  26  gebrauchten  übereinkommen*^^).  Schliels- 
lieh  bestimmt  er  die  Coefißcienten  der  Entwicklung  (36)  nach  seiner 
allgemeinen  Methode ^''^);  dabei  läfst  sich  das  Integral: 

An,mjB\„dr  (40) 

u 

unter  Berücksichtigung  von  (38)  als  rationale  Function  von  qn^ml 
darstellen'^.  Für  den  Satz,  dals  unter  allen  Wurzeln  der  sämt- 
lichen Gleichungen  (37)  die  kleinste  zu  n » 0  gehört,  verweist 
Poisson  auf  die  damals  noch  nicht  publicirten  Untersuchungen  von 
Sturm;  er  selbst  begnügt  sich'^^)  mit  der  Becapitulation  seines  nur 
für  61 «  c»  geltenden  Beweises**^®). 

Weiterhin  fafst  er  wieder  den  Fall  ins  Auge,  dafs  die  Aulsen- 
temperatur  eine  gegebene  Function  der  Zeit  und  des  Ortes  ist*^^). 


8663)  nr.  168,  p.  S66.         2664)  p.  366.         2666)  p.  868. 
2666)  nr.  169,  p.  369.       2667)  nr.  171,  p.  376.       2668)  nr.  173,  p.  378. 
JahrMberloht  d.  D«oUoh«ii  Math«m. -Veninigang.    X.  33 
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Diese  Function  denkt  er  sich  sogleich  nach  KugelflAchenfonctioneii 
entwickelt: 

(41)  i-^z,. 

Er  spaltet  dann  u  in  zwei  Glieder  u^  und  u,;  das  eine  u^  soll  der 
Differentialgleichting,  der  Oberflächenbedingung  mit  f»0  und  der 
Anfangsbedingung : 

(42)  rux=/'(r,ö,i(;)-r(u,),«o 

genügen,  kann  also  nach  dem  vorhergehenden  bestimmt  werden, 
sobald  ti|  gefunden  ist.  Dieses  zweite  denkt  er  sich  ebenfalls  nach 
Ei3(gelfll&chenfunctionen  entwickelt: 

(43)  ru^^^Un. 

Un  muls  dann  der  Differentialgleichung  §  49  (38)  imd  den  Grenz- 
bedingungen:. 

(44)  t7»«0ftirr-0,     -j^  +  (bl-- l)~  ^hlZ^    für   r  —  J 

genügen.  Dadurch  ist  27»  nicht  völlig  bestimmt;  aber  diese  Un- 
bestimmtheit hat  auf  u  keinen  Einflufs.  Poisson  setzt  nun  zunächst 
voraus,  Z»  sei  von  der  Form  0n^*j  f^n  von  i  unabhängig;  dann 
genügt  man  allen  Bedingungen,  indem  man: 

n 

(45)  C7„«  ilfc^'jgr»r*  +  ^   I  cos  (r]/m  cos  w)  sin*  *+^  »e?© 

Ü 

setzt  und  den  constanten  Factor  M  passend  bestimmt.  Aus  Particular- 
lösungen  dieser  Art  läfst  sich  dann  die  allgemeinste  Lösung  zu- 
sammensetzen'^*). Poisson  behandelt  noch  spedell  denjenigen  Teil 
von  M,,  der  dem  von  der  Zeit  unabhängigen  Teil  von  f  entspricht**'®); 
er  zeigt  mit  Hilfe  seines  Integrals  ^®'^),  dafs  dieser  Teil  bei  An- 
näherung an  die  Oberfläche  gegen  f  convergirt,  ausgenommen  solche 
Punkte,  in  deren  Umgebung  i  sehr  rasch  variirt**'^).  Das  Kapitel 
schliefst  mit  einigen  Untersuchungen  über  den  Einflufs  etwaiger 
Abhängigkeit  der  specifischen  Constanten  von  der  Temperatur**'*). 
Das  umfangreiche  Schlufskapitel  des  Werkes  **'*)  ist  den  geo- 
physikalischen Anwendungen  der  entwickelten  Theorie  gewidmet. 
An  uns  interessirenden  mathematischen  Entwicklungen  enthält  es 
zunächst  eine  Darstelltmg  des  täglichen  Ganges  der  Sonnenstrahlung 

2669)  nr.  174,  p.  381.       2670)  nr.  176,  p.  886.       2671)  nr.  179,  p.  891. 
2672)  nn  186,  p.  403.       2673)  Chap.  X,  p.  408. 
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durch  eine  harmoniflche  trigonometrische  Reihe  ^^^):  Sei  ^  die  geo- 
graphische Breite  des  Beobachtongsortes,  <p  die  Declination  der 
Sonne,  if;  ihr  Standen winkel,  6  ihre  Zenithdistanz,  also: 

cos  0  «  sin  fi  sin  9»  -f-  C08  fi  cos  9  cos  ^.  (46) 

Poisson  nimmt  nim  an,  die  Strahlung  sei: 

CcosO    fOr    6<^ 
T^{  ^,  (47) 


0         «     e>Y 
m.  a.  W.: 


wo: 


C  (sin  jM  sin  9»  +  cos  jift  cos  9  cos  tp)  für  |  ^  |  <  ^i 

0  »,     kl>tii 


(48) 


tf;j «  arc  cos  ( —  tg  fi  tg  tp).  (49) 

Die  Entwicklnng  griebt  dann: 

C  ( 
2^  =5  —  I tpj  sin ft  sin 9»  -f  sini^^  cos fi  cos  g» 


(50) 


+  ^,  hrSinfism^smÄ^iSinÄ/^+coSfiCOsg)! — jt^t      "^ ^_^'      IcosA;^  j 

Dabei  ist  sin  g»  »  sin  /  sin  v,  wenn  y  die  Schiefe  der  Ekliptik,  v  die 

wahre  Länge    der  Sonne   bedeutet;   ftlr   |  ^  |  >  -5 —  y   ist   tffj   eine 

stetige  Function  von  v,  dagegen  in  der  kalten  Zone  gilt  die  Glei- 
chung (49)  nur,  solange  sie  reelle  Werte  für  ^^  ergiebt,  im  Intervall 
von  V  =  7c/2  —  arc  cos  (cos  ^/sin  y)  bis  n/2  +  arc  cos  (cos  ^/sin  y)  ist 
1^^  »  0  zu  setzen  ^^^^).  Daraufhin  entwickelt  Poisson  das  constante 
Glied  der  Entwicklung  (50)  seinerseits  nach  den  Vielfachen  von  t;; 
die  Coefficienten  dieser  neuen  Entwicklung  drücken  sich  durch  voll- 
ständige elliptische  Integrale  der  drei  Gattimgen  aus^^*).  Die 
Anfangsglieder  der  so  erhaltenen  Entwicklungen  benutzt  er  dann 
statt  des  i  seiner  allgemeinen  Formeln  bei  Anwendimg  derselben 
auf  die  Erde»"). 

Poisson  hat  seinem  Buche  noch  ein  Supplement  von  ebenfalls 
gröfstenteils    geophysikalischem  Inhalt    folgen  lassen  »^^).     Für  uns 


2674)  nr.  212,  p.  479.         2676)  nr.  214,  p.  482. 
2676)  nr.  216—217,  p.  484—498.         2677)  nr.  218,  p.  493. 
2678)  Theorie  math^matique  de  la  chalenr;  memoire  et  notes  formant 
un  Buppläment  ä  l'ouvrage  publik  boub  ce  titre.    Paris  1837. 

33* 
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sind  nur  zwei  Noten  desselben  za  erwähnen,  die  insofern  an  die  in 
§§  43 — 45  besprochenen  Untersuchungen  sich  anschliefsen,  als  es 
sich  hier  ebenfEills  darum  handelt,  asymptotische,  für  grolse  Werte 
eines  Parameters  (der  Zeit)  geltende  Ausdrücke  für  bestimmte  Inte- 
grale abzuleiten.  Die  Note  B^^*)  behandelt  die  Voraussetzung,  die 
Temperatur  des  die  Erde  umgebenden  Baumes  sei  zur  Zeit  t  ge- 
geben durch: 

(51)  t=^  +  le    -=^  +  _j.j-j-^; 

0 

indem  er  auf  die  an  Gleichung  (34)  sich  anschliefsenden  Ent- 
wicklungen zurückgeht,  findet  er,  dafs  dann  in  der  Tiefe  x,  von  der 
Erdoberfläche  an  gerechnet,  die  Temperatur  dargestellt  ist  durch  die 
Formel: 

■de 


>..  /[('+vD°"("-'VD+i/|-^("-'VD]' 


(52) 

86aX   / 


xt 

e 


Er  entwickelt  dann  unter  dem  Integrale  alle  Bestandteile,  mit  Aus- 
nahme der  trigonometrischen  Functionen,  nach  fallenden  Potenzen 
von  ty  führt  die  Integrationen  aus  und  behält  schliefslich  nur  die 
Glieder  niedrigster  Ordnung  bei. 

Die  Note  C*^  ninojnt  das  Problem  der  Erkaltung  einer  Kugel, 
in  der  die  Temperatur  nur  Function  der  Entfernung  vom  Mittel- 
punkte ist,  wieder  auf;  doch  behandelt  Poisson  die  Reihen  hier  so- 
gleich als  harmonische,  indem  er  den  Eugelradius  als  unendlich  grols 
voraussetzt.     Mit  Hilfe  der  Formel: 

OD 

(53)  «-»*•*  =  — --  A—  cos  (2  JcOe)  de 


—  00 


und  der  Substitution  t  ^^  0^  formt  er  die  Reihe: 

(54)    r t*  =  -i- ^ c- *•''  /[cos (Arr^ — kr)  —  cos (Är^  +  kr)] r^ F(r^) dr^ 


2679)  p.  83.         2580)  p.  48. 
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mn  in: 

9t     00 

ru  -  -^  lim  f  fy^  { «"*''  cos  (kr^  -  kr  +  2  kOe) 

+  e-*'  cos  (Är^  —  *r  —  2  kOe)  —  c"*'  cos  (Är^  +  kr  +  2  kOe) 
—  c-*«^  cos  Qcr^  +  Ar  —  2  Äöif) )  c-'V^  F{r^  de dr^ . 

Die  erste  Summe  läist  sich  auf  Grund  von  §  15  (2)  ausf&hren;  wird 
dann  o  »  r^  —  r  -^  2  0z  statt  z  als  Integrationsvariable  eingeführt, 
so  erhält  man: 

OD  (»Tt+r)« 

40"^40j      i-2e-<'co8«i  +  e-«^    '  ^^ 


—  00 


Hier  verschwindet  der  Integrand  mit  d,  auDser  wenn  oa  ein  ganz- 
zahliges Vielfaches  von  2  tt  ist;  das  Integral  bricht  also  (vgl.  §  49) 
in  eine  unendliche  Reihe  auseinander,  nämlich: 

Indem  Poisson  die  übrigen  Bestandteile  ebenso  umformt,  dann  die 
Glieder,  die  zu  entgegengesetzten  Werten  von  k  gehören,  zu  je  einem 
vereinigt,  erhält  er  die  Entwicklung: 


ru  =»  - 
20 


^  /  Ve      *^    +e      *^  )r,F(r,)dr, 


0 

(«  *Ä+  ri  +  r)»  («  »Ä-  rj  -  r)« 


1  ^1  n^L 


-e  *«•        —  c  *«•        /  ri  l?'(ri)  dr, 

die  im  Gegensatz  zu  der  Ausgangsformel  (54)  f&r  kleine  Werte 
von  t  gut  convergirt*^*).  Poisson  verificirt  noch,  dafs  sie  sich  fftr 
i  —  0  in  der  That  auf  r  F(r)  reduciri  Für  r «-»  0  erscheint  der 
aus  (58)  folgende  Ausdruck  in  unbestimmter  Form;  Poisson  führt 
den  Grenzübergang  unter  den  Zeichen  f  und  £  nach  den  Regeln 
der  Differentialrechnung  aus*^*). 


2681)  p.  60.         2682)  p.  61. 
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§  55.     Specialuntersuchungen   zur  Warmeleitung  aus  der 

Zeit  Ton  1820—1840. 

Von  Arbeiten  dieser  Zeit,  die  sich  an  Fonrier  nnd  Poisson  an- 
sehHeisen,  sind  zonAchst  zwei  kleine  Anfsfttie  von  G.  M.  Pagani 
za  nennen.  Der  erste  derselben'^  bezieht  sich  auf  die  Wftrme- 
bewegong  in  einem  Stabe,  unter  denselben  Voraussetzungen  wie  in 
Poisson's  erster  Abhandlung  ^^^),  und  ist  yeranlaist  durch  eine 
Änüsening  desselben  *^^),  die  so  lautet,  als  habe  er  es  ffir  unmöglich 
gehalten^  hier  anf  anderem  als  dem  von  ihm  eingeschlagenen  Wege 
zum  Ziele  zu  kommen.  Pagani  leitet  Poisson's  Resultat  durch  die 
Methode  der  Reihenentwicklungen  ab,  giebt  aber  keinen  Convergenz- 
beweis;  er  hat  also  offenbar  nicht  erkannt,  dals  die  Schwierigkeit 
eines  solchen  Beweises  der  Orund  ist,  weshalb  Poisson  diesen  Weg 
ffOar  ungangbar  erklArt.  Die  zweite  Note  Pagani's*^^)  behandelt 
ebenso  den  Fall  einer  aus  Kern  und  Schale  zusammengesetzten 
Kugel  "•*). 

G.  Libri  hat  den  Versuch  gemacht,  die  W&rmeleitungsprobleme 
für  den  Fall  zu  behandeln,  dais  nicht  das  Newton'sche  Erkaltungs- 
gesetz, sondern  das  von  Dulong  und  Petit  gefundene  zu  Grunde 
gelegt  wird*^^).  Für  den  Fall  eines  linearen  Leiters  gelangt  er  zu 
der  Gleichung*"'): 

Indem  er  anninmit,  d  sei  eine  kleine  Gröise,  setzt  er  fftr  v  eine 
Entwicklung  nach  Potenzen  von  d  an: 

(2)  f=2^-**' 

er  erhält  eine  Reihe  von  Differentialgleichungen,  aus  denen  sich  die 
Vn  successive  bestimmen  lassen.  Dabei  genüge  es,  nur  für  das 
letzte  F,  das  man  berücksichtigen  wolle,  das  yollständige  Integral 
der  betreffenden  Gleichung  zu  nehmen,  für  alle  vorhergehenden  nur 
particuläre.  Für  den  Fall  der  Armille"**^)  führt  er  die  Be- 
rechnung der  beiden  ersten  Glieder  durch:  die  erste  Gleichung  wird 
erfüllt  durch: 


3688)  Corresp.  math.  phys.  8,  1827,  p.  S87. 
2684)  J.  ^c.  polyl  cah.  19,  1828,  p.  8. 
2686)  Corresp.  math.  phys.  4,  1828,  p.  384. 

2686)  1827  in  Pisa,  1829  in  Florenz  (m^m.  de  math.  et  de  phys.,  p.  16) 
publicirt,  dann  J.  f.  Math.  7,  1881,  p.  116.    * 

2687)  p.  121. 


%  66.  Specüdantennchimgen  zur  W&rmeleitang  a.  d.  Zeit  v.  1820>-1840.    519 

Vq  -»  (sin  nx  +  cos  nx)  er  <^  +  »•>%  (3) 

setzt  man  dann  in  der  zweiten: 

7^yg-»(i  +  n«)<^^     (y  Function  von  x  aUein),  (4) 

ISO  kann  man  sie  in  die  beiden  zerlegen: 

y''+  (1  +  2n«)y  ==1(1  +  8in2nrr),  (5) 

dz     d'z  .. 

W"ä^  +  ^  =  ^-  w 

Von  der  ersten  von  diesen  nimmt  er  wieder  nur  ein  particnläres 
Integral,  nämlich: 

die  zweite  integrirt  er  durch  eine  harmonische  trigonometrische 
Beihe,  in  die  er  auch  noch  Vq  mit  hineinzieht.  Die  willkürliche 
Oonstante  n  müsse  man  so  bestimmen,  dafs  ihr  Froduct  m  in  den 
Badius  r  der  Armille  die  kleinste  ganze  Zahl  wird,  die  der  Oleichung 
r'  —  2  m'  =  0  nicht  genügt,  „pnisque  on  aura  de  cette  mani&re  la 
valeur  la  plus  approohee,  et  on  sera  assure  de  ne  pas  rencontrer 
des  arcs  de  cercle  qui  detrniraient  TefiPet  de  Tapproximation".  Wenn 
man  m »»  0  nehmen  könne,  reducire  sich  das  Correctionsglied  in 
erster  Annäherung  auf  den  nur  von  der  Zeit,  nicht  vom  Orte  ab- 
hängigen Wert  —  |-dc~*^  Er  giebt  an,  dafs  man  das  Auftreten 
von  Kreisbogen  auch  bei  der  weiteren  Fortsetzung  des  Approzimations- 
processes  stets  vermeiden '^^)  und  die  Integrationsconstanten  so  be- 
stimmen könne,  dafs  die  Glieder  bei  jedem  Schritte  beständig  ab- 
nehmen *^^). 

Dagegen  wendet  J.  Liouville'^^)  ein:  der  Anfangszustand  sei 
von  i  unabhängig,  er  müsse  sich  also  durch  die  von  i  unabhängigen 
Glieder  der  Lösung  ausdrücken;  die  mit  i  multiplicirten  Glieder 
müfsten  sich  für  d  »^  0  auf  0  reduciren.  Libri  nehme  statt  dessen 
nur  einen  particulären  Wert  des  von  8  unabhängigen  Teiles  und 
versuche  den  Anfangszustand  durch  die  mit  6  multiplicirten  Glieder 
auszudrücken,  indem  er  den  Factor  d  in  die  Integrationsconstanten 
mit  hereinziehe;  dann  seien  aber  diese  Glieder  nicht  mehr  von  der 
Gröfsenordnung  von  d,  was  Libri's  ganzes  Verfahren  doch  voraus- 
setze «"i). 

2588)  p.  125.  2589)  p.  128.  2590)  J.  de  math.  3,  1888,  p.  850. 

2691)  p.  858.  So  ganz  erledigt  scheint  mir  übrigens  durch  Liouville's 
Kritik  die  Frage  nicht  zu  sein,  ob  man  nicht  doch  durch  eine  geeignete 
Umgestaltung  des  Libri^schen  YerfahrenB  zu  brauchbaren  Resultaten  ge- 
langen könnte. 
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Eine  schon  von  Poisson****)  und  Fonrier****)  behandelte  Frage 
ist  von  P.  6.  Lejeune-Dirichlet**"*)  wieder  vorgenommen  worden: 
nämlich  die  Frage  der  Abkühlung  eines  Stabes,  an  dessen  beiden 
Enden  die  Temperatur  in  gegebener  Weise  von  der  Zeit  abhängt; 
also  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

/ftN  du       d*u 

unter  den  Grenzbedingongen: 

(9)  u  —  F(t)  fOr  a?  =  0,     u  —  /'(O  für  «  «  ä, 

(10)  u  «  fp{x)  für  f  =  0. 

Dirichlet  reducirt  die  Aufgabe  auf  zwei  einfachere,  indem  er  w^v  +  w 
setzt  und  zuerst  v  so  bestimmt,  dafs  es  der  Differentialgleichung  (8) 
und  den  Bedingungen  (9)  genügt  (was  noch  auf  unendlich  viele 
Arten  möglich  ist);  dann  w  so,  dafs  es  der  Differentialgleichung  und 
den  Bedingungen: 

.     V  «7  =  0  für  05  «  0  und  fUr  »  =  7t 

io  =  ip(x)  —  t7  für  f  ==  0 

genügt.  Die  Aufgabe  der  Bestimmung  von  v  zerfHUt  abermals  in 
zwei  einfachere  derselben  Art***'),  die  eine  mit  /*=0,  die  andere 
mit  JP»  0.  Dirichlet  stellt  zunächst  ein  particuläres  Integral  der 
Differentialgleichung  von  der  Form  auf: 

(12)  u  ^  Rcosat  +  Sün  at; 

dabei  bedeuten  22,  S  Functionen  von  x  und  «,  die  den  Differential- 
gleichungen: 

und  den  Bedingungen  iJ  —  0,  Ä=0  füra?  =  0;  JR—1,  Ä=0  fOr 
o;  SS  TT  genügen.  Aus  ihnen  ergiebt  sich  ein  allgemeineres  Integral 
in  der  Form: 

OD 

(14)  /  (JR  cos  a<  +  Ä  sin  at)  i|;(a)  da. 

0 

Dieses  genügt  dann  der  Bedingung  u  »  0  fOr  x  «-  0;  soll  es  auch 
der  zweiten  Oleichung  (9)  genügen,  so  mufs: 


2692)  J.  f.  Math.  6,  1830,  p.  287;  Werke  1,  p.  161. 
8698)  p.  166. 
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/ 


^(a)  cos  at da  =»  f{t)  (15) 


sein.     Bestimmt   man   daraus   ^{a)   nach  dem  Fomier'schen  Satze 
(§  42,  6)  und  setzt  ein,  so  erhält  man^^): 

«O     OD 

—  f  nBcoBcit  +  S8mat)f{n)coaaiid(ida,  (16) 


«O      OD 


Da  diese  Form  des  Besultats  zur  Berechnung  des  für  f »  0  sich 
ergehenden  Wertes  nicht  hequem  ist,  so  ersetzt  sie  Dirichlet  noch 
durch  die  andere: 


OD      OD 


1/ A^  «>«  (« 


e  —  afi)  +  Ä  sin  (««  —  ct(i))  f(fi)  dfi  da,     (17) 


die  bei  x  =- n  den  Wert  f(t)  hat  für  *  >  0,  dagegen  0  für  *  <  0. 
Dirichlet  entwickelt  noch  22,  S  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  x\ 
die  Coefficienten: 

hj^ —  j  RsiajxdXj       Cj^ —  j  8  siajxdx  (18) 

0  0 

lassen  sich  durch  partielle  Integration  aufeinander  zurückführen  und 
dann  recurrent  bestimmen,  ohne  dafs  man  die  expliciten  Formeln 
für  Sj  R  aufzustellen  braucht  Setzt  man  ein  und  integrirt  glied- 
weise, so  kann  man  die  Doppelintegrale  mit  Hilfe  bekannter  Formeln 
durch  einfache  ausdrücken  und  erhält  so  für  den  ersten  Bestandteil 

von  i;: 

t 

1  f{^)2je^^^^'f*^co9Jn  smjxd^.  (19) 

Für  den  zweiten  ergiebt  sich  ein  analoger  Ausdruck;  to  ist  aus 
Fourier's  Untersuchungen  zu  entnehmen.  Eine  nochmalige  partielle 
Integration  führt  das  Schlufsresultat  in  das  von  Fonrier  gegebene**^) 
über«*»). 

Weiter  ist  eine  Abhandlung  von  J.  M.  C.  Duhamel  über 
Wärmebewegung  in  anisotropen  Körpern  zu  erwähnen«^.  Er  stellt 
für  sie  die  DifiPerentialgleichung  auf'^*^: 

2694)  p.  167.    2696)  p.  172. 

2696)  J.  ^c.  polyt.  cah.  21,  1832,  p.  366  (vom  Apr.  1828). 

2697)  p.  360. 
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giebt  die  drei  Componenten  des  W&rmeflosses  an'^: 

(«)  x-^||+i.«j+r|-;..., 

dann  die  Oberfiftchenbedingung*^^),  die  mit  der  für  isotrope  Körper 
geltenden  Übereinstimml  Hierauf  entwickelt  er  den  BegiilT  der 
Hanptaxen  der  Leitfähigkeit,  in  offenbarem  Anschln&  an  Cauchy^s 
sp&ter  (§  58,  59)  zu  besprechende  Untersuchungen  über  das  elas- 
tische Verhalten  anisotroper  Körper '^^).  Auch  den  Fall  der  In- 
homogeneit&t  zieht  er  in  Betracht '^^);  die  Gleichungen  (21)  gelten 
auch  in  diesem  Falle,  an  Stelle  yon  (20)  tritt: 

Als  Beispiel  behandelt  er  nach  Fourier^s  Methode'^  ein  Prisma, 
dessen  Seiten  zu  den  Hauptachsen  der  Leitfähigkeit  parallel  sind*^*); 
man  brauchte  übrigens  hier  nur  die  Seiten  in  verschiedenem  Mals- 
stabe zu  messen,  um  auf  den  Fall  der  Isotropie  zurückzukommen. 
Duhamel  hat  die  Probleme  der  Wärmeleitung  auch  unter 
Berücksichtigung  der  durch  die  Temperaturerhöhung  bewirkten  Aus- 
dehnung und  der  Compressionswärme  behandelt^^.  Er  findet,  dafs 
es  dazu  genüge,  der  Fourier'schen  Differentialgleichung  (§  38,  1) 
noch  ein  Glied  zuzufügen,  das  den  Differentialquotienten  der  Dila- 
tation nach  der  Zeit  enthält;  die  so  entstehende  Gleichung  ist  dann 
mit  den  ebenfalls  etwas  modificirten  elastischen  Differentialgleichungen 
zu  verbinden.  Die  Anwendung  dieses  Ansatzes  auf  die  Erkaltung 
einer  Kugel,  in  der  die  Temperatur  nur  Function  des  Abstandes 
vom  Mittelpunkte  ist,  führt  ihn  auf  das  Problem,  die  Differential- 
gleichung: 

1 

0 

unter  den  Bedingungen: 

.     V  u=0fürir  =  0,      |^-|-;ft*««0  für  a?  =  l, 

u  «  F(x)  für^«0,     0<a:<l 
zu  integriren**^).     Er  thut  das  zunächst  in  der  Form: 

2698)  p.  366.         2699)  p.  871.         8600)  p.  377. 

2601)  p.  881.         2602)  p.  882. 

2603)  J.  6c.  polyt.  cah.  26,  1837,  p.  1.    2604)  p.  83. 
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«--^    Ce-'^i>{x-\-2uYi)da-  h^xi   Cf(t)dt-\-c\ 


(25) 


in  der  f  eine  noch  zu  bestimmende  Function  yon  f,  C  eine  Integrations- 
constante  bedeutet.     Soll  diese  Form  wirkUcb  genügen,  so  muTs: 

1 

sein  oder  also: 

OD 

(l+y)/'(0=j^  A-M^'(l  +  2«y*)— *(l  +  2«l/<)+'/'(2«y<)}«'«-    (26) 


—  00 


Das  letzte  Glied  rechts  fällt  hier  noch  weg,  wegen  der  Bedingung 
w  =  0  für  OJ  =  0;  die  Bedingung  u  «=  F(x)  für  *  =  0  giebt: 

^{x)  =  F{x)  +  h^Cx,  (27) 

also: 

OD  ^     t 

u^:^  re-"^F{x+2aYi)-  b^x  Tf(t) dt  (28) 

—  oo  0 

und: 

OD 

Duhamel  behandelt  zunächst  nur  den  Fall  h  =*  oo  weiter;  in 
diesem  ist  noch  die  Bedingung  zu  erfüllen: 

OD  /  t  \ 

O- A-«^   F(l+2aYi)-^^,f(F'(l  +  2tcYt)-F(l+2uYi))dt\dtt.  (30) 

—  00  l  0  ) 

Er  setzt  voraus,  sie  sei  für  ^  =  0  erfüllt,  es  sei  also  F(l)  =  0; 
dann  genügt  es,  die  durch  Dififerentiation  nach  t  und  partielle 
Integration  aus  ihr  sich  ergebende  Gleichung  zu  erfüllen: 

CD 

0~fe-'^[F"(l  +  2aYi)-~iiF'(l  +  2ayi)-F(l  +  2aYi))]da.  (31) 


—  • 


Duhamel  behauptet  mit  Poisson^'^^),  eine  derartige  Gleichung  könne 
nur  dann  für  jeden  Wert  von  t  bestehen,  wenn  je  zwei  zu  entgegen- 
gesetzten Werten  von  a  gehörende  Integralelemente  sich  gegen- 
iBeitig  zerstören,  wenn  also: 
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F"  (1  -  y)  +  F"  (1  +  jr) 
^^^^  -j^(J"(l-y)-J^(i+y)  +  J'(i-y)  +  J'(l  +  y))-0 

ist.  Ebenso  müsse  F{—  y)  +  F{}ß)  —  0  sein,  wenn  i*  =»  0  für 
a; »  0  sein  soll.  Yermittelst  dieser  beiden  Gleichungen  könne,  wie 
bei  Foisson,  die  Definition  der  Function  Fy  die  sich  ursprünglich 
nur  auf  das  Intervall  von  0  bis  1  erstreckt,  successive  auf  alle 
reellen  Werte  des  Arguments  ausgedehnt  werden.  Duhamel  zieht  es 
wie  Poisson  vor,  diese  Relation  zur  Zerspaltung  des  Integrals  in 
eine  unendliche  Reihe  zu  benutzen '^^).     Durch  die  Substitutionen: 

(33)  aj+2ayT«y     bezw.     l  +  2aV7=y 

gewinnt  er  zun&chst: 

(34) 


—  OfO 


86»«     /*^-^:-'\j.(j,)_j.(^))rfy^ 


0  — oo 


0  — oo 

Hier  ersetzt  er  den  Exponentialfactor  durch  ein  Integral: 

AM 

_(y-*)» 
(35)  e 


*'    ^2y^  je"^' cos  (ff  g-xz)  de 


und  verf&hrt  dann  wie  Poisson''^*);  die  Rechnungen  sind  nur  da- 
durch länger  als  bei  jenem,  dals  die  zur  Fortsetzung  dienende  Formel 
hier  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ist,  soda&  zweimalige 
partielle  Integration  erforderlich  wird.     Schliefslich  erhftlt  er*^: 

(36)   «-22e--Hs»m^-*Binm)i^^^|f--^^?±|^^ 

0 

die  Stmmie  erstreckt  sich  über  alle  reellen  positiven  Wurzeln  der 
Gleichung: 

(37)  (3  &*-  ni»(3  +  b^))  sinm  -  3  &*iii  cosw  «  0. 

Duhamel  leitet  dieses  Resultat  auch  noch  durch  directe  An- 
wendung der  Methode  der  Reihenentwicklung  ab.  Er  setzt  u^C^^g 
und  erhält  für  jt  die  Gleichung: 


2606)  p.  87.        2606)  p.  44. 
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1 

deren  fttr  o;  =»  0  yerschwiiideiides  Integral  ist: 

z^Psinmx  —  h^Cx.  (39) 

Die  Bedingung,  dalB  das  Integral  gleich  C  sein  soll,  liefert  den 
Wert  von  C:  der  Wert  von  £?  für  a;  =  1  giebt  die  Oleichnng  (37). 
Schwierigkeiten  macht  nur  die  Bestinunung  der  Factoren,  mit  denen 
die  Eeihe  zimi  Zweck  der  Coefficientenbestimmung  zu  multipliciren 
ist;  Duhamel  überwindet  sie  folgendermaTsen*^:    Sei: 

1  1 

Partielle  Integration  giebt: 

1  1 

je^z^dx  ^-^  jz^  -ä^^^  ■"  ^*  r«^i<*«  jxz^dx 
-  -  ^  Aj  -gp-  ^«  -  ^*  jxz^dx  ixz^  dx; 

0  0 

fOr  n^y^  fi^  ist.  beides  zusammen  nur  möglich,  wenn  einzeln: 

1 

\^dx  =  0  (42) 


und: 


/' 


1  11 

I  z^z^dx  +  5*  /  z^xdx  •  I  z^xdx  —  0     oder 

/  ^«  (  ^1  +  ^**  j  z^xdx  I  da?  «  0 

ist     Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dafs  zum  Zweck  der  Bestimmung 

des  Coefficienten  von  z  mit: 

1 

z^  +  h^x   I  z^xdx  (44) 

zu  multipliciren  ist. 


2607)  p.  47. 
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Zum   Schlüsse    behandelt  Duhamel    auch   noch   den  Fall  eines 
endlichen  X'*^);  die  transcendente  Hilfsgleichung  wird  dann: 

(4Ö)  sinm  -  (sintn  -  m  cosw)  {j^^  +  ^ji^fip^)  • 

Der  Factor,  mit  dem  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  zu  multipli- 
ciren  ist,  hat  dieselbe  Form,  wie  im  speciellen  Falle **^. 


Neunter  Abschnitt. 

Die  Anfluge  der  Elasticitktstheorie  und  die  Integration 
simultaner  partieller  Differentialglefclinngen^^^). 

§  56.    Die  grundlegenden  Untersuchungen  von  Navier. 

Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der  Theorie  der  Elasticität 
fester  Körper  sind  wir  zwar  schon  wiederholt  begegnet  (vgl.  §§  3, 
27,  29,  45—47);   aber  bei  ihnen   allen  war  die  Voraussetzung  ge- 

2608)  p.  49.         2609)  p.  61. 

2610)  Wenn  gleich  die  Frage  nach  der  Aufstellung  der  physikalischen 
Differentialgleichungen  nicht  zu  den  Gegenständen  dieses  Berichtes  ge- 
hört, so  glaubte  ich  doch  mit  den  Differentialgleichungen  der  Elasticüftts- 
theorie  eine  Ausnahme  machen  zu  sollen.  In  der  That  ist  es,  wenn  ich 
aus  meiner  eigenen  Erfahrung  schliefsen  darf,  nicht  möglich,  den  Ent- 
wicklungsgang zu  verstehen,  den  die  Lehre  von  der  Integration  dieser 
Gleichungen  genommen  hat,  wenn  man  nicht  einigermaÜBen  vertraut  ist 
mit  den  Zeitströmungen,  die  auf  ihre  Aufstellung  Einflufs  hatten,  xmd  den 
Meinungsverschiedenheiten,  die  schon  bei  dieser  zu  Tage  traten.  — 
I.  Todhunter^B  history"*')  ist  für  diesen  Zweck  nicht  ausreichend,  so 
wertvoll  sie  auch  als  Materialsammlung  ist.  —  Die  Darstellungen,  die 
Barrä  de  Saint  Yenant  von  der  Entwicklung  der  Elasticit&tstheorie 
giebt  (in  seiner  Ausgabe  von  Nävi  er  *b  r^sume  des  le9on8  .  .  .  sur  Tappli- 
cation  de  la  mdcanique,  Ij,  Paris  1864,  p.  XC — CCCXI  und  in  Moigno's 
le9ons  de  m^canique  analytique,  r^d.  .  .  .  d^apr^s  .  .  .  Cauchy,  statique, 
Paris  1868,  le9on  21,  22,  p.  616 — 723),  sind  zwar  von  hohem  Interesse, 
aber  stark  von  des  Autors  orthodoxer  Atomistik  beeinflufst;  auch  werden 
sie  dem  Einflüsse  nicht  gerecht,  den  Fresnel^s  Conceptionen  auf  die  Rich- 
tung der  Entwicklxmg  der  Elasticitätstheorie  gewonnen  haben.  Anderer- 
seits überschätzen  die  Herausgeber  von  Fresners  oeuvres  diesen  letzteren 
Einflufs  *^^%  —  Moigno*s  Bericht  über  Cauchy 's  Untersuchungen,  repertoire 
d'optique  moderne,  1,  Par.  u.  Lpz.  1847,  p.  1,  ist  das  Werk  eines  von  un- 
begrenzter Verehrung  fOr  seinen  Meister  erföUten  Schfllers,  der  aber  eben 
deshalb  bei  dem  Meister  nur  das  sieht,  was  ihm  selbst  feststeht,  nämlich 
eben  auch  die  Atomistik. 
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macht,  daXis  mindestens  eine  Dimension  des  Körpers  vernachlässigt 
werden  könne.  An  das  Problem  eines  nach  allen  drei  Dimensionen 
ausgedehnten  elastischen  festen  Körpers  hat  sich  erst  C.  H.  L.  M. 
Kavier  gewagt'*^^).  Er  geht  von  moleculartheoretischen  Vor- 
stellongen  aus,  indem  er  den  Körper  als  „un  assemblage  de  molecules 
materielles  plac^  a  des  distances  extrimement  petites^^  betrachtet. 
Diese  Molekeln  übten  aufeinander  zwei  entgegengesetzte  Wirkungen 
aas,  nämlich  eine  ihnen  eigentümliche  Anziebungskrafb  und  eine 
Abstofsungskraft  „due  au  principe  de  la  chaleur'*'®^');  die  Molecular- 
kraft  P  sei  die  Differenz  dieser  beiden  Kräfte.  Im  natürlichen  Zu- 
stande seien  alle  diese  Kräfte  P  Null  oder  zerstörten  sich  gegen- 
seitig; man  brauche  also  auch  bei  Untersuchung  irgend  eines 
deformirten  Zustandes  nur  die  Differenzen  der  in  beiden  Zuständen 
wirkenden  Kräfte  in  Betracht  zu  ziehen.  Übrigens  seien  diese 
Molecularkräfte  als  mit  der  Entfernung  sehr  rasch  abnehmend  an- 
zusehen. 

Demgemäls  führt  Navier**^')  die  Coordinaten  a,  5,  c  und 
a  -^  Ja^  5  +  2f6,  c  -^  Je  zweier  benachbarten  Punkte  des  Körpers 
in  seiner  Ruhelage  ein;  sind  J,  ij,  f  und  |  +  zf |,  7}  +  -^ij,  f  +  z/f 
die  Componenten  ihrer  Yerrückimgen,  so  nimmt  Navier  an,  man  dürfe: 

^       da         'ob  'de  /.v 

setzen.  Die  Entfernung  beider  Punkte  voneinander  wächst  durch 
diese  Verrückungen  um  eine  Gröfse,  die  mit  derselben  Annäherung 
gleich: 

^         ""       l/^a«+  Jh^+  Je'  ^  ^ 

ist,  Navier's  Hypothese  ist  nun,  dafs  dadurch  eine  Kraft  wirksam 
werde,  die  in  die  Richtung  der  Yerbindimgslinie  beider  Punkte  fällt 
imd  gleich  dem  Product  (r^  —  r)  f(r)  aus  dieser  Differenz  imd  einer 
Function  des  Abstandes  ist.  Die  o;  -  Componente  dieser  Kraft 
ist  dann: 


2611)  Par.  M^m.  7,  1828,  p.  376  (vom  Mai  1821). 

2612)  Setzt  man   dafür  „Abstolsnng  der  Ätherhüllen^',   so  hat  man 
dasselbe  modischer  ausgedrückt. 

nr.  2,  p.  877. 
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oder  wenn  man  die  Differenzen  der  Yerrdckimgen  durch  ihre 
Werte  (1)  und  die  Gröfsen  zfa,  z/6,  Je  durch  ra,  rj5,  ry  ersetzt ••^*): 

,.    ^W  {K«'fl+'^*''ll+«V||+««^|f +«^%^+«/»y|f 4-) 

Die  G^samtwirkung  aller  benachbarten  Molekeln  leitet  Navier  hieraus 
durch  Integration  über  die  Wirkungssphäre  der  Molecularkrftfte  ab; 
dabei  fallen  alle  Glieder  weg,  die  ungerade  Potenzen  von  a^  ß^  y 
enthalten,  und  es  bleibt  nur: 

(ö)  X«€(3^,  +  ^  +  ^+2  g^  +  2  g^^j  , 


wo: 

OD 


(6)  .  =  ^^ff*f(r)dr. 

0 

Navier  giebt  dann  noch  eine  zweite  Ableitung  dieser  Resultate '^^^), 
von  der  er  erklärt,  sie  habe  den  Vorzug,  dafs  sie  nicht  nur  die 
Differentialgleichungen,  sondern  auch  die  Grenzbedingungen  liefere. 
Er  drückt  zunächst  die  Änderung  der  Entfernung  zweier  Molekeln 
voneinander  aus  durch: 

2614)  nr.  3,  p.  380.  Kavier  benutzt  hier  räumliche  Polarcoordinaten, 
zum  Schaden  der  Symmetrie.  Er  bemerkt  noch  einmal  ausdrücklich, 
wenn  f{r)  mit  wachsendem  r  hinlänglich  rasch  abnehme,  könne  man  die 
Glieder  höherer  Ordnung  vemachläBsigen.    Zu  beachten  ist  übrigens,  dafs 

gerade  in  dem  von  ihm  angeführten  Beispiel  f{r)  ==«"*''  diese  vemach- 
lässigten  höheren  Glieder  nicht  eine  convergente,  sondern  höchstens  eine 
semiconvergente  Reihe  bilden,  wie  aus  den  von  ihm  selbst  ang^ebenen 
Werten  der  Integrale: 

{2n)I 


/ 


r*"e-*'"dr 


0 

sofort  hervorgeht. 

2616)  nr.  4,  p.  384.  —  Todhunter's "••)  Kritik  dieser  Ableitung  (er 
sagt  selbst  ,,I  do  not  understand  the  process'^  nr.  268,  p.  139)  scheint  mir 
ungegründet:  man  muTs  nur,  um  Übereinstimmung  zwischen  den  Resultaten 
beider  Methoden  herzustellen,  unter  f{r)  das  zweite  Mal  die  Hälfte  von 
dem  verstehen,  wie  das  erste  Mal,  was  durchaus  angeht,  da  Navier  ja  die 
virtaelle  Arbeit  dem  angegebenen  Ausdrucke  nicht  gleich,  sondern  nur 
proportional  setzt. 
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Die  Eraffc,  die  infolge  der  Deformation  auftritt,  setzt  er  dieser 
GröÜBe  F  proportional,  ihr  „Moment",  d.  h.  ihre  virtuelle  Arbeit, 
gleich  FdF^  jd{F^,  Für  die  Summe  dieser  virtuellen  Arbeiten 
f&r  eine  einzelne  Molekel  erhält  er  durch  Ausführung  der  Inte- 
grationen: 

K»gl)'+-+(|!+|f)*+...+.|?||  +  -].(s) 

Um  die  gesamte  virtuelle  Arbeit  fOr  den  ganzen  Körper  zu  erhalten, 
muifi  man  noch  mit  dadbdc  multipliciren  und  integiiren;  wenn 
man  dann  DijQferentiation  und  Variation  vertauscht,  partiell  integrirt 
und  die  Coefficienten  von  d$,  «fij,  6^  einzeln  Null  setzt,  erhält  man 
wieder  die  Gleichungen  (3)  und  aulserdem  die  Oberflächenbedingungen: 

^--.['('li+l?+ll)+^gl+ll)+'^M-9].-  » 

Als  Voiläufer  dieser  Untersuchung  Navier's  mufs  übrigens  eine 
wenige  Wochen  vorher  der  Akademie  eingereichte  Abhandlung  des- 
selben Verfassers  „über  die  Gesetze  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten 
unter  Berücksichtigung  der  Adhäsion  der  Molekeln"  *^*')  betrachtet 
werden.  Er  giebt  zu,  dafs  im  Ruhezustände  die  Wirkungen,  die  auf 
jede  Molekel  von  allen  übrigen  ausgeübt  werden,  sich  aufheben; 
aber  für  den  Bewegungszustand  gelte  das  nicht  mehr.  Vielmehr 
werde  man  zu  folgendem  Princip  geführt:  „wenn  zwei  Molekeln  sich 
einander  nähern  oder  sich  voneinander  entfernen,  tritt  zwischen 
ihnen  eine  Anziehungs-  oder  Abstoisungskraft  auf,  deren  Intensität 
von  der  relativen  Geschwindigkeit  abhängt".  Da  die  Molecuiarkräfte 
nur  in  unmerklich  kleinen  Entfernungen  wirkten,  konmie  nur  der 
Fall  sehr  kleiner  Geschwindigkeitsdifferenzen  in  Betracht;  man  könne 
daher  die  Wirkung  diesen  Differenzen  proportional  setzen.  Man 
erhalte  so,  wenn  m^,  m^  die  Massen,  v^  v^  die  Geschwindigkeiten, 
ilj,  Aj  ihre  Richtungswinkel  gegen  die  Distanz  bedeuten,  fOr  die  in 
Richtung  der  Verbindungslinie  wirkende  Kraft  einen  Ausdruck  der 
Form: 

n»j  Wg  (vj  cos  ^  —  Vj  cos  iL,)  f(r). 

Die  weitere  Rechnung,  die  zu  den  Differentialgleichungen  (j)  führt, 
deutet  er  nur  an*^^'),  indem  er  fOr  die  Ausföhrung  auf  die  in- 
zwischen der  Akademie  eingereichte  Abhandlung  über  die  festen 
elastischen  Körper  *^^^)  verweist. 

2616)  Ann.  chim.  phys.   19     1821,  p.  244;  Auszug  Bull.  soc.  philom. 
1822,  p.  76  (vom  März  1821). 

2617)  nr.  2,  p.  249. 
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§  57.    Der  Einflnfs  der  ündulationstheorie  des  Lichtes 
auf  die  Ausbildung  der  Elasticitätstheorie. 

Ungefähr  um  die  Zeit  des  Erscheinens  von  Nayier's  grund- 
legender Abhandlung  erhielt  die  Elasticitätstheorie  einen  neuen 
Impuls  durch  die  gleichzeitige  Entwicklung  der  Optik.  A.  Fresnel 
wurde  durch  die  Resultate  seiner  optischen  Experimentalunter- 
Buchungen  nicht  nur  zu  der  Überzeugung  geführt,  dalis  es  sich  bei 
den  Lichterscheinungen  um  Schwingungen  eines  Mediums  handle, 
sondern  auch  zu  einer  bestimmten  Vorstellung  über  die  Natur  dieser 
Schwingungen.  Über  die  Entwicklung  seiner  Ideen  in  dieser  Rich- 
tung erzfthlt  er  selbst'*^®):  als  er  im  September  1816  zusammen  mit 
Arago  experimentell  gefunden  habe,  dafs  senkrecht  aufeinander  polari- 
sirte  Strahlen  nicht  interferiren,  habe  er  sich  zu  der  Annahme  ge- 
nötigt gesehen,  dafs  die  Lichtschwingungen  transversal  sind,  d.  h. 
zur  Fortpflanzungsrichtung  der  Welle  senkrecht  stehen.  Auch  ein 
Brief  von  Th.  Young  vom  April  1818  habe  ihn  in  seiner  Auffassung 
bestärkt,  obwohl  Young  nicht  gezeigt  habe,  wie  sich  die  Annahme 
transversaler  Wellen  mit  der  Voraussetzung  der  Fluidität  des  Äthers 
vereinigen  lasse  ^^^^).  Gerade  die  Schwierigkeit  aber,  zu  erklären, 
was  aus  den  Longritudinalschwingungen  wird,  sei  ihm  so  „embarras- 
sante^^  gewesen,  dafs  er  damals  die  Idee  habe  fallen  lassen.  Erst 
seit  einigen  Monaten  (d.  h.  also  etwa  seit  Anfang  1821)  sei  er  zu 
ihr  zurückgekehrt.  In  der  That  habe  sie  „rien  de  physiquement 
impossible";  man  müsse  nur  einen  Widerstand  gegen  das  Gleiten 
zweier  benachbarter  Schichten  aneinander  annehmen,  was  allerdings 
seines  Wissens  bisher  in  der  Hydrodynamik  nicht  geschehen  sei^ 
aber  an  und  für  sich  keine  Schwierigkeit  mit  sich  bringe,  wenn 
man  nur  annehme,  dafs  die  Äthermolekeln  einander  nicht  berühren, 
sondern  durch  Intervalle  voneinander  getrennt  sind***®).  Diese  Vor- 
stellung sei  aber  —  so  ergänzt  er  diesen  Bericht  an  einer  späteren 
Stelle***^)  —  den  herrschenden  Ideen  so  entgegen  gewesen,  dafs  er 
selbst,  als  er  ihre  Unentbehrlichkeit  für  die  Optik  erkannt  habe,  mit 
der  Publication  noch  habe  warten  wollen,  bis  er  sich  überzeugt 
haben  würde,  dafs  sie  mit  der  Mechanik  verträglich  sei.  So  sei  ihm 
Young  „plus  hardi  dans  ses  conjectures  et  moins  confiant  dans  les 
vues  des  geometres"  mit  der  Publication  zuvorgekommen.     Um  dann 

2618)  Ann.  chim.' phys.  17,  1821,  p.  179;  oeuvr.  1,  nr.  10,  p.  629. 

2619)  nr.  13,  p.  634.         2620)  nr.  11,  p.  630. 
2621)  Par.  M^m.  7,  1827,  p.  66;  oeuvr.  2,  p.  489. 
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zu  erklären,  dafs  neben  den  transversalen  nicht  auch  noch  longri- 
tndinale  Schwingungen  auftreten,  nimmt  er  an,  der  Widerstand  des 
Äthers  gegen  Compression  sei  sehr  viel  gröfser,  als  der  gegen  das 
Gleiten  der  Schichten  aneinander****). 

In  der  wenige  Monate  später  von  Fresnel  der  Pariser  Akademie 
vorgelegten,  aber  damals  nicht  publicirten  ersten  Abhandlung  über 
Doppelbrechung  sind  dann  diese  Auseinandersetzungen  groDsenteils 
wörtlich  wiederholt***^).  Daran  anschliefsend  entwickelt  er  seine 
Vorstellimgen  zunächst  für  einaxige  Krystalle  näher****).  Er  nimmt 
an,  die  Elasticitäten  des  Mittels  nach  verschiedenen  Richtungen  seien 
proportional  den  Quadraten  der  Badien  Vectoren  eines  Rotations- 
ellipsoids; wobei  er  unter  der  Elasticität  nach  einer  Richtung  den 
Coef&cienten  der  Kraft  versteht,  die  sich  dem  Gleiten  einer  Molekel- 
reihe nach  dieser  Richtung  entgegenstellt.  Die  entsprechende  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit sei  dann  durch  diesen  Radius  Vector  selbst 
dargestellt.  Um  für  eine  beliebige  Lage  der  Wellenebene  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten und  die  Polarisationsebenen  der  beiden 
in  ihr  möglichen  Arten  von  Schwingungen  zu  erhalten,  müsse  man 
den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  in  diese  Ebene  verlegen  und  die 
Hauptaxen  seines  Schnittes  mit  ihr  nach  Gröfse  und  Richtung  be* 
stimmen.  Die  eine  dieser  Axen  fällt  immer  in  die  Aquatorebene; 
sie  entspricht  den  ordentlich  gebrochenen  Strahlen.  Alles  das  sei 
mit  den  Regeln  von  Malus  in  Übereinstimmung.  Von  da  aus  konoimt 
er  zu  der  Annahme,  dafs  in  zweiaxigen  Erjstallen  die  verschiedenen 
Elasticitäten  proportional  den  Quadraten  der  Radien  Yectoren  eines 
dreiaxigen  Ellipsoids  seien  ***^). 

Ein  acht  Tage  später  vorgelegter  Au&atz  tritt  zwar  als  ein  Aus- 
zug aus  der  eben  besprochenen  Abhandlung  auf,  enthält  aber  bereits 
bestimmtere  Formulirungen  ****).  Fresnel  hatte  inzwischen  erkannt, 
dafs,  wenn  die  verschiedenen  Fortpflanzimgsgeschwindigkeiten,  wie  es 
aus  den  Versuchen  am  Kalkspat  hervorzugehen  scheine,  sich  genau 
durch  die  Radien  Yectoren  eines  Rotationsellipsoids  darstellen  lassen, 
dafs  dann  die  Elasticitäten  zwar  ebenfalls  durch  eine  Rotationsfläche 
dargestellt  werden  müfsten,  aber  durch  eine,  deren  erzeugende  Curve 
vom  4.  Grade  sei.  Sie  müsse  in  jeder  Ebene  auch  nur  ein  Maximum 
und  ein  Minimum  des  Radius  Vectors  darbieten,  da  das  Licht  sich 


2622)  Oeuvr.  1,  nr.  12,  p.  632.         2623)  Oeuvr.  2,  nr.  16,  p.  276. 
2624)  nr.  28,  p.  285.         2625)  nr.  30,  p.  287. 

2626)  nr.  15,  p.  817.    Vgl.  dazu  die  Darstellung  der  Entwicklung  von 
Fresners  Gedanken  in  V erdet's  Einleitung  zu  den  oeuvres,  bes.  nr.  11, 

p.  Lxxrv. 

34* 


532     I-  Hanptieil.    9.  Abschn.     Die  Anf&nge  der  Elastidtätstheorie  etc. 

nur  in  zwei  Wellensysteme  zerlege.  Fttr  alle  einaxigen  Erystalle, 
mit  Ansnahme  des  Kalk^ates,  sei  sie  von  einem  Ellipsoid  nicht 
merklich  verschieden.  Daher  glaubt  er  sich  aach  jetzt  noch  be- 
rechtigt, die  Elasticitätsfläche  auch  der  zweiaxigen  Krystalle  als 
Ellipsoid  anzunehmend*^.  Diese  Auffassung  hat  er  damals  durch 
eine  kurze  Notiz  in  einer  Zeitung  bekannt  gemacht  ^^. 

Die  Frage,  wie  man  eine  derartige  Verteilung  der  Elasticitats- 
kräfte  im  Äther  aus  moleculartheoretischen  Vorstellungen  ableiten 
könne,  nimmt  Fresnel  in  einem  wenige  Wochen  später  vorgelegten 
Supplement  in  Angriff^*^).  Er  sucht  zunächst  die  Elasticitätskräfte 
zu  berechnen,  die  auftreten,  wenn  eine  einzelne  Molekel  eine  kleine 
Verrückung  erfährt,  während  alle  übrigen  auf  ihren  Plätzen  bleiben. 
Dabei  geht  er  von  der  durch  die  Versuchsresultate  plausibel  ge- 
machten Hypothese  aus,  dafs  drei  „Elasticitätsaxen^^  existiren,  d.  h. 
drei  Richtungen  von  der  Art,  dafs  eine  Verrückung  einer  Molekel 
in  einer  solchen  Richtung  eine  in  diese  Richtung  fallende  Kraft 
auslöst.  Er  beweist  dann  zunächst  den  (von  ihm  später  als  „sta- 
tisches Princip"  bezeichneten)  Satz*^:  die  Kraft,  die  bei  einer  be- 
liebigen Verrückung  auftritt,  kann  erhalten  werden,  indem  man  die 
Verrückung  auf  die  drei  Axen  projicirt,  für  jede  dieser  Projectionen 
die  zugehörige  Kraft  bestimmt  und  dann  die  Resultante  nach  dem 
Parallelogrammgesetz  bildet.  Auf  Grund  der  Erfahrung,  dafs  longi- 
tudinale  Wellen  nicht  auftreten,  glaubt  er  sich  berechtigt,  von  der 
so  bestimmten  Kraft  nur  ihre  Componente  nach  der  Richtung  der 
Verschiebung  in  Betracht  zu  ziehen  ^^^);  die  Quadratwurzel  aus 
dieser  Componente  trägt  er  auf  der  Verschiebungsrichtung  auf;  so 
erhält  er  seine  Elasticitätsfläche,  deren  Gleichung  ist*^'): 

Indem  er  dann  weiter  anninmit,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Wellen  sei  wie  in  einem  isotropen  Mittel  der  Quadratwurzel 
aus  der  Elasticität  proportional,  gelingt  es  ihm  die  empirisch  ge- 
fimdenen  Gesetze  der  Doppelbrechung  aus  seinen  Anschauungen  ab- 
zuleiten. Fourier  machte  ihn  darauf  aufmerksam,  dafs  jener  Satz 
doch  bis  dahin  nur  für  longitudinale  Wellen  abgeleitet  sei;  er  be- 
merkt, dafs  man  ihn  sich  auch  für  transversale  Wellen  plausibel 
machen    köime,    indem  man  die   Vorstellung  stehender  Wellen  mit 


2627)  nr.  19,  p.  320. 

2628)  Moniteur  vom  12./12.  1821 ;  oeuvr.  2,  p.  881. 

2629)  Oeuvr.  2,  p.  843;  vgl.  auch  den  Auszug  p.  386  (vom  Jan.  1822). 

2630)  nr.  3,  p.  846.    2631)  nr.  6,  p.  349.    2682)  nr.  9,  p.  863. 
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heranziehe  und  dann  die  Schicht  des  Mediums  zwischen  zwei  Knoten* 
ebenen  ansehe  als  „nn  assemblage  de  cordes  vibrantes  perpendi- 
culaires  a  ces  plans  et  qai  leur  seraient  attachees  par  leurs  ex- 
tr^mit^s'*^^).  AnDserdem  enthält  dieses  Supplement  bereits  einen 
ersten  Ansatz  zur  Aufstellung  der  Gleichung  der  Wellenfläche,  d.  h. 
der  Grenze  des  Gebietes,  über  das  sich  die  Wellenbewegung  nach 
Ablauf  einer  bestimmten  Zeit  ausgebreitet  hat**^);  doch  führt  er 
ihn  nicht  aus,  da  er  auf  eine  Differentialgleichung  führen  würde, 
„deren  Integration  vielleicht  Schwierigkeiten  bereiten  würde'^ 

In  einem  zweiten  Supplement  erklärt  er  vor  allem,  er  sei  jetzt 
zu  der  Erkenntnis  gekommen,  dafs  die  Existenz  dreier  zu  einander 
senkrechter  Elasticitätsaxen  nicht  eine  neue  Hypothese,  sondern  eine 
allgemeine  Eigenschaft  aller  elastischen  Medien  darstelle  *'^).  Seien 
nämlich  O],  5^,  q;  O],  6^,  C|;  a^,  65,  c,  die  Componenten  der  Kräfte, 
die  durch  Verrückungen  parallel  zu  den  drei  (beliebig  gewählten) 
Coordinatenaxen  hervorgebracht  würden;  wolle  man  dann  die  durch 
eine  beliebige  Verrückung  (cos  X,  cos  Y^  cos  Z)  hervorgebrachte 
Kraft  bestinmien,  so  könne  man  diese  Yerrückung  in  ihre  drei 
Componenten  zerlegen  und  den  Hilfssatz  des  ersten  Supplements  ^^^) 
anwenden;  man  erhalte  so  die  drei  Kraftcomponenten: 

Oj  cos  Z  +  «2  cos  r  +  flj  cos  Z;      b^  cos  X  +  6j  cos  Y  +  h^  cos  Z;     ,  . 

c^  cos  X  +  Cj  cos  Y  +  C3  cos  Z.  ^  ^ 

Die  hier  auftretenden  9  Coefficienten  seien  aber  nicht  voneinander 
unabhängig;  vielmehr  führt  ihn  eine  differentialgeometrische  Be- 
trachtung zu  dem  Resultate,  dafs  die  ^-Componente  der  durch  eine 
Yerrückung  in  Richtung  der  x  hervorgebrachten  Kraft  ebensogrofs 
ist,  wie  die  rr-Componente  der  durch  eine  Yerrückung  in  Richtung 
der  y  hervorgebrachten****).  Zur  Bestimmimg  der  Yerrückungs- 
richtimgen,  die  eine  in  ihre  eigene  Richtung  fallende  Kraft  hervor- 
rufen, erhält  er  dann  eine  Gleichung  dritten  Grades '^^  und  beweist, 
dafs  dieselbe  stets  drei  reelle  Wurzeln  hat  *••*).  Wenn  diese  drei 
Richtungen  in  allen  Punkten  des  Mittels  parallel  seien,  seien  seine 
früheren  Sätze  anwendbar;  für  optisch  active  Substanzen  sei  es 
wahrscheinlich  anders. 

Für  die  Ableitung  der  Gleichung  der  Wellenfläche  giebt  er 
diesmal  eine  Methode  an,  die  nur  Eliminationen  erfordern  würde, 
führt    aber    die  Rechnungen   wegen  ihrer  allzugrofsen   Länge  nicht 


2633)  nr.  20,  p.  866.    2684)  nr.  16,  p.  862. 

2636)  Oeuvr.  2,  p.  369  (vom  März  1822).    2636)  nr.  5,  p.  372. 

2637)  nr.  7,  p.  377.    2638)  nr.  8,  p.  378. 
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durch ****).  Dagegen  stellt  er  folgende  Überlegung  an:  der  Schnitt 
der  Wellenfläche  mit  jeder  ihrer  Hauptschnittebenen  mufs  in  einen 
Kreis  und  in  eine  Ellipse  zerfallen.  Zu  einem  solchen  Schnitt  würde 
man  auch  gelangen,  wenn  man  die  Elasticitätsfläche  durch  ein 
Ellipsoid  ersetzte,  dann  aber  die  beiden  Halbaxen  eines  Diametral- 
schnittes nicht  zu  Entfernungen  von  Tangentialebenen  der  WeUen- 
flttche  von  ihrem  Mittelpunkte,  sondern  zu  Längen  der  zur  Schnitt- 
ebene senkrechten  Radien  Vectoren  nähme***®).  Er  führt  dann  aus: 
von  der  so  gefundenen  Gleichung: 

(x^  +y^+  i?*)  (a^x^  +  bY  +  c^e^  -  a^  Q>^  +  O  ^* 
-  b^  (c^  +  a«)  y^  -  c*  (a*  +  b^)  z^  +  a^b^c^  =  0 

würde  man  sicher  sein  können,  dafs  sie  die  Wellenfläche  darstelle, 
wenn  man  wüTste,  dafs  diese  nicht  noch  imaginäre  Mäntel  hat,  dafs 
also  ihr  Grad  den  vierten  nicht  übersteigt;  da  man  das  aber  nicht 
wisse,  habe  er  sich  durch  Differentiation  davon  überzeugt,  dafs  sie 
allen  Bedingungen  genügt;  die  Rechnung  sei  aber  auch  noch  so 
umständlich,  daÜs  er  sie  nicht  mitteilen  wolle. 

Fresnel  gesteht  übrigens  selbst  ein,  es  sei  ihm  nicht  gelungen, 
zu  beweisen,  dafs  man  sein  „statisches  Princip" ***^)  auch  anwenden 
könne,  wenn  man  Schwingungen  in  nicht  zu  einander  parallelen 
Ebenen  vergleichen  wolle.  Er  begnügt  sich  daher  ***^)  mit  der  Be- 
rufung auf  den  aus  Experimenten  gefolgerten  Satz,  dafs  die  Ge- 
schwindigkeit der  Strahlen  nur  von  ihrer  Polarisationsebene  und 
nicht  von  ihrer  Richtung  abhängt.  Der  Herausgeber  seiner  Werke, 
E.  Y erdet,  bemerkt  dazu  mit  Recht,  dafs  hier  ein  Cirkelschlufs 
vorliegt:  aus  den  von  Fresnel  angefahrten  Experimenten  ergiebt  sich 
der  von  ihm  aus  ihnen  gefolgerte  Satz  nur,  wenn  man  eben  schon 
annimmt,  dafs  die  Schwingungen  transversale  und  zur  Polarisations- 
ebene senkrecht  sind. 

Der  Schlufs  dieses  Supplementes  bringt  noch  einige  „neue  Ent- 
wicklungen über  die  fundamentalen  Hypothesen"  ****).  Fresnel  re- 
capitulirt  zunächst  rasch:  Polarisation  und  Interferenz  polarisirter 
Strahlen  ist  nur  verständlich  bei  Annahme  transversaler  Schwingungen; 
die  Annahme,  dafs  aufser  diesen  auch  noch  long^tudinale  vorhanden 
seien,  'würde  zur  Einführung  von  unwahrscheinlichen  Hilfshypothesen 
nötigen.     Er  will  dann  die  „mechanische  Möglichkeit"  seiner  Hjpo- 


2639)  nr.  14,  p.  384.     Die  hier  von  Fresnel  angegebene  Rechnung  ist 
von  Ampäre,  Ann,  chim.  phys.  39,  1828,  p.  113  durchgeführt  worden. 

2640)  nr.  16,  p.  386.  2641)  nr.  33,  p.  413.  2642)  nr.  39,  p.  430. 
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these  darthun;  zu  diesem  Zwecke  untersucht  er  die  Wirkung  der 
Verschiebung  zweier  Schichten  gegeneinander  in  einem  i'egelmäDsig 
angeordneten  Molekelhaufen.  Er  bemerkt  ^^'),  dafs  diese  Wirkung 
Null  sein  würde,  wenn  man  sich  die  Molekeln  als  einander  be- 
rührend vorstellen  wollte;  so  komme  man  dazu,  zu  verstehen,  wieso 
der  Widerstand  gegen  eine  solche  Bewegung  viel  kleiner  sein  könne, 
als  der  gegen  Compression,  und  damit  zum  Yerstftndnis  des  Fehlens 
longitudinaler  Wellen.  Immerhin  dürfe  man  die  Intervalle  zwischen 
den  Molekeln  sich  nicht  so  klein  vorstellen,  dafs  man  die  beim 
Übergang  von  der  Verrückung  einer  einzelnen  Molekel  zu  einer 
Deformation  des  ganzen  Körpers  erforderlichen  Summationen  durch 
Integrationen  ersetzen  könnte****). 

Für  die  Veröffentlichung  hat  Fresnel  dann  die  Abhandlung  und 
die  beiden  Supplemente  zu  einer  zusammenhängenden  Darstellung 
ineinander  gearbeitet;  und  zwar  mufs  das  noch  im  gleichen  Jahre 
geschehen  sein,  da  ein  damals  veröffentlichter  Aufsatz *^^),  der  sich 
als  Auszug  aus  der  Abhandlung  giebt,  thatsächlich  bereits  die  defini- 
tiven Formulirungen  enthält*^*).  Die  ausführliche  neue  Fassung  ist 
erst  einige  Jahre  später  publicirt  *•*');  Fresnel  konnte  die  Correctur 
nur  noch  zum  Teil  selbst  besorgen  *^^).  Sie  beginnt,  nach  einer 
kurzen  histoiischen  Einleitung,  mit  der  Erklärung *^^),  dafs  die 
Theorie  auf  zwei  Hypothesen  beruhe:  Transversalität  der  Schwing- 
ungen und  Verschiedenheit  der  Elasticität  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen. Es  folgt  dann  ein  Abschnitt,  der  die  Ableitung  der  Trans- 
versalität aus  den  Gesetzen  der  Interferenz  polarisirter  Strahlen  ent- 
hält***^); hierauf***^)  die  Auseinandersetzung  über  die  Möglichkeit  der 
Fortpflanzung  transversaler  Schwingungen  in  einem  elastischen  Medium 
wie  im  zweiten  Supplement  und  die  beiden  „statischen  Sätze'^^^*) 

2643)  nr.  41,  p.  434.         2644)  nr.  43,  p.  436. 

2646)  Bull.  80C.  philom.  1822,  p.  63;  mit  redactioneUen  Änderungen 
Ann.  chim.  phys.  28,  1825,  p.  263;  oeuvr.  2,  p.  466. 

2646)  Vgl.  die  Anmerkung  von  Verdet  in  den  oeuvres. 

2647)  Par.  Möm.  7,  1827,  p.  46;  oeuvr.  2,  p.  479. 

2648)  Man  vergleiche,  was  Verdet,  oeuvres  de  Fresnel  2,  p.  696,  dar- 
über mitteilt. 

2649)  nr.  3,  p.  487. 

2660)  4ir.  4 — 16,  p.  490—607.  Dieser  Abschnitt  war  mit  wenigen  Ab- 
weichimgen  schon  vorher,  Bull.  soc.  philomat.  1824,  p.  147  veröäiSntlicht. 

2661)  nr.  17,  p.  507. 

2662)  nr.  20,  p.  614.  Eine  Ableitung  dieser  Sätze  mit  Hilfe  von 
Formeln  giebt  H.  de  Senarmont  in  seinem  Commentar,  J.  de  math.  8, 
1843,  p.  361 ;  umredigirt  J.  äc.  polyt.  cah.  36,  1863,  p.  1 ;  (oeuvres  de  Fresnel 
2,  p.  698). 
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aus  dem  ersten  *•**)  und  zweiten ••**)  Supplement.  Den  Satz,  dafs 
die  auftretende  elastische  Kraft  nur  abhängig  ist  von  der  Richtung 
der  Yerr&ckungen  und  nicht  von  der  Stellung  der  Wellenebene,  ver- 
sucht er  diesmal  auch  von  moleculartheoretischen  Vorstellungen  aus 
zu  beweisen,  indem  er  von  der  Voraussetzung  ausgeht,  dafs  die 
Gesetze,  die  die  Abhängigkeit  der  Molecularkrftfte  von  den  Distanzen 
der  Molekeln  för  verschiedene  Richtungen  angeben,  sich  nur  durch 
von  der  Distanz  unabhängige  Factoren  voneinander  unterscheiden'^. 
Endlich  giebt  er  noch  die  Aufstellung  der  Gleichung  der  Elasticitäts- 
fläche '^^)  und  die  verschiedenen  Ansätze  zur  Aufstellung  der  Glei- 
chung der  Wellenfläche  *"^)  wie  in  den  beiden  Supplementen. 

Wie  man  aus  diesem  Berichte  sieht,  handelt  es  sich  bei  Fresnel 
nicht  sowohl  lun  die  Aufstellung  und  allgemeine  Integration  der 
Gleichungen  der  Bewegung  in  einem  elastischen  Medium,  sondern 
vielmehr  um  einen  Versuch,  die  Möglichkeit  gewisser,  aus  der  Er- 
fahrung bekannter  Bewegungen  in  einem  solchen  Medium  sich  ver- 
ständlich zu  machen.  Dabei  war  einerseits  ein  Fehlschlufs'***»  *•*•) 
untergelaufen;  andererseits  war  eine  Voraussetzung **'')  eingeftlhrt,  von 
der  nicht  nur  nicht  gezeigt  war,  dafs  sie  aus  den  übrigen  Voraus- 
setzungen folge,  sondern  nicht  einmal,  dafs  sie  mit  ihnen  verträglich 
sei****).  Gleichwohl  sind  die  Ideen  FresneFs  fttr  die  Entwicklung 
der  Elasticitätstheorie  von  der  gröfsten  Bedeutung  gewesen,  insofern 
das  Bestreben  in  den  nächsten  Jahrzehnten  hauptsächlich  darauf 
-.  gerichtet  war,  die  Übereinstimmung  seiner  Sätze  mit  strengen  Folge- 
'  rungen  aus  seinen  Voraussetzungen  zu  beweisen,  bezw.  die  Möglich- 
keit, eine  solche  Übereinstimmung  durch  geeignete  Specialisirung  zu 


2663)  nr.  22,  p.  532.  (Der  Auszug,  oeuvr.  2,  p.  472,  spricht  sich  über 
diese  Frage  noch  zweifelnd  aus.)  Verdet  bemerkt  mit  Recht,  der  Beweis 
sei  ungenügend.  In  der  That  könnte  man  auf  dieselbe  Weise  schliefsen: 
„Wenn  f{x)  und  qp  {x)  zwei  beliebige,  nur  hinreichend  rasch  mit  wachsen- 
dem X  von  1  bis  0  abnehmende  Functionen  sind,  so  ist  stets: 


00  » 

jf{x)dx'==  jtp{x)dx^ 


da  zu  jedem  Wert  von  f{x)  ein  entsprechender  unter  den  Werten  von  qp(x) 
sich  vorfindet  und  die  Integrale  die  Summen  der  einzelnen  fHm^ionswerte 
vorstellen.**  Es  ist  eben  übersehen,  dafs  die  Functionswerte  vor  der 
Summation  noch  mit  den  Differenzen  der  Abstände  zu  multipliciren  sind. 

2664)  nr.  23,  p.  686.         2665)  nr.  32—37,  p.  562—568. 

2666)  Man  vergleiche  die  kritische  Besprechung  der  Auffassungen 
Fresners  in  Verdens  Einleitung  zu  seinen  Werken,  namentlich  nr.  11,  12, 
p.  LXX— LXXXV,  sowie  2,  p.  327. 
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erzielen  ^^^.     Immerhin  darf  die  Entwicklung  der  Elasücitätstheorie  ' 
nicht  aus  dieser  Quelle  allein  abgeleitet  werden '^^);  die  von  Fresnel 
unabhängigen  Ansfttze    von  Navier  (§56)   sind  von  ebensogrofsem 
Einfluls  gewesen.  < 

Über  Fresnera  Auffassungen  wurde  in  der  Akademie  lebhaft 
yerhandelt.  Einerseits  hatte  er  die  Anhänger  der  Emissionstheorie 
gegen  sich;  andererseits  konnten  auch  diejenigen  Physiker,  die,  wie 
Poisson,  den  Vorstellungen  der  ündulationstheorie  nicht  principiell 
ablehnend  gegenüberstanden,  mit  yielen  Einzelheiten  sich  nicht  be- 
freunden. Es  kam  darüber  im  Mftrz  1823  zu  einem  erst  mündlich,  . 
dann  brieflich  geführten  Gedankenaustausch  zwischen  Fresnel  ^  und 
Poisson;  Verdet  bemerkt  mit  Recht****),  der  Kernpunkt  der  ganzen 
iDiscussion  sei,  dafs  Fresnel,  wenn  er  den  Lichtäther  als  eine  Fluidum 
bezeichne,  dieses  Wort  in  einer  allgemeineren  Bedeutung  nehme^ 
während  Poisson  an  den  Eigenschaften  der  ponderablen  tropfbaren  und 
elastischen  Flüssigkeiten  haften  bleibe.  Der  erste  Brief  Fresnel's^^) 
enthält  die  Aufforderung  an  Poisson,  auf  die  veröffentlichte  Dar- 
stellung eines  Teiles  von  FresneFs  Anschauimgen '*^)  auch  öffentlich 
zu  antworten;  die  nur  mündlichen  und  privaten  Discussionen  führten 
zu  nichts.  Poisson  antwortet  **'^^)  mit  einer  kurzen  Darlegung  seiner 
Einwände,  deren  Publication  er  Fresnel  überläfist.  Da  Fresnel  das 
ablehnt *•**),  entschliefst  sich  Poisson,  wenigstens  einen  Auszug  aus 
einer  eben  der  Akademie  vorgelegten  Abhandlung  zu  publiciren  ****). 
Er  bezeichnet  darin  seinen  Standpunkt  zunächst  mit  den  Worten: 
„malheureusement  les  lois  de  Toptique,  dans  la  th^orie  de  Huyghens  '*^), 
ne  sont  pas  aussi  simples  a  d^montrer  que  quelques  phjsiciens  Font 
pens^;  elles  appartiennent  a  la  mecanique  des  fluides,  et  non  a  la 
simple    g^ometrie^.     Dann   knüpft    er    an  seine  früher  besprochene 


2657)  Die  Verfolgung  des  Schadens,  den  diese  Richtung  der  theo- 
retischen Elasticitätslehre  nach  der  Erystalloptik  hin  in  den  technischen 
Anwendungen  der  Elasticität  und  Festigkeit  angerichtet  hat,  kann  nicht 
Gegenstand  dieses  Berichtes  sein. 

2668)  Darin  haben  de  Saint  Venant  (resumd  des  le9on8  de  Kavier, 
8"«  öd.,  Par.  1864,  nr.  XXIV,  p.  CL)  und  Pearson«"«)  nr.  820,  p.  167  gegen 
Verdet  (oeuvres  de  Fresnel  1,  p.  LXXIX)  Recht. 

2659)  ib.  p.  LXXXIX;  2,  p.  236. 

2660)  p.  188.  Die  Briefe  sind,  mit  Ausnahme  der  beiden  letzten  ••"»«•"), 
erst  im  zweiten  Band  von  Fresners  Werken  veröffentlicht. 

2661)  p.  186.         2662)  p.  190. 

2668)  Ann.  chim.  phys.  22,  1828,  p.  250;  oeuvr.  de  Fresnel  2,  p.  192. 
2664)  Darunter  ist  hier  die  ganze  Ündulationstheorie,  nicht  speciell 
das  sog.  Huygens'sche  Princip  verstanden. 
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Abhandlungen^®^*»  ^^)  an;  er  recapitulirt  namentlich  von  dort  das 
Ergebnis,  dafs  bei  beliebiger  localisirter  Anfangsstorung  die  Eigen- 
geschwindigkeiten der  Molekeln  in  hinlänglicher  Entfernung  vom 
Störungscentrum  einen  beliebig  kleinen  Winkel  mit  der  Wellen- 
normale bilden****).  Transversalschwingungen,  wie  Presnel  sie  an- 
nehme, würden  demnach  in  einem  derartigen  Medium  nicht  möglich 
sein.  Allerdings,  wenn  die  Bewegimg  bei  der  Anfangsstörung  überall 
einer  bestimmten  Richtung  parallel  sei,  sei  die  sich  ausbreitende 
Welle  zwar  auch  noch  um  so  genauer  sphärisch,  je  weiter  sie  sich 
ausbreite;  aber  die  Geschwindigkeiten  der  Molekeln  erreichten  nur 
in  denjenigen  Teilen  des  Baumes  einen  merklichen  Betrag,  die  in 
der  Richtung  der  ursprünglichen  Bewegung  lägen.  Das  sei  aber 
auch  die  einzige  Art,  wie  man  sich  von  der  Undulationshypothese 
aus  eine  Vorstellimg  vom  Zustandekommen  eines  Lichtstrahles  („filet 
de  lumiere")****)  machen  könne.  Er  fährt  dann  fort**^'):  man  könne 
diese  Resultate  ohne  Schwierigkeit  auf  den  Fall  yerallgemeinem, 
dafs  in  der  Differentialgleichung  der  Bewegung  die  Coefficienten  der 
Ableitungen  nach  den  Goordinaten  voneinander  verschieden  seien. 
Er  habe  diesen  Fall  weiter  verfolgt  und  gefunden,  dafs  die  Wellen- 
fläche dann  ein  Ellipsoid  sei,  im  Widerspruch  mit  Fresners  Angabe. 
Es  bleibe  also,  wenn  man  die  Doppelbrechung  von  der  Undulations- 
hypothese aus  erklären  wolle,  nur  übrig,  mit  Huygens  anzunehmen, 
dafs  man  mit  zwei  einander  durchdringenden  Systemen  verschiedener 
Molekeln  zu  thun  habe.  Übrigens  könne  man  die  Frage  nach  der 
Fortpflanzung  von  Wellen  in  einem  elastischen  Medium  entweder  so 
untersuchen,  dafs  man  Anfangsbedingungen,  oder  so,  dafs  man  Grenz- 
bedingongen  als  gegeben  annehme;  das  seien  zwei  ganz  verschiedene 
Probleme***®).  In  der  Akustik  habe  man  sich  gewöhnlich  nur  mit 
dem  ersten  beschäftigt;  er  habe  in  seiner  citirten  Abhandlung  auch 
das  zweite  in  Angriff  genonoimen,  aber  nur  für  den  Fall  der  Schall- 
fortpflanzung in  einem  cylindrischen  Kanal  ***^);  die  Schwingungen  seien 
dann  in  jeder  Entfemimg  vom  Ausgangsbereich  der  Störung  die- 
selben wie  die  des  sie  erregenden  Körpers.  Finde  die  Schallfort- 
pflanzung nach  allen  Richtungen  statt,  so  sei  das  nicht  mehr  genau 


2665)  nr.  4,  p.  194. 

2666)  Mit  der  Vorstellung  eines  solchen  „filet  de  lumi^re^^  hat  sich 
Foisson  noch  bis  in  seine  letzten  Stunden  herumgeschlagen.  Yerdet  findet 
(p.  196),  die  Art,  wie  er  davon  redet,  zeige,  dafs  er  sich  nie  mit  den  ex- 
perimentell festgestellten  Gesetzen  der  Beugung  des  Lichtes  vertraut  ge- 
macht habe. 

2667)  nr.  5,  p.  196.         2668)  nr.  6,  p.  197. 
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richtig,  aher  die  Unterschiede  zwischen  den  erregenden  und  den 
erregten  Schwingungen  nähmen  sehr  rasch  ah.  Auf  diese  Weise 
könne  man  sich  das  Huygens'sche  Frincip  verständlich  machen '^^). 
Zum  Schlufs  erklärt  er,  er  habe  alles  gewissenhaft  berichtet,  was 
für  und  gegen  die  Undulationstheorie  spreche;  spätere  Untersuchungen 
müfsten  entscheiden  imd  die  noch  ofiPen  gelassenen  Fragen,  nament- 
lich die  der  Dispersion,  zum  Austrag  bringen*^'®). 

Anschlielsend  an  diesen  Auszug  aus  seiner  Abhandlung  hat 
Poisson  auch  noch  einen  Brief  an  Fresnel  veröffentlicht,  der  nament- 
lich die  Frage  betrifft,  wie  man  sich  das  Huygens'sche  Princip 
verständlich  machen  könne,  wenn  man  von  der  Untersuchung  ebener 
Wellen  ausgehe  ^^^).  Um  diese  Frage  dreht  sich  dann  auch  FresneFs 
Antwort '^^*)  hauptsächlich,  aufserdem  um  die  Fragen  der  Reflexion 
und  der  Befraction.  Im  übrigen  constatirt  er  mit  Genugthuung, 
dafs  Poisson  der  Undulationstheorie  nicht  mehr  absolut  ablehnend 
gegenüberstehe,  sondern  sich  es  angelegen  sein  lasse,  die  analytischen 
Schwierigkeiten  der  aus  ihr  entspringenden  Probleme  zu  überwinden. 


§  58.     Die  Begründung  der  Kinematik  und  Statik  der 

Continua  durch  A.  Gauchy. 

Viel  bereitwilliger  als  Poisson  ist  A.  Cauchy  auf  Fresnel's 
Anschauungen  eingegangen.  Er  scheint  auch  frühzeitig  bemerkt  zu 
haben,  dafs  sich  eine  Teilung  der  Schwierigkeiten  erzielen  läfst, 
wenn  man  zunächst  von  einer  ZurückfÜhrung  der  elastischen  Krafte 
auf  moleculare  Anziehungs-  und  Abstofsungskräfte  gänzlich  absieht 
und  nur  die  Frage  in  Angriff  nimmt,  wie  jene  Kräfte  beschaffen, 
sein  müssen,  wenn  sie  die  Erscheinungen  hervorbringen  sollen.  Zur 
Beschäftigung  mit  den  Fragen  der  Elasticitätstheorie  ist  Cauchy 
übrigens  schon  dadurch  geführt  worden,  dafs  er  der  Conmiission 
angehört«,  die  über  Kavier  s  Abhandlung  (§56)  Bericht  zu  erstatten 
hatte.  Von  seinen  ersten  Untersuchungen  über  den  Gegenstand  ist 
nur  ein  nicht  überall  leicht  verständlicher  Auszug  erschienen**'*). 
Er  berichtet,  dafs  er  zuerst  durch  die  früher  erwähnte  Untersuchung 


2669)  nr.  11,  p.  204  erwähnt  er,  dafa  er  auch  den  Fall  eines  auf  der 
Trennungsfläche  zweier  Medien  gelegenen  Erregangscentrums  ausführlich 
untersucht  habe. 

2670)  nr.  12,  p.  204. 

2671)  Ann.  chim.  phys.  22,  1828,  p.  270;  oeuvr.  de  Fresnel  2,  p.  206. 

2672)  Ann.  chim.  phys.  28,  1828,  p.  82;  oeuvr.  2,  p.  215. 

2673)  Bull.  Boc.  philom.  1828,  p.  9  (vom  Sept.  1822). 
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Navier's  über  Schwingangen  elastischer  Platten '^^)  auf  den  6e- 
danken  gebracht  worden  sei,  man  könne  die  beiden  Arten  von 
Kräften,  von  denen  Navier  rede,  za  einer  einzigen  vereinigen,  die 
von  derselben  Natur  sei,  wie  der  bydrostatiscbe  Druck  in  einer 
Flüssigkeit;  nur  müsse  man  annehmen,  dafs  ^e  nicht  immer  senk- 
recht zu  den  Flächen  sei,  auf  die  sie  wirke,  und  auch  nicht  nach 
allen  Richtungen  um  einen  Punkt  hemm  gleich.  Als  er  bei  der 
Entwicklung  dieser  Vorstellung  bis  zu  dem  Satze  gelangt  gewesen 
sei,  dafs  man  den  Druck  gegen  eine  beliebige  Ebene  leicht  aus  den 
Drucken  gegen  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  ableiten  könne, 
habe  ihm  Fresnel  mii^eteilt,  er  habe  bei  seinen  (damals  noch  nicht 
veröffentlichten)  optischen  üntersuchimgen  einen  entsprechenden  Satz 
Üb:  die  Änderung  der  Elasticität  mit  der  Richtung  gefunden  ^^^). 
Aber  dieser  Satz  habe  zur  Aufstellung  der  allgemeinen  Gleichungen 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung,  die  er  damals  schon  ins  Auge 
gefafst  habe,  noch  nicht  ausgereicht;  und  erst  in  der  letzten  Zeit 
sei  er  zu  neuen  Principien  gelangt.  Zunächst  folge  aus  dem  an- 
geführten Satze,  daÜB  der  Druck  in  jedem  Punkte  dem  Radius  Vector 
eines  Ellipsoids  umgekehrt  proportional  sei;  den  drei  Axen  des- 
selben entsprechen  drei  „Hauptdrucke*^  die  zu  den  Ebenen,  auf  die 
sie  wirken,  senkrecht  seien,  in  Übereinstimmung  mit  neueren  Resul- 
taten FresneVs.  Femer  seien  die  zu  den  Ebenen,  auf  die  sie  wirken, 
senkrechten  Componenten  der  Drucke  umgekehrt  proportional  den 
Quadraten  der  Radien  Yectoren  eines  zweiten  Ellipsoids,  bezw. 
zweier  conjugirter  Hyperboloide.  um  dann  die  Gleichgewichts- 
bedingungen fCLr  einen  deformirbaren  Körper  zu  erhalten,  brauche 
man  blofs  hinzuschreiben,  daJös  für  jedes  Yolumenelement  Gleich- 
gewicht bestehe  zwischen  den  Componenten  der  auf  es  wirkenden 
äuJGseren  Kräfte  und  den  Normalcomponenten  der  Druckkräfte,  die 
auf  seine  Flächen  wirken.  Die  so  entstehenden  Gleichungen  ent- 
halten noch  6  unbekannte  Functionen  der  Coordinaten,  deren  Be- 
stimmung je  nach  der  Natur  des  Körpers  verschiedene  Hilfsmittel 
erfordere.  Für  einen  elastischen  Körper  müsse  man  die  vei*schiedenen 
linearen  Dilatationen  ins  Auge  fassen,  die  um  einen  Punkt  herum 
nach  verschiedenen  Richtungen  stattfinden;  sie  seien,  um  die  Einheit 
vermehrt  oder  vermindert,  den  Radien  Yectoren  eines  Ellipsoids 
gleich  ^^^).      Die    den    Hauptaxen    dieses    Ellipsoids    entsprechenden 


2674)  Ob  hier**'*)  oder  ■••*)  gemeint  ist,  ist  nicht  zu  entscheiden. 
2676)  Ich   yerstehe   nicht,   wie  Todhunter **'•)   nr.  606,  p.  820  noch 
zweifeln  konnte,  dafs  hier  das  „strain-ellipsoid"  gemeint  ist. 
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Dilatationen  nennt  er  „Hauptdilatationen^.  Nun  sei  es  „naturel  de 
supposer^',  dafs  die  Hauptdmcke  den  Hauptdilatationen  proportional 
seien.  So  erhalte  man  als  Gleichgewichtshedingungen  4  lineare 
partielle  Differentialgleichungen  mit  zweitem  Glied,  von  denen  eine 
die  Dilatationen  bestimmt,  die  drei  anderen  die  Yerrückungs- 
componenten;  aus  diesen  könne  man  leicht  die  Bewegnngsgleichungen 
ableiten  und  sie  „nach  der  Methode  seiner  vorhergehenden  Ab- 
handlung'***^®) integriren.  Für  einen  ganz  unelastischen  Körper 
genüge  es  anzunehmen,  dafs  die  Drucke  nicht  von  den  Yerrückungen, 
jsondem  nur  von  den  augenblicklichen  Geschwindigkeiten  der  Molekeln 
abh&ngen^^^).  Man  erhalte  dann  für  die  räumliche  Dilatation 
«ine  Gleichung  von  derselben  Form,  wie  die  der  Wärmeleitung 
{§  38,  l).  Zum  Schlufs  verspricht  er  Anwendungen  auf  Lamellen 
und  Platten. 

Die  ausführliche  Darstellung  dieser  Untersuchimgen  ist  erst 
einige  Jahre  später  erschienen'®''^).  Cauchj  geht  davon  aus,  dafs 
im  Gleichgewichtszustande  sowohl  die  Componenten,  als  die  Momente 
der  Drucke  für  jedes  Yolumenelement  des  Körpers  einzeln  die  Siunme 
O  ergeben  müssen,  da  die  Componenten  und  Momente  der  äuTseren 
Kräfte  ihnen  gegenüber  verschwinden.  Indem  er  diesen  Schlufs  auf 
«inen  sehr  kleinen  und  noch  viel  niedrigeren  Cjlinder  anwendet, 
«rhält  er  den  Satz,  dafs  die  auf  dieselbe  Fläche  von  entgegen- 
gesetzten Seiten  her  wirkenden  Drucke  einander  entgegengesetzt 
gleich  sein  müssen,  „ce  qu'il  etait  facile  de  privoir*' **"'*) ;  indem  er 
ibn  auf  ein  kleines  Parallelepiped  anwendet,  findet  er,  dafs  die 
Y- Componente  des  auf  ein  zur  a;-Axe  senkrechtes  Flächenelement 
wirkenden  Druckes  gleich  ist  der  X-Componente  des  auf  ein  zur 
y-Axe  senkrechtes  Element  wirkenden*®^);  indem  er  ihn  endlich  auf 
ein  Tetraeder  anwendet,  von  dem  drei  Flächen  den  Coordinatenebenen 
parallel  sind,  während  die  vierte  eine  willkürliche  Stellung  hat, 
«rhält  er  die  Sätze  vom  Druckellipsoid  und  vom  EUipsoid,  bezw. 
den  Hyperboloiden  der  normalen  Druokcomponenten**®^).  Ein  zweiter 
Aufsatz  desselben  Bandes  *®®*)  giebt  den  Beweis  des  Satzes  vom 
Ellipsoid  der  Dilatationen,  ein  dritter*®*')  gewinnt  alis  der  Be- 
trachtung eines  unendlich  kleinen  Parallelepipeds  mit  zu  den  Coordi- 


2676)  Mit  derartigen  unbestimmten  Citaten  stellt  Cauchy  häufig  die 
Geduld  auf  die  Probe.  Gemeint  ist  wahrscheinlich  der  später  zu  be- 
sprechende Aufsatz  Bull.  soc.  philom.  1821,  p.  101. 

2077)  p.  12.      2678)  Exerc.  de  math.  2^  1827,  p.  ^4;  ofiosres  (2)  7,  p.  60. 

2679)  p.  66.         2680)^p.  67.     Vgl.  Fresnel"»«).         2681)  p.  74. 

2682)  p.  82.         2683)  p.  144. 
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Datenazen   parallelen  Kanten  die  elastisdien  Differentialgleichiingen 
in  der  Form: 

dx^     cx^      ^x, 

ex     *     cy  cz        ^  ' 

cY^      ar       ar, 

^  dx     *     cy  cz        ^  * 

cZ^        cZ^         oZ^ 


ex  cy  cz 

in  der  X,  F,  Z  die  Componenten  der  äulseren  KrSfte,  nnd  z.  B. 
Xy  die  X'Componente  des  auf  eine  zur  y-Axe  senkrechte  Flache 
wirkenden  Druckes  bezeichnen. 

Ein  etwas  späterer  Aufsatz '^^)  enth&lt  zunächst  eine  Becapitu- 
lation  der  besprochenen  Untersuchungen.  Dann  f&hrt  Gauchy  wieder 
die  Voraussetzung  ein,  daüs  die  Hauptdrucke  mit  den  Haupt- 
dilatationen  gleichgerichtet  und  ihnen  proportional  seien '^^);  er 
folgert,  dals  dann  überhaupt  die  Druckcomponenten  X«,  F,,  Z,, 
Xy  =  Fx,  Yg »  Zy,  Zx  =  Xt  den  CoefQcienten  der  Gleichung  des 
Ellipsoids  der  Dilatationen: 

du  cv  dto 

(2)  ^'~"^'  ^»"^7'  ^'~ä7' 

1  (du  .  dv\  1  (dv  ,  du;\  ^  /dw  ,  du\ 

proportional  sein  mülsten.  Indem  er  die  Möglichkeit  offen  läist, 
daüs  der  Proportionalitätsfactor  k  noch  eine  Function  des  Ortes  ist, 
erhält  er  fOr  die  elastischen  Differentialgleichungen  die  Gestalt '*^): 

W  gas      +      dy      +      dz      +  ?^  -",•••.••  •. 

auTserdem  fBr  die  Dichtigkeit  q  den  Ausdrack: 

a  (uJ)       d  {vA)       c  (wJ) 


(4)  Q=J- 


dx  dy  de 


in  welchem  J  die  Dichtigkeit  im  natürlichen  Zustande  bezeichnet. 
Sind  k  und  J  constant,  so  ergiebt  sich  noch**®^: 


2684)  ib.  8,  1828,  p.  160;  oeuvres  (2)  8,  p.  195.  2685)  §  2,  p.  203. 

2686)  p.  210.  Hier  und  im  folgenden  ist  von  je  drei  Gleichungen, 
die  sich  durch  cyclische  BuchBtabenvertauschung  auseinander  ergeben,  nur 
eine  angesetzt. 

2687)  p.  212. 
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dx*^  dy*^  dz*^  gh\dx  ^  cy  ^  dz)  ^^^ 

Von  diesen  Oleichgewichtsbedingungen  gelangt  er  zu  den  Gleichungen 
der  Bewegung  vermittelst  des  d'Alembert'schen  Princips. 

Cauchy  behandelt  hier  auch  noch  die  allgemeinere  Voraus- 
Setzung,  dafs  jeder  Hauptdruck  die  Summe  aus  zwei  Bestandteilen 
sei,  von  denen  der  eine  der  zugehörigen  Hauptdilatation  proportional, 
der  andere  B  nur  Function  des  Ortes  ist**®*).  Es  tritt  dann  zu 
der  linken  Seite  jeder  der  Gleichungen  (1)  noch  ein  Glied  der  Form 
dBjdXj  .  .  .  Endlich  giebt  er  eine  Ausftlhrung  seiner  Bemerkung^'') 
über  unelastische  Körper***). 

Aus  dem  Satze  vom  Ellipsoid  der  Dilatationen  zieht  Cauchy 
bald  darauf  noch  einige  Folgerungen^^):  bei  unendlich  kleinen 
Deformationen  geht  jede  Kugel  in  ein  Ellipsoid  über;  rechte  Winkel 
bleiben  nur  dann  rechte  Winkel,  wenn  ihre  Schenkel  mit  Haupt- 
dilatationsrichtungen  zusammenfallen;  Normalen  zu  einer  Oberfläche, 
die  nur  einem  senkrechten  äufseren  Drucke  ausgesetzt  ist,  bleiben 
Normalen;  endlich:  fOr  die  bei  unendlich  kleinen  Deformationen  auf- 
tretenden Dilatationen  gilt  das  Superpositionsprincip. 

Auch  die  Formeln  für  das  Verhalten  der  Druckcomponenten 
gegenüber  linearer  Coordinatentransformation  hat  Cauchj  bereit? 
angegeben***^). 

Femer  giebt  er  den  Satz****):  wenn  die  lineare  Dilatation  nur 
Function  des  Ortes,  nicht  der  Richtung,  und  dabei  sehr  klein  ist^ 
so  mufs  sie  notwendig  eine  lineare  Function  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  sein. 

Endlich  hat  Cauchj  auch  noch  den  Zusammenhang  zwischen 
Druckcomponenten  und  Verschiebungsgröfsen  fOr  den  allgemeinen 
Fall  eines  anisotropen  Körpers  behandelt****).  Er  bemerkt  zunächst, 
dafs  die  lineare  Dilatation  ftir  eine  beliebige  Richtung  nur  von  den 
6  Verschiebungsgröfsen  (2)  abhängt,  und  schliefst  daraus,  dafs  auch 
die  Druckcomponenten  nur  Functionen  dieser  6  Gröfsen  sein  können; 
und  zwar  lineare  Functionen,  wenn  man  sie  nach  Potenzen  dieser 
Gröfsen  entwickelt  und  höhere  Potenzen  yemachlässigt.  Diese 
linearen  Functionen   enthalten  zunächst  36  Coefficienten,  bezw.  42, 


2688)  p.  216. 

2689)  §  8,  p.  221.  —  Cauchy  erwähnt  (p.  215  und  p.  221),  dafs  er  die 
meisten  dieser  Resultate  schon  im  Sept.  ]822  der  Pariser  Akademie  mit- 
geteilt habe. 

2690)  ib.  p.  278.         2691)  ib.  4,  1829,  p.  SO;  Oeuvres  (2)  9,  p.  41. 
2692)  ib.  p.  257.         2693)  ib.  p.  342. 
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je  nachdem  man  annimmt,  dafs  die  Dmckcomponenten  im  natür- 
lichen Zustande  Null  sind  oder  nicht  ^^).  Cauchj  untersucht  auch 
noch  (in  ziemlich  umständlicher  Weise)  die  Vereinfachungen,  die 
eintreten,  wenn  man  Yoraussetzt,  dafs  der  Körper  gewisse  Sjnunetne- 
eigenschaften  besitzt,  ohne  dabei  Vollständigkeit  anstreben  zu  wollen. 
Ein  späterer  Au&atz  Gauch/s^^)  untersucht  die  bei  den 
elastischen  Defonnationen  auftretenden  elementaren  Rotationen.  Ist 
6  der  Winkel  zwischen  den  Badien  Vectoren  eines  Punktes  (x,  y,  j?, 
bezw.  x  +  £»  y  +  ^»  ^  +  £)  vor  und  nach  der  Deformation,  und 
sind  g>j  Xi  ^  ^^  Projectionen  dieses  Winkels  auf  die  Goordinaten- 
ebenen,  so  findet  Gauchj  für  eine  unendlich  kleine  Deformation  und 
für  den  speciellen  Fall  «=»0,  y  =  rcosr,  jEr  =  rsin t^^: 

W  «.»-ig|-|?)+4(|^+|l)-ä-ig|-|l)"'" 

also  für  die  „mittlere  Rotation  des  Systems  um  die  a;-Axe^': 

0 

Er  bestimmt  diejenige  Axe,  für  die  diese  mittlere  Rotation  ihren 
gröfsten  Wert  erreicht,  imd  zeigt,  dafs  dann  die  mittlere  Rotation 
um  irgend  eine  andere  Axe  aus  dieser  maximalen  einfach  durch 
Projection  abgeleitet  werden  kann.  Endlich  giebt  er  noch  an,  wie 
man  aus  der  allgemeinen  Form  der  elastischen  Gleichungen  (vgL 
§  59,  28)  für  diese  Rotationen  die  Gleichungen  erhält: 

(8)  {d]-E)  k  =  FD^c  +  2  G^A  .  .  ., 

die  sich  im  speciellen  Falle  (§59,  33)  auf  die  Gleichungen  der 
Schallbewegung  reduciren^*®'). 

§  59.     Cauchy's  von  moleculartheoretischen  Vorstellungen 

ausgehende  Untersuchungen. 

Gauchj  hat  übrigens  auch  die  zweite  der  zu  Anfang  von  §  58 
bezeichneten  Fragestellungen  mit  Erfolg  in  Angriff  genommen,  näm- 


2694)  p.  845,  bezw.  850.  Cauchy  verweist  selbst  auf  die  überein- 
stimmenden Resultate,  die  Poisson  aus  molecnlaren  Vorstellungen  ge- 
wonnen hatte. 

2696)  Par.  C.  R.  16,  1843,  p.  12  (oeuvr.  (1)  7,  p.  236);  Auszug  Par. 
0.  R.  15,  1842,  p.  1166  (oeuvr.  (1)  7,  p.  284).  Ein  Teil  dieser  Resultate 
ist  übrigens  schon  exerc.  d^anal.  2,  1841,  p.  302  mitgeteilt. 

2696)  §  2,  p.  242.         2697)  §  8,  p.  245. 
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lieh  die  ZurfiLokfähning  der  elastischen  Erftfte  auf  molecolare  An- 
ziehungs-  und  Abstolsnngskrftfte.  Schon  1827  giebt  er  einige 
Besoltate*^,  im  folgenden  Jahre  n&here  AasfBhningen'*^.  Er 
nimmt  an,  die  Kraft,  mit  der  zwei  Molekeln  aufeinander  wirken, 
sei  gleich  dem  Product  ihrer  Massen  und  einer  Function  f  (r)  ihrer 
Entfemimg  voneinander;  die  Componenten  der  Oesamtwirkung,  die 
«ine  Molekel  des  Systems  von  den  übrigen  erfahrt^  sind  dann: 

£mi(r)  cos  a,    £mf{r)  cos  ß,    JSmf(r)  cos  y,  (1) 

wenn  a,  ^,  ^  die  Richtungswinkel  von  r  sind.  Sind  femer  a,  &,  c 
die  Coordinaten  der  angezogenen  Molekel  in  der  Ausgangslage, 
a  +  Jttj  h  +  Jbj  c  -\-  Je  die  Coordinaten  einer  anderen,  a  +  £9 
Ä  +  iy,  c  +  t  und  a  +  Ja  +  ^  +  J^^  h  +  Jh  +  ri  +  Jfj^  c  +  Je 
-i- 1  -{-  Jt  die  Coordinaten  derselben  beiden  Molekeln  in  einem 
zweiten  Zustand,  r  -\-  sr  ihre  Distanz  in  der  neuen  Lage,  so  ist  bei 
Yemachlässigung  von  unendlich  kleinen  Gröfsen  höherer  Ordnung: 

er  =«  J^  cos  a  +  Jri  cosß  +  J^  cosy,  (2) 

femer: 

cos  (a  +  Ja)  —  cos  a  +  r~^J^  —  e  cos  a  . .  .,  (3) 

endlich: 

f(r  +  er)-f(r)  +  €rr(r);  (4) 

also  werden  die  Eraftcomponenten,  wenn  man  noch  annimmt,  da(s 
ihre  Werte  (1)  für  den  Ausgangszustand  0  sind: 

3E  =  i;w  { [rr(r)  -  f (r)]  e  cos  «  +  r-^f(r)J^ } ,  •  •  •  (5) 

Wenn  man  hier  für  er  seinen  Wert  aus  (2)  setzt  und  nacJoi  den 
cosa,  .  . .  ordnet,  erhftlt  man  die  zu  Fresners  Formeln  §  57  (2) 
analogen: 

l^X^Ji  +  X,Jri  +  X,Jt,     V (6) 

mit  folgender  Bedeutung  ihrer  Coefßcienten: 

Z,=  Z{[rf'(r)  ~  f(r)]  cos»«  +  r-if(r)},  •  •  •; 
r.=  Zy=^£[rf{r)  -  f(r)]  cos/5  cosy,  •  •  • 

In  der  zweiten  Abhandlung '^^)  sieht  Cauchy  dann  noch  die 
Terschiebungscomponenten  als  Functionen  der  Coordinaten  der  Buhe- 
lage an  und  entwickelt  die  Incremente  J^^  Jr^j  J^  der  ersteren 
nach  Potenzen  der  Incremente  Ja,  Jh,  Je  der  letzteren;  indem  er 


2698)  Ezerc.  de  math.  2,  p.  67;  oeuvr.  (2)  7,  p.  79. 

2699)  ib.  8,  p.  188;  oeuvr.  (2)  8,  p.  227.         2700)  ib.  p.  281. 
JaliTMberloht  d.  Deutsohen  BCAtham.-Yereinlgang.   X.  85 
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Glieder  0.,  1^  2.  Ordnung  voneinander  trennt,  zerlegt  er  die  Kraft- 
eomponenten  in  je  drei  Summanden: 

(8)  3E-3Eo+Xi-h3E„... 

Er  fährt  dann  fort*^^):  es  könne  scheinen,  als  ob  man  3Ej  gegen- 
über 3Eq  nnd  7E^  yemachlässigen  könne;  aber  das  sei  nicht  der  Fall, 
indem  BE^  Summen  von  Gliedern  mit  gleichem  Yorzeichen  enthalte, 
w&hrend  in  X^  und  3E^  die  Glieder,  die  sich  auf  relativ  zum  an- 
gezogenen Punkt  symmetrisch  gelegene  Punkte  beziehen,  verschiedene 
Yorzeichen  haben.  Die  Gleichgewichtsbedingnngen  erhalte  man, 
indem  man  diese  Kräfte  den  Gomponenten  der  äuTseren  Kr&fte  gleich- 
setze, daraus  dann  die  Bewegungsgleichimgen  mit  Hilfe  des  d'Alem- 
berf  sehen  Principe. 

Unter  speciellen  Yoraussetzungen  könne  man  die  so  erhaltenen 
Formeln  noch  vereinfachen.  Einmal  könne  man  in  vielen  Fällen 
annehmen,  daüs  die  Molekeln  relativ  zu  dem  betrachteten  symmetrisch 
verteilt  seien;  dann  seien  JIq  und  38^  Null'^^^.  Andererseits  könne 
man  auch  annehmen,  dals  die  durch  den  betrachteten  Punkt  parallel 
zu  den  Coordinatenebenen  gelegten  Ebenen  Symmetrieebenen  der 
Massenverteilung  seien;  dann  fallen  alle  Glieder  weg,  die  ungerade 
Potenzen  eines  der  Cosinus  enthalten,  und  die  Ausdrücke  der  Kraft' 
eomponenten  reduciren  sich  auf*^^): 

mit  folgenden  Werten  der  CoefGcienten: 

(10)  z.^'t^W^*«--- 

^^^l^^W  cos*/3  cos»y, .  .  ., 

(11)  /-(r)  =  rf'(r)  -  f(r). 

Für  einen  Krystall  des  regulären  Systems  ergebe  sich  speciell: 

(12)  a  =  H^I,     L-^M^N,     P^R^Q^ 
fär  einen  isotropen  Körper  auTserdem  noch: 

(13)  X  =  3jB. 

2701)  p.  286.         2702)  p.  237. 

2703)  p.  238.    Cauchy  giebt  an,   daCs  er  diese  Formeln  im  Oct  1827 
der  Akademie  mitgeteilt  habe. 
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Wenn  man  den  Grenzfibergang  von  den  Summen  zu  Integralen* 
ausfahren  könne,  erhalte  man,  unter  A  die  Dichtigkeit  verstanden"^): 


G 


00 

%An 


fr^fir)  dr,      -B  -  ^  -^  f^fir)  dr.  (14) 

Wenn    dann    lim9^f(r)«=0    sei,    sowohl   ffir   r » 0,    als  auch  fCbr 
r  »»  oo,  finde  man  durch  partielle  Integration: 

B  -  -  ff.  (16) 

Sei  der  Körper  homogen,  so  könne  man  auch  schreiben '^^): 

mit: 

^-^{(i  +  e)|i  +  (Ä-e)|5  +  («-ö)||),.. 

Fflr  einen  isotropen  Körper  reducirten  sich,  wenn: 
gesetzt  werde,  diese  Formeln  auf: 


(17) 


da  ' 


(19) 


Gauchj  formt  die  erhaltenen  Gleichungen  noch  so  um,  dafs  er  die 
augenblicklichen  statt  der  ursprünglichen  Coordinaten  als  unabhängige 
Yariabeln  einführt"^;  vernachlässige  man  unendlich  kleine  Gröfsen 
höherer  Ordnung,  so  habe  man  dabei  einfach  die  Ableitungen  nach 
den  ersteren  durch  die  nach  den  letzteren  zu  ersetzen.  Zum  Schlufs 
macht  er  darauf  aufmerksam,  dais  die  fOr  einen  isotropen  Körper 
gefundenen  Gleichungen  (19)  .allgemeiner  sind,  als  die  von  Navier 
erhaltenen   (§  56,  5);    man  komme   auf  diese  letzteren  nur,   wenn 


2704)  p.  248.         2705)  p.  244. 

2706)  p.  246.  In  einem  späteren  Aufsatz  (ib.  4,  1829,  p.  129;  oeurres 
(9)  9,  p.  162)  ist  die  Rechnung  etwas  anders  angeordnet,  indem  die  augen- 
blicklichen Coordinaten  gleich  zu  Anfang  als  unabhängige  Veränderliche 
eingeführt  werden;  aufserdem  i«t  dort  die  Voraussetzung  der  Existenz 
dreier  Symmetrieebenen  fallen  gelassen.  Im  übrigen  sind  die  Besultate 
dieselben. 

86* 
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man  0  »  0  annehme '^^'^.  Dadurch  veranlafst  giebt  er  noch  an, 
wie  die  für  einen  anisotropen  Körper  geltenden  Oleichongen  (9)  sieb 
yereinfachen,  wenn  man  &  =»  £r  =  J  «  0  annimmt. 

Den  Zusammenhang  zwischen  dieser  Auffassung  und  der  im 
vorigen  Paragraphen  besprochenen  stellt  Cauchj  in  einer  sich  un- 
mittelbar anschliefsenden  Abhandlung"^)  dadurch  her,  dafs  er  die 
Frage  erörtert,  wie  man  von  molecularen  Vorstellungen  aus  zu  dem 
BegprifT  des  Druckes  auf  eine  (zu  einer  Coordinatenebene  parallele) 
Ebene  gelangen  könne,  „indem  man  voraussetzt,  dafs  diese  Ebene 
starr  wird,  und  indem  man  ihre  Punkte  mit  den  Punkten  auf  ihrer 
einen  Seite  durch  unveränderliche  Gerade  verbindef^.  Das  Product 
aus  einem  Flächenelement  und  dem  auf  es  wirkenden  Drucke  sei 
I  dann  die  Resultante  der  Kräfte,  die  von  den  Molekeln  auf  der  einen 
Seite  der  Ebene  auf  die  Molekeln  des  Flächenelements  selbst  und 
auf  die  in  seiner  Nähe  auf  der  anderen  Seite  gelegenen  ausgeübt 
werden.  Indem  er  wieder  zunächst  alle  Molekelpaare  zusammen- 
nimmt, deren  Distanz  gegebene  Richtung  und  Gröfse  hat,  erhält  er 
fOr  die  Druckcomponenten  des  Anfangszustandes  die  Werte '^^): 

Xp==  JEmrt(r)  cos  a  cos  ^,  . .  . 

bezw.  die  Hälften  dieser  Ausdrücke,  wenn  die  Summation  über  alle 
Molekeln  des  Körpers  erstreckt  wird'^^^).  Für  den  deformirten  Zu- 
stand findet  er  dann  durch  Entwicklung  nach  Potenzen  der  In- 
cremente  der  Coordinaten: 

Xy—  9^^K^)  jcosacosp  +  cosj5—  -f  cosa-^j 

+  ^^^^/"(r)cosaco8/3|cosa  — +  co8/3-J-fco8y  — j,--- 

Wenn  man  die  Summen  durch  Integrale  ersetzen  dürfe,  erhalte 
man""): 

00 

(21)    X.=  ry=Z,«|^.|  rr»f(r)dr,    X,«r,  =  Z,=  0; 

man  habe  also  nicht  nötig,  mit  Poisson  eine  specielle  Verteilung  der 
Molekeln  um  eine  von  ihnen  anzunehmen,  um  dieses  Resultat  zu 
erhalten. 

Auch  hier  giebt  Gauchy  eine  Reihe  von  Vereinfachungen  an,  die 


2707)  p.  261.         2708)  p.  268.         2709)  p.  267. 
2710)  p.  269.         2711)  p.  266. 
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unter  Yoranssetzung  specieller  SymmetrieTerh&ltiusse  eintreten  ^^^ 
In  einem  Nachwort ^^')  macht  er  darauf  aufmerksam,  dafs  die 
Voraussetzungen  dieser  Abhandlung  enger  seien,  als  die  der  vorher- 
gehenden, sodafs  jene  vielleicht  in  F&Uen  anwendbar  sei,  in  denen 
diese  es  nicht  sei. 

Von  der  Yergleichung  der  Methoden  dieses  und  des  vorher- 1 
gehenden  Paragraphen,  die  Cauchj  unternommen  hat,  ist  nur  eini 
erster  Teil  erschienen  ^^^),  der  die  Besultate  des  vorigen  recapitulirt. 

Weitere  optische  Untersuchungen  hat  Cauchj  1836  in  einer 
schon  bald  nach  ihrem  Erscheinen  sehr  selten  gewordenen  litho- 
graphirten  Abhandlung  veröffentlicht,  von  der  mir  nur  eine  deutsche 
„freie  Bearbeitung^  von  Fr.  X.  Moth"'*)  zugänglich  war.  Cauchy 
stellt  zunftchst  einige  Sfttze  zusammen  „über  die  Sunmien,  welche 
durch  Addition  ähnlicher  Functionen  der  Coordinaten  der  ver- 
schiedenen  Punkte  entstehen^;  unter  ihnen  ist  die  Poisson'sche 
Gleichung  §  45  (3)  enthalten '^^^.  Dann  folgen  S&tze  über  Flächen 
2.  Grades '^^''),  die  Aufstellung  der  für  die  Grenze  zweier  Mittel 
geltenden  Übergangsbedingungen '^^^)  und  ausführliche,  später  zu  be- 
sprechende Untersuchungen  über  die  möglichen  ebenen  Wellen.  Indem 
Cauchj  bemerkt,  dafs  die  bei  Aufsuchung  der  letzteren  dienenden 
Umformungen  auch  möglich  sind,  wenn  man  die  Bichtungscosinus 
der  Wellennormale  durch  die  Symbole  der  Differentiation  nach  den 
(üoordinaten  ersetzt,  gelingt  ihm  eine  Umformung  der  früher  von 
ihm  gegebenen  Gleichungen '^^^).  Es  lassen  sich  dann  nämlich  die 
aus  §  58  (1)  durch  Einsetzen  der  Werte  (20)  sich  ergebenden 
Gleichungen  in  der  folgenden  symbolischen  Gestalt  schreiben: 


2712)  p.  267.  p.  271  bemerkt  er,  Poisson^B  Methode  müsse,  soweit 
sich  das  ans  der  yorläufigen  Mitteilung *^^^)  erkennen  lasse,  mit  der 
seinigen  in  einigen  Punkten  übereinstimmen,  in  anderen  nicht. 

2718)  p.  236.        2714)  Bull.  F^rossac  18,  1880,  p.  169. 

2715)  Wien  1842.  Leider  giebt  der  Bearbeiter  nicht  genau  an,  wieviel 
er  geändert  oder  hinzugefügt  hat;  doch  scheint  aus  der  Art,  wie  er  sich 
p.  yn  ausdrückt,  hervorzugehen^  dafs  er  sich  auf  die  Ausfahrung  von 
Zwischenrechnungen  und  auf  die  HinzufOgung  eines  Anhangs  über  das 
Rechnen  mit  Differentiationssymbolen  beschränkt  hat  In  der  That  ent- 
hält die  Bearbeitung  alle  Sätze,  fQr  die  sich  Cauchy  in  seinen  späteren 
Arbeiten  auf  das  „memoire  lithographi^  von  1886^^  bezieht  Die  Besidtate 
des  memoire  hat  Cauchy  in  Form  von  Briefen  an  Pariser  Akademiker  in 
den  Comptes  Bendus  veröffentlicht  (2,  1886,  p.  182,  207,  427,  466;  8,  1886, 
p.  422;  Oeuvres  (1)  4,  p.  6—10,  80—88). 

2716)  §  1,  p.  1.  Die  Note  exerdces  d'analyse  et  de  physique  math^ 
matique  1,  1840,  p.  16  recapitulirt  diese  Besultate. 

2717)  nr.  2,  p.  16.        2718)  nr.  8,  p.  27.        2719)  nr.  6,  p.  66. 
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(22)  {D',  +  L)i  +  Bfi  +  QfO,... 

in  der  z,  B.  L  den  DifferentüJoperator  bedeutet: 

Die  hier  auftretenden  Differentialoperatoren  lassen  sich  dann  aus 
zwei  anderen: 

(24)  e«-5'm!^(l-c''(*^"^«'*'**^^»^^^^')), 

(26)   H^^m^[i(coBaD:,+  oosßD,  +  coByD.y-^^,e''^'^^'''^')] 

durch  Differentiation  nach  den  Differentialsymbolen  u  «»  Dxj .  •  .  ab- 
leiten, sodals  die  Gleichungen  (22)  geschrieben  werden  kennen '^'^i 

(26)  (ö  _  2^)  I  +  D^  (D^H6  +  D^Hfi  +  D^Ht),  . . . 

was  so  za  verstehen  ist,  daüs  zuerst  die  Differentiationen  von  H 
nach  u,  f;,  tr  ausgefOhrt  und  dann  die  so  gebildeten  Operatoren  auf 
I,  17,  {  angewendet  werden  sollen. 

Hat  man  es  spedell  mit  einem  isotropen  System  zu  thun,  sd 
können  die  Differentialsymbole  nur  in  der  einen  Verbindung: 

(27)  w»+t?«+ir«=Ä:* 

auftreten.    Indem  Cauchy  fOr  diesen  Fall  die  neuen  Bezeichnungen: 

einfahrt,  bringt  er  die  Gleichungen  auf  die  ein£&che  Form"'^): 

(29)  {E-D',)^  +  Fa  =  0,... 

Er  leitet  ans  ihr  sofort  noch  die  beiden  Folgerungen  ab: 

(30)  [Df-i;-J'(D*  +  2>;  +  D|)]ff  =  0 
und: 

(31) (dJ  -  J?)  (D.,  -  i),f)-=  0,  . . . 

2780)  p.  69.  Cauchy 's  Bezeichnungsweise  ist  hier  schwerf&llig;  im 
Text  ist  sogleich  von  deijenigen  Oebrauch  gemacht,  deren  sich  Cauchy 
später  (von  der  unter  '^*^)  zu  nennenden  Abhandlung  an)  bedient  hat. 

2721)  nr.  7,  p.  64.  Diese  Untersuchungen  sind  in  einer  einige  Jahre 
späteren  Abhandlung  in  vereinfiichter  Form  dargestellt  (Exerc.  d*anal.  1, 
1840,  p.  115;  Auszug  Par.  C.  R.  9,  1839,  p.  887;  oeuvrea  (1)  4,  p.  498). 
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Auch  für  einaxige  Erystalle  ftOirt  Catichj  entsprechende  unter- 
snohnngen  durch  ^^^^);  er  erhftlt  Formeln  der  Gestalt: 

(d]  -  i)  I  -  K(D^f,  +  D.f)  -  0, 
(d;  -i:)r,-D^{Kl  +  F{D^n  +  D.f) }  =  0,  (32) 

(d]  -E)t-D,[Ki  +  F{D^r,  +  D.f)}  -  0, 

in  der  E,  F,  K,  L  Functionen  von  D,  und  d\  +  -D.  bedeuten. 

Aus   ihnen   lassen  sich  andere  ableiten,   die  17  und  i  nur  in  den 
beiden  Verbindungen  Dyr\  +  D,t  und  D,iy  —  Dyf  enthalten "••). 

Aus  der  Gleichung  (30)  zieht  Gauchy  bald  darauf  den  SchluTs, 
^aDs  die  Dilatation  immer  Null  bleibt,  wenn  sie  ftbr  t^O  mit  ihrer 
ersten  Ableitung  nach  der  Zeit  Null  ist;  bei  den  Liehterscheinungen 
scheine  das  der  Fall  zu  sein^*^).  Aulserdem  bemerkt  er,  dafs  die 
•Gleichungen  (29)  homogen  werden,  wenn: 

^-i(2>J+2>J  +  I>*)     nnd    F-if  (33) 

ist,  unter  i  und  f  Constante  verstanden. 

um  dieselbe  Zeit  hat  Cauchy  auch  die  schon  in  dem  Briefe  an 
Ampere '^^)  ausgesprochene  Vermutung,  dafs  die  Longitudinalwellen 
im  Äther  Wärme  wellen  seien,  n&her  ausgef&hrt*^'').  Er  bezeichnet 
die  Gleichung  der  Wftrmeleitung  (§  38,  1)  als  eine  „hinkende'^,  weil 
sie  zweite  Ableitungen  nach  den  Goordinaten  und  nur  erste  nach 
der  Zeit  enthält,  und  glaubt  Ampere  dahin  richtig  zu  verstehen, 
dafs  man  sie  als  particuläres  Integral  einer  anderen  auffassen  müsse, 
die  vierte  Ableitungen  nach  den  Goordinaten,  zweite  nach  der  Zeit 
«nthalte.  Man  erhalte  nämlich  fOr  die  Dilatation  (in  isotropen 
Körpern)  aus  (30)  in  zweiter  Annäherung  eine  Gleichung  der  Form: 

Djtf  ^a(Dl  +  I)\^IJ^^)c  +  h  {d\  +  dJ  +  D*)^  -  0.    (34) 

2722)  M^m.  lith.  p.  69;  exerc.  d'anal.  1,  §  4,  p.  122. 

2728)  M^m.  lith.  p.  78;  exerc.  1,  p.  122.  Die  exerc.  enthalten  §  6, 
p.  128  noch  entsprechende  Rechnungen  für  zwei  isotrope  Molekehysteme, 
die  einander  durchdringen. 

2724)  Die  Abhandlung  über  Reflexion  und  Brechxuig  zwischen  iso- 
tropen Mitteln  findet  sich  Par.  C.  R.  8,  1889,  p.  986;  9^  1889,  p.  1,  59,  91 
(oeuvr.  (1)  4,  p.  429)  und  mit  geringen  Änderungen  am  Anfiing  und  am 
Schlüsse  exerc.  d*anal.  1,  1840,  p.  183.  Die  im  Text  dtirten  Sätze  stehen 
oeuvr.  p.  484;  exerc.  p.  187. 

8726)  Par.  C.  R.  9,  1839,  p.  288;  oeuvr.  (1)  4,  p.  491.  Laurent  weist 
darauf  hin  (Par.  C.  R.  21,  1845,  p.  631),  dafs  diese  AufßEMSung  sich  nicht 
mit  der  beobachteten  Polarisation  der  WBjmestrahlen  vertrage. 
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Wenn  es  einen  bestimmten  Einfallswinkel  gebe,  für  den  das  reflectirte 
Liebt  Tollständig  in  der  EinfaUsebene  polansirt  sei,  müsse  a  =  O 
sein"^;  dann  erbalte  man  als  particuläres  Integral: 

(36)  D^c  +  y^^(D\  +  dJ  +  If^  (F  =  0, 

also  eben  die  WftrmeleitangBgleichung.  Fortpflanzung  von  Liebt- 
weUen  ohne  Begleitung  durch  W&rmewellen  sei  nur  im  leeren  Baume 
oder  in  vollständig  durchsichtigen  isotropen  Körpern  möglich.  — 
WoUe  man  übrigens  die  Erscheinungen  genau  darstellen,  so  sei  es 
zweckmäfsig,  seine  Untersuchungen  über  Bewegungen  in  einem 
doppelten  Molekelsystem '^^')  zu  Hilfe  zu  nehmen. 

Ein  wenig  späterer  Aufsatz '^'^  recapitulirt  seine  Besultate  imd 
setzt  sich  mit  Poisson  auseinander.  Es  läge  in  den  beiderseitigen 
AufiJEUBsungen  und  Resultaten  nur  noch  der  Unterschied  vor,  dals 
Poisson  von  Navier's  Gleichungen  §  56  (5)  ausgehe,  die  er  nur  als 
erste  Annäherung  gelten  lassen  közme.  Ln  allgemeinen  Falle  seien 
die  Gleichungen  nicht  homogen;  und  seiost  wenn  man  sie  durch 
Yemacblässigung  der  höheren  Glieder  homogen  mache,  ergebe  sich 
das  Verhältnis  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  longitudinalen 

und  der  transversalen  Wellen  nicht  zu  f/S,  sondern  es  bleibe  will- 
kürlich  und  könne  selbst  gleich  Null  werden*'*®).  Er  wiederholt  dann, 
daTs  die  Erscheinungen  der  Beflezion  und  Brechung  von  zwei  Gon- 
stanten  abhingen,  deren  eine  der  Brechungsindez  sei.  Nehme  man 
die  zweite  =  —  1,  so  erhalte  man  genau  die  von  Fresnel  experimentell 
gefundenen  Gesetze  für  durchsichtige  isotrope  Körper;  die  Fort- 
pflanzimgsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  sei  dann  =0  *''?). 
Li  anderen  Fällen  erhalte  man  Formeln,  die  mit  den  Erscheinimgen 
an  der  Oberfläche  unvollständig  polai-isirender  Medien  im  Einklang 
zu  sein  schienen.     Ln  ersteren  Falle  müTsten  sich  die  Gleichung  (30) 

auf  D^  ff «  0    und    die   Gleichung   für    eine    beliebige  lineare  Yer- 

bindimg  8  der  Verrückungen  auf: 

(36)  [b]  -  ,  (d»  +  D»  +  J)\)]  dJ  «  -  0 


8726}  p.  496.  Cauchy  beruft  sich  hier  auf  die  Abhandlung  über 
Beflezion  und  Brechung'***);  doch  kann  ich  in  dieser  nichts  darüber 
finden.    Vgl.  aber  "«"O 

2727)  Par.  C.  B.  9,  1889,  p.  676;  oeuvr.  (1)  6,  p.  20. 

2728)  p.  22. 

2729)  p.  28. 
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rednciren*^^).     Die  zweite  Constante  i  wird  dann  das  Quadrat  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  dilatationsfreien  Wellen. 

Gegen  die  von  Cauchy*^^),  wie  auch  von  Poisson*^**)  benutzte 
Definition    des    Druckes    auf    ein    Flächenelement    von    molecular-  , 
theoretischen  Anschauungen    aus  haben  Duhamel^^^)  und  Barr4  | 
de  Saint  Yenant^*')   eingewendet,  daDs  bei  ihr  unter  umständen  '; 
einige  Molecularwirkungen  gar  nicht,  andere  doppelt  in  Bechnung  i 
gebracht  würden.     Sie  definiren  ihn  daher  als  die  Resultante  aller 
derjenigen  Molecularwirkungen,  deren  Richtungen  das  Flächenelement 
treffen.    Diese  Definition  wurde  dann  auch  von  Cauchj  acceptirt'^*^),    ' 
ebenso  St.  Yenant's  Bemerkung,  dafs  man  das  neben  der  Resultante    < 
auftretende    resultirende    Drehungsmoment    ihr    gegenüber   vernach- 
lässigen könne,,  wenn  das  Flächenelement  sehr  klein  sei;  in  der  That 
sei  es  von  der  4.  Ordnung  unendlich  klein,  wenn  die  Resultante  von 
der  2.  Ordnimg  sei.     Er  legt  dann  dar*^^),  wie  man  von  da  aus 
zu  einer  schärferen  Fassung  des  von  Lagrange  öfters  gebrauchten 
Ausdruckes  „Moment  einer  elastischen  Kraft''  gelangen  könne.    Durch 
diese  Note   Cauchy's    wurde  St.  Yenant  veranlafst,    näheres  über 
seine   Definition  in  den  Comptes  Rendus  mitzuteilen"^).     Cauchy 
zeigt  dann  noch,  wie  man  von  dieser  Definition  aus  zu  den  Aus- 
drücken der  Druckcomponenten  durch  die  Molecularkräfte  gelangen 
könne  "W). 

St  Yenant  hat  die  Definitionen   der  Elasticitätstheorie  noch 
in  einem   anderen  wesentlichen  Punkte  ergänzt.     Er  macht  nämlich 


2780)  Par.  C.  R.  9,  1839,  p.  726;  oeuvr.  (1)  6,  p.  38. 

2781)  In  einer  1828  der  Pariser  Akademie  vorgelegen,  nicht  yer- 
öffentlichten  Abhandlung;  ygl.  die  Angaben  St.  Yenant's,  Par.  G.  R.  21, 
1846,  p.  24  und  Cauch/s,  ib.  p.  126  (oeuvr.  (1)  9,  p.  281).  Analog  be- 
handelt Duhamel  auch  den  WärmefluTB  durch  ein  Flächenelement;  er 
zeigt,  dafs  seine  Definition  und  die  Fouiier's  zu  denselben  Resultaten 
fahren  (J.  äc.  polyt.  cah.  21,  1832,  p.  861,  ebenfalls  aus  dem  Jahre  1828). 

2782)  Zuerst  in  einer  nicht  veröffentlichten  Abhandlung  aus  dem  ' 
Jahre  1884  (vgl.  seine  Angabe  Par.  G.  R.  21,  1846,  p.  24),  dann  in  den  ! 
mir  nicht  zugänglichen  lithographirten  Yorlesxmgen  von  1888  (vgl.  darüber,  , 
auXser  seinen  eigenen  Angaben,  Pearson"^^  1,  nr.  1668,'  p.  886). 

2788)  Par.  C.  R.  20,  1846,  p.  1764;  oeuvr.  (1)  9,  p.  228. 
2784)  p.  229. 

2786)  ib.  21,  1846,  p.  24.  Er  citirt  eine  Note  in  der  Zeitschrift  Tin- 
stitut  vom  Dec.  1848,  nr.  624  (auch  Proc^s-verbaux  der  soc.  philom.  1848, 
p.  184?);  beides  mir  nicht  zugänglich,  vgl.  aber  Todhunter"®^  1,  nr.  1612, 
p.  860. 

2786)  Par.  G.  R.  21,  1846,  p.  126;  oeuvr.  (1)  9,  p.  281. 


554     L  Haaptteil.    9.  AbschiL     Die  Anfänge  der  Elaeticit&tsiheorie  etc. 

darauf  aufinerksam*^*'^,  dafs  es  keineswegs  erforderlich  sei,  Torans- 
znsetzen,  dafs  die  Yerrftckongen  selbst  überall  unendlich  klein  seien; 
«s  genüge  die  Annahme,  dais  das  für  die  Differenzen  zwischen  den 
Verrficknngen  benachbarter  Punkte  gelte.  Man  erhalte  dann  für  die 
Terschiebongsgröfsen  die  Werte: 

.„,    '.-ll+Me-l)•+a'+(^^'^•••^ 

^—  dy"^  dx"^  ^XSxdy'^  dxdy'^  dxdyr'" 

Die  lineare  Dilatation  für  eine  beliebige  Richtung  drückt  sich  dann 
durch  diese  Oröfsen  in  der  Form: 

(38)  Xx cos*«  +  •  ?  •  +  y» cos /5  cos y  +  •  •  • 

aus. 

An  die  Untersuchungen  Cauchy's  schliefsen  sich  solche  von 
A.  T.  Ettingshausen  an,  der  während  Gauchj's  Aufenthalt  in 
Österreich  mit  diesem  in  Beziehungen  getreten  war.  Doch  scheinen 
von  ihnen  nur  zwei  Noten  veröffentlicht  zu  sein.  Die  erste  der- 
selben"^) will  die  Ton  Cauchy  a  posteriori  abgeleitete  Form  der 
Oleichungen  für  die  Lichtbewegung  in  einem  isotropen,  optisch 
activen  Mittel  aus  den  allgemeinen  Oleidiungen  der  Bewegung  der 
Schwerpunkte  eines  beliebigen  Molekelsjstems  ableiten.  Zu  diesem 
Zweck  geht  sie  von  folgender  Form  dieser  Oleichungen  aus: 

in  der  X,  F,  Z  die  Componenten  der  Kraft  bedeuten,  die  die 
Molekel  x  +  Ax^  y  +  Ay^  0  +  Je  auf  die  Molekel  x,  y,  g  ausübt. 
Mit  Benutzung  des  Symbols: 

V  —  JxD,+  JyDy+  JeD, 

und  der  (auch  von  Cauchy  benutzten)  symbolischen  Gleichung: 

^S-(e--l)S 

bringt  er  die  Differentialgleichungen  auf  die  Form: 

in    der   X,    M^   N  ebenfalls   Differentiatoren    bedeuten.      Aus   der 


2787)  Soc.  philom.  proo^e-Terbaux  1844,  p.  26;  Aossnig  Tinstitat 
nr.  587,  1844  (beides  mir  nicht  zugänglich,  ygl.  Todhunter***^  1,  nr.  1614« 
p.  862);  Par.  C.  R.  24,  1847,  p.  260. 

2788)  Par.  C.  R.  24,  1847,  p.  801. 
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Forderung  der  Isotropie  schliefst  er,  dafs  diese  letzteren  sich  folgender- 
mausen  ausdrücken  lassen  müssen: 

man  erhalte  so  Canchys  Formeln  (§  62).  Wenn  die  Kräfte  nur 
Functionen  des  Abstandes  seien,  müsse  H  notwendig  »  0  sein,  wie 
in  den  von  Cauchy  vor  1842  benutzten  Formeln.  Auch  den  Fall 
eines  einasdgen  Systems  habe  er  untersucht  und  Formeln  gefunden, 
unter  denen  die  1836  yon  Mac  Cullagh  angegebenen  als  specielle 
F&lle  enthalten  seien. 

Die  zweite  Note  y.  Ettingshausen's'^'^  enthält,  aufser  einem 
historischen  Bericht,  eine  Wiedergabe  der  Besultate  der  ersten  ohne 
Benutzung  von  Formeln. 

Die  vorhin  genannte  Abhandlung  Cauchy's*^'^  enthält  noch: 
Rechnungen,  durch  die  gezeigt  werden  soll,  wie  man  von  molecular- 
theoretischen  Vorstellungen  aus  zu  Werten  der  Druckcomponenten' 
gelangen  könne,  die,  wie  Cauchy  sich  ausdrückt,  „strenge  richtig 
sein  würden,  wenn  es  erlaubt  wäre,  den  Körper  als  eine  continuir! 
Uche  Masse  zu  behandeln'^  Er  ersetzt  die  Summationen  in  den 
Formeln  durch  6 fache  Integrationen;  diese  könnten  von  0  bis  oo, 
bezw.  von  —  oo  bis  oo  erstreckt  werden,  wenn  man  festsetze,  dafs 
die  Dichtigkeit  aufserhalb  des  Körpers  »  0  genommen  werden  solle. 
Wird  der  Anfangspimkt  der  Goordinaten  in  das  betrachtete  Flächen- 
element, die  x-Axe  in  seine  Normale  verlegt,  und  werden  mit 
St.  Venant  nur  Kräfte  berücksichtigt,  deren  Richtungen  das  Flächen- 
element 8  treffen,  so  könne  man  nicht  nur   l  jdy^de^  durch  s  er- 

X 

setzen,  sondern  auch  das  Integral  foiih^^i   ^^^^^^  ^^  Substitution 

0 

«1  =  xO  in: 

1 

0 

überführen;  man  erhalte  so: 

Z,=  f  f  Cmx^^-^dxdyde,  .  . .  (40) 

unter  der  allgemein  angenommenen  Hypothese,  dafs  die  Molecular- 

2789)  Wien.  Ber.  1,  1848,  p.  122. 
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kr&fte  mit  der  Entfernnng  sehr  rasch  abnehmen,  sei  q^q^  ^^^ 
Quadrat  der  Dichtigkeit  an  der  betrachteten  Stelle  nicht  merklich 
verschieden^^®),  und  man  erhalte  wieder  die  Formeln  (7). 


§  60.    Poisson's  Untersuchungen. 

Ziemlich  gleichzeitig  mit  Cauchy  hat  auch  Poisson  das  Problem 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  elastischer  Körper  von  mole- 
culartheoretischen  Anschauungen  aus  in  Angriff  genommen  ^^^).  Ein- 
leitungsweise setzt  er  seine  allgemeine  Auffassung  auseinander  ^^^^: 
neben  die  „m^canique  analjtique^\  in  der  alle  physikalischen  Vei^ 
bindungen  durch  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  einzelnen 
Punkte  ersetzt  seien,  könne  und  mfisse  man  eine  „micanique  phjsique*' 
stellen,  die  alles  auf  Wirkungen  zwischen  discreten  Molekeln  zurftok- 
führe.  Wie  Cauchy  *•••)  nimmt  auch  er  an,  dafs  sich  die  Molecular- 
kr&fte  aas  der  Anziehung  zwischen  den  ponderablen  Molekeln  und 
der  Abstoüsung  „due  a  la  chaleur"  zusanmiensetzen,  und  da£s  beide 
Wirkungen  mit  wachsender  Distanz  etwa  wie  eine  Exponential- 
function  mit  negativem  Exponenten  abnehmen  ^^.  Indem  er  Sub- 
stanzen von  fibröser  oder  Erystallstructur  ausschliefst,  nimmt  er 
femer  an,  dafs  die  Molecularkraft  zwischen  zwei  Molekeln  nur 
Function  der  Entfernung  sei  Er  summirt  dann  zunächst  ^^)  die 
Kräfte,  die  von  allen  Molekeln  einerseits  einer  Ebene  auf  eine 
Molekel  andererseits  dieser  Ebene  ausgeübt  werden;  indem  er  dann 
noch  diese  letztere  eine  Normale  zu  der  Ebene  durchlaufen  läfst^ 
abermals  summirt  und  mit  dem  Flächenelement  multiplicirt,  kommt 
er  auch  seinerseits  zum  Begriff  des  Druckes  auf  ein  Flächenelement  ^^. 
Die  erhaltenen  vierfachen  Sunmien  reducirt  er  zunächst  auf  dreifache; 
dann  entwickelt  er*'**): 

^  ^  r  -\-  er  r  dr    r   ^ 

führt  Polarcoordinaten  ein  und  ersetzt  nun  zwar  nicht  die  auf  die 
Distanz,  wohl  aber  die  auf  die  Polarwinkel  bezüglichen  Summationen 
durch  Integrationen"^).  Er  erhält  so  auch  seinerseits  für  die 
Componenten  des  Druckes  auf  eine  beliebige  Ebene  die  Ausdrücke 


2740)  p.  289. 

2741)  Par.  Mäm.  8,  1829,  p.  367  (vom  April  1828);  Auszug  Ann.  chim. 
phys.  87, 1828,  p.  837;  vorläufige  Mitteilung  ib.  36, 1827,  p.  86  (vom  Oct.  1827). 

2742)  p.  861.         2748)  §  1,  p.  369.         2744)  nr.  2,  p.  878. 
2746)  nr.  4,  p.  876.         2746)  nr.  6,  p.  878. 
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durch  die  Gomponenten  des  Dniokes   auf  eine  Ebene  senkrecht  zu 
den  Coordinatenaxen,  für  diese  letzteren  aber  die  Werte '^^^: 


i-M'+li)-'('K+^+lf). 


(2) 


8>. 
mit  folgender  Bedeutung  ihrer  CoefQcienten: 

(a  ist  die  Moleculardistanz).  Die  Gleichgewichtsbedingungen  §  58  (l) 
gewinnt  er  dann  ebenfalls  durch  die  Betrachtung  eines  kleinen  Parallel- 
epipedes*^**).  Er  überzeugt  sich"**),  dafs  dabei  die  Drehungs- 
momente,  wenn  man  Potenzen  und  Producte  der  Yerschiebungs- 
grölsen  yemachlässigt,  keine  neuen  Bedingrungen  geben.  Nachdem  er 
bierauf  die  Oberfi&chenbedingungen  abgeleitet  hat"^),  giebt  er  noch 
einen  zweiten  Ansatz  zur  Gewinnung  derselben,  indem  er  die 
Differentialgleichungen  mit  dem  Massenelement  multiplicirt,  integrirt 
xmd  die  Baumintegrale  in  Oberflächenintegrale  überführt  "^').  Er 
bemerkt  dann*^*'),  dalis  die  Gleichungen  auch  für  den  ursprünglichen 
Zustand  des  Körpers  gelten  müssen;  das  giebt  ihm  Jr=0,  sodafs 
die  Gleichungen  §  56  (5)  durch  seine  Werte  (2)  erfüllt  werden.  Er 
zieht  daraus  den  Schlufs,  dafs  es  unstatthaft  sei,  auch  die  letzte 
Summation  durch  eine  Integration  zu  ersetzen,  da  man  dann  auch 
A;  «>  0  bekommen  würde,  und  dalB  man  also  die  Variationsrechnung 
zur  Ableitung  der  Gleichungen  nicht  heranziehen  könne.  Indem  er 
schliefslich  die  Ausdrücke  (2)  der  Druckcomponenten  durch  die 
Deformationsgröfsen  in  die  Gleichgewichtsbedingungen  einsetzt,  er- 
hält er  diese  in  derselben  Form  wie  Navier  und  daraus  die 
Gleichungen  der  Bewegung  durch  Anwendung  des  d'Alembert'schen 
Princips""). 

Die  Veröffentlichung  des  Auszugs  aus  dieser  Abhandlung,  in 
dem  Navier   nicht    genannt    war,    gab   zu    einer  Polemik    zwischen 


2747)  nr.  7,  p.  882.         2748)  nr.  8,  p.  887.         2749)  nr.  9,  p.  890. 

2760)  nr.  10,  p.  891.         2761)  nr.  11,  p.  892. 

2762)  nr.  14,  p.  898.  Man  vergleiche  dazu  die  Bemerkungen  von 
Glauflius,  Ann.  Phys.  Chem.  76,  1849,  p.  64  und  von  Barrä  de  Saint 
Venant,  le9onB  de  Navier"*'^,  nr.  XXXvm,  p.  CLXIV,  denen  zufolge 
alle  Schwierigkeiten  wegfallen,  wenn  man  mit  der  unteren  Grenze  der 
Integrale  nicht  bis  0  herabgeht. 

2768)  nr.  16,  p.  404. 
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letzterem  und  Poisson  AnlaTs.  Navier  betont  zunftchst*^^),  dafs  er 
der  erste  gewesen  sei,  der  dreidimensionale  Körper  behandelt  habe; 
dann  spricht  er  speciell  von  der  Abhängigkeit  eines  in  den  Glei- 
chungen der  Bewegung  einer  elastischen  Platte  auftretenden  Coeffi- 
eienten  von  der  Dicke  der  Platte.  Schliefslich  erklärt  er  noch,  dais 
er  Poisson's  Meinung  nicht  teile,  nach  der  es  nicht  zulässig  sei,  die 
Sunmien  durch  Integrale  zu  ersetzen,  dafs  er  sich  aber  weiteres  bis 
nach  Erscheinen  der  yollständigen  Abhandlung  vorbehalten  müsse  "^^). 

Poisson 's  Antwort  ^^)  macht  darauf  aufmerksam,  dafs  Nayier 
die  Proportionalität  der  Kräfte  mit  den  Veränderungen  der  Ent- 
fernung direct  einfCLhre,  während  er  sie  erst  aus  der  Yergleichung 
des  natärlichen  und  des  deformirten  Zustandes  ableite.  Wenn  man 
das  thue  und  wenn  man  dann  die  Summen,  die  die  Kraftcomponenten 
darstellen,  durch  Integrale  ersetze,  ergebe  sich,  dafs  diese  Integrale 
für  jeden  Zustand  Null  sein  müTsten,  wenn  sie  es  für  den  natür- 
lichen Zustand  seien.  Das  sei  der  eigentliche  Kernpunkt  der  Frage« 
Er  habe  ihn  schon  vor  längerer  Zeit  bemerkt,  glaube  aber  die 
Schwierigkeit  erst  in  der  letzten  Zeit  durch  die  Bemerkung  gelöst 
zu  haben,  dafs  man  derartige  Summen  rasch  variirender  Grölsen 
eben  nicht  durch  Integrale  ersetzen  dürfe. 

Nayier  erwidert '^^^,  er  habe  den  natürlichen  Zustand  sehr 
wohl  definirt,  und  zwar  gleich  zu  Beginn  seiner  Abhandlung.  Im 
übrigen  hält  er  an  der  Auffassung  fest,  dafs  seine  Hypothesen  der 
Natur  der  Erscheinungen  conform  seien,  ohne  sich  auf  eine  Dis- 
cussion  derjenigen  Poisson's  einzulassen.  Zum  SchluDs  macht  er 
noch  einmal  darauf  aufmerksam,  dafs  seine  Beschwerde  darüber, 
dais  Poisson  ihn  nicht  citirt  habe,  sich  nicht  auf  seine  Platten- 
abhandlung *^,  sondern  auf  die  viel  wichtigere  spätere  **^^)  über 
das  elastische  Verhalten  dreidimensionaler  Körper  bezogen  habe. 

Dem  gegenüber  erklärt  Poisson ^''^^):  schon  der  Umstand,  dais 
Navier  nicht  angegeben  habe,  wie  sein  CoefEcient  s  von  den  Molecular- 
kräften  abhänge,  berechtige  dazu,  seine  Lösung  als  unvollständig  za 
erklären.  Aber  das  sei  nicht  alles:  wenn  man,  wie  Navier  es  thue, 
die  Summen  durch  Integrale  ersetze,  werde  dieser  CoefQcient  NulL 
Es  reiche  nicht  aus  anzunehmen,  dafs  durch  die  Änderung  der 
Moleculardistanzen  £jräfte  hervorgerufen  werden,  man  müsse  auch 
noch  die  durch  die  ungleiche  Compression  henrorgerufenen  Kräfte 
berücksichtigen,   die  von  derselben  Gröfsenordnung  wie  jene  seien. 

2754)  Ann.  chim.  phys.  88,  1828,  p.  304.         2765)  p.  814. 
2756)  ib.  p.  487.         2757)  ib.  89,  1829,  p.  146.         2758)  i 


2758)  ib.  p.  205. 
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So  bekomme  man  seine  zwei  Coefficienten  k  und  iT  in  die  Formeln. 
Die  Untersuchung  des  natürlichen  Zustandes  ergebe  jETo^O;  ersetz» 
man  dann  die  Sununen  durch  Integrale,  so  erhalte  man  auch  ä;  »  0. 

Nayier  replicirt  nochmals ^^^^),  nachdem  inzwischen  Poisson'a 
Abhandlung  in  extenso  erschienen  war:  der  Ausdruck  seines  Coeffi- 
cienten  e  durch  die  Molecularkrftfte  fehle  bei  ihm  keineswegs,  sondern 
sei  in  seiner  Gleichung  §  56  (6)  enthalten.  Die  von  Poisson  bei*- 
spielsweise  angeftüirte  Annahme  einer  Ezponentialfunction  för  f  (r) 
sei  nicht  zu  braudien,  da  mit  ihr  kein  Gleichgewicht  im  natürlichen 
Zustand  verträglich  sei.  Poisson's  Behauptung,  wenn  man  die 
Summen  durch  Integrale  ersetze,  liefsen  sich  die  beiden  Coefficienten 
Ic  und  K  durcheinander  ausdrücken,  sei  nur  richtig,  wenn  nicht  nur 
f(r),  sondern  auch  rH(r)  an  beiden  Grenzen  Null  sei;  aber  es  sei 
nicht  nötig,  das  für  r  =  0  anzunehmend^).  Auch  sei  nicht  richtig, 
dafs  Poisson's  Ic  mit  seinem  €  identisch  sei.  Endlich  setzt  er  noch 
einmal  die  Verschiedenheit  der  beiderseitigen  Hypothesen  aus- 
einander ^^^)  und  fügt  hinzu:  wenn  man  annehme,  die  Molecular- 
kräfte  seien  im  natürlichen  Zustande  von  Null  verschieden,  müsse 
man  zeigen,  dafs  unter  diesen  Umständen  überhaupt  ein  Gleich- 
gewicht  möglich  sei;  dsus  habe  Poisson  nicht  gethan. 

Die  Bedaction  der  Annales  (Fr.  Arago)  fügt  einige  Be* 
merkungen  bei'^^^,  etwa  des  Inhalts:  man  sehe  jetzt  erst,  waa 
Navier  eigentlich  gemeint  habe;  man  habe  früher  glauben  können, 
er  verlange,  dafs  die  Resultante  sämtlicher  auf  eine  Molekel  wirken- 
den Molecularkräfte  im  natürlichen  Zustande  NuU.  sei;  jetzt  sehe 
man,  dafs  er  annehme,  in  diesem  Zustande  seien  überhaupt  keine 
Molecularkräfte  wirksam.  Dann  könne  man  freilich  nicht  nach  dem 
Ausdrucke  des  Coefficienten  c  durch  die  im  natürlichen  Zustande 
vorhandenen  Molecularkräfte  fragen,  komme  aber  in  viel  gröfsere 
Schwierigkeiten  nach  der  anderen  Seite,  wenn  man  von  dieser  Hypo- 
these aus  die  Constitution  eines  Körpers  verstehen  wolle.  AuJOserdem 
macht  er  darauf  aufrnerksam,  dafs  Poisson  f(r)  sich  nicht  durch, 
eine  Function  von  der  Art  einer  Exponentialftmction,  sondern  durch 
die  Differenz  von  zwei  solchen  dargestellt  denke. 

Da  Arago  damit  die  Discussion  für  die  Annales  als  geschlossen 
erklärte,  kam  Navier  an  anderer  Stelle  noch  einmal  darauf  zurück  *^^). 
Er    erklärt,    er   habe  es  bei  seiner  ersten  Formulirung  absichtlich 


2759)  ib.  40,  1829,  p.  99.         2760)  p.  102. 

2761)  p.  108.         2762)  p.  107. 

2763)  Bull.  F^russac  11,  1829,  p.  243. 


560     I-  Hanptieil.    9.  Abschn.     Die  Anfänge  der  Elasüdt&tBiheorie  etc. 

offen  gelassen,  ob  sich  die  Molecnlarkrafte  im  natfirlichen  ZnBtande 
schon  zwischen  je  zwei  Molekeln  oder  nur  im  ganzen  aufheben;  an 
der  späteren  Stelle '^^^f  wo  es  sich  nicht  nm  mathematische,  sondern 
um  physikalische  Fragen  gehandelt  habe,  habe  er  sich  allerdings  zu 
der  ersteren  Ansicht  bekannt.  Es  liege  auch  nicht,  wie  Arago 
meine,  eine  Schwierigkeit  darin,  dafs  man  dabei  annehmen  mfiHrte, 
die  Molecularkräfte  wirkten  im  deformirten  Zustande  anders  als  im 
natürlichen;  man  müsse  nur  annehmen,  dafs  die  Deformation  die 
Anziehung  zwischen  den  ponderabeln  Molekeln  anders  modificire,  als 
die  Abstofsung  zwischen  den  W&rmeteilchen.  Femer  will  er  nicht 
zugeben,  dafs  man  aus  Poisson's  Ausdrucksweise  hätte  entnehmen 
können,  er  wolle  seine  Molecularkräfte  durch  die  Differenz  zweier 
Functionen  von  der  Art  der  Exponentialfunction  dargestellt  wissen. 
Es  sei  übrigens  gar  nicht  möglich,  mit  derartigen  Functionen 
Poisson's  Annahme  £" »  0  zu  genügen. 

Wohl  mit  durch  diese  Polemik  ist  Poisson  veranlalst  worden, 
seine  Theorie  noch  einmal  im  Zusammenhange  darzustellen'^^).  Er 
beginnt  mit  einer  erneuten  Formulimng  seiner  streng  molecular- 
theoretischen  Anschauungen  und  der  aus  ihnen  fliefsenden  Folgerung, 
dafs  die  Ersetzung  der  Summen  durch  Integrale  nur  ein  Approzi- 
mationsyerfahren  sei,  das  unter  Umständen  zu  unzulässigen  Conse- 
quenzen  führen  könne.  Femer  hebt  er  hervor,  daüs  man  aus  der 
bei  Flüssigkeiten  im  Ruhezustände  stattfindenden  Gleichheit  des 
Druckes  nach  allen  Richtungen  nicht  schliefsen  dürfe,  dals  dasselbe 
auch  für  den  Beweg^gszustand  gelte,  namentlich  wenn  sehr  schnelle 
Bewegungen,  wie  bei  Schallwellen,  in  Betracht  kommen '^^).  Seine 
Auffassung  der  Molecularkräfte  präcisirt  er  dann  noch  näher  dahin, 
dafs  jede  ponderable  Molekel  mit  einer  gewissen  Quantität  Wärme- 
stoff beladen  sei,  dais  die  ponderablen  Molekeln  einander  anziehen, 
ebenso  die  ponderablen  Molekeln  und  die  Wärmeteilchen,  dafs  da- 
gegen die  Wärmeteilchen  einander  abstofsen'^^).  Diese  Vorstellung 
führt  aber  auch  wieder  auf  die  Annahme,  dafs  die  ganze  zwischen 
iLwei  Molekeln  wirkende  Kraft  sich  in  der  Form  F(r)  —  f(r)  dar- 
stellen lasse,  wo  F  und  f  zwei  positive  Functionen  des  Abstandes 
bedeuten,  deren  jede  mit  wachsendem  r  sehr  schnell  abnimmt '^^^). 
Er  berechnet  dann  zunächst  die  Resultante  der  auf  eine  einzelne 
Molekel  wirkenden  Kräfte  und  die  daraus   sich  ergebenden  Gleich- 


2764)  J.  ^c.  polyt.  cah.  20,  1831,  p.  1  (vom  Oct.  1829);  Auszug  Ann. 
chim.  phys.  42,  1829,  p.  145. 

2766)  p.  2.         2766)  nr.  1,  p.  ß.         2767)  nr.  2,  p.  6. 
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gewichtsbediiigimgeii  in  einem  System  van  Mol«keln,  die  in  gerader 
Linie  angeordnet  sind*^^);  dabei  zeigt  er  an  dem  Beispiel  emer 
spedellen  Annahme  über  das  Gesetz  der  MolecularkrAfte,  dafs   der 

ünterscbied  zwischen  der  Summe  Slf^ns)  und  dem  Integral  jfis)  ds 

von  derselben  Gröfsenordnung  sein  kann,  wie  dieses  Integral  selbst '^^. 
Durch  Subtraction  der  yon  beiden  Seiten  her  auf  einen  Punkt 
wirkenden  Molecularkrftfte  erh&lt  er  die  Gleichgewiditsbedingung  in 
der  Form*^'®): 

^^  +  ^-0,  (4) 

wo  Q  die  Dichtigkeit,  X  die  ftulsere  Kraft  bezeichnet,  wShrend  p 
aus  den  Molecvlarlor&ften  zusammengesetzt  ist.  Sr  entmckelt  diesen 
Ausdruck  noch  weiter ''^^)  und  zeigt  dann,  daJs  man  zu  unmöglichen 
Resultaten  kommen  würde,  wenn  man  dabei  die  Summe  der  einzelnen 
Molecularkräfte  durch  ein  Integral  ersetzen  wollte  *^^*). 

Hierauf  wendet  er  sich  zur  Betrachtung  des  „natürlichen  Zu- 
Standes'' dreidimensionaler  elastischer  Körper'^'),  d.  h.  desjenigen, 
in  dem  die  Molekeln  keinen  anderen  Erftften  als  ihren  gegenseitigen 
Anziehungs-  und  Abstofsungskräften  unterworfen  sind.  Er  definirt 
zunächst  den  Druck  auf  eine  Fläche  in  einem  Punkte  M  in  der 
Weise,  dafs  er  in  der  Fläche  um  M  einen  Ereis  beschreibt,  dessen 
Badius  grofs  gegen  die  Moleculardistanzen,  klein  gegen  die  Wirkungs- 
sphäre der  Molekeln  ist.  Über  diesem  Kreis  errichtet  er  einen  zu 
der  Ebene  senkrechten  Cjlinder,  dessen  Höhe  mindestens  gleich  dem 
Badius  der  Wirkungssphäre  ist;  die  Besultante  der  Wirkimgen  der 
Molekeln  auf  der  anderen  Seite  dieses  Cjlinders  der  Ebene  auf  die 
Molekeln,  geteilt  durch  seinen  Querschnitt,  ist  der  Druck  auf  die 
Fläche  im  Punkte  M"''*).  Für  diesen  Druck  findet  er  durch  Um- 
formung der  Summe,  unter  geeigneten  Vernachlässigungen,  den  Aus- 
druck"''*): 

J^=^.2?rf(r),  (5) 

in  dem  die  Summation  über  alle  in  der  Wirkungssphäre  gelegenen 
Molekeln  zu  erstrecken  ist  und  e  die  mittlere  Moleculardistanz  be- 
deutet.    Von  dieser  Summe  behauptet  er,  sie  müsse  im  natürlichen 


2768)  nr.  4,  p.  9. 

2769)  nr.  7,  p.  14.    nr.  8,  p.  16  behandelt  er  auch  den  Fall,  dafs  die 
Molekeln  nicht  äquidistant  sind. 

2770)  nr.  9,  p.  20.         2771)  nr.  10,  p.  21.         2772)  nr.  18,  p.  26. 
2778)  nr.  14,  p.  28.         2774)  nr.  16,  p.  29.         2775)  nr.  17,  p.  88. 
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Zustande  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  Körpers  überall  constant 
und  folglich  überall  gleich  Null  sein^^^. 

Um  dann  zu  einem  deformirten  Zustande  überzugehen,  drückt 
er  zunächst  die  in  irgend  einer  Bichtung  stattfindende  lineare  Dila* 
tation  folgendermalsen  durch  die  partiellen  Ableitungen  der  Ver- 
schiebungscomponenten  aus^^^: 

(6)      -^^ ^  cos««  +  . . .  +  ^^  +  ^j  cos^  cosy  +  •  •  • 

Dann  berechnet  er  für  diesen  deformirten  Zustand  den  Druck 
auf  eine  beliebige  Ebene;  indem  er  nach  Potenzen  der  relativen 
Coordinaten  entwickelt,  dann  aus  Symmetriegründen  alle  Glieder 
streicht,  in  denen  eine  solche  Coordinate  in  einer  ungeraden  Potenz 
vorkommt,  erhält  er  auch  seinerseits  die  Ausdrücke  der  Componenten 
des  Druckes  auf  eine  beliebige  Ebene  durch  die  X« .  .  .^^^  und  für 
diese  letzteren  die  Werte: 

wo  k  und  K  Werte  haben,  die  im  wesentlichen  mit  den  früher  an- 
gegebenen •"'*')  übereinstimmen*''*).  Diese  Werte  erfüllen  also  die 
Gleichungen  Zy=-  F,  nur,  wenn  K^^O  genommen  wird;  Poisson  be- 
merkt ^^),  dafs  das  aus  (5)  folge,  wenn  der  Zustand  des  Körpers, 
von  dem  man  ausgehe,  sein  natürlicher  Zustand  sei;  in  anderen 
Fällen  müsse  man  aber  K  beibehalten  und  dann  auch  unterscheiden, 
ob  die  Flächen,  die  man  betrachte,  vor  oder  nach  der  Deformation 
zu  den  Coordinatenebenen  parallel  seien. 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  §  58  (l)  erhält  er  dann  wieder 
wie  früher  ^®^).  Er  formt  sie  noch  um,  indem  er  mit  dem  Massen- 
element multiplicirt,  über  den  ganzen  Körper  integrirt  und  die 
Baumintegrale  rechts  in  Oberflächenintegrale  xunformt;  er  erhält 
8o"8«): 

(8)         I Xdm  —    /(Za,  cos  A  +  2^  cos  fi  +  X,  cos  v)  da  «=  0. 

Auch  die  Moleculardrucke  in  krystallisirten  Körpern  versucht 
Poisson  zuerst  von  moleculartheoretischen  Vorstellungen  aus  zu  be- 


2776)  p.  34.         2777)  nr.  19,  p.  87.         2778)  nr.  20,  p.  89. 
2779)  nr.  21,  p.  46.         2780)  nr.  28,  p.  62. 
2781)  nr.  24,  p.  64.        2782)  nr.  29,  p.  66. 
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stimmen  ^®^) ,  führt  das  aber  nicht  durch,  sondern  setzt  allgemein 
an,  da£jB  bei  hinlänglich  kleinen  Deformationen  die  Druckcomponenten 
als  lineare  Functionen  der  DifFerentialquotienten  der  Yerrückxmgen 
betrachtet  werden  könnten  ^^).  Da  eine  blofse  Drehung  keine 
elastische  Kraft  hervorrufen  könne,  schliefst  er^^),  dafs  diese  letzteren 
nur  in  den  sechs  Verbindungen  §  58  (2)  auftreten  können.  Für 
den  Satz,  dafs  auch  die  neun  Druckcomponenten  sich  auf  sechs 
reduciren,  beruft  er  sich  auf  Cauchy  *•**). 

Die  zweite  Hälfte  der  Abhandlung  enthält  hydrodynamische 
Untersuchungen.  Poisson  ist  der  Ansicht,  dafs  es  sich  hier  um  ein 
ganz  anderes  Problem  handle  ^^);  es  gelte  hier  nicht  der  Satz,  dafs 
Punkte^  die  ursprünglich  einer  Geraden  angehören,  während  der 
ganzen  Bewegung  auf  einer  Geraden  bleiben.  Auch  könne  man 
infolge  der  freien  Beweglichkeit  der  Molekeln  nicht  die  Bewegung 
jeder  einzelnen  verfolgen  *^®^,  sondern  nur  ihr  mittleres  Intervall; 
daher  redudrten  sich  die  Gleichgewichtsbedingungen  auf  eine  einzige 
Gleichung.  Beim  Übergang  zu  den  Bewegungsgleichungen  müsse 
man  dann  berücksichtigen,  dafs  im  Bewegungszustande,  auch  wenn 
man  auf  „viscosite^^  keine  Bücksicht  nehme,  der  Druck  nicht  nach 
allen  Richtungen  um  einen  Punkt  herum  gleich  zu  sein  brauche  ^^). 
Merkwürdig  ist  die  SchluGsbemerkung^®'):  es  könne  vorkonmien, 
dafs  eine  trigonometrische  Reihe  die  Differentialgleichungen  eines 
Problems,  aber  nicht  die  aus  ihnen  durch  Differentiation  sich  er- 
gebenden Gleichungen  befriedige. 

Erst  10  Jahre  später,  kurz  vor  seinem  Tode,  ist  Poisson  auf 
diese  Untersuchungen  zurückgekonunen,  in  der  ausgesprochenen  Ab- 
sicht, sie  für  das  Problem  der  Lichtschwingungen  nutzbar  zu  machen, 
„das  seiner  Ansicht  nach  weder  von  ihm  selbst,  noch  von  anderen 
Mathematikern,  die  sich  damit  befafst  hätten,  in  irgend  einem  Teile 
gelöst  worden  sei"*'*^).  Wieder  beginnt  er  mit  einer  ausführlichen 
Darlegung  seiner  moleculartheoretischen  Auffassungen,  die  aber  jetzt 
gegen  früher  in  einem  wesentlichen  Funkte  modificirt  erscheinen. 
Er  ninmit  nämlich  jetzt  nicht  mehr  an,  dafs  die  Wirkung  zwischen 
zwei  Molekeln  durch  eine  einzige  in  die  Richtung  ihrer  Verbindungs- 


2788)  nr.  32,  p.  69.         2784)  nr.  88,  p.  82.         2786)  p.  83. 
2786)  nr.  40,  p.  91.         2787)  nr.  42,  p.  94. 

2788)  p.  95.  Er  kommt  von  dieser  Auffassung  aus  zu  dem  Resultat, 
dafs  der  Druck  auf  irgend  eine  Fläche  von  ihrer  Erümmung  abhänge; 
doch  brauchen  wir  das  hier  nicht  weiter  zu  verfolgen. 

2789)  nr.  73,  p.  174. 

2790)  Par.  M^m.  18,  1842,  p.  6  (vom  Oct.  1889). 
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linie  fikUende  Kraft  dargestellt  werden  kdime,  sondern  l&lst,  wenigstens 
in  krystalÜBirten  Körpern^  aneh  das  Auftreten  von  Ilrehongsmomenten 
2tL^'^).  Bs  folgt  die  Darlegung  des  Znsammenhanges  zwischen  den 
Differentialqaotienten  der  Yeirftcknngen  nach  den  Goordinaten  und 
den  DeformatioQSgröIsen  (Dilatationen,  Stellungs&ndening  einer  be- 
liebigen Ebene) '^^.  Dann  giebt  er  ftkr  die  Gomponenten  der 
zwischen  zwei  Molekeln  eines  isotropen  Körpers  wiikenden  Mole* 
cttlarkraft  die  Ausdrücke ^^):  im  natürlichen  Zustande  sei: 

(9)  U  —  f  (r)  cos  a,  .  .  ., 
im  deforaiiiten: 

(10)  U  =»  f (r)  cos  a  —  £r -J^  cos  a  —  f  (r)  (cos  a'  —  cos  a), .  . . 

wo  r  die  natürlidie  Distanz  der  beiden  Molekeln,  a,  a',  . . .  ihre 
Bichtnngswinkel  im  natürlichen  und  im  deformirten  Zustande^  €  die 
lineare  Dilatation  in  dieser  Richtung  bezeichnen.  Für  einen  krystalli- 
sirten  Körper  dagegen  h&ngen  die  Molecularkrttft;e  nicht  allein  Ton 
der  Distanz  ab,  sondern  auch  noch  Ton  den  Winkeln,  die  diese 
Distanz  mit  Axen  einschlieüst,  die  mit  den  einzelnen  Molek^  fest 
verbunden  sind*^**).  Für  die  Änderungen  der  Cosinus  dieser  Winkel 
erh&it  er  die  Ausdrücke '^'^): 

in  denen  p,  q,  r  die  Componenten  der  Drehung  der  einzelnen  Molekel 
bezeichnen.  Er  bespricht  das  Verhalten  der  eingeftlhrten  Gröfsen 
gegenüber  einer  Drehung  des  Goordinatensjstems^'^;  zum  SchluDs 
erörtert  er  noch  einmal,  dafs  es  nicht  zulässig  sei,  bei  der  Summirung 
der  Wirkungen  der  verschiedenen  Molekeln  die  Sunmien  durch  Inte- 
grale zu  ersetzen  •^•^. 

Zur  Bestimmung  der  Druckcomponenten^^^)  bedient  er  sich 
wieder  des  kleinen  Cylinders'^'*).  Er  betrachtet  sowohl  die  Com- 
ponenten &,  Hy  K  des  Druckes  auf  die  mit  der  betrachteten  Molekel 


2791)  nr.  S,  p.  10.  Weitere  AusfOhrangen  finden  sich  von  nr.  38, 
p.  128  an;  namentlich  nr.  89,  p.  126  eiae  Anweisung,  wie  man  zu  ver- 
fahren habe,  wenn  man  auch  intramoleculare  Bewegungen  und  W&rme- 
einflüsse  berücksichtigen  wolle. 

2792)  nr.  6,  p.  18.  Zu  erwähnen  ist  etwa  der  rechnerisch  durch- 
geführte Beweis  der  Unabhängigkeit  des  Ausdrucks  für  die  Dilatation  vom 
Coordinatensystem,  nr.  8,  p.  26. 

2798)  nr.  12,  p.  87.         2794)  p.  36.         2795)  nr.  13,  p.  40. 
2796)  nr.  14,  p.  40.         2797)  nr.  16,  p.  46.         2798)  nr.  16,  p.  46. 
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beweglichen,  als  auch  die  Componenten  P^  Q^  R  nach  den  festen 
Axen.  Um  die  ursprünglich  sechsfachen  Smmnen  auf  dreifache  zu 
reduciren,  fafst  er  alle  Paare  gleicher  und  gleichgerichteter  Distanzen 
zusammen '^^).  Die  Gleichgewichtsbedingungen  erhält  er  wieder 
durch  Betrachtung  eines  kleinen  Parallelepipeds '^^) ;  die  Unter- 
suchung der  auf  ein  solches  ausgeübten  Drehungsmomente  giebt  ihm 
die  Relationen  X^  =  Yx*^^).  Für  den  Ausdruck  dieser  Druck- 
componenten  durch  die  Molecularkr&fte  erhält  er  eine  sehr  grofse 
Anzahl  Glieder  ^^'),  von  denen  er  nachher  sehr  viele  aus  Symmetrie* 
gründen  streicht,  sodafs  ihm  schliefslich  nur  15  Coefficienten  übrig 
bleiben  '^^).  Aus  diesen  setzen  sich  die  Druckcomponenten  zusammen, 
die  in  die  Gleichgewichtsbedingungen  eintreten  ^^^);  aufserdem  er- 
geben sich  zwischen  ihnen  und  den  Verschiebungsgröfsen  noch  drei 
Relationen  aus  der  Bedingung,  dafs  für  jedes  Volumenelement  die 
Componenten  des  resultirenden  Drehungsmoments  Null  sein  müssen  ^^^), 
Zu  den  so  gefundenen  Differentialgleichungen  treten  dann  noch  die 
Oberflächenbedingungen '^^).  Durch  Specialisirung  gewinnt  er  die 
Formeln  für  einen  isotropen  Körper  mit  zwei  Constanten,  wobei  die 
Rotationscomponenten  herausfallen^^'').  Er  bemerkt  bei  dieser  Ge- 
legenheit**^ (was  noch  zur  Discussion  mit  Navier  gehört):  da  bei 
einem  festen  Körper  ein  sehr  grofser  Druck  erforderlich  sei,  um  eine 
kleine  Dilatation  zu  erzielen,  könne  man  nicht  umhin  anzunehmen, 
dafs  die  Molecularkräfte  Differenzen  je  zweier  ent^gegengesetzter 
Kräffce  seien,  die  beide  dieser  Differenz  gegenüber  sehr  grofs  seien; 
nur  so  könne  eine  relativ  kleine  Änderung  jeder  von  beiden  eine 
grofse  Änderung  ihrer  Differenz  hervorbringen.  Mehr  könne  man 
über  die  Molecularkräfte  nicht  aussagen.  Endlich  giebt  er  noch  die 
Reduction  der  15  Constanten  auf  6.  fOr  den  Fall,  dafs  die  Molekeln 
sphärisch,  der  Körper  aber  nicht  isotrop  sei**^®)  und  eine  Umformung 
des  für  den  allgemeinen  Fall  geltenden  Gleichungssystems  in  zwei 
andere,  von  denen  das  eine  mit  12  Coefficienten  die  Verrückungs- 
componenten  bestinunt,  das  andere  dann  mit  3  weiteren  Coefücienten 
aus  diesen  die  Drehungscomponenten^^^). 

3799)  nr.  17,  p.  49.  2800)  nr.  18,  p.  51.  2801)  nr.  20,  p.  68. 
2802)  nr.  26,  p.  72.  2803)  nr.  27,  p.  82.  2804)  nr.  28,  p.  87. 
2806)  nr.  29,  p.  91.         2806)  nr.  30,  p.  93.         2807)  nr.  34,  p.  108. 

2808)  nr.  36,  p.  118.  Er  wiederholt  seine  frohere  Auseinandersetzung, 
dafs  diese  zwei  Constanten  sich  durch  eine  ausdrücken  würden,  wenn  es 
erlaubt  wäre,  die  Summen  durch  Integrale  zu  ersetzen '^^') ,  diesmal  mit 
dem  Zusatz:  vorausgesetzt,  dafs  r*f(r)  an  beiden  Integrationsgrenzen  durch 
Null  zu  ersetzen  ist  (nr.  86,  p.  110). 

2809)  nr.  86,  p.  116.         2810)  nr.  37,  p.  120, 
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§  61.    Lame  und  GlapejroiL 

Endlich  ist  noch  eine  vierte  Bearbeitung  der  Grundlagen  der 
Elasticitätstheorie  zu  erw&hnen,  die  von  6.  Lame  und  E.  Clapejron 
vor  September  1828  der  Pariser  Akademie  vorgelegt,  aber  erst  1831 
veröffentlicht  wurde '^^^).  Sie  geben  die  Differentialgleichungen  in 
der  Form: 

W    "fe  +  äs^  +  ä^  +  ^Fifc  +  ä^  +  äFJl  +  ^-O' ••• 

zunächst  ohne  Beweis ^^');  der  Beweis,  den  sie  später  nachbringen, 
beruht  wie  der  von  Navier  auf  der  Voraussetzung,  da(s  die  durch 
eine  relative  Verrückung  zweier  Molekeln  hervorgebrachte  Elasticitftts- 
kraft  dem  Product  aus  der  Vermehrung  der  Distanz  und  einer 
Function  der  Distanz  selbst  proportional  ist^^.  AuEserdem  geben 
sie  eine  zweite  Ableitung,  die  von  dem  wie  bei  Poisson^^^)  definirten 
Begriffe   des  Druckes   auf  ein  Flächenelement  Gebrauch  macht  ^^^). 

Der  zweite  Abschnitt  giebt  Sätze  über  die  Druckcomponenten, 
u.  a.  die  allgemeinen  Formeln  för  ihre  Transformation  bei  Drehimg 
des  Coordinatensjstems^^^);  den  Satz,  dafs  die  Drucke  auf  drei  zu 
einander  senkrechte  Ebenen  nach  Gröfse  und  Richtung  durch  drei 
conjugirte  Durchmesser  des  DruckelHpsoids  gegeben  werden  "»'<)• 
SchlieMich  behandeln  sie  den  speciellen  Fall,  dais  ein  Hauptdruck 
Null  ist«"). 

Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht  des  Äthers  hat  Lame 
allein  durchgefCLhrt'^^).  Er  begiont  mit  einer  methodologischen  Aus- 
einandersetzung«^^): imi  die  Natur  der  Einwirkung  des  Äthers  auf  ihn 
selbst  und  der  ponderabeln  Teilchen  auf  den  Äther  zu  untersuchen,  müsse 
man  zwei  allgemeine  und  gut  constatirte  Thatsachen  der  Erfahrung  ent- 
nebmen.    Die  eine  von  ihnen  müsse  man  zum  Ausgangspunkt  wählen 


2811)  J.  f.  Math.  7,  p.  146,  287,  881;  abgedruckt  Par.  sav.  ätr.  4, 
1888,  p.  466.  —  Der  J.  f.  Math,  vorgedruckte  rapport  von  Navier  bemerkt,  sie 
bedienten  sich  derselben  Methode  wie  er'*^'),  erhielten  aber  mit  ihr  nicht 
nur  die  Differentialgleichungen,  sondern  auch  die  Grenzbedingungen,  die 
er  nur  mittelst  der  Methode  der  M^canique  analytique*'^^)  erhalten  habe. 
Da  sie  das  nicht  erwähnten,  müBse  man  annehmen,  dafs  sie  seine  Ab- 
handlung nicht  gekannt  hätten.  Seine  weitere  Angabe,  sie  bemerkten, 
dafs  ihre  Theorie  von  der  von  Cauchy  wesentlich  abweiche,  habe  ich 
ebensowenig  wie  Todhunter"***)  nr.  1024,  p.  566  verificiren  können. 

2812)  nr.  8,  p.  164.         2813)  nr.  16,  p.  168.         2814)  nr.  12,  p.  166. 
2816)  nr.  22,  p.  166.  2816)  nr.  80,  p.  241.  2817)  nr.  84,  p.  244. 
2818)  J.  ^c.  poiyt.  28,  1884,  p.  191.         2819)  §  8,  p.  198. 
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und  yon  ihr  aus  die  Theorie  entwickeln;  die  zweite  könne  dann  als 
Prtlfstein  für  die  Theorie  dienen,  insofern  sie  sich  aus  dieser  ergeben 
müsse.  Als  erste  Thatsache  wählt  er^^^)  die  von  Fresnel  gefundene, 
dafs  die  Ätherschwingongen  ohne  Dichtigkeitsändemngen  vor  sich 
gehen,  als  zweite  die  Existenz  durchsichtiger  Körper.  Er  setzt  dann 
«useinander,  dafs  beim  Eintritt  in  einen  ponderabeln  Körper  sich 
longitudinale  und  transversale  Schwingungen  voneinander  trennen 
müfsten,  indem  erstere  durch  die  ponderabeln  Molekeln  beeinfluTst 
würden,  letztere  nicht;  er  wolle  sich  daher  nur  mit  letzteren  be- 
schäftigen. Die  Frage  sei  also,  wie  man  die  Kräfte  im  Äther  xmd 
zwischen  Äther  und  ponderabeln  Teilchen  annehmen  müsse,  damit 
Fortpflanzung  ebener  Wellen  ohne  Dichtigkeitsänderung  möglich  sei. 
Um  sie  zu  beantworten,  müsse  man  „la  methode  generale  employ^e 
dans  les  demiers  temps  par  differents  geometres''  benutzen;  die 
Wirkung  der  ponderabeln  Teilchen  auf  den  Äther  brauche  man  dabei 
nicht  besonders  zu  berücksichtigen,  da  unter  der  eingeführten  Voraus- 
setzung die  Ätherteilchen  sich  auf  Flächen  gleicher  Dichtigkeit  be- 
wegten ^^^).  Die  Wirkung,  die  ein  sphärisches  Element  D^m  im 
Abstand  ^  auf  eine  Molekel  ausübt«  setzt  er  gleich: 

wo  Q  die  Dichtigkeit  bedeutet;  im  deformirten  Zustand  wird  sie 
<lann  vermehrt  um^"): 

Indem  er  je  zwei  symmetrisch  gegen  die  betrachtete  Molekel  ge- 
legene Elemente  zusammennimmt,  findet  er  für  die  Differenz  ihrer 
Wirkungen*^*'): 

wo  die  Zeichen  D  totale  Differentiale  bedeuten.  In  Bezug  auf  die 
Polarcoordinaten  ersetzt  er  die  Simimationen  durch  Integrationen, 
unter  Berufung  auf  Poisson*^**).  Die  resultirenden  Gleichungen 
unterscheiden  sich,  wie  er  selbst  bemerkt^**),  von  den  Gleichungen 
der  Schwingungen  in  einem  homogenen  Mittel  nur  dadurch,  dafs  z.  B.: 

^  dxdy      dx  dy      dx  dy  dxdy 

steht.  Dabei  ist  noch  die  Continuitätsgleichung  zu  berücksichtigen, 
die  in  zwei  Gleichungen: 


2820)  §  4,  p.  194.         2821)  §  6,  p.  196.         2822)  §  8,  p.  198. 
2828)  §  9,  p.  200.         2824)  §  10,  p.  201. 
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^  ^  dx  *      dy  de         '      dx  '   dy    *    ds 

zerfalle,  wenn  Dichtigkeitsändeningen  an  einer  und  derselben  Stelle 
auegesckloesen  seien  ^^).  Damit  yereinfaehen  sieh  die  Bewegungs^ 
gleichnngen  zu: 

(3)  ^^,u  +  ^(^,«)-2(ug^  +  t;^^  +  i.^==^3^, 

wo  ^2(tt),  ^(^,  tt)  die  Differentialparameter  bedeuten*^.  Aus  diesen 
Gleichungen  folgert  er^^,  dafs  die  Bewegung  jedes  einzelnen  Teilchens 
längs  der  Schnittlinie  einer  Fläche  ^  =  const.  und  einer  Fläche  i^A^^ 
—  (^1^)'=  const  geschehen  müsse;  da  das  paradox  wäre,  so  müsse 
die  letztere  Gleichxmg  identisch  bestehen,  und  zwar  müsse  die  Gon- 
stante  gleich  Null  sein,  d.  h.  es  müsse: 

(4)  ^,(log9)-0, 

die  Flächen  gleicher  Dichtigkeit  „isotherme  Flächen'*  sein****). 
Daraus  folgert  er  dann  weiter  *•*•),  dafs  das  Potential  aller  wirken- 
den Kräfte,  also  auch  das  jeder  einzelnen  Elementarwirkimg  der 
Laplace'schen  Differentialgleichung  genügt,  dafs  also  die  Molecular- 
anziehungen  dem  Newton'schen  Gesetze  folgen  und  dafs  der  Druck 
im  Äther  eine  lineare  Function  seiner  Dichtigkeit  ist***^). 

Im  letzten  Teil  seiner  Abhandlung  erörtert  Lam4  noch  die 
Möglichkeit,  dafs  die  Gleichung  (4)  nicht  identisch  besteht,  aber 
mit  der  ersten  Gleichung  (2)  identisch  ist*®*^).  Doch  führt  er  die 
Bechnungen  für  diesen  Fall  nicht  vollständig  durch,  sondern  begnügt 
sich  schliefslich  mit  der  Erklärung,  dafs  sie  nicht  zu  wesentlich 
anderen  Resultaten  führen*®**). 

Iln  sein  Lehrbuch  der  Elasticitätstheorie****)  hat  Lam^  die  zuletzt 

2826)  §  11,  p.  202.  Die  Bezeichnung  ^,  benutzt  Lam^  hier  selbst 
§  15,  p.  207;  statt  des  später  von  ihm  eingeführten  Zeichens  ^^  hat  er 
hier  einfach  h. 

2826)  p.  203.         2827)  §  15,  p.  208.         2828)  §  17,  p.  209. 

2829)  §  18,  p.  211.         2830)  §  19,  p.  212. 

2881)  V,  §  1,  p.  284.         2832)  §  7,  p.  288. 

2883)  Le9ons  sur  la  th^orie  math^matique  de  Telasticit^,  Par.  1852, 
2.  fast  ungeänderte  Aufl.  1866.  —  Seine  Auffassung  der  allgemeinen 
Fragen  erhellt  aus  den  Worten  der  Vorrede:  „la  v^ritable  physique 
math^matique  est  ime  science  aussi  rigoureuse,  aussi  ezacte  que  la 
M^canique  rationnelle.  Elle  se  distingue,  par  lä,  de  toutes  les  appli- 
cations  qui  s*appuient  sur  des  prineipes  douteux  .  .  .  toutes  ces  th^ories 
empiriques  et  partielles  ne  sont  que  des  sciences  d'attente.  Leur  r^gne  .  .  . 
durera  jusqu^ii  ce  que  la  Physique  rationneUe  puisse  envahir  leur  domaine.^* 
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besproehesen  Untersachungen  nicht  aioff^enomineii;  viehnehr  schliefst^ 
sieh  seine  Darstellung  im  wesentlichen  an  Gauchj  (§59)  an.     Erj 
leitet  znnäehst  durch  Betrachtung  eines  kleinen  Parallelepipeds  die 
Gleichungen    §  58   (1)    ab^^),    daran    anschliefsend    sogleich    die ' 
Gleichungen  ^^^)   aus  dem  Verschwinden  der  Drehungsmomente  ^^^y 
und  den  Ausdruck  der  auf  eine  beliebige  Ebene  wirkenden  Druck* 
componenten  durch  die  Drucke  gfegen  drei  zu  einander  senkrechte 
Ebenen  ^^^).    Hierauf  erst  wendet  er  sich  zum  Ausdruck  der  Druck- 
componenten  durch  die  Yerschiebungsgröfsen;  er  setzt  zuerst  mole« 
culartheoretische  Überlegungen  an,  flUirt  sie  aber  nicht  aus,  sondern 
schliefst  aus  ihnen  nur,  dais  die  ersteren  lineare  homogene  Functionen 
der  letzteren  sein  müTsten^^^).     Die  Ersetzung  der  Summen  durch 
Integrale    hält    er    für    unzul&ssig^^.      Dann    führt    er    dasjenige 
EUipsoid  ein,  dessen  Badienvectoren  nach  Gröfse  und  Richtung  die 
auf  die  verschiedenen  Ebenen  durch  einen  Punkt  wirkenden  Elasticitäts- 
krftfte  geben  ^^^).    Die  Gleichungen  für  einen  isotropen  Körper  bringt 
er  noch  auf  die  Form*®*®): 

^tf    ,       r^  [du      dv\        d  /dto       du 
y\dy 

und  leitet  aus  ihnen  ab,  dafs  im  Falle  des  Gleichgewichts  die  Dila- 
tation der  Laplace'schen  Differentialgleichuzig  Ja  =  0  und  die  Ver- 
rückungscomponenten  der  Gleichung  JJ^^O  genügen*®**).  Er 
zeigt*®**),  dais  die  letztere  durch  „Potentiale  zweiter  Art",  d.  h.  durch 
Integrale  der  Fonn: 

yyy}(«,  ^  r)y(a--a)*+...  dadßdy 
befriedigt  wird. 

§  62.     Spätere  Untersuchungen  von  Cauchy. 

Circularpolarisation. 

Zwischen  den  gegen  Ende  von  §  60  besprochenen  üntersuchungeu 
Cauchy's,  die  sich  mit  der  weiteren  Ausfuhrung  seiner  älteren  An- 
sätze  beschäftigen,    finden    sich    bereits  Ansätze    zur  Weiterbildung 


('+»'•) l-i +  " K (U  -  Is)  -  Ä (I? - 1?)] +  « -'^ -  0 


2834)  nr.  7,  p.  16. 

2835)  p.  17.    VI.  10,  p.  25  deutet  er  noch  einen  zweiten  Beweis  an. 

2836)  nr.  9,  p.  21.         2837)  nr.  13,  p.  33. 

2838)  nr.  16,  p.  38;  vgl.  auch  nr.  30,  p.  77.    2839)  nr.  21,  p.  53. 
2840)  nr.  26,  p.  67.    2841)  nr.  27,  p.  69.    2842)  p.  71. 
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seiner  Anschaumigen.  So  yeifolgt  er  die  Yorstellimg^^,  dafo  in 
einem  und  demselben  Banmteüe  Molekeln  Yon  xwei  yerschiedenen 
Arten  Yortianden  sind  (etwa  ponderable  und  Äthermolekeln),  die  mit 
Anziehnngs-  oder  AbstoÜBungskräften  in  der  Bichtong  der  Ent- 
femmig  aufeinander  wirken.  Weiteiiiin  erörtert  er  noch'^^),  wie 
man  den  Begriff  des  Druckes  in  einem  solchen  Doppelsystem  fassen 
könne:  jede  Druckcomponente  setze  sich  ans  drei  Bestandteilen  zu- 
sammen, Ton  denen  zwei  den  Quadraten  der  Dichtigkeiten  der  beiden 
Einzels jsteme,  der  dritte  ihrem  Product  proportional  sei 

Diese  Ideen  bringt  er  dann  bald  noch  mit  einem  anderen  Ge- 
dankenkreis in  Verbindung.  Bereits  1832  waren  ^Ideen  Ampere's 
über  die  Natur  des  Lichtes  und  der  Wärme"  yeröffentlicht  worden****), 
in  denen  die  jetzt  geläufige  Unterscheidung  zwischen  „particules^^, 
,,molecules"  und  „atomes^,  wie  es  scheint  zum  ersten  Male,  aus- 
einandergesetzt ist  Unter  den  ersteren  versteht  er  Teilchen,  die  ^ 
noch  dieselben  Eigenschaften  haben,  wie  der  ganze  Körper,  unter  , 
den  letzteren  ausdehnungslose  Eraftcentra,  die  durch  die  von  ihnen 


2843)  Par.  C.  E.  8,  1839,  p.  779  (oeuvr.  (1)  4,  p.  344),  abgedruckt 
exerc.  d'analyse  1,  1840,  p.  33;  Auszug  Par.  C.  R.  8,  p.  697  (oeuvr.  (1)  4, 
p.  343).  p.  355  (bezw.  p.  41)  bespricht  er  den  Fall,  dals  die  Molekeln  der 
einen  Art  sehr  viel  dichter  liegen,  aU  die  der  andern;  man  könne  dann 
imter  gewissen  Bedingungen,  wie  er  „anderw&rts"  bewiesen  habe,  die  in 
den  Coefficienten  auftretenden  periodischen  Functionen  des  Ortes  durch 
ihre  Mittelwerte  ersetzen. 

2844)  Par.  C.  R.  9,  1839,  p.  525,  588;  oeuvr.  (1)  4,  p.  513,  520.  Er 
setzt  sich  bei  dieser  Gelegenheit  mit  Poisson's  Auffassungen  auseinander: 
Poisson  benutze  zur  Ableitung  der  Beziehungen  zwischen  den  Druck- 
componenten  ein  Parallelepiped,  dessen  Seitenflächen  vor,  er  ein  solches, 
dessen  Seitenflächen  nach  der  Deformation  zu  den  Coordinatenebenen 
parallel  seien.  Übrigens  teilt  er  Poisson^s  Zweifel  an  der  Unabhängigkeit 
des  Druckes  in  Flüssigkeiten  von  der  Richtung  im  Falle  der  Bewegung. 
—  Weitere  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  finden  sich  Par.  C.  R. 
16,  1848,  p.  954  (oeuvr.  (1)  7,  p.  423).  §  2,  p.  433  behandelt  er  speciell 
den  Fall,  dafs  beide  Systeme  isotrop  sind;  er  leitet  namentlich  den  Satz 
ab,  dafs  die  Bewegungsgleichungen  die  unbekannten  Functionen  selbst 
nicht  enthalten,  wenn  die  Wirkung  je  einer  Molekel  der  einen  und  einer 
der  anderen  Art  dem  Quadrat  der  Distanz  umgekekrt  proportional  ist. 
Er  erwähnt  dabei,  dafs  ihm  Broch  ähnliche  Formeln  schriftlich  mit- 
geteilt habe.  Ein  Zusatz  (p.  1035  bezw.  437)  bringt  einige  VereinfEichungen 
der  Formeln. 

2845)  Gen^ve  Bibl.  univ.  49,  1832,  p.  225.  Der  Aufsatz  ist  in  der 
dritten  Person  geschrieben  und  erhält  keine  Angabe  darüber,  ob  die  Ver- 
öffentlichung von  Ampere  selbst  veranlafst  ist;  Ann.  chim.  phjs.  58,  1835, 
p.  432  ist  er  mit  wenigen  Zusätzen  in  die  erste  Person  (zurück?)  über- 
setzt abgedruckt. 
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ausgehenden  Anziehungs-  nnd  Abstofsungskräfte  auseinandergehalten 
werden.  Er  stellt  sie  sich  als  zu  Molekeln  vereinigt  vor,  die  ihrer- 
seits auseinandergehalten  werden  einmal  durch  den  in  solchen 
Entfernungen  noch  wirksamen  Best  der  Anziehungs-  und  Ab- 
stofsnngskräfte  zwischen  ihren  Atomen,  dann  durch  die  infolge  der 
Schwingungen  des  zwischen  ihnen  befindlichen  Äthers  auftretenden  Ab- 
stofsungskräffce,  endlich  durch  die  Anziehung  nach  dem  Newton'schen 
Gesetz.  Diese  Molekeln  betrachtet  er  als  wesentlich  fest,  auch  die 
einer  Flüssigkeit  oder  eines  Gases,  und  von  poljedrischer  Gestalt. 
Demgemäfs  unterscheidet  er  „vibrations  mol4culaires^'  und  „yibrations 
atomiques^;  bei  den  ersteren  schwinge  die  Molekel  als  ganzes,  bei 
den  letzteren  die  einzelnen  Atome*®**).  Durch  die  ersteren  will  er 
die  Erscheinungen  des  Schalles,  durch  die  letzteren,  bezw.  durch  ihre 
Fortpflanzung  im  Äther,  die  des  Lichtes  und  der  Wärme  erklären. 
Schwingungen  setzten  einen  stabilen  Gleichgewichtszustand  voraus; 
man  müsse  daher  annehmen,  dafs  die  Abstofsungskräfte  zwischen 
den  Molekeln  mit  abnehmender  Entfernung  rascher  wachsen  als  die 
Anziehungskräfte.  Übrigens  dürfe  man,  wenn  man  die  Wanne  auf 
Schwingungen  zurückführe,  dann  die  AbstoCsungskräfte  zwischen  den 
Molekeln  nicht  mehr  einem  Wärmestoff  zuschreiben.  Licht  und 
strahlende  Wärme  will  er  nur  physiologisch  unterscheiden.  Um  die 
Wärmeleitung  von  dieser  Auffassung  aus  zu  erklären,  gebraucht  er 
das  Büd  eines  Körpers,  dessen  Oberfläche  mit  unisono  schwingenden 
Stimmgabeln  bedeckt  ist,  die  ihre  Energie  allmählich  an  ihn  ab- 
geben*^'). 

An  diese  Ideen  Ampere's  anknüpfend,  und  unter  Berufung  auf 
Mitscherlich's  Entdeckung  der  Veränderlichkeit  der  Erystallwinkel 
mit  der  Temperatur,  die  es  unmöglich  mache  die  Molekeln  als  un- 
veränderlich anzusehen,  hat  Cauchy  schon  1839  die  Untersuchung 
der  Bewegung  in  einem  derartig  aus  Atomen  aufgebauten  Molekel- 
System  in  Angriff  genommen,  aber  nur  einige  allgemeine  Andeutungen 
über  seine  Resultate  mitgeteilt'^:  man  müsse  statt  zweier  einander 
durchdringender  Molekelsysteme  deren  so  viele  nehmen,  als  die 
Molekel  Atome  enthalte,  und  dann  Bewegungen  des  Schwerpunktes 
der  Molekel  und  Bewegungen  der  Atome  um  diesen  Schwerpunkt 
auseinander  halten.  Seine  Behandlung  dieses  Problems  sei  also  von 
der  von  Poisson*^^^)  sehr  verschieden.     Erst  1847  teilt  er  näheres 


2846)  p.  227  bezw.  436. 

2847)  p.  230  bezw.  488. 

2848)  Par.  C.  R.  9,  1839,  p.  568;  oeuvr.  (1)  4,  p.  616. 
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mit*^.  Man  eriialte  neim  Gkichimgen  mit  nenn  nnbekaiinteii 
FvBetioBeii,  von  denen  drei  die  Venfickongen  des  Schwexpunktes  der 
Molekel  bestimmen,  drei  weitere  die  Stellongen  eines  beweglichen 
Coordinatensystems,  snf  das  man  die  Bewegung  beziehen  müsse, 
damit  die  mittlere  scheinbare  Botationsgescbwindigkeit  der  Molekel 
sich  eonstant  auf  Noll  redudre;  endlich  die  drei  letiten  die  Be- 
wegung des  einzelnen  Atoms  relativ  za  diesem  System.  Die  sechs 
ersten  nennt  er  „^uations  du  mouvement  molecnlaire'^;  sie  ent* 
hielten  nur  die  Zeit  und  die  Anfangscoordinaten  des  Schwerpunktes 
der  Molekel.  Die  drei  letzten,  die  „eqnations  du  mouvement 
atomique^^,  enthielten  auiserdem  noch  die  relativen  Coordinaten  des 
Atoms  gegen  den  Schwerpunkt  der  MolekeL  Die  ersteren  könne 
man  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  ableiten,  die  Goriolis  för  die 
Bewegung  eines  aus  materiellen  Punkten  zusammengesetzten  Körpers 
gegeben  habe  oder  auch,  in  Übereinstimmung  mit  einer  Bemerkung 
von  Savary,  aus  den  allgemeinen  Principien  der  Mechanik.  Wenn 
man  nur  mit  Anziehungs-  und  Abstofsnngskr&ften  zu  thun  habe, 
könne  man  die  Gleichungen  vereinfachen,  indem  man  deren  Potential 
einführe.  Wenn  man  die  Atombewegungen  vernachlässigen  k^kme, 
komme  man  auf  seine  Formeln  vom  Dec.  1842^^^  oder  auch  auf 
die  der  „schönen"  Abhandlung  von  P.  A.  Laurent*^*). 

Weiterhin  spricht  Cauchy  dann  von  zwölf  Gleichungen,  die  die 
Bewegungen  der  Translation,  Rotation  und  Dilatation  in  einem 
Molekelsystem  bestimmen  sollen;  doch  sind  nur  ganz  knappe  An- 
deutungen veröffentlicht*®^),  aus  denen  nur  hervorgeht,  dafs  Cauchy 
die  „variations  atomiques^  betrachtet  hat,  die  die  räumliche  Dila- 
tation erfldirt,  wenn  man  vom  Schwerpunkt  der  Molekel  in  Richtung 
einer  der  Coordinatenaxen  weitergeht.  In  einer  etwas  ausführlicheren 
Mitteilung  erklart  er  dann*^^),  diese  zwölf  Gleichungen  stellten  nur 
eine  erste  Annäherung  vor,  zu  der  man  gelange,  indem  man  die 
relativen  Verrückungen  der  einzelnen  Atome  nach  Potenzen  ihrer 
Coordinaten  relativ  zum  Schwerpunkt  entwickle  und  von  diesen 
Entwicklungen  nur  die  beiden  ersten  Terme  beibehalte.  Er  habe 
deshalb  für  nötig  gefunden  weitere  Untersuchungen  durchzuführen; 
er  fordert  die  Mathematiker  und  die  Physiker,  namentlich  Laurent^ 
zur  Kritik  derselben  auf.  Abweichend  von  seinem  letzten  Ansätze 
habe   er  diesmal   wieder  nur  drei  abhängige  Variable,  nämlich  die 

2849)  ib.  24,  1847,  p.  348  (oeuvr.  (1)  10,  p.  226). 

2860)  27,   1848,  p.  12  (11,  p.  67).     26,   1848,  p.  673  und  24,   1847, 
p.  414  (10,  p.  239;  11,  p.  30)  stehen  nur  Abhandlnngititel. 

2861)  27,  1848,  p.  93  (11,  p.  64). 
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Componenten  der  YerrÜckiing  der  Atome  nach  den  Coordinatenaxen, 
dafür  aber  sieben  unabhängige,  n&mlich  aufser  der  Zeit  die  drei 
Goordinaten  Xy  y^  »  des  Schwerpunktes  der  Molekel  und  die  drei 
Ooordinaten  x^^  y^^  »^  des  Atoms  relativ  zu  diesem  Schwerpunkte, 
fir  eih&lt  Gleichungen  der  Form: 

(2)» _  G  _  Gl)  6  -  Du {Bu^H^l  +  D^JJit,  +  D^^H^i) 
+  {Pu+I>ud{{I>u'¥I>u:)m  +  {D,+  D,;)Hfi  +  {D„+D^,)Ht]^0, 

in  der  Q^^  H^  Functionen  der  Differentiationssjmbole  Mi=»  Dx^^^  • .  * 
bedeuten,  während  G,  H  auCserdem  auch  noch  von  den  i»  «-•  1>C)  •  •  • 
abhängen.  Ist  das  System  isotrop,  so  treten  die  Difierentiations- 
sjmbole  nur  in  den  Verbindungen  w*+  t;*+  w\  uu^  +  vf?^  +  ww^, 
^1  +  t'i  +  ^1  ft^;  Cauchy  schreibt  die  Formeln  noch  dementsprechend 
um'^').  Die  G^^  H^^  G^  H  seien  unabhängig  von  den  o;,  y,  ier;  in 
erster  Annäherung  könne  man  annehmen,  dafs  sie  auch  von  x^,  jr^,  jeTj 
unabhängig  seien. 

Andererseits  hat  Cauchy  die  Verallgemeinerung  seiner  Ansätse 
auch  noch  auf  einem  ganz  anderen  Wege  gesucht.  Er  erzählt 
selbst  ^*^),  ein  „illustre  confirere"  [Biot?]  habe  ihn  aufgefordert, 
seine  Theorie  auch  auf  die  Drehung  der  Polarisationsebene  in  optisch 
activen  Medien  anzuwenden;  er  habe  das  zuerst  fftr  leicht  gehalten, 
sei  aber  bald  auf  unerwartete  Schwierigkeiten  gestofsen  und  habe 
sich  gezwungen  gesehen,  einen  ganz  neuen  Weg  einzuschlagen.  Die 
Gleichungen  der  unendlich  kleinen  Bewegungen  eines  Molekelsystems 
enthielten  bereits  eine  grofse  Anzahl  Coefficienten;  diese  Zahl  werde 
noch  vermehrt,  wenn  man,  wie  „einige  Autoren** '•^),  die  Rotationen 
der  Molekeln,  oder  wie  er  selbst '^^),  die  Zusammensetzung  der 
Molekeln  aus  Atomen  berücksichtige;  noch  mehr,  wenn  man  gleich- 
zeitig zwei  oder  mehrere  Molekelsysteme  statt  eines  einzigen  be- 
trachte. Er  habe  daher  den  umgekehrten  Weg  eingeschlagen  und 
sei  von  den  Erscheinungen  zu  den  Differentialgleichungen  zurück- 
gegangen^^^). Dazu  dienten  namentlich  zwei  Principien.  Das  eine 
sei,  dals  man  aus  den  Gleichungen  der  mit  einem  System  von 
Differentialgleichungen  verträglichen  ebenen  Wellen  leicht  die  Gestalt 
dieser  Differentialgleichungen  selbst  ableiten  könne '^^).     Das  andere 

2862)  p.  70. 

2853)  Par.  C.  R.  16,  1842,  p.  910;  oeuvrea  (1)  7,  p.  200. 

2854)  Man  vergleiche  Poisson's  letzte  Abhandlung*^*'). 

2855)  p.  202. 

2856)  Der  Satz  jEndet  sich  bereits  in  dem  m^m.  lithogr.  von  1886*'^'), 
§  6,  p.  67.    Nähere  Ansführungen  Par.  C.  R.  16,  1843,  p.  299  (oeuvres  (1)  7, 
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sei  eine  ümkehning  des  Superpositionspiincips^):  wenn  nibnlich 
eine  ans  zwei  einfachen  Bewegungen  zusammengesetzte  Bewegung 
in  einem  Molekelsystem  möglich  sei,  sei  auch  stets  jede  einzelne 
Componente  in  ihm  möglich.  Auf  diesem  Wege  habe  er  gefunden, 
dafs  man,  um  die  genannten  Erscheinungen  zu  erhalten,  Differential- 
gleichungen Yon  der  Form  annehmen  müsse  ^^^): 

(1)  (D?-  -E)S  -  FD^c  =  G{D,n  -  2>,t),  . . . 

s  s  s 

in  der  JE?,  JP,  Q  Functionen  von  Dx  +  i^y  +  J^»  bedeuten,  Ton  denen 

die  erste  zugleich  mit  ihrem  Argumente  yerschwinde.  Das  wesent- 
liche sei  dabei,  da£B  Differentialquotienten  ungerader  Ordnung  auf- 
treten*®*®). 

Einen  Schritt  weiter  in  dieser  Entwicklung  bezeichnet  eine 
Notiz  Cauch/s  yom  April  1844,  die  er  aber  erst  1847  auf  Ver- 
anlassung Yon  ▼.  Ettings hausen  veröffentlicht  hat*®**).  Sie  ent- 
hält nämlich  die  Bemerkung:  imi  „chromatische  Polarisation^  zu 
erhalten,  brauche  man  nur  den  Differentialgleichungen  Glieder  der 
Form: 

(2)  Zm{zJ7i-yJi)f{r),.,. 

beizufügen,  also  Kräfte  anzunehmen,  die  sowohl  zu  der  ursprüng- 
lichen, als  zu  der  verschobenen  Lage  der  Verbindungslinie  zweier 
Molekeln  senkrecht  gerichtet  und  gleich  dem  Product  aus  einer 
Function  der  Distanz  in  den  Sinus  des  Winkels  beider  Richtungen 
seien.  Es  bleibe  dann  nur  die  Frage  übrig,  wie  man  die  Gestalten 
der  Molekeln  und  ihre  unendlich  kleinen  Rotationen  annehmen 
müsse,  um  solche  Kräfte  zu  bekommen. 

Es  hat  dann  P.  A.  Laurent  darauf  aufinerksam  gemacht,  daJs 
Poisson  bei  seinen  Untersuchungen  eine  Art  möglicher  Bewegungen 
übersehen  habe,  nämlich  Rotationen  der  Molekeln,  die  unabhängig 
von  jeder  Translationsbewegung  vor  sich  gehen  könnten*®^).     Wolle 


p.  266),  wo  Caachj  den  Satz  beweist:  um  die  allgemeinen  Werte  der 
Drackcomponenten  zu  erhalten,  genagt  es,  ihre  Werte  für  eine  ebene 
Welle  willkürlicher  Richtung  zu  bestimmen  und  dann  die  RichtungscosinuB 
u,  v,  w  der  Wellennormale  durch  die  Differentialsymbole  D^,  D  ,  D^  zu 
ersetzen.  §  2,  p.  257  führt  er  das  für  isotrope  Körper  näher  aus. 
2857)  p.  207.         2858)  p.  204. 

2859)  ib.  25,  1847,  p.  881;  oeuvr.  (1)  10,  p.  872. 

2860)  Par.  C.  R.  18,  1844,  p.  771.  Thatsächlich  hat  Poisson  solche 
Rotationen  in  seiner  letzten  Abhandlung '^*^),  die  übrigens  Laurent  sehr 
leicht  entgangen  sein  kann,  da  er  als  Ofßcier  in  activen  Diensten  aufser- 
halb  Paris  stand. 
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man  mit  einem  isotropen  Medium  zu  thun  haben,  so  müsse  man 
annehmen,  dafs  die  drei  Haupttrftgheitsmomente  jeder  Molekel  ein- 
ander gleich,  etwa  »  M  seien.  Man  erhalte  dann  Gleichungen  von 
der  Form*®*^): 

mBU  ^Ei  +  FB^o  +  Q  (D^v  -  D,(i),  ...  (3) 

3fD?A-H(D,ij-Dyf)-JD.(Dy/i+D,v)+[i£+j(D;+D!)]^,...  (4) 

in  der  A,  fi,  v  die  Botationscomponenten  bedeuten  und  die  Bezeich- 
nungen im  übrigen  denjenigen  von  Cauchj  analog  sind.  Wenn  der 
Wirkungsradius  der  Molecularkräfte  sehr  klein  sei  und  man  nur 
diejenigen  Glieder  beibehalte,  die  möglicherweise  von  gleicher  Gröfsen- 
Ordnung  sein  könnten,  reducirten  sich  F,  Gj  H  auf  Constante,  E 
auf  Dl  +  Dl  +  i)J,  I  auf  0,  K  auf  —  2  G.  Dabei  könne  die 
Geschwindigkeit  der  Botationen  imvergleichlich  viel  gröfser  sein,  als 
die  der  Translationen. 

In  immittelbarem  Anschlufs  an  diese  Veröffentlichimg  Laurent's 
hat  auch  Cauchj  weitere  Mitteilungen  über  seine  Untersuchungen 
gegeben ^^^^).  Er  nimmt  jetzt  an,  jede  Molekel  sei  aus  Atomen 
zusammengesetzt  und  diese  wirkten  mit  Kräften  aufeinander,  die 
sich  im  Schwerpunkt  der  Molekel  zu  einer  Besultanten  und  einem 
resultirenden  Drehungsmoment  vereinigten.  So  erhält  er  zu  den 
drei  Gleichungen  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  noch  drei  weitere 
Gleichungen,  von  der  Art  der  Euler'schen,  für  die  Bewegung  um 
den  Schwerpunkt*^*).  Weitere  AusfElhrungen  verschiebt  er  wieder 
auf  später. 

Eine  zweite  Note  Laurent's*®^)  untersucht  speciell  ebene,  zur 
^j9- Ebene  parallele  Wellen  ohne  Dilatation.  Die  Gleichungen  (3) 
und  (4)  reduciren  sich  dann  auf: 

mDU  ^Ei  +  GD^fi,      MD]v  =      HD^i  +  (JST  +  IBI)  v, 

wo  jetzt  E,  F,  G^  jff,  J,  K  nur  noch  Functionen  von  Bx  sin?L 
Laurent  verfolgt  den  Fall  weiter,  dafs  zwischen  diesen  Functionen 
solche  Belationen  bestehen,  dafs  sich  die  Gleichungen  auf  die  Form 
reduciren: 


2861)  Im  Text  sind  diese  Gleichungen  gleich  in  der  etwas  allgemeineren 
Form  angeschrieben,  wie  sie  Laurent  in  der  folgenden  Note'^**)  giebt;  an 
der  hier  besprochenen  Stelle  nimmt  er  H  ^=  —  G. 

2862)  ib.  p.  774;  oeuvr.  (1)  8,  p.  188.         2868)  §  2,  p.  196. 
2864)  Par.  C.  B.  18,  1844,  p.  938. 
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Sie  werden  dann  befriedigt  durch: 

^  z^fl  ^  aco8  (kx  +  st  +  c), 
V  «e  ^  ««  «  sin  (kx  +  8t  +  c) 


(7) 

mit: 

(8)  s^+L  +  m^O 

und  durch: 

(9) 

mit: 

(10)  s»+X  — ^*«0; 


f*  =»  1]  =      a  cos  (Äa;  +  st  +  c), 
V  «  t  =  —  a  sin  (kx  +  st  +  c) 


Lj  M  bedeuten  dabei  die  Resultate  der  Substitution  Ton  — Ä;  an 
Stelle  von  Dx  in  X,  M,  Circularpolarisirte  Wellen  entgegen- 
gesetzten Sinnes  haben  also  dann  wirklich  yerschiedene  FortpAanzungs- 
geschwindigkeiten. 

Eine  ÄuTserung  Laurents  in  dem  diese  Note  begleitenden  Briefe 
an  Aitigo  „die  Theorie  der  beweglichen  Polarisation  sei  noch  auf 
demselben  Punkte,  auf  dem  sie  Fresnel  gelassen  habe^'  veranlalste 
Gauchj  zu  einer  sofortigen  Erwiderung '^'^).  Laurent  habe  ganz 
Becht,  wenn  er  erkläre,  bei  Beduction  der  Molekeln  auf  materielle 
Punkte  bekomme  man  keine  chromatische  Polarisation;  aber  das 
habe  er  auch  in  seinen  letzten  Noten  nicht  gethan.  In  der  nächsten 
Sitzung  giebt  er  dann  weitere  Ausführungen '^.  Er  recapitulirt 
zunächst  seine  früheren  Ausführungen  und  die  experimentell  fest- 
gestellten Gesetze,  um  deren  Erklärung  es  sich  handelt.  Dann 
macht  er  darauf  aufinerksam,  dafs  Laurent  zwar  zunächst  sechs 
unbekannte  Functionen  in  seine  Gleichungen  einführe,  diese  aber 
dann  bei  der  Anwendung  auf  das  specielle  Problem  doch  auf  drei 
reducire^^^).  Durch  eine  Änderung  der  Bezeichnung  könne  man 
Laurents  Gleichungen  (4)  auf  die  einfachere  Form  bringen: 

2866)  ib.  p.  940;  oeuTiee  (1)  8,  p.  210. 
2866)  p.  961  (p.  218).         2867)  p.  217. 
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(d;  -  eJ  A  -  F,D.  (D,l  +  D^(i  +  Dv)  =  G^  {B,n  -  D,f),  • .  •    (11) 

und  bei  Laurent's  Annahme  ihnen  und  den  Gleichungen  (3)  dnrch: 

A  =  S,     ^-12,     v  =  f  (12) 

genügen.  Dann  reducirte  sich  aber  das  System  auf  seine  (Cauchy's) 
Gleichungen  (l)^^).  Hierauf  teilt  er  aus  einem  im  December  1842 
vorgelegten,  aber  damals'  nicht  veröffentlichten  Hefte  Formeln  fOr 
den  Ausdruck  der  Druckcomponenten  durch  die  Molecularkr&fte  mit, 
die  auf  den  Fall  sich  beziehen,  daüs  die  Haupttrftgheitsmomente 
jeder  Molekel  alle  einander  gleich  sind  und  dafs  man  Glieder  dritter 
Ordnung  in  Bezug  auf  die  Dimensionen  der  Molekeln  vernachlässigt; 
er  zeigt,  dafs  man  in  diesem  Falle  für  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes keine  anderen  Formeln  erhält,  als  bei  Annahme  punkt- 
förmiger Molekeln,  sodalis  man  auf  diesem  Wege  keine  chromatische 
Polarisation  bekommt  ***•). 

Laurent  bemerkt  dem  gegenüber  zunächst  ^^^),  aus  der  bisherigen 
Discussion  gehe  hervor,  dal^  die  beiderseitigen  Gesichtspunkte  wesent- 
lich verschieden  seien.  Es  sei  „une  hypothise  purement  gratuite'^, 
wenn  man  annehmen  wolle,  die  beiden  geradlinig  polarisirten 
Strahlen,  aus  denen  sich  ein  circularpolarisirter  zusammensetze, 
könnten  sich  einzeln  in  den  in  Frage  stehenden  Mitteln  nicht  fort- 
pflanzen. Er  erörtert  das  an  dem  Beispiel  einer  eindimensionalen 
Reihe  teils  sphärischer,  teils  sphäroidischer  Molekeln.  Man  erhalte 
also  durch  Cauchy's  inverse  Methode '^^)  nicht  notwendig  die  all- 
gemeinen Differentialgleichungen  eines  Problems,  sondern  nur  Glei- 
chungen, denen  eine  particulare  Lösung  desselben  genüge.  Er  habe 
demgemafs  bei  Abfassung  seiner  vorhergehenden  Note  nicht  an- 
genommen, daüs  die  Untersuchung  die  allgenieinste  mögliche  Licht- 
bewegung in  einem  solchen  Medium  geben  müsse,  sondern  nur  die 
des  gebrochenen  Lichtes;  Cauchy  dagegen  betrachte  sie  offenbar  als 
die  allgemeinste,  woraus  hervorgehe,  dafs  er  annehme,  geradlinig 
polarisirte  Strahlen  könnten  sich  in  einem  solchen  Medium  nicht 
fortpflanzen.  Aufserdem  bemerkt  Laurent '^^^),  die  allgemeinen 
Gleichungen  der  Brechung  und  Reflexion  müfsten  Coefficienten  ent- 
halten, die  von  der  Natur  der  Übergangsschicht  zwischen  beiden 
Medien  abhingen. 

Von    zwei    weiteren   Abhandlungen  Laurents   ist   nur   der   sie 


2868)  §  1,  p.  219.         2869)  §  2,  p.  225. 
2870)  Par.  C.  R.  19,  1844,  p.  329.         2871)  p.  832. 
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begleitende  Brief  an  Arago  veröffentlicht*®'*).  Er  bezieht  sich  auf 
das  Verhältnis  zwischen  Hydrodynamik  und  Elasticitätstheorie; 
Laurent  stimmt  Poisson's  Erklärung*'^)  zu,  dafs  es  sich  dabei  um 
zwei  ganz  verschiedene  Probleme  handle. 

Die  folgende  Note  Laurents*®'*)  stellt  der  Auffassung  Cauchy's, 
dafs  die  Lichtschwingungen  im  Äther  sich  nach  denselben  Gesetzen 
fortpflanzen,  wie  Transversalschwingungen  in  elastischen  festen 
Körpern,  die  Ideen  Poisson's  gegenüber.  £r  versucht  die  letzteren 
aus  Poisson's  verschiedenen  ÄuTserungen  zu  reconstniiren,  nimmt 
aber  dabei  nicht  genügend  Bücksicht  darauf,  dafs  diese  Äufserungen 
sehr  verschiedenen  Zeiten  angehören  und  dafs  Poisson  selbst  bis  in 
die  letzte  Zeit  seines  Lebens  nicht  zu  einer  geschlossenen  Aufifassimg 
gelangt  war*'*®).  Zum  Schlufs  berichtet  Laurent  noch**'*),  er  habe 
die  Oonsequenzen  der  Annahme  untersucht,  dafs  die  Wellenlänge 
viel  kleiner  als  der  Wirkungsradius  der  Molecularkräfte  sei;  man 
komme  dann  zu  anderen  Besultaten  und  müsse  namentlich  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit anders  deflniren. 

Das  fährt  er  dann  noch  näher  aus*®'^):  die  Gircularpolarisation 
lasse  sich  in  der  ündulationstheorie  nicht  anders  erklären,  als  durch 
Berücksichtigung  der  Abweichung  der  Molekeln  von  der  Kugel- 
gestalt; man  müsse  aber  dabei  nicht  nur  Drehungen  um  den  Schwer- 
punkt in  Betracht  ziehen,  sondern  auch  Bewegungen  der  Atome 
innerhalb  der  Molekel.  Diese  Bewegungen  müfsten  sich  aber  auch 
aus  Cauchy's  allgemeinsten  Formeln  ergeben,  da  diese  ja  ein  be- 
liebiges Atomsystem  voraussetzten.  Man  dürfe  nur  dann  nicht  mehr 
annehmen,  dafs  die  Wellenlänge  gröfser  als  der  Wirkungsradius  sei 
und  infolgedessen  Cauchy's  Reihenentwicklungen  nicht  mehr  an- 
wenden. 

Cauchy  begnügt*  sich  demgegenüber  mit  dem  Hinweise  auf 
ältere  Arbeiten  von  ihm  selbst  und  von  anderen,  in  denen  ähnliche 
Vorstellungen  entwickelt  sind*®'*). 

Laurent  findet  ferner*®'^,  im  ündulationssystem  (er  müfste 
sagen:  bei  der  Vereinigung  der  ündulations-  mit  der  Molecular- 
hypothese)  trete  eine  Schwierigkeit  insofern  auf,  als  doch  eine 
localisirte  Störung  instantan  eine  Störung  des  Gleichgewichts  in  den 
entferntesten  Teilen  des  Äthers  mit  sich  bringen  müsse.  Man  müsse 
also  eine  bestimmte  Litensität  der  Ätherbewegung  als  untere  Grenze 
der  Sichtbarkeit  bestimmen  und  die  „Flächen  kleinster  Sichtbarkeit^ 

2872)  ib.  p.  482.         2873)  ib.  20,  1846,  p.  660.        «2874)  p.  663. 

2876)  ib.  p.  1077.        2876)  ib.  p.  1180  (nicht  in  den  oeuvres). 

2877)  ib.  p.  1693. 
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aufsuchen.  Deren  Fortschreiten  gebe  dann  die  Definition  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit. Dabei,  könne,  wie  er  durch  ein  Beispiel 
nachweist^  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  zusammengesetzten 
Schwingung  Ton  den  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  ihrer  Com- 
ponenten  wesentlich  verschieden  sein^^^).  Damit  h&nge  es  zu- 
sammen^  dals  man  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  circular- 
polarisirten  Welle  in  der  That  verschieden  fassen  könne  ^^^). 

Zwischen  diesen  Entwicklungen  laufen  noch  Auseinander- 
setzungen über  geradlinige  Fortpflanzung  des  Lichtes,  die  sich  an 
Poisson  anschliefsen.  Laurent  bemerkt  ^^^),  dafs  man  auch  bei 
Wasserwellen  unter  Umständen  ähnliche  Erscheinungen  beobachten 
könne. 

Nachdem  es  Laurent  möglich  geworden  war,  die  von  Cauchj^^^) 
genannten  Abhandlungen  einzusehen,  erkennt  er  an*^^),  da(s  ,yLn  der 
That  einige  seiner  Besultate  in  den  noch  nicht  veröffentlichten 
Untersuchungen  Cauchj^s  enthalten  sein  mülsten'S  Er  macht  aber 
darauf  aufinerksam,  dafs  seine  Vorstellung  von  Atombewegungen 
nicht  voraussetze,  dals  man  sich  die  Atome  zu  Molekeln  vereinigt 
denke.  Die  ganze  Darstellung  der  Molecularbewegungen  durch 
Differentialgleichungen  setze  schon  voraus,  dafs  man  die  Yerrückungs- 
componenten  der  Äthermolekeln  durch  stetige  Functionen  ihrer 
Coordinaten  darstellen  könne.  Das  brauche  aber  keineswegs  der 
Fall  zu  sein;  man  könne  sich  z.  B.  vorstellen,  dafs  die  Yerrückungen 
der  1.,  3.,  5.  Molekel  einem  Gesetze  gehorchten,  die  der  2.,  4., 
6.,  ...  einem  anderen.  Es  genüge  übrigens  dabei,  wie  in  diesem 
Beispiel  eine  Zerlegung  des  Molekelsjstems  in  nur  zwei  Teilsysteme 
anzunehmen.  Man  ersetze  so  die  Discontinuität  der  Molecularkräfke 
durch  die  Discontinuität  der  Functionen,  die  die  Verrückungen  dar- 
stellen. Die  auf  diesem  Wege  erhaltenen  Formeln  seien  von  der- 
selben Art,  wie  die  in  Cauchy's  früherer  Abhandlung '^^. 

Eine  folgende  Note  zieht  aus  den  alten  Formeln  Poisson's'^^) 
den  Schlufs,  dafs  ebensowohl  nach  einem  Punkt  hin  convergirende, 
als    von   einem  Punkt  aus  divergirende  Wellen  möglich  seien**®*). 


2678)  p.  1598. 

2879)  Weitere  Ausfahrangen  hierzu  finden  sich  ib.  21,  1845,  p.  529; 
Laurent  fuhrt  ein  bewegliches  Coordinatensystem  ein  und  findet,  dafs  sich 
dann  longitudinale  und  transversale  Wellen  von  Anfang  an  voneinander 
trennen. 

2880)  20,  p.  1715;  vgl.  auch  p.  1081.         2881)  ib.  21,  1845,  p.  438. 
2882)  ib.  p.  1161.     Dafs   man   solche  Linien  und  Flächen  partieller 

Convergenz  in  der  geometrischen  Optik  als  kaustische  Linien  und  Flächen 

87« 
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Die  „ConYergenzpunkte*^  bewegten  sich  dabei  im  aUgemeinen  mit 
gröfserer  Geschwindigkeit  als  die  Wellen  selbst.  Es  könne  aber 
auch  der  Fall  eintreten,  dafs  man  nicht  einzelne  solche  Punkte, 
sondern  ganze  Linien  oder  Flächen  als  geometrische  örter  von 
Punkten  partieller  Convergenz  erhalte.  Die  geradlinige  FortpjQanzong 
des  Lichtes  müsse  man  durch  solche  partielle  Reflexionen  erklftren. 
Von  dieser  Anschauung  aus  behandelt  er  noch  in  zwei  weiteren 
Noten  die  Schallbewegung.  Die  erste  derselben '^^)  behandelt  Wellen 
der  Form: 

(13)  ^  _  ,V(?^+^V±«^Z1^) , 

in  der  e  eine  sehr  kleine  Oröfse  bedeutet,  9,  52  zwei  Constante,  die 
mit  der  in  der  Differentialgleichung  auftretenden  Gonstanten  to  (der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  gewöhnlichen  Theorie)  durch  die 
Gleichung  w*  =-  ö*  (Ä*  —  w*)  verbunden  sind.  Das  würden  also  ebene 
Wellen  sein,  die  sich  mit  gröfserer  Geschwindigkeit  als  der  durch 
die  gewöhnliche  Theorie  gelieferten  fortpflanzen.  Aus  diesen  setzt 
er  durch  Integration  andere  Wellen  zusammen,  die  nur  in  der  Nfthe 
der  Eegelfläche: 

(14)  y*+z^^e^{x-sity 

merkliche,  nur  in  der  Nähe  ihrer  Spitze  beträchtliche  Werte  der 
Intensität  aufweisen;  diese  Spitze  bewegt  sich  ebenfalls  mit  der 
Geschwindigkeit  Sl.  Die  zweite  Note'®^)  giebt  einige  Ansätze  über 
cjlindrische  Wellen,  bei  welchen  der  Gjlinder  in  Teile  mit  ab- 
wechselnd überwiegend  longitudinaler  und  überwiegend  transversaler 
Schwingungsrichtung  zerfällt. 

Cauchj  hat  auf  diese  Publicationen  Laurents  nicht  mehr 
direct  erwidert;  auch  sind  eine  Beihe  weiterer  Noten,  die  Ijaurent 
der  Akademie  noch  einsandte,  von  dieser  nicht  mehr  aufgenommen 
worden.  Erst  1848  hat  Oauchj  einen  Bericht  über  eine  Abhand- 
lung Laurents  veröffentlicht^®^).  Er  findet,  dafs  Laurents  Lösung 
infolge  der  Vernachlässigung  gewisser  Terme  nur  eine  particuläre 
sei,  und  schliefst  daher  zwar  mit  einer  Anerkennung  von  Laurents 
„Scharfsinn^^  und  „vielem  Talentes  aber  nicht  mit  dem  Antrag  auf 
Veröffentlichung  der  Abhandlung. 


seit  lange  untersucht  hat,  scheint  ihm  entgangen  oder  doch  nicht  gegen- 
wärtig gewesen  zu  sein. 

2883)  ib.  22,  1846,  p.  80.    2884)  ib.  p.  262. 

2885)  27,  1848,  p.  105  (11,  p.  73).  So  viel  maq  sieht,  handelte  es  sich 
um  Ausführung  der  früheren  Ansätze '^'^. 
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Die  Comptes  Hendus  dieser  und  der  nächsten  Wochen  enthalten 
eine  grolse  Anzahl  von  Titeln  von  Ahhandlungen,  die  Cauchj  der 
Akademie  vorgelegt,  aher  nicht  veröffentlicht  hat;  einige  derselben 
haben  auf  die  hier  besprochene  Frage  Bezug  ^^^). 

In  noch  späterer  Zeit  scheint  Cauchj  von  diesen  Auffassungen 
wieder  abgekommen  zu  sein;  jedenfalls  hat  er  sie  nicht  mehr  weiter 
entwickelt^  sondern  ist  auf  eine  andere  Anschauung  zurückgekommen, 
von  der  sich  übrigens  auch  schon  früher  Andeutungen  bei  ihm  finden. 
1839  giebt  er  an,  wenn  die  Coef^cienten  der  Differentialgleichungen 
der  Lichtbewegung  periodische  Functionen  der  Coordinaten  seien, 
mit  kleinen  Perioden,  dürfe  man  sie  durch  ihre  Mittelwerte  er- 
setzen^*®'); diese  Angabe  hat  er  dann  noch  öfter  wiederholt*®^). 
Aber  erst  1849  lenkt  er  die  Aufinerksamkeit  der  Mathematiker  aus- 
drücklich auf  solche  lineare  Differentialgleichungen  mit  periodischen 
Coefficienten*®®^).  Man  könne  auch  von  ihnen  Integrale  finden,  die 
die  Zeit  nur  in  einem  gemeinsamen  Exponentialfactor  enthielten; 
solche  nennt  er  ,4nt^grales  ^I4mentaires^'.  Sie  seien  im  allgemeinen 
complex,  aber  ihre  reellen  Bestandteile  genügten  den  Differential- 
gleichungen ebenfalls.  Entwickle  man  die  Coefficienten  in  trigono- 
metrische Reihen  ^^),  so  könne  man  auch  für  die  Integrale  ent- 
sprechende Entwicklimgen  ansetzen  und  ihre  Glieder  durch  successive 
Approximationen  bestimmen.  Dabei  könne  man  in  erster  Annäherung 
jeden  Coef&cienten  durch  seinen  Mittelwert  ersetzen  und  die  so  er- 
haltenen „equations  auxiliaires^^  durch  „charakteristische  Exponential- 
fimctionen'^  befriedigen;  die  definitive  Lösung  erscheine  dann  in 
Form  des  Productes  dieser  Fimction  mit  periodischen  Functionen. 
Die  letzteren  für  sich  genügten  ebenfalls  linearen  Gleichimgen,  die 
man  leicht  aufstellen  könne.  Daraus  folgert  er  dann^^^),  dafs  die 
Bewegung  des  Äthers  in  einem  ponderablen  Körper  sich  von  seiner 
Bewegung    im    leeren    Baume    nur   dadurch    unterscheide,    dafs    die 


2886)  27,  1848,  p.  106,  673,  696  (11,  p.  78,  91,  92).  Ebenso  87,  1868, 
p.  626  (12,  p.  130). 

2887)  Par.  G.  B.  8,  1839,  p.  471  (abgedr.  recueil  de  m^moires  sur 
divers  points  de  physique  maÜi^matique,  Par.  1839,  p.  94);  oeuvr.  (1)  4, 
p.  228.    Er  yersucht  einen  Beweis  durch  successive  Approximationen. 

2888)  z.  B.  Par.  C.  B.  8,  1889,  p.  606  (recueil  p.  104;  oeuvr.  (1)  4,  p.  241). 

2889)  Par.  C.  B.  29,  1849,  p.  641;  oeuvr.  11,  p.  193. 

2890)  p.  642  (p.  196).  Er  macht  bei  dieser  Grelegenheit  darauf  auf- 
merksam, dafs  der  Mittelwert  einer  periodischen  Function,  die  noch  einen 
Parameter  enthält,  für  verschiedene  Werte  dieses  Parameters  verschieden 
sein  kann. 

2891)  p.  648  (p.  197). 
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Factoren  der  cbarakteristischeii  ExponentüJfimction  periodische 
Fimctioiieii  des  Ortes  seien. 

Eine  folgende  Note*^  bringt  die  wichtige  Ergänzung  dieser 
Sätze,  dajjs  die  charakteristische  Exponentialfanction  in  den  Integralen 
der  Gleichung  mit  periodischen  Coeffioienten  verschieden  sei  von  der 
in  den  Integralen  der  iquations  auxiliaires  auftretenden;  daran 
schliefst  sich  dann  die  Behauptung'^,  man  kdnne  dadurch  ,^e8 
singuliires  influences  des  milieux  cristallises  sur  les  vibrations  de 
Fether^^,  u.  a.  auch  die  chromatische  Polarisation,  erklären.  Etwas 
später  *^^)  behauptet  er  das  gleiche  auch  von  dem  Unterschied 
zwischen  der  berechneten  und  der  beobachteten  Schallgeschwindigkeit 
in  Gasen  ^^).  Zum  Vergleich  zieht  er  die  astronomische  StOnmgs- 
theorie  herbei;  wie  in  dieser  müsse  man  säculare  und  periodische 
Störungen  unterscheiden.  Jetzt  macht  er  auch  nähere  Mitteilungen 
über  die  Ausführung  seiner  Rechnungen.  Seien  a  »  2  tt/oe,  6  »  2  »//), 
c  »  2  njy  die  Perioden  der  Coef&cienten  in  Bezug  auf  o?,  y,  jp;  setze 
man  in  zweiter  Annäherung: 

und  vernachlässige  man  niedrigere  Potenzen  von  a,  |3,  /  gegenüber 
den  höheren,  so  erhalte  man  für  die  21  Unbekannten  21  lineare 
homogene  Gleichungen  mit  constanten  Coefi&cienten.  Führe  man  die 
Voraussetzung  der  Isotropie  ein,  so  erhalte  man  genau  wieder  die 
Gleichungen  (1). 

Der  nächste  Aufsatz ^^^)  setzt  noch  einmal  auseinander,  dafs 
man,  um  optische  Activität  zu  erhalten,  nicht  nötig  habe,  „de  recourir 
a  certaines  hypotheses  imaginees  par  divers  auteurs  ou  par  moi- 
meme,  ni  d'introduire  dans  la  mecanique  moleculaire  des  forces 
polaris^es  . .  .  ou  des  actions  temaires'S  Es  genüge,  zu  der  Hypo- 
these einer  binären  Wirkung  zwischen  Eörperatomen  und  Äther- 
atomen noch  die  Voraussetzung  einer  speciellen  Anordnung  der 
ersteren  hinzuzunehmen.  Unter  den  Bedingungen,  denen  diese  An- 
ordnung genügen  müsse,  sei  die  auch  von  Physikern  und  Mineralogen 
angenommene,  dals  die  Exystallform  nicht  mit  ihrem  Spiegelbild  zur 
Deckung  gebracht  werden  könne.  Für  den  Fall  eines  einazigen 
Erystalls  (mit  der  a;-Aze  als  fiauptaxe)  erhalte  man  Formeln  von 
zwei  Arten:  diejenigen,  die  sich  nicht  ändern,  wenn  man  das  Vor- 
zeichen von  y  ändere,  fielen  mit  denen  des  m^m.  lith.  von  1836*^^ 

2892)  p.  689  (p.  198).         2893)  p.  728  (p.  199). 

2894)  Par.  C.  R.  80,  1860,  p.  17;  oenvr.  (1)  11,  p.  202. 

2895)  p.  SS  (p.  211). 
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^nsammen;  die  anderen  müfsten  mit  den  von  v.  Ettingshansen  an- 
gekündigten'^^) übereinstimmen.  Die  Durchführung  behandelt  zu- 
lachst  Schwingungen  des  Äthers  in  einem  homogenen  Mittel,  dessen 
Molekeln  merklich  unbeweglich  bleiben.  Wenn  die  Wellenlänge 
merklich  grölser  sei,  als  die  Perioden  der  auftretenden  periodischen 
Functionen  des  Ortes,  seien  auch  die  Gleichungen  der  zweiten  An- 
näherung noch  von  derselben  Form,  wie  die  der  ersten,  nur  sei  ihre 
Determinante  im  allgemeinen  nicht  mehr  sjumietrisch*^^.  Aus 
seinen  Sätzen  über  ,4sotrope  Functionen^'  (d.  h.  Inyarianten  und 
Differentialinyarianten  der  orthogonalen  Gruppe)  schlielst  er*^^, 
dafs  die  Zusammenfassung  der  Gleichungen  durch  Einführung  yon: 

8  ^  a^  +  hfl  +  ci 
die  Form  haben  müsse: 

daraus  ergeben  sich  dann  wieder  die  Gleichungen  (1).  Für  ein 
einaxiges  Mittel  erhält  er  ebenso: 

Djir  «  aG^  +  H{brj  +  c?)  -f  K(bi  ^  c^) 

+  [La  +  M{bD^+  cD.)  +  2V(cD,-  52),)]  (Dyt?  +  2>,f) 
+  P(hD,  +  cD,) ^  +  [aQ  +  B{bDy+  cD,)]  {D,7i - Dyi). 

Sollen  sich  diese  Formeln  bei  Vorzeichenwechsel  von  y  nicht  ändern, 
so  müssen  K,  N^  Qj  B  gleich  Null  sein.  Durch  Einführung  der 
Dilatation  a  ergiebt  sich  noch  eine  Modification  dieser  Formeln  ^^). 
Zum  Schlufs  werden  Anwendungen  auf  optische  Probleme  versprochen. 
Ein  etwas  späterer  Aufsatz  ^^^)  stellt  ähnliche  Überlegungen 
auch  für  zweiaxige  Krjstalle  an,  aber  unter  Beschränkung  auf  den 
Fall  der  Existenz  dreier  Sjmmetheebenen.  Cauchy  kommt  auf 
Gleichungen  der  Form: 

8  8  8 

in  der  die  vorkommenden  Symbole  Functionen  von  2>^,  D  ,  D^  be- 
deuten. 

Eine  wieder  etwas  spätere  Note*^^)  geht  davon  aus,  dafs  man 


2896)  §  1,  p.  216. 

2897)  §  8,  p.  218.    Die  genannten  Sätze  sind  §  2,  p.  216  aus  früheren 
Untersachangen  Cauchy's  recapitalirt. 

2898)  Par.  C,  R.  80,  1860,  p.  93;  oeavr.  (1)  11,  p.  228. 

2899)  Par.  C.  B.  81,  1860,  p.  888;  oeuvr.  (1)  11,  p.  280. 

2900)  Par.  C.  B.  82,  1861,  p.  828;  oeuvr.  (1)  11,  p.  841. 
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bei  der  Differentiation  eines  Ausdrackes  der  Form  8e^^^*%  wenn 
2  7t/a  die  Periode  nach  x  bedeute,  8  als  constant  behandeln  könne^ 
da  a  sehr  grofs  sei.  Thue  man  das,  so  finde  man,  dafo  die 
elastischen  Gleichungen  nicht  anders  isotrop  werden  könnten,  als 
indem  sie  die  früher  Yon  ihm  gegebene  Form  annähmen. 

§  63.    Ebene  Wellen  in  elastischen  Medien. 

Schon  Fresnel  hat  bei  seinen  optischen  Untersuchungen  haupt- 
sächlich, man  kann  sagen  ausschlielslich,  den  Fall  ins  Auge  gefafst, 
dafs  das  Licht  sich  in  ebenen  Wellen  fortpflanzt,  mathematisch  aus- 
gedrückt, dafs  die  Ausdrücke  der  Verrückungen  die  Coordinaten  nur 
in  einer  linearen  Verbindung  enthalten.  Aus  seinen  experimentellen 
Hesultaten  zog  er,  wie  schon  erwähnt '*^^),  den  Schlufs,  dafs  die 
Lichtwellen  transversal  seien,  d.  h.  dafs  bei  ihnen  die  Richtung 
der  Verrückung  in  die  Wellenebene  falle.  Aber  erst  Cauchy  hat 
die  Frage  aufgeworfen  und  wenigstens  zum  Teil  beantwortet,  ob  bezw. 
unter  welchen  weiteren  Annahmen  das  Auftreten  solcher  Wellen  mit 
den  Differentialgleichungen  der  Elasticitätstheorie  yerträglich  sei. 

Von  seinen  ersten  Untersuchungen  darüber  (Jan.  1829)  ist  nur 
ein  Auszug '^^)  erschienen,  der  nur  Sätze  ohne  Beweise  enthält. 
Cauchj  giebt  an,  die  von  ihm  aufgestellten  Differentialgleichungen 
lieüsen  sich  leicht  nach  den  Methoden  integriren,  die  er  im  J.  ec. 
poljt.  cah.  19  und  in  der  Abhandlung  über  die  Anwendung  der 
Besiduenrechnung  auf  die  Probleme  der  mathematischen  Physik 
(vgl.  Abschn.  X)  entwickelt  habe.  Aus  diesen  Integralen  könne  man 
folgende  Sätze  ableiten: 

1)  Ist  die  Elasticität  nach  allen  Richtungen  gleich,  so  breitet 
sich  eine  localisirte  Störung  in  zwei  Eugelwellen  von  verschiedener 
Geschwindigkeit  aus.  Die  eine  von  diesen  Wellen  fällt  weg,  wenn 
die  anfängliche  Dilatation  Null  ist;  die  Schwingungen  bleiben  dann 
zu  einer  Ebene  oder  Geraden  parallel,  wenn  sie  es  von  Anfang  an 
waren. 

2)  Ist  die  Elasticität  nur  in  allen  zu  einer  bestimmten  Axe 
senkrechten  Richtungen  dieselbe,  so  kann  man  noch  eine  solche  Be- 
ziehung zwischen  den  Elasticitätscoef&cienten  annehmen,  dafs  jede 
localisirte  Störung  zu  drei  Wellen  von  verschiedener  Geschwindigkeit 
Anlafs  giebt,  deren  jede  durch  eine  Fläche  zweiten  Grades  begrenzt 
ist.     Die   eine  von   diesen  Wellen  geht  in   die  mit  der  Dilatation 

2901)  Bu]l.  F^rassac  11,  1829,  p.  112;  Par.  m4m.  9,  18S0,  p.  114. 
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'^»v  '^de   über,   wenn   die  ElasticitSt  nach  allen  Bichtnngea 

^^  IQ  den  beiden  andcu^n  ist  die  eine  ron  einer  Engel, 

-^  'nem  HotBtionaellipaoid  begrenzt,    dessen  Äxe  dem 

_  ^^  --V  "b  ist     Die  Übereinstimmung  dieses  Resultats 

-j,  ,* -^        ^^  "i^ns  ober  die  Doppelbrecbung  in  einaxigen 

,.^  ""^^    A^      ^  Schlüsse,    dais  die  Gleichungen  der  Licht- 

.»^V  ^^^        ■  oichungen    der    kleinen   Schwingungen    eines 

'^  ^  *  ^^     •  -iten  seien. 

'w^  ^  *  i^hj  hier  noch  von  den  allgemeinen  Integralen  der 

^  ^  i-entialgleichusgen  redet,  hat  er  bald  darauf  bemerkt, 

'  s  .enntnis   zur  Begründung   der  LichtÜieorie   keineswegs 

'^  .  sei**"');  es  reiche  Tielmehr  aus,  nur  solche  Bewegungen 

'       .k  suchen,    bei  welchen   die  Terschiebongen  der  Molekeln  nur 

.ren  AhstSnden  von  einer  festen  Ebene  abhingen.     Für  solche 

infachten    sich    die    Differenüalgleichongen.      Wenn  nKmlich   die 

«rrflckungen  die  Coordinaten  nur  in  der  einen  Terbindnng: 

T  =  ux -i-  vy  ■{■  u>e  (l) 

enthalten,  gehen  die  frOher  erhaltenen  Gleichungen^™*)  fkber  in: 

I^f-Sg  +  Slp  +  Dl^,---  » 

mit: 
ß  -{■S  +  L)u*+(^  +  S)v*+  (E+C)«''+2(3)+  ü-)«w 

+  2((S+7)«'«  +  2(S+  W)uv,...  (3) 

(p  =  I7iM*+  Pj(j*+  Pgw'+  2PaTe  +  2  Wgivu  +  2  V^up,  .  .  . 
Wird  dann  eine  neue  Variable: 

8~Al  +  B^+Ct  (4) 

eingefOhrt   tmd   werden  die   Verhältnisse  ihrer  Coefficienten  so  be- 
stimmt, dafs: 

(ÜÄ  +  ^B  +  Ci.C):A  =  {^Ä  +  WB  +  ^C):B  . 

~  {OÄ  +  fßB  +  3iC):C  ^  ' 

"wird,  so  genagt  sie  einer  Gleichang  der  Form: 

Elimination    von   A,    B,    C   liefert   ftlr   s'   die    Gleichnng   dritten 
Grades»*»): 


S902)  Exerc.  de  matb.  5,  1830,  p.  19;  oeuvr.  (2)  9,  p.  S91. 
2908)  p.  894. 
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^^  ~  0«(aR  -  «*)  -  «*(9l  -  «*)  +  2$C1SR  -  0, 

m.  a.  W.  die  Werte  von  s*  sind  die  Quadrate  der  Halbaxen  der 
Flftche  zweiten  Ghrades: 

<8)  Sx*+gRy«+gi£«+  2^yz+  2  D^x  +  2  ««y  =- 1 

und  die  dazugehörigen  Werte  von  Ä^  B^  C  bestimmen  die  Bichtangen 
dieser  Axen. 

Besitzt  das  System  drei  zu  einander  senkrechte  Elastidtfttsaxen 
und  nimmt  man  diese  zu  Goordinatenaxen,  so  fallen  sechs  von  den 
CoefQcienten  weg;  werden  dann  die  Bezeichnungen^^)  wieder  auf- 
genommen, so  redu(Siren  sich  die  Ausdrücke  der  Goefßcienten  auf: 

(9)    ß  =  (i+©)t*«+(iZ-f^)t?*+(e  +  /)w*,  ...,?  =  2 Pt;fP,... 

Für  ein  isotropes  System  reducirt  sich  die  Gleichung  (7)  auf****): 

{10)  (R  +  /-  5«)*  (3i2  +  /-  5«)  =  0; 

es  werden  also  von  den  zulässigen  Werten  von  s^  zwei  einander 
gleich. 

Die  abgeleiteten  Qleichungen  haben  folgende  physikalische  Be- 
deutung'^'):  Sind  zu  Anfang  die  Verrückungen  und  die  Ge- 
schwindigkeiten nur  in  einer  dünnen  planparallelen  Schicht  von 
Null  verschieden  und  nur  Functionen  des  Abstandes  von  einer  der 
Begrenzungsebenen  der  Schicht,  so  schreiten  von  ihr  aus  drei  ebene 
Wellen  von  constanter  Dicke  fort,  mit  Geschwindigkeiten,  die  zu 
den  drei  zul&ssigen  Werten  von  s  umgekehrt  proportional  sind. 
Yerrückungen  und  Geschwindigkeiten  sind  in  jeder  dieser  drei  Wellen 
je  zu  einer  der  drei  Axen  des  Ellipsoids  (8)  parallel. 

Sind  zu  Anfang  mehrere  wenig  gegeneinander  geneigte  ebene 
Wellen  vorhanden,  die  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden,  so  be- 
schreibt dieser  Schnittpunkt  bei  der  Ausbreitung  der  Wellen  eine 
Gerade'*^);  um  seine  Lage  zur  Zeit  t  zu  finden,  mufs  man  in  der 
Gleichung: 

(11)  ax  +  hy  +  et  ±st^O 

s  als  eine  Function  von  a,  &,  c  ansehen,  die  durch  die  Gleichung  (7) 
bestimmt  ist,  und  dann  mit  ihr  diejenigen  Gleichungen  vereinigen, 
die  durch  kleine  Änderungen  von  a,  &,  c  aus  ihr  hervorgehen.  Das 
Eliminationsresultat  ist  von  der  Form: 

<i5 n(T.fT)-o 

2904)  p.  899.         2906)  §  2,  p.  402.         2906)  p.  406. 
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und  stellt  die  Enveloppe  der  ebenen  Wellen  zur  Zeit  t  dar.  ri^ir 
wollen  sie  zur  Abkürzung  Wellenfläche  nennen '^^)/^  Die  ton 
Gauchy  angegebene  Gonstruction  dieser  Fläche '^^)  würde  man  jetzt 
80  aussprechen:  Man  forme  die  Fläche: 

F{x,if,e,t)^0  (13) 

durch  reciproke  Radien  Yectoren  um  und  bilde  von  der  umgeformten 
Fläche  die  erste  negative  Fufspunktfläche. 

Cauchj  verfolgt  dann  zunächst  den  Fall  weiter,  dafs  einer  der 
zulässigen  Werte  von  s^  eine  homogene  quadratische  Function  von 
v,  v,  «7  ist,  ein  Teil  der  Fläche  (13)  also  ein  Ellipsoid "^).  Der 
zugehörige  Mantel  der  Wellenfläche  ist  dann  ebenfalls  ein  EUipsoid, 
[das  zu  dem  ersten  polarreciprok  ist*^^^)].  Ist  diese  Voraussetzung 
nur  in  erster  Annäherung  erfüllt,  so  kann  man  von  ihr  aus  eine 
zweite  Annäherung  bequem  erhalten  **^^). 

Für  einen  isotropen  Körper  zerfällt  die  Wellenfläche  in  zwei 
Kugeln  ^^^;  für  einen  einaxigen  Krystall,  bei  bestimmten  speciellen 
Voraussetzungen  über  die  Elasticitätsconstanten,  in  drei  EUipsoide, 
von  denen  eines  eine  Kugel  sein  kann^^*). 

Für  den  allgemeinen,  durch  die  Gleichungen  (7)  und  (9) 
repräsentirten  Fall  bestimmt  Cauchj  zunächst  die  Schnitte  der 
Fläche  (13)  mit  den  Coordinatenebenen  und  leitet  aus  ihnen  die 
Schnitte  der  Wellenfläche  ab**^*).  Auch  hier  richtet  er  sein  Augen- 
merk zunächst  auf  solche  Fälle,  in  welchen  vermöge  specieller 
Relationen  zwischen  den  Elasticitätsconstanten  die  reciproken  Quad- 
rate der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  rationale  ganze  Functionen 
der  Richtungscosinus  der  Wellennormale  werden  ^^'^),  dann  auf  zu 
diesen  benachbarte  *'*•). 

Die  Anwendung  dieser  Resultate  auf  die  Lichttheorie '^^^ 
schildert  die  Entstehung  eines  Lichtstrahles  aus  einer  grofsen  An- 

2907)  p.  408.  Eine  schon  exerc.  de  math.  4,  1829,  p.  36  (oeuvres  (2)  9, 
p.  47)  auftretende  F^  gehört  nicht  hierher;  sie  stellt  nur  die  Abhängigkeit 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  longitudinaler  Wellen  in  einem  Stabe 
von  der  Richtung  der  Stabaze  gegen  die  Elasticitätsaxen  dar. 

2908)  p.  410.         2909)  p.  412. 

2910)  p.  413.  Die  von  Cauchy  selbst  gegebene  Fonnulirung  dieser  Be- 
ziehung enthält  ein  Versehen:  statt  des  Winkels  zwischen  den  Radien 
Vectoren  ist  sein  Cosinus  zu  setzen. 

2911)  p.  414.        2912)  p.  416.        2913)  p.  418,  421.        2914)  p.  427. 
2916)  p.  432.     Cauchj  betrachtet  hier  zunächst  den  Fall,   dals  die 

Druckcomponenten  im  natürlichen  Zustand  Null  sind;  die  andernfalls 
erforderliche  Ergänzung  p.  444. 

2916)  p.  434.         2917)  §  3,  p.  447. 
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zahl  ebener  Wellen,  die  sich  in  einem  Punkte  unter  kleinen  Winkehi 
schneiden,  ist  aber  unvollendet  geblieben,  da  Canchy  damals  Frank- 
reich infolge  der  Julireyolntion  yerliels.  Doch  hat  er  seine  Besoltate 
noch  in  einer  kleinen  Schrift  dargestellt '^^f  die  aolser  der  oben 
erw&hnten  Constmction  der  WellenflAche  namentlich  Ansfohrnngen 
über  das  Yeriialtnis  seiner  Resultate  zu  FresneFs  Entdeckungen  ent- 
hält'*^).  Jeder  Lichtstrahl  teile  sich  im  allgemeinen  in  drei  Strahlen, 
die  nach  den  Axen  eines  gewissen  Ellipsoids  polarisirt  seien;  diese 
könnten  dann  durch  die  Einwirkung  des  Mediums  nicht  weiter  ge- 
teilt werden.  In  einem  isotropen  nicht  absorbirenden  Medium  haben 
zwei  von  diesen  drei  Strahlen  gleiche  Fortpflanzung^sgeschwindigkeit, 
lassen  sich  also  nicht  voneinander  trennen;  sie  sind  beide  trans- 
versal, der  dritte  ist  longitudinal.  Sind  die  Schwingungen  zu  An- 
fang transversal,  so  fällt  der  dritte  weg,  und  in  den  beiden  zusanmien- 
gefallenen  bleibt  die  Schwingungsrichtnng  willküi'lich,  sodals  eigentlich 
keine  Polarisation  vorhanden  sei  Aus  den  beiden  Erfahrungsthat- 
Sachen:  Beduction  aller  Strahlen  auf  einen  einzigen  und  Abwesenheit 
aller  Polarisation  in  isotropen  Mitteln  mfksse  man  schliefsen,  dafs 
die  Lichtschwingungen  in  diesen  transversal  seien.  „Ainsi  llijpo- 
these  admise  par  Fresnel  devient  une  realite  *®*^)."  Poisson  (dieser 
ist  jedenfalls  mit  dem  illustre  academicien  gemeint)  habe  solche 
Schwingungen  nicht  erhalten,  weil  er  nur  in  die  hydrodynamischen 
Gleichungen  drei  verschiedene  Constante  eingeführt  habe.  Aufserdem 
recapitulirt  Gauchy  noch  einige  seiner  Resultate  über  die  Licht- 
bewegung in  ein-  und  zweiaxigen  Krystallen.  Da  die  Doppel- 
brechung in  allen  bekannten  Krystallen  sehr  klein  sei,  müfsten  in 
ihnen  diejenigen  Bedingungen,  die  auf  die  von  Fresnel  gegebene 
Gleichung  der  Wellenfläche  führten,  näherungsweise  erfüllt  sein"'^). 
Diese  spiele  also  für  die  Lichttheorie  dieselbe  Rolle,  wie  die 
Kepler'sche  Ellipse  fOr  die  Bewegungen  der  Planeten. 


2918)  Memoire  sur  la  th^orie  de  la  Inmi^,  Par.  1830  (vom  Mai  und 
Juni  1830);  abgedruckt  Par.  m^m.  10,  1881,  p.  293,  sowie  (ohne  den  Schlois 
des  ersten  und  den  Anfang  des  zweiten  Teiles)  Bull.  F^russac  18,  1880,  p.  414. 

2919)  Par.  m^m.  10,  p.  801.  Gauchy  nimmt  abweichend  von  Fresnel 
an,  dafs  die  Schwingungsebene  mit  der  Polarisationsebene  zusammenfalle; 
er  teilt  mit  (p.  304),  dafs  Blanchet  diese  Consequenz  schon  vor  ihm  ans 
seinen  ersten  Formeln  über  einaxige  Krystalle  gezogen  habe. 

2920)  Diese  Formulirung  des  VerhSItniBseB  seiner  Untersuchungen  zu 
denjenigen  Fresner«  wiederholt  Gauchy  mit  Vorliebe:  nicht  nur  hier 
p.  802  und  808,  sondern  auch  Par.  G.  R.  9,  1839,  p.  676  (oeuvr.  (1)  5, 
p.  21);  exerc.  d'anal.  1,  1840,  p.  213. 

2921)  p.  312. 
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Der  Abdrack  Par.  m^m.  enthält  noch  eine  Nachschrift '^^),  in 
der  Caachj  erklärt,  man  müsse  verstehen:  „tont  se  passe  comme  si 
les  mol4cules  de  Tether  s'attiraient  ou  se  reponssaient  effectivement^^ 
Aulserdem  bemerkt  er:  Berücksichtigung  der  höheren  Potenzen  der 
Yerrückongen  in  den  Formeln  §  59  (8)  gebe  Dispersion. 

Diese  letzte  Andeutung  hat  Gauchj  dann  in  einer  umfangreichen 
Abhandlung  ausgeführte*^).  Er  recapitulirt  zunächst  (teilweise 
wörtlich)  seine  Ableitung  der  Differentialgleichungen  aus  molecular- 
theoretischen  Vorstellungen  bis  dahin '^^),  wo  für  die  Incremente  der 
Verrückungen  ihre  Ausdrücke  eingeführt  werden.  Dann***^)  sucht 
er  Lösungen,  die  nur  von  der  einen  Variabein  (vgl.  OL  l)  kt  ab- 
hängen, wo: 

k  =  yu*+v^+w\     X  =  kr^(ux  +  vy  +  we)  (14) 

ist     Wird  noch  der  Winkel: 

d  =  arc  cos ]i      (1^) 

zwischen  Wellennormale  und  Radius  Vector  eingeführt,  so  nehmen 

für  solche  Wellen  die  Ausdrücke  der  Incremente  der  Verrückungen 

die  Form  an: 

vi.            v/^              /i           *\\    I   ^5  sin  (Ar  cos  d)  ,.  _v 

-^$  =  —  5(1  —  cos  {kr  cos  S))  +  -^ ^-^ ,  •  •  •     (16) 

damit  werden  die  Differentialgleichungen: 
mit: 

¥  =  21j\  -7—  cosi5  cosy  sm» — ^ — ) » * ' 

2^  «2^[ü^8in(Ärcosd))  +2^{'^  cos« «  sin  (Ar  cos  d) ) ,  •  -  • 
^j «  •  ^  I  -V— cosj5  cosy  sin(Ä;r cos J)  1 ,  •  •  • 

2922)  p.  316. 

2928)  Die  Abhandlung  ist  1886  in  Prag  u.  d.  Titel  „memoire  sur  la 
dispersion  de  la  lumi^re**  von  der  dortigen  G.  d.  W.  herausgegeben  worden. 
Die  in  Frankreich  verbreiteten  Exemplare  haben  ein  besonderes  Titelblatt 
„nouTeaux  exercices  de  mathdmatiques,  tome  P'  [es  ist  kein  weiterer  Band 
erschienen]  und  eine  besondere  Vorrede;  jetzt  oeuvr.  (2)  10,  p.  186. 

2924)  §  2,  p.  201. 


(18) 
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Die  mit  £i  . .  .,  ¥i  •  •  •  mtdüplicirten  Glieder  fiallen  weg,  wenn  die 
Molekeln  im  Anfangszustand  symmetrisch  um  den  betrachteten  Punkt 
verteilt  sind^"). 

Um  die  so  reducirten  Gleichungen  zu  integriren,  f&hrt  er  eine 
lineare  Combination  der  Yerrückungscomponenten  ein  (vgL  Glchg.  4) 
und  findet  wieder,  dafs  s*  Wurzel  der  Gleichung  (7)  sein  muls, 
wenn  diese  Combination  einer  Gleichung  der  Form  (6)  genügen 
soU»»). 

Die  Anwendung  dieser  Formeln  auf  die  lichttheorie^*^  be- 
ginnt  mit  der  Bemerkung,  dafis  die  Werte  (18)  der  Coefficienten 
sich  folgmdermafsen  durch  nur  zwei  Functionen  ausdrücken  lassen: 

(19)        ß-ffl+i;»,...,  *-|^,..- 


wo: 


(20) 


88  «^ü^  { 1  -  cos(Är  cosd)}, 

aS  «^?^)  j|Ä;«cos«d  +  p  cos  (Ar  cos*)) 


Ist  das  Medium  isotrop,  so  müssen  93,  SB  von  a,  ß^  y^  d.  h.  also 
von  d  unabhängig  sein;  wird  cos(A;rcos^)  nach  Potenzen  von  r 
entwickelt,  so  führt  diese  Forderung  auf  eine  Beihe  von  Relationen 
zwischen  den  Summen***®): 

^  mr^+^  +  *'~*f(r)  cos^a  008^*15  cos* y, 

(21)  -^ 

^fnr^+A*+»-8/'(r)  cos^a  cos^j5  cos*y. 

Werden  dann  S  und  SB  als  Functionen  von: 

(22)  K^\k^ 

angesehen,  so  lassen  sich  S,  ...,$,.. .  durch  die  Ableitungen: 

(23)  «'.||,       «"=|g 

folgendermafsen  ausdrücken: 

(24)  ß-SB  +  aS'+u*S",  ...,     $-t;«;SS'V... 

sodafs  die  Gleichung  (8)  des  Polarisationsellipsoids  die  Gestalt 
erhalt»*®): 

(25)  W{ux  +  vy  +  wey+  (SB  +  »0  (x*  +  y*+  jet«)  «  0. 


2926)  p.  206.    2926)  p.  207.    2927)  §  3,  p.  221. 
2928;^  p.  222.    2929)  p.  284. 
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Werden  die  Beihen  mit  den  ersten  Gliedern  abgebrochen,  so  ergiebt 
sich"~V. 

SB-/,     8'«|aS"=Ä  (26) 

mit  derselben  Bedeutung  von  /  imd  B  wie  §  59  (lO).    Damit  wird: 
g-(2iJa*+i2  +  I)Ä;»,  ...     ^  ^  2  EhcJc^,  . , .         (27) 

Von  den  drei  Werten  von  5*  werden  in  diesem  Falle  der 
Isotropie  zwei  gleich  SB  +  «',  der  dritte  gleich  SB  +  »'+  Ä*aS"*®"). 
Die  zum  letzteren  gehörende  Welle  falle  weg,  wenn  die  Schwingungen, 
zu  Beginn  der  Bewegung  transversal  sind.  Die  Gröfsen  (20)  und 
damit  auch  die  zulässigen  Werte  von  8*  lassen  sich  nach  Potenzen 
TOn  ky  d.  h.  im  wesentlichen  der  Wellenlänge  entwickeln  *'''). 

Der  Fall  eines  um  eine  Axe  symmetrischen  (zweiaxigen)  Mediums 
Iftfist  sich  im  wesentlichen  in  derselben  Weise  behandeln;  die  vor- 
kommenden Gröfsen  werden  dann  Functionen  der  beiden  Variabeln 
K'^iiu^+v')  und  ir=|ii;«»~). 

Cauchy  führt  dann  die  Untersuchung  for  isotrope  Körper 
weiter '^^).  Er  drückt  zunächst  die  noch  willkürlichen  Goefficienten 
durch  die  (geeignet  gewählten)  Anfangsbedingungen  aus.  Hierauf 
kehrt  er  die  Entwicklung  von  s*  nach  Potenzen  von  A;  um,  was  ihm 
zu  einem  längeren  Ezcurs  über  Reüienumkehrung  überhaupt  Ver- 
anlassung giebt^*^).  Er  sucht  aus  den  Beobachtungen  zu  bestimmen, 
wie  viele  Glieder  man  von  diesen  Entwicklungen  berücksichtigeu 
müsse  *••).  Erst  gegen  das  Ende  kehrt  er  zu  der  Untersuchung 
des  Falles  zurück,  daijs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  der 
Farbe  unabhängig  ist'^^);  er  macht  darauf  aufinerksam,  dafs  die 
Bedingungen  für  das  Eintreten  dieses  Falles  von  selbst  erfüllt  seiu 
würden,  wenn  es  erlaubt  wäre,  die  Summen  durch  Integrale  in 
Bezug  auf  die  Polarwinkel  zu  ersetzen  *••*).  Den  Wert  von  5*  für 
die  Transversalschwingungen  bringt  er  noch  auf  die  Form*^'*): 

oder,  wezm  q  die  Dichtigkeit  bedeutet: 


2930)  p.  286. 

2931)  p.  287.  Cauchy  citirt  bei  dieser  Gelegenheit  eine  Bemerkung 
von  Blanchet,  der  zufolge  man  zur  Erklärung  der  Erscheinungen  nur 
anzunehmen  brauche,  dafs  die  Longitndinalwellen  zwar  vorhanden  seien, 
aber  auf  das  Auge  keine  Wirkung  hätten. 

2932)  p.  239.         2938)  p.  240.         2934)  §  4,  p.  260. 

2986)  §  6,  p.  261.         2936)  p.  279;  weiteres  darüber  §  11,  p.  427. 
2937)  §  9,  p.  400.         2988)  p.  407.         2939)  p.  404. 
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also  n&henmgsweise: 

(29)  i«9[fiKrJ  -  k*tKro)l 

Wenn  f  (r)  «  r"*  oder  «  r~*  ist,  reducirt  sich  der  eine  Bestandteil 
auf  Null,  der  andere  auf  eine  endliche  Gonstante;  im  ersteren  Falle 
wird  8  von  k  unabhängig,  im  zweiten  mit  A;  proportional '^^). 

Weitere  AusftLhmngen  finden  sich  in  der  schon  besprochenen 
lithographirten  Abhandlung '^^^).  Gauchj  bemerkt  hier*^^),  da£s  man 
auch  eine  Lösung  des  Gleichungssjstems  erhält,  wenn  man  es  durch 

complexe  Grölsen  ^,  ^,  i  befriedigt  und  dann  von  diesen  complexen 
GröDsen  nur  die  reeUen  Teile  nimmt.  Er  sucht  zunächst  Integrale 
dieser  Art,  die  periodische  Functionen  der  Zeit  sind*^');  dann  fragt 
er  weiter  nach  Bewegpmgen,  die  in  einer  sehr  kleinen  Distanz  yon 
einer  Begrenzungsfläche  unmerklich  werden,  indem  er  annimmt,  dafs 
die  Bewegung  des  Äthers  in  einem  undurchsichtigen  EOrper  von 
dieser  Art  sei*^*).  Es  sei  dazu  hinreichend.  Ausdrücke  der  Form 
anzunehmen: 

(30)  i^Je-'  +  fy  +  i«^*-«''^  .  .., 

unter  u,  v,  w,  8  reelle,  unter  Ä^  J?,  C  complexe  Gonstante  verstanden. 
Indem  er  die  Bezeichnungen  (14)  wieder  aufiiimmt,  erhält  er  für 
diesen  Fall  ganz  entsprechende  Formeln,  wie  in  der  Dispersions- 
abhandlung. Weiterhin  gelangt  er  durch  Rechnen  mit  Differential- 
Symbolen,  namentlich  durch  Benutzung  der  Gleichung: 

(31)  J^x^^x(^^Jx  +  vJy^wJM^  i^^ 

ZU  dem  Satze,  dafs  man  die  allgemeinen  Differentialgleichungen  der 
Ätherbewegung  aus  den  speciellen  Gleichungen,  die  die  möglichen 
ebenen  Wellen  bestimmen,  dadurch  erhalten  kann,  dafs  man  die 
Gröfsen  u,  v,  ti;  (d.  h.  die  Producte  aus  der  Wellenlänge  in  die 
Bichtungscosinus  der  Wellennormale)  durch  die  Differentialsjmbole 
Dx,  -Dy,  I>M  ersetzt  *^^).  Auch  findet  er,  dals  eine  beliebige  lineare 
Function  ä  der  Yerrückungscomponenten  einer  Gleichung  der  Form 
genügt  *•**): 


2940)  p.  407.  —  Im  Auszug,  Par.  C.  R.  2,  1836,  p.  182,  207  (oeuvr.  (1) 
4,  p.  7,  10),  sind  diese  Resultate  etwas  anders  formulirt.  Dort  p.  184 
(p.  8)  auch  schon  Andeutungen  betr.  Absorption. 

2941)  §  4,  p.  86  der  deutschen  Bearbeitung*'^^). 

2942)  §  6,  p.  43.         2943)  §  6,  p.  45. 

2944)  §  6,  p.  67.     Vgl.  "»«).         2946)  §  7,  p.  66. 
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[dJ  +G+(dI  +  dI  +  D])  H]ä^O.  (32) 

Nimmt  man  von  dieser  Oleichung  dasjenige  Integral,  das  den 
Anfangsbedingungen : 

(D'  +  I^  +  i)!)»-*,    (i)J  +  l{  +  Dj)D,»-D,tf  für  <  =  0  (33) 

entspricht,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Yerrückungscomponenten 
selbst  noch  drei  Gleichungen  der  Form: 

(d;  +  ö)({-D.«)-0,  ...  (34) 

Die   allgemeinen  Gleichungen   zur  Bestinunung   der  möglichen 
ebenen  Wellen  (7)  reduciren  sich  ftir  ein  solches  System  auf*^: 

(5*-  G)Ä-='Hu(uÄ  +  vB'\'W(f),  ...,  .     (35) 

wo  6^,  H  aus  Gr,  H  (§  59,  24)  dadurch  hervorgehen,  dafs  man  die 
Differentialsjmbole  wieder  durch  die  Projectionen  der  Wellenlänge 
ersetzt.     Man  kann  sie  auf  zwei  Arten  befriedigen:    einmal  durch: 

5*=  6,     uÄ  +  vB  +  wC^O;  (36) 

dann  durch: 

»*=-©+  jff**,     uiÄ^vzB^wiC.  (87) 

Die  erste  Lösung  giebt  Schwingungen  parallel  der  Wellenebene,  die 
zweite  solche  senkrecht  zu  ihr. 

Für  einaxige  Erjstalle  findet  Gauchy  ebenso '^^: 

(«*-i)^-  Ü(vB  +  tcC), 

(5*-  G)B^v[ÜÄ  +  H(vB  +  trC)],  (38) 

(s* -  G) C^w[ÜA  +  H{vB  +  trCT)], 
woraus  sich  noch  ergiebt: 

(5*  -GJiBw-vO)^  0.  (39) 

Das  giebt  ebenfalls  zwei  Arten  von  Lösungen;  entweder: 

s^:^G,    ^  =  0,     Bv  +  wC^O  (40) 

(einen  Ausnahmefall  vorbehalten);  oder: 

{s*-L){^-G-Hv^-Htc^)-ü^(v^+w^^O,  Biv^Ciw,  (41) 
Die  erste  Lösung  giebt  Schwingungen,  die  zu  a?  ™  0,  vy  +  W0  =»  0, 


2946)  p.  66.         2947)  p.  74. 
JahretlMricht  d.  Deutschen  Mathem. -Vereinigung.  X.  38 
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d.  h.  zum  Schnitt  der  Wellenebene  mit  der  Äquatorebene  parallel, 
die  zweite  solche,  die  zu  ihm  normal  sind. 

Der  letzte  Abschnitt*^  behandelt  noch  einmal  die  Gesetze  der 
Fortpflanzimg  ebener  Wellen  in  durchsichtigen  Körpern,  d.  h.  den 
Fall,  daüs  die  Gonstanten  u,  t;,  ir  rein  imaginär  sind.  Wenn  die 
Gleichungen  bestehen: 

(42)  ^[m^-^ün(krcoBd)]-^0,    ^[m^  sin  {kr  coHd)]^0, 

was  z.  B.  der  Fall  sein  wird,  wenn  im  Gleichgewichtszustand  die 
Verteilung  der  Molekeln  um  jede  einzelne  synmietrisch  ist,  so  kann 
man  einfach  in  den  Gleichungen  von  §  59  die  auftretenden  Gröüsen 
durch  ihre  reellen  Teile  ersetzen '^^  und  erhalt  dann  wieder  die 
Formeln  der  Dispersionsabhandlung  ^^^3;  wenn  das  aber  nicht  der 
Fall  ist,  kann  eine  Fortpflanzung  ebener  Wellen  ohne  Yermindenmg 
der  Intensität  nur  f&r  besondere  Werte  Ton  ^,  d.  h.  nur  für  be- 
stimmte Farben  stattfinden '^^).  Auch  diese  allgemeinen  Ansätze 
führt  Gauchj  dann  noch  f&r  isotrope  Medien '^^)  und  för  einaidge 
KrystaUe**^^  näher  aus.  Er  spricht  die  Vermutung  aus""),  daßs 
die  Wellen  der  zweiten  Art,  d.  h.  die  longitudinalen,  in  uns  die 
Empfindung  der  Wärme  erzeugen. 

In  einer  Schlufsbemerkung  verspricht  er  die  Ausdehnung  seiner 
Untersuchungen  auf  eine  Menge  weiterer  Fragen,  u.  a.  die  Gesetze 
der  Fortpflanzung  cylindrischer  oder  sphärischer  Wellen;  eine  all- 
gemeine Integration  der  Gleichungen  der  Ätherbewegung  auf  Grund 
der  Zerlegung  in  solche  Wellen;  die  Gesetze  der  Dif&action,  der 
Reflexion  und  der  Befraction"^).  Doch  scheint  er,  wie  sich  aus 
einer  bald  folgenden  Note  entnehmen  läfst,  bei  Ableitung  der  Grenz- 
bedingungen aus  moleculartheoretischen  Anschauungen  Schwierig- 
keiten gefunden  zu  haben  "^^). 

Kurze  Zeit  darauf  hat  Cauchj  von  seinen  Resultaten  auch  eine 
DarsteUuiig  ohne  Benutzung  von  Formeln  gegeben"^). 

Es  folgt  eine  Beihe  von  grösseren  Abhandlungen,  die  Cauchy 
aufser  in  den  G.  B.  auch  noch  (mit  geringen  Abänderungen)  in 
einer  besonderen  Sammlung  *®®^  veröffentlicht  hat.  Die  erste  der- 
selben, die  von  Beflexion  imd  Brechung  handelt,  beginnt  mit  einer 


2948)  §  8,  p.  78.         2949)  p.  84.         2950)  p.  87.         2951)  p.  88. 
2952)  p.  94.         2958)  p.  94.     Vgl.  "")  2954)  p.  97. 

2955)  Par.  C.  R.  7,  1888,  p.  761  (oeuvr.  (1)  4,  p.  99). 

2956)  ib.  p.  865  (p.  108). 
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längeren  Einleitung"*^,  in  der  die  Yerh&ltniBse  kleiner  Bewegungen 
in  ebenen  Wellen  noch  einmal  ansführlich  ohne  Anwendung  von 
Formeln  dargestellt  sind;  das  Wort  „Superposition**  scheint  bei  dieser 
Gelegenheit  von  Cauöhy  eingeführt  worden  zu  sein,  wenigstens  kann 
ich  mich  nicht  erinnern,  ihm  früher  begegnet  zu  sein.  Auch  sonst 
treten  eine  Reihe  teils  jetzt  allgemein  eingeülhrter,  teils  wieder  ab- 
gekommener Termini  in  Cauchj's  Abhandlungen  aus  dieser  Zeit  zum 
ersten  Mal  auf '^^.  Femer  erwfthnt  er  hier  den  möglichen  Fall, 
dafs  die  drei  Hauptvariablen  (die  Verrückungscomponenten)  separirt 
aufbreten,  so  dafs  man  jede  für  sich  bestimmen  kann;  jede  einfache 
Bewegung  kann  dann  angesehen  werden  als  superponirt  aus  drei 
anderen,  bei  welchen  die  Schwingungen  je  parallel  einer  Coordinaten- 
axe  vor  sich  gehen  "*^.  Hierauf  wendet  er  sich  zu  den  Verhlllt- 
nissen  an  der  Trennungsfl&che  zweier  verschiedener  Medien:  man 
könne  den  Qrenzbedingungen  nur  genügen,  wenn  man  neben  der 
einfallenden  zugleich  noch  eine  gebrochene  und  eine  reflectirte  Welle 
annehme*'^).  Zum  Schlüsse  dieses  Teiles  erörtert  er  noch,  dafs 
man  ein  hinlänglich  kleines  Stück  einer  beliebigen  Welle  immer  als 
eben  betrachten  könne  "^^);  die  Wellenflftche  sei  die  Enveloppe  aller 
dieser  Elementarwellen.  In  isotropen  Mitteln  fielen  Strahl  und 
Welle  zusanmien,  in  anisotropen  müsse  man  beide  auseinander- 
halten. 

Der  zweite  Teil  wiederholt  zunächst '^')  einen  grofsen  Teil 
des  bisherigen  in  der  Sprache  der  Optik.  Die  Polarisationsebene 
nimmt  er  auch  hier  als  zur  Schwingungsebene  senkrecht  an*^^). 
Auf  die  dann  folgende  Ableitung  der  Gesetze  der  Reflexion  und 
Brechung  brauchen  wir  für  unsere  Zwecke  nicht  einzugehen. 

Mit  der  Behandlung  der  Grenzbedingungen  in  dieser  Abhand- 
lung scheint  Cauchy  selbst  sogleich  nicht  recht  zufrieden  gewesen  zu 
sein;  wenigstens  folgt  alsbald  eine  neue  Untersuchung  über  diesen 


2967)  Par.  C.  B.  7,  1838,  p.  986,  1044;  8,  1889,  p.  7,  89,  114,  146, 
189,  272  (oeuvr.  (1)  4,  p.  118).  Im  Abdrack  recueil"*')  p.  1  ist  p.  49  der 
in  den  letzten  Zeilen  von  p.  171  und  den  ersten  von  p.  172  der  oeuvr. 
enthaltene  Satz  durch  die  allgemeinere  Fassung  oeuvr.  p.  187  ersetzt  und 
dann  sogleich  die  ganze  von  den  Herausgebern  der  oeuvr.  „afin  de  ne  pas 
interrompre  le  cours  du  präsent  m^oire'*  auf  p.  187  verwiesene  Note 
eingereiht,  ohne  besondere  Überschrift. 

2968)  Longueur  d'une  ondulationp.  119;  mouvement  p^odique  durable 
ou  persistant  p.  120;  isophane  (fOr  optisch  isotrop)  p.  138;  azimut  du  plan 
de  Polarisation  p.  166;  azimut  prindpal  de  r^exion  p.  186  u.  a. 

2969)  p.  121.         2960)  p.  122.         2961)  p.  128. 
2962)  p.  130.         2963)  p.  134. 
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Gegenstand '^^y  Sie  beginnt  mit  der  Eildftning,  man  habe  dazu 
bisher  nnr  „des  hjpothiseB  plns  on  moins  Yraisemblablefl",  aber  keine 
^ethodes  rigonrenses**  verwendet.  Er  habe  daher  schon  in  der 
lithographirten  Abhandlung  von  1836^^)  ein  anderes  Ver&hren 
vorgeschlagen:    Sei  eine  der  Gleichungen  auf  die  Form  gebracht: 

so  ergiebt  sich: 

(44)  s^ÜQ+  ledx. 


/' 


Ist  x^O  die  Gleichung  der  Trennungsfl&che,  so  wird  jddx  sehr 

klein  sein,   fdäx  denselben  Wert  haben,  wie  wenn  das  eine  Mittel 

• 
allein  vorhanden  w&re.  Daraus  schlieM  er,  dals  bei  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  die  unbekannten  Functionen,  bei  solchen 
zweiter  Ordnung  auch  ihre  Ableitungen  nach  der  Normale  der 
Trennungsflftche  zu  beiden  Seiten  der  letzteren  dieselben  Werte 
haben  müfsten^*^).  Doch  hatte  er  schon  damals  bemerkt,  in  der 
Theorie  des  Lichtes  sei  man  genötigt,  die  hieraus  sich  ergebenden 
Bedingungen  zu  verlassen  und  durch  andere  zu  ersetzen,  die  mole- 
culartheoretischen  Vorstellungen  entsprängen***^).  Jetzt  erkl&rt 
er*^^),  jene  Sätze  seien  nicht  immer  leicht  anzuwenden  und  Uefsen 
auch  an  Allgemeinheit  und  Strenge  zu  wünschen  übrig.  Er  em- 
pfiehlt, die  Integrale  so  zu  schreiben,  dafs  auf  der  rechten  Seite  als 
Integrationsconstante  allein  die  speciellen  Werte  ständen,  die  die 
Hauptvariablen  in  der  Trennungsfläche  annehmen;  die  so  geschriebenen 
Integrale  nennt  er  „Hauptintegrale^,  ihre  linken  Seiten  „die  Haupt- 
functionen^^  Die  Differenzen  der  Werte  dieser  Hauptfunctionen  in 
der  Trennungsfläche  und  in  ihrer  unmittelbaren  Nähe  lielsen  sich 
dann  durch  „singulare  Integrale**  ausdrücken. 

Um    diese    Gedanken   auszuführen,    setzt   er   ein    System   von 
Differentialgleichungen  an: 

und  bezeichnet  mit  S  ^  8q  ein  Hauptintegral  desselben,  sodaDs: 

2964)  Pär.  C.  B.  8,  1889,  p.  874;  recueil  p.  64;  oenvr.  (1)  4,  p.  198. 
2966)  M^m.  lith. '"«)  nr.  8,  p.  27  der  deutschen  Bearbeitung. 
2966)  p.  86.        2967)  Oeuvr.  (1)  4,  p.  198. 
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ist'^.     In  der  Nähe  der  Trennimgsflftche  wird  das  System  (45) 
durch  ein  modificirtes  zu  ersetzen  sein: 

II-X  +  3E,...  (47) 
sodafs  dort: 

(IÄ=(3E||+-..)dx  (48) 

nnd  folglich  8  —  Sq  nicht  mehr  strenge  gleich  Nnll,  sondern  gleich: 


/>ii+-) 


dx  (49) 


ist.  Da  X,  . . .  nur  in  der  Ni&he  der  Orenzfl&che  merkliche  Werte 
haben,  so  folgt,  dafs  8  wenigstens  naherungsweise  gleich  8^  ist. 

Cauchj  setzt  dann  noch  einmal  ausführlich  auseinander,  wie 
sich  die  Integrale  eines  Systems  linearer  Gleichungen  aus  „einfachen 
Integralen**  der  Form: 

zusammensetzen.  Den  Factor  k  nennt  er**^)  „die  Charakteristik** 
einer  solchen  Lösung.  Die  Hauptfunction  8^  die,  solange  die  un^ 
gestörten  Gleichungen  gelten,  einer  Gleichung  der  Form: 

^  =  (i|  +  ^,  +  ...)«r*«-0  (51) 

genügt,  genügt  in  der  Nähe  der  Trennungsfl&che  einer  Gleichung 
der  Form«^): 

jI«®,     wo     ®-(X3E  +  f»9  +  ..  •)«-*'.  (52) 

X 

Hier  kann  @  yemachlässigt  werden,  wenn  man  das  Integral  j  &dx 

0 

t 
ohne  merklichen  Fehler  durch  das  singulare  Integral  f®dx  ersetzen 

0 

kann  und  wenn  aufserdem  @f  sehr  klein  gegen  8^  ist.  Nun  redu- 
ciren  sich  aber  X,  9, .  •  .  auf  lineare  Functionen  von  |,  17, . . .  und 
damit  @  auf: 


§  1,  p.  196.         2969)  8  2,  p.  200.         2970)  p.  204. 
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(63)  ®  «  (ÖS  +  SRij  +  •  •  •)  e-*'; 

und  wenn  man  fOr  {,  17, . . .  die  Werte  setzt,  die  sie  in  dem  zu  einer 
anderen  Charakteristik  A^  gehörenden  einfachen  Integral  haben, 
reducirt  sich  S  auf: 

(54)  (Ä^L  +  B^M+'")  c(*»  -  *)'. 

Da  Lj  M,  N^  .  . .  f&r  merkliche  Werte  von  x  verschwinden,  ist  die 
erste  Bedingung  erfüllt,  sobald  1t (k)  >  8i(X^)  ist.  Die  zweite  ist 
ebenfalls  f&r  alle  Werte  erfüllt,  die  der  ersten  genügen,  wenn  sie 
für  einen  derselben  erfüllt  ist^^^).  Sind  A^,  .  .  .,  A:^  diejenigen 
Charakteristiken,  deren  reelle  Teile  nicht  kleiner  sind  als  der  reelle 
Teil  von  A;,  so  erhält  man  die  für  die  Nähe  der  Grenze  geltenden 
Werte  |«,  17«,  .  . .  von  |,  17,  . .  .,  indem,  man  die  Constanten  K  aus 
den  Gleichungen:  « 

eliminirt.  Cauchy  führt  speciell  die  FäUe  m  =  «  und  m  —  n  —  1 
durch**'*);  der  erste  giebt  die  Grenzbedingungen: 

(56)  S  =  I01     V^Vo^  '"'> 
der  zweite: 

(57)  i^-!L=J.„... 

n  n 

Um  entsprechende  Resultate  für  Differentialgleichungssjsteme 
höherer  Ordnung  zu  erhalten,  redncire  man  sie  durch  Einführung 
der  Ableitungen  als  neuer  unbekannter  Functionen  auf  Systeme 
erster  Ordnung**''). 

Die  Anwendung  auf  partielle  Differentialgleichungssjsteme  ge- 
staltet' sich  folgendermafsen**'^):  Soll  ein  solches  System  durch  Aus- 
drücke der  Form: 

(58)  |  =  ^c~*  +  *»+--,    iy- J?e"*  +  *»-»-  ••,  ... 

befriedigt  werden,  so  müssen  die  Coefßcienten  A,  jB,  (7,  . . .  einem 
System  von  Gleichungen  genügen,  das  ersetzt  werden  kann  durch 
eine  Gleichung: 

(59)  Ä'-O' 

2971)  p.  208.    2972)  p.  212. 

2973)  §  8,  p.  214.    2974)  §  4,  p.  220. 
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zwischen  u,  v,  w,  . . .  und  ein  System: 

^:a  =  JB:&  =  (7:c«---,  (60) 

in  dem  a,  6,  c, . .  .  bestimmte  Functionen  von  u,  t?,  tr, . . .  bedeuten. 
Wenn  dann  in  der  Nähe  der  Ebene  o? »  0  die  Gleichungen  sieh  sehr 
rasch  ftndem,  sodafs  {«,  i^f^  •  •  •  &n  die  Stelle  der  durch  (58)  be- 
stimmten Gröisen  $,  i?«  •  •  •  treten,  so  kann  man  inmier  noch  an- 
nehmen ^^^),  dafs  auch  diese  modificirten  Werte  alle  eine  Exponential- 
gröDse  6<'y  +  «"  +  '"  zum  Factor  haben;  man  erhalte  dann  ganz 
entsprechende  Resultate,  und  durch  Anwendung  derselben  auf  das 
Problem  der  Brechung  und  Reflexion  die  von  Fresnel  gegebenen 
Formeln. 

Ein  grofser  Teil  der  Resultate  der  Dispersionsabhandlung  und 
des  mem.  lith.  ist  recapitulirt  in  einer  gröfseren  Abhandlung  über 
die  unendlich  kleinen  Bewegungen  in  Systemen  von  Molekeln,  die 
gegenseitigen   Anziehungs-   und   AbstolBungskr&ften   unterliegen'^^. 

Eine  aus  derselben  Zeit  stammende  ^^^)  Abhandlung  über  gerad- 
linige Polarisation  und  Doppelbrechung  ist  erst  drei  Jahre  spftter 
veröffentlicht '^^).  Auch  hier  recapitulirt  Cauchy  zunächst  frühere 
Formeln  und  specialisirt  sie  für  isotrope**'*)  und  für  einarige***^) 
Mittel,  unter  Yemachlftssignng  der  Dispersion  **^^).  Dann  wendet  er 
sich  zum  allgemeinen  Fall,  nimmt  aber  an,  dafs  man  nur  mit  sehr 
geringer  Doppelbrechung  zu  thun  hat'*^*).  Die  Gleichung,  von  der 
die  möglichen  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  abhängen,  reducirt 
sich  dann  auf  den  zweiten  Grad.  Aus  der  Erfahrungsthatsache,  daijs 
Wellen,  die  zu  einer  Hauptebene  senkrecht  und  nach  einer  zweiten 
Hauptebene  polarisirt  sind,  eine  nur  von  der  letzteren,  nicht  von 
der  ersteren  abhängige  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  haben '^^f  zieht 


2975)  p.  223. 

2976)  Par.  C.  B.  8,  1889,  p.  506,  589,  659,  719,  767;  oeuvr.  (1)  4, 
p.  237.  Abgedmckt  recueil'**^  p.  101,  mit  Weglassung  zweier  Koten, 
von  denen  die  eine  (oeuvr.  p.  256)  sich  auf  die  an  der  Ghrenze  zweier  Mittel 
anftretenden  Obergangsbedingongen,  die  andere  (p.  283)  auf  eine  Ver- 
einfachung der  zur  Bestimmung  der  möglichen  Werte  von  s  dienenden 
Rechnungen  bezieht.    Umredigirt  exerc.  d*anal.  1,  1840,  p.  1. 

2977)  Angekündigt  Par.  C.  B.  7,  1838,  p.  867;  Auszug  ib.  p.  907 
(oeuvr.  (1)  4,  p.  105,  106). 

2978)  Par.  M^m.  18,  1842,  p.  153  (vom  Mai  1839).        2979)  p.  173. 
2980)  p.  175.         2981)  p.  171.         2982)  p.  180. 

2983)  p.  185.  Cauchy  nimmt  hier  mit  fSresnel  an,  dafs  die  Polarisations- 
ebene  auf  der  SchwingungBrichtong  senkrecht  stehe.  In  der  That  hatte 
er  schon  in  dem  Briefe  an  Libri*'^^;  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs 
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Canchj  den  Schlnils,  dafs  allgemein  zwischen  den  sechs  Elasticit&tS' 
Constanten  die  Beziehung: 

(61)  P-G^Q-H^B-I 

bestehen  müsse.  Die  Schwingongen  des  auTserordentlichen  Strahles  in 
einem  einaxigen  Mittel  fallen  dann  zwar  nicht  siarenge,  aber  doch 
näherongsweise  in  die  Wellenebene  ^^).  Endlich  führt  er  noch  die 
Annahme  ein,  dafs  zwischen  den  Elasticitätscoefficienten  solche 
Relationen  bestehen,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
„dritten  Strahles^^  unendlich  wird*^^);  er  zeigt,  dafs  man  dadurch 
auf  die  schon  froher  von  ihm  eingeführten  Relationen  ^^^)  kommt 
Aufserdem  spricht  er  in  dieser  Abhandlung  noch  von  den  optischen 
Axen*^*)  und  giebt  eine  einfache  Ableitung  der  Gleichung  der 
Wellenflache  »«^. 

Eine  Abhandlung  über  Reflexion  und  Brechung  ^^^)  enth&lt, 
aufser  einer  abermaligen  Recapitulation  der  allgemeinen  Formeln, 
die  Bemerkung,  dafs  die  Qleichungen  (36)  und  (37)  sich  auf 

(62)  5«  «  **«,       «•  =  i  (1  +  f)  l? 

reduciren,  wenn  die  elastischen  Dilfferentialgleichungen  sich  in  der 
§  59  (33)  angegebenen  Weise  vereinfachen '^^).  Die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  longitudinalen  Wellen  wird  also  Null,  wenn 
f  =«  —  1  wird.  Ware  t  bezw.  « (1  +  f)  negativ,  so  würden  die 
transversalen  bezw.  die  longitudinalen  Wellen  in  grOiserer  Entfernung 
vom  Ausgangspunkte  verschwinden  ^^^).  Weiterhin  erörtert  er  die 
Frage,  ujiter  welchen  Bedingungen  es  möglich  ist,  dafs  ein  an  der 
Grenze  zweier  Medien  reflectirter  Strahl  vollständig  in  der  Einfalls* 
ebene  polarisirt  ist;  er  flndet  als  solche  Bedingung '^^): 

(63)  *V(1  +  f*)  -  Ä'V(1  +  f'*). 

Eine  folgende  Abhandlung  behandelt  Wellen  in  einem  doppelten 
System  von  Molekeln  (vgl.  *'*•»  ***•)).  Die  Behandlungsweise  ist  die- 
selbe wie  die  des  einfacheren  Falles;  man  erhält  eine  Gleichung 
6.  Grades  zur  Bestimmung  der  möglichen  Fortpflanzungsgeschwindig- 


die  entgegengesetzte  Hypothese  hier  zu  dem  Schlüsse  fahren  würde,  dab 
6r  =s  ^«  2  sein  müfste,  und  sogar  behauptet,  dafs  sie  alle  drei  gleich 
Null  sein  müfsten,  was  er  nicht  fOr  zul&ssig  hftlt. 

2984)  p.  186.         2986)  p.  188. 

2986)  8  2,  p.  192.         2987)  §  8,  p.  210. 

2988)  Ezercices  d'analyse  1,  Par.  1840,  p.  212. 

2989)  p.  240.         2990)  p.  242.         2991)  §  4,  p.  248. 
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keiten'^').  Dabei  sind  die  Wellenebenen  und  die  Ebenen  constanter 
Amplitadd  bei  den  Molekelsystemen  gemeinsam,  dagegen  die 
Schwingongsrichtongen  im  allgemeinen  verschieden. 

Dann  folgen  wieder  erg&nzende  Untersnchungen  über  den  Fall 
eines  einfachen  Systems.  Oaachy  findet '^'),  dals  man  bei  gegebenen 
complezen  Werten  von  Vj  tr,  s  die  Oleichnngen  noch  durch  vier 
Werte  von  u  befriedigen  könne,  dals  man  dabei  aber  die  F&lle 
Ii^/{1  +  i)  <  und  >  t;'  +  1^  unterscheiden  müsse;  im  ersteren  Falle 
entspreche  einer  einfallenden  ebenen  Welle  von  beliebiger  Bichtung 
eine  ebene  gebrochene  und  eine  ebene  reflectirte  Welle,  im  letzteren 
nur,  wenn  die  Ebene  der  einfBÜlenden  Welle  anir  Trennungsebene 
parallel  sei"**). 

Zu  Beginn  einer  abermaligen  Bedaddon  von  Cauchj's  unter* 
suchungen  über  ebene  Wellen  bemerkt  er  mit  Oenugthuung"^),  dafs 
Poisson  (der  kurz  vorher  gestorben  war)  auf  diesem  Qebiete  wie 
auf  anderen  seine  Anschauungen  schlieiUich  angenommen  habe.  Er 
legt  übrigens  Wert  darauf  "**),  dafs  man  mit  Hilfe  seiner  Methoden 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  möglichen  ebenen  Wellen 
bestinmien  könne,  ohne  die  Differentialgleichungen  durch  Yemach- 
l&ssigungen  auf  die  2.  0.  zu  reduciren:  man  erhalte  sie  ausgedrückt 
durch  Summen,  die  über  sftmtliche  Molekeln  des  Körpers  zu  er* 
strecken  seien.  Aus  Formeln,  die  von  (20)  nur  durch  die  Bezeich- 
nung sich  unterscheiden,  erhält  er  für  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit Sl^  der  transversalen  Wellen  in  einem  isotropen  Körper  den 
Ausdruck '••^: 

und  für  die  der  longitudinalen  Wellen  ^: 

^="-5l2lT(2fW  +  -3rr(r)))-...  (65) 

Darf  man   die  Summen   durch  Integrale    ersetzen,   so    erhält   man 


2992)  Par.  C.  B.  8,  1889,  p.  811;  oeuvr.  (1)  4,  p.  860,  §  8;  ebenso 
exerc.  d'anal.  1,  1840,  §  8,  p.  46.  Vgl.  auch  §  6,  p.  128,  ferner  Par.  C.  R. 
16,  1848,  p.  964  (oeuvr.  (1)  7,  p.  481),  wo  auch  das  ümkehrtheorem  ***^ 
auf  solche  Systeme  ausgedehnt  wird. 

2998)  Par.  C.  R.  8,  1889,  p.  986;  oeuvr.  (1)  4,  p.  446. 

2994)  8  6,  p.  478. 

2996)  Exerc.  d'anal.  1,  1840,  p.  288.  Auszug  Par.  C.  R.  10,  1840, 
p.  906  (oeuvr.  (1)  6,  p.  219). 

2996)  p.  221j  bezw.  289.        2997)  Exerc.  p.  299. 
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wieder  die  Gleichung  (29) '^.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Transversalwellen  wird  also  gleich  Null,  wenn  die  Molecular- 
anziehung  einer  Potenz  r"  der  Distanz  proportional  ist,  deren  Ex- 
ponent n  zwischen  —  2  und  —  4  liegt '^.  Im  Grenzfall  n  ~  —  2  ist 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  hanpts&chlich  durch  den  Einfluls 
der  sehr  entfernten  Molekeln  bedingt,  im  Grenzfall  n  >«  —  4  hanpt- 
s&chlich durch  die  der  sehr  nahen;  im  ersteren  FaU  ist  die 
Schwingungsdauer,  im  letzteren  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
von  der  Wellenl&nge  unabh&ngig*^^).  Die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der  longitudinalen  Wellen  wird  im  ersteren  Falle  imaginär, 
d.  h.  es  ist  Fortpflanzung  longitudinaler  Wellen  dann  nicht  ohne 
Absorption  möglich;  im  letzteren  Falle  wird  sie  unendlich  grofs*^). 
Daran  schlielsen  sich  noch  Untersuchungen  über  die  Beziehungen 
zwischen  Wellenlänge  und  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  trans- 
yersalen  Wellen'^'),  namentlich  fttr  den  zweiten  der  betrachteten 
GrenzflQle,  und  Erörterungen  über  etwaige  Farbenzerstreuung  im 
leeren  Baume,  die  sich  bei  Beobachtungen  veränderlicher  Sterne 
zeigen  mülste,  aber  nicht  gefunden  worden  sei'^^). 

Eine  etwas  spätere  Abhandlung  knüpft  an  die  §  62  (l)  mit- 
geteilte Form  der  Bewegnngsgleichungen  an*^^).  Die  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  möglichen  ebenen  Wellen  werden  in  diesem 
Falle: 

(66)  (ä«  -  ffi)  il  -  gtt  (Äu  +  Bv+  Cw)  =-  ®  (wB  -  rC)  . .  • 
Durch  Elimination  von  ®  erhält  man: 

(67)  (5>  —  (S  -  5*«)  (Au  +  Bv  +  Cic)  -  0. 
Setzt  man  den  zweiten  Factor  gleich  Null,  so  erhält  man: 

(68)  (ä*  -  e)*  +  ®«Ä«  =  0. 

Es  giebt  also  in  diesem  Falle  auch  in  einem  isotropen  Körper  drei 
Arten  von  möglichen  ebenen  Wellen,  longitudinale  durch  (36)  be- 
stimmte und  zwei  durch  (68)  bestimmte  Arten  von  transversalen, 


2998)  p.  824,  bezw.  302.        2999)  Ezerc.  p.  289. 

5000)  p.  SOS.     Vgl.  "*•)• 

5001)  p.  809;  oeuvr.  (1)  5,  p.  228.  An  der  letzteren  Stelle  erwähnt 
Cauchy,  dafs  auch  Airj  bemerkt  habe,  aus  seinen  (Canchj^s)  Foxmeln 
ergebe  sich  eine  unendlich  grolse  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
longitudinalen  WeUen. 

8002)  Ezerc.  §  2,  p.  818.        8008)  ib.  §  8,  p.  819;  vgl.  auch  p.  292. 
8004)  Par.  C.  R.  16,  1842,  p.  1076  (oeuvr.  (1)  7,  p.  219). 
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die  nur  für  ®  »  0   zusammenfallen.     Andernfalls  sind  sie  circular- 
polarisirt*^). 

Endlich  sind  als  hierher  gehörig  noch  drei  Noten  aus  Cauchy's 
späterer  Zeit  zu  erwähnen.  Die  erste  derselben '^^)  bespricht  nach 
der  bei  Cauchj  unvermeidlichen  Recapitulation  froherer  Sätze  das 
Verhalten  des  „dritten  Strahles^  (d.  h.  desjenigen,  der  in  isotropen 
Mitteln  longitudinal  ist)  bei  Reflexion  und  Brechung;  Cauchj  findet, 
Verschiedene  Erfahnmgsthatsachen  deuteten  darauf  hin,  daüs  ein 
solcher  dritter  Strahl  wirklich  vorhanden  sei.  Die  zweite  "^^  giebt 
zugehörige  Formeln.  Die  dritte  ^^^)  versucht  auf  Wunsch  von  Arago 
die  Theorie  der  Transversalschwingungen  des  Äthers  und  der  Dis- 
persion  knapp   und   gemeinverständlich  ohne  Formeln  darzustellen. 


§  64.    Die  allgemeine  Integration  der  elastischen 
Differentialgleichungen  durch  bestimmte  Integrale. 

Poisson  und  OstrogradskL 

Seiner  ersten  Abhandlung  über  die  Elasticität  fester  Körper '^^^) 
hat  Poisson  einen  Nachtrag  folgen  lassen  *^^),  in  dem  er  zeigt,  wie 
die  Integration  des  allgemeinen  Gleichungssystems  §  56  (5)  auf  be- 
reits behandelte  Fälle  zurückgeführt  werden  kann.  Führt  man  näm- 
lich eine  Function  q>  durch  die  Gleichung  ein: 

T^  =  «.  (1) 

80  erhält  man  für  sie  die  Differentialgleichung: 

dt'  ^  dt^dx*  *^  dt*dy^  "^  dt^dz*  ^^ 

oder  nach  zweimaliger  Integration: 

^-s?  +  l^  +  ?S  +  «  +  «-  W 

Werden  dann  die  Functionen  |>,  q  den  Gleichungen  gemäfs  bestimmt: 


3006)  p.  224. 

8006)  Par.  C.  R.  27,  1848,  p.  621  (oeavr.  (1)  11,  p.  92). 

8007)  ib.  28,  1849,  p.  2  (p.  96). 

3008)  ib.  81,  1860,  p.  842  (p.  289). 

3009)  Par.  Mäm.  8,  1829,  p.  623  (vom  Nov.  1828). 
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80  mulis: 

(5)  9^i=-9— -P^-ff 

der    Gleichung   der   Schallbewegung    (§  27,    l)    genügen;    and   die 
Functionen: 

(«)  «.-l-lf,    v^-n-'^,    t^'i-p, 

derselben  Gleichung   für   eine   andere  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
und  aulserdem  der  Gleichung: 

W  H  +  ^  +  ^-o- 

Ein  ähnlicher  Vorschlag,  zunächst  fflr  das  Problem  des  elastischen 
Gleichgewichts,  findet  sich  auch  in  der  gemeinsamen  Abhandlung 
von  Lame  und  Clapeyron*^'^):  man  solle  erst  die  Dilatation  be- 
rechnen, dann  die  Gleichungen  fflr  die  Yerrücknngscomponenten  auf 
die  Form  bringen: 

diese   integriren   und    schlielslich    die  Bedingung   dafOr  ausdrflcken, 
dals  die  gefundenen  Werte  der  Gleichung: 

genügen  *^^^). 

Die  Discussion  zwischen  Navier  und  Poisson  (§  60)  yeran- 
lafste,  wie  es  scheint,  den  letzteren  von  seiner  alten  Abhandlung 
über  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  in  elastischen  Flüssigkeiten 
(vom  Mftrz  1823)  wenigstens  denjenigen  Teil  zu  yeröffentlichen,  der 
sich  auf  die  Bewegung  in  zwei  übereinandergeschichteten  (super- 
pos4es)  Flüssigkeiten,  d.  h.  auf  Reflexion  und  Brechung  bezogt"). 
Unter  der  Voraussetzung,  dals  in  jedem  von  beiden  Mitteln  ein 
Geschwindigkeitspotential  besteht,  stellt  er  die  Gleichungen  der  Be- 
wegung in  folgender  Form  auf*^**): 

('"■>      l^-«'(IS  +  --).  '^-"!(^  +  -)- 

An  der  Trennungsfläche  x^^h  nimmt  er  als  Übergangsbedingungen  an: 


8010}  J.  f  Math.  7,  1881,  nr.  11,  p.  165. 

8011)  Par.  M4m.  10,  1881,  p.  817.    Das  „superpoi^es"  ist  also  hier  in 
ganz  anderer  Bedeutung  gebraucht  als  bei  Cauchj****»  ^'). 

8012)  nr.  1,  p.  819. 
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außerdem  setzt  er  vorans,  dafa  ffir  x  "h  —  k  und  x  "h  -{-l  die 
Grenzbedingaiigen: 

fe-0     ^-     f?=-0  (12) 

bestehen. 

Dann  drftckt  er  zunächst  q>  und  9^  durch  yierfache  Fourier'- 
sehe  Integrale  aus^^'): 

(13) 


—  00 


für  die  in  ihnen  auftretenden  noch  unbekannten  Functionen  w,  v  von  o?, 
^j,  1;^  und  t  erh&lt  er  die  Differentialgleichungen: 

Dabei  sieht  er  y  und  ier  als  unbeschränkt  TerftnderHch  an;  er  bemerkt, 
die  Einführung  seitlicher  Begrenzungen  würde  nur  die  Formeln  länger 
machen,  ohne  daÜB  dabei  neue  Schwierigkeiten  zu  überwinden  wären. 
Dann  setzt  er  für  u  und  v  Entwicklungen  in  trigonometrische  Reihen 
nach  X  \md  t  an*^"): 

u  =■ /.(C  cosA*  +  D  sinAf)  cos  (ax  +  ah  —  «ä), 

Tt  (15) 

V  *• //(Cj  cos  A^  +  Dl  sin  Xt)  cos  (a^x  —  a^l—  a^Ä). 

Für  die  Bestimmung  der  zulässigen  Werte  von  A,  a,  a^  erhält  er  ein 
System  von  drei  Gleichimgen;  die  Coeffidenten  bestimmt  er  dann, 
indem  er  die  dazu  erforderlichen  Integralsätze  durch  partielle  Inte- 
gration ableitet^^^).  Die  Realität  der  möglichen  Werte  von  k  er- 
schliefst  er  aus  der  Stabilität  des  Oleichgewichts  ^^^:  daGs  dann  auch 
a'  und  crf  reelle  Werte  haben,  zeigt  er  in  einer  nachträglich  bei- 
gefügten Bemerkung  ähnlich  wie  ^^^).  Er  bemerkt  dazu^^^,  bei 
anderen  Fragen  könne  diese  SchluDsweise  versagen,  indem  es  auch 

8018)  nr.  2,  p.  822.        8014)  nr.  8,  p.  828.        8015)  nr.  4,  p.  826. 
3016)  nr.  6,  p.  828.         8017)  p.  830. 
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Torkommen  könne,  daXs  die  auftretenden  Functionen  im  ganzen  Inter- 
vall Null  würden;  aber  dann  fielen  die  zugehörigen  Glieder  von 
selbst  aus  den  Beüienentwicklungen  heraus.  Übrigens  könnten  er,  a^ 
imaginär  sein,  aber  nicht  beide  zugleich.  Im  GrenzfiEdl  k  ^  oo  treten 
Sunmien  an  Stelle  der  Integrale '^^®),  indem  nur  diejenigen  Werte 
von  ce  einen  Beitrag  liefern,  för  die  Ä;a  nahezu  gleich  einem  un- 
geraden Vielfachen  von  n/2  ist.  Wird  auch  ^»  oo,  so  fallen  die 
periodischen  Glieder  weg^^^.  Nach  mehr£Bu;hen  Umformungen  er- 
hält er  schlieüislich  6 -fache  Integrale,  deren  Elemente  selbst  schon 
den  Differentialgleichungen  genügen  ^^);  die  in  ihnen  auftretenden 
willkürlichen  Functionen  sind  leicht  durch  die  Anfangsbedingungen 
zu  bestimmen.  Für  den  Fall,  dafs  die  untere  Flüssigkeit  durch  eine 
feste  Wand  ersetzt  ist,  findet  Poisson^'^),  dafs  die  eintretende  Be- 
wegung dieselbe  ist,  wie  wenn  die  Flüssigkeit  sich  auch  auf  der 
andern  Seite  der  Wand  ins  Unendliche  erstreckte  und  dort  eine 
zur  gegebenen  symmetrische  Anfangsstörung  vorhanden  wäre. 

Weiterhin  untersucht  er  zunächst  den  Fall,  dafs  in  der  oberen 
Flüssigkeit  eine  Anfangsstörung  vorhanden  ist,  in  der  die  Geschwindig- 
keiten überall  Null  sind'^.  Er  spaltet  dann  zunächst  einen  Be- 
standteil ab,  der  seinen  alten  Formeln '^^)  entspricht.  Indem  er 
anninmit,  die  Anfangsstörung  sei  nur  Function  des  Abstands  vom 
Störungscentrum,  gelingt  es  ihm  durch  Einführung  eines  Convergenz- 
factors  und  Übergang  zu  Polarcoordinaten  die  vierfachen  Integrale 
auf  doppelte  zu  reduciren'®*').  Weitere  Beductionen  seien  nur 
möglich  für  Punkte,  die  vom  Störungscentrum  hinlänglich  weit  ent- 
fernt sind;  für  solche  könne  man,  nach  Verlegung  des  Anfangs- 
punktes in  das  Spiegelbild  des  Störungscentmms,  durch  partielle 
Integration  alle  Glieder  bis  auf  solche,  die  vernachlässigt  werden 
könnten,  vor  das  Integralzeichen  bringen  ^^). 

In  gleicher  Weise  behandelt  er  dann  noch  den  Fall,  dafs  die 
Störung  von  derjenigen  Flüssigkeit  ausgeht,  in  der  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit kleiner  ist[^^). 

Der  dritte  Abschnitt  *•**),  der  sich  mit  der  Deutung  der  er- 
haltenen Formeln  beschäftigt,  nimmt  die  Besultate  auch  für  elastische 
Körper  in  Anspruch,  vorausgesetzt,  dafs  ein  Geschwindigkeitspotential 
existirt^'^.     Poisson  sucht   aus  seinen  Formeln  die  Intensität  der 


3018)  nr.  6,  p.  331.  3019)  nr.  8,  p.  336.         3020)  nr.  10,  p.  3i0. 

3021)  p.  342.         3022)  nr.  11,  p.  344.         3023)  nr.  12,  p.  348. 
3024)  nr.  13,  p.  362.        3026)  nr.  16,  p.  363. 
3026)  nr.  21,  p.  388.         3027)  p.  387. 
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einfallenden  und  der  gebrochenen  Wellen  zu  bestimmen;  er  findet, 
dafs  es  im  zweiten  Falle  zwei  Einfallswinkel  giebt,  fEbr  die  die 
Intensität  der  reflectirten  Wellen  Null  ist^^).  Zum  Schlnfs  giebt 
er  einige  Andeutungen  über  den  Fall  dreier  übereinander  geschichteter 
Flüssigkeiten  *>*•). 

Derselbe  Band  der  Pariser  Abhandlungen  enthält  noch  eine 
zweite  Abhandlung  Poisson's,  über  die  Ausbreitung  der  Bewegung 
in  elastischen  Flüssigkeiten ^^''^).  unter  der  Yoranssetzong,  dafs 
keine  äufseren  Kräfte  wirken,  rednciren  sich  die  Gleichimgen  durch 
EinfQhrung  einer  durch: 

definirten  Function  auf: 

«»ll+tr,     t,-fj  +  7.    «.-If+TT,  (17) 

wo  Uj  F,  W  willkürliche  Functionen  der  Coordinaten  sind*^*); 
Poisson  macht  ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  dals  man  diese 
nicht  auf  Null  rednciren  dürfe,  wenn  man  die  allgemeine  Lösung 
haben  wolle.     Wird  dann: 

Ji  +  d^  +  W^"^  (^^> 

gesetzt,  so  erhält  man  fOr  9  die  DifPerentialgleichang: 

Um  sie  zu  integrieren,  ersetzt  Poisson  t/;  durch  das  sechsfache 
Fourier'sche  Integral: 


1     /•(«) 
g^  /     *(^i»  ^n  O  cos  {ax  —  ax^  cos  {hy  —  ly^  X 

X  cos  (ce  —  cz^  dXidy^dZidadbdc 
imd  behält  so  fCbr  die  Function: 


8028)  nr.  24,  p.  396.         3029)  nr.  27,  p.  403. 

3080)  ib.  p.  549  (vom  Oct.  1830);  Auszog  Ann.  dum.  phjs.  44,  1880, 
p.  423.  £.  Verde t  (oeuvres  de  Fresnel  2,  p.  238)  macht  auf  die  be- 
merkenswerte Thatsache  auj&nerksam,  dafs  die  in  diesem  Auszuge  p.  432 
enthaltene  Verwahrung  gegen  die  Übertragung  der  Resultate  von  den 
elastischen  festen  Körpern  auf  den  Lichtäther  in  der  Abhandlung  selbst 
nicht  mehr  erscheint. 

3031)  nr.  3,  p.  664. 
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QO 

(21)  -^ 


—  00 


die  Gleichung  übrig: 

Ihr  Integral  setzt  er  in  der  f^orm  an  (vgL  §  45  (10)): 

9^1  =-T—  /   I  F(x+atcosOj  y+atsiaOcosiOy  e+atsLaOmtm) 

(23)  "^^       t  A  rr 

t8mededm+-^^^j  jn{x'{ ,     •O^sinöded», 

in  der  17  nnd  F  die  Anfangswerte  von  tp^  und  dtpjdt  sind.  „Nach 
bekannten  Formeln"  könne  man  statt  (21)  auch  schreiben^"): 

wodurch  das  sechsfache  Integral  auf  ein  dreifaches  reducirt  sei. 

um  auch  (23)  zu  reduciren,   fOhrt  er'^'^)  eine  Function  {*  ein 
durch  die  Gleichung: 

(25)  f  =-  ff- <»tsinOd9d«, 

Indem  er  auch  die  Differenzen  x  —  Xj^^  -  -  *  durch  Polarcoordinaten  fi,  X 
ausdrückt  und  dann  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  (x  —  Xj-") 
und  (d,  o)  als  Integrationsvariable  einführt,  gelingt  ihm  die  Aus- 
wertung des  Integrals;  er  findet: 

(26)  f « ]  ^/  ' 
Damit  geht  der  zweite  Teil  von  (p^  über  in: 

(27^~  I  I  /^(^+''iCOSÖi,  y+^'iSinöiSincDj, /Bf+rj8in9iC08(»JriX 

a*    0    0 

X  smO^dOj^dü^idri^ 
3082)  nr.  4,  p.  668.        8088)  nr.  6,  p.  668. 
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sodaOs  man  Bchliefslich  eriittlt: 

Antp  =*  I   j F{x  +  atcosO,  * '  ')tsm0d9da 
+  1  I  I  ^f  (x  +  Q  coaOj  ' '  ')q  smOdOdadQ, 

0     0     0 

Diese  Resultate  wendet  Poisson  zunächst  auf  den  Fall  an^^), 
dafs  die  Gröfsen  U^  F,  W  die  partiellen  Differentialquotienten  einer 
Fanetion  f  sind.     Wird  dann: 

f(x  +  9  cos  ö,  y  +  ^  sin  9  sin  w,  je?  +  ^  sin  Ö  cos  oj)  =  »  («,  y,  £r)  (29) 
gesetzt,  so  ergiebt  sich: 

t/;  (oj  +  ()  cosÖ, .  .  .)  =  g^  +  ^  +  ^,  (30) 

und  wenn  man  die  Differentiationen  nach  Xy  y,  z  durch  die  nach  g, 
Oj  m  ersetzt  and  die  Integration,  soweit  möglich,  ausfEÜirt: 

4it(<p  +  f)  *-  I  jF(x  +  atco8e^'  ")tsmededm 

(31) 
+  j^lff(x  +  atcose,-')tAnededn 

in  Übereinstimmung  damit,  dals  die  Function  (p  +  f  der  ersten 
Gleichung  (1)  genügt  Aus  diesen  Formeln  ei^eben  sich  dann 
folgende  Consequenzen**^):  Sind  F,  f  und  ^  Null  fftr  r  >  €  und 
existirt  ein  Greschwindigkeitspotential,  so  sind  auch  die  unter  den 
Integralzeichen  stehenden  Functionen  Null  für  |  r  —  a^  |  >  e,  d.  h.  für 
at^  r  +  e  oder  <  r  —  e;  es  breiten  sich  also  dann  Wellen,  die 
nach  innen  und  aufsen  sphfifisch  begrenzt  sind,  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit nach  allen  Seiten  in  den  Baum  hinaus  aus.  Existirt 
aber  kein  Geschwindigkeitspotential  ^'^,  so  gilt  das  gleiche  noch 
von  demjenigen  Teil  der  Bewegung,  der  von  den  Anfangsverräckungen, 
aber  nicht  mehr  von  den\jenigen,  der  von  den  Anfangsgeschwindig- 
keiten abhängt.  Der  letztere  ist  zwar  ebenfalls  Null  für  at  <^r  —  s^ 
aber  wenn  af>r  +  s  geworden  ist,  so  wird  er  nicht  wieder  Null, 


8034)  nr.  6,  p.  661.         8085)  nr.  7,  p.  566.         8086)  p.  667. 
JahTMberioht  d.  Dentiohen  Hatham.-yer6iiilgung.   X.  89 
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sondern  nnr  von  t  unabhängig.  Die  Molekeln  kommen  also  dann 
nicht  schliefslich  wieder  in  ihre  Buhelage  zurück. 

Poisson  verfolgt  weiter  als  besonders  interessant  den  Fall,  dafs  r 
sehr  yiel  gröüiser  als  i  ist^'^.  Durch  Beihenentwicklung  und  Yer- 
nachl&ssigung  der  höheren  Potenzen  kleiner  Grölsen  erhält  er,  wenn 
ein  Greschwindigkeitspotential  existirt: 

WO  J  —  }/e*  —  t*  ist  und  r^,  fA^,  A^,  «,  o  sich  in  ziemlich  umständ- 
licher Weise  durch  die  früheren  Yariabeln  ausdrücken.  Aus  diesen 
Formeln  schliefst  er*^),  daiüs  vjui  und  tOi/ui  kleine  GröDsen  von 
der  OrdnuAig  von  s/r  seien,  dafs  also  in  grolsen  Entfernungen  yom 
Störungscentmm  die  Geschwindigkeit  der  Richtung  nach  nahezu  mit 
dem  BadiusTCctor  zusammenfällt  und  ihm  nahezu  umgekehrt  propor- 
tional ist.  Die  Dilatation  sei  dann  nahezu  entgegengesetzt  gleich 
dem  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  der  Molekeln  zur  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Welle.  Existirt  kein  Gesohwindigkeitspotential, 
so  ergeben  sich  im  wesentlichen  dieselben  Besultate,  nur  ist  die 
Rechnimg  umständlicher^'*).  Der  zweite  Bestandteil  giebt  zwar  für 
a^  >  r  -f-  €  eine  Componente  senkrecht  zum  Radiusvector,  die  mit 
der  parallel  zu  ihm  vergleichbar  ist;  aber  beide  sind  sehr  klein. 
Anhangsweise  spricht  Poisson  noch  speciell  von  ebenen  Wellen  und 
zeigt,  dafs  sie  unter  seinen  Voraussetzungen  longitudinal  sein 
müssen '*^);  er  glaubt  übrigens,  dais  man  sie  nur  in  einem  zu  den 
Wellenebenen  senkrechten  Cylinder  würde  beobachten  können. 

Der  zweite  Teil*^^)  behandelt  in  derselben  Weise  die  Schwing- 
ungen elastischer  fester  Körper.  Poisson  setzt  die  Gleichimgen 
zwischen  den  Druckcomponenten  und  den  Deformationsgröfsen  zwar 
unter  Berufong  auf  seine  früheren  Abhandlungen  mit  36  Constanten 
an,  führt  aber  dann  sofort  die  Voraussetzung  der  Isotropie  ein  und 
reducirt  sie  so  auf  eine.  Er  zeigt  dann  zunächst  ^^^9  dafs  ebene 
Wellen  bestehen  können,  und  zwar  von  zwei  verschiedenen  Arten, 

mit  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten,  die  sich  wie  1  :  Ys  verhalten. 
Mit  Hilfe  der  so  gefundenen  particulären  Integrale  stellt  er  das 
allgemeine  Integral  in  der  Gestalt  sechsfacher  Fourier'scher  Integrale 


3087)  nr.  8,  p.  668.         8038)  nr.  9,  p.  670. 
3089)  nr.  10,  p.  672.        3040)  Dr.  11,  p.  676. 
3041)  nr.  12,  p.  678.        8042)  nr.  18,  p.  680. 
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dar*^^.  Diese  bringt  er  durch  Einf&bmng  von  Polarcoordinaten 
auf  die  Form*^): 

g>  (xiffiZi)  cos  (fid)  Q^  ^OdQdOdmdXidyidei    (33) 

mit: 

*  —  (a?  —  a^)  cosfl  +  (y  — yi)  BmO emm  +  (ß  —  gl)  eosO  cos».     (34) 

Hierauf  ft&brt  er  auch  fOr  die  GhrOfsen  x^x^^'''  Polarcoordi- 
naten ein: 

X  —  Xi^  Q^cosO^y-  "  (35) 

und  transformirt  dann  noch  das  Polarcoordinatensjstem  der  0,  cd,  so 
daÜB  die  Polaraxe  in  die  Verbindungslinie  der  Punkte  (0:1,  y,  e)  und 
(Xij  ^19  ^)  verlegt  wird;  dadurch  gelingt  es  ihm,  zwei  Yon  den 
sechs  Integrationen  allgemein  auszufahren.  Dann  führt  er  wieder 
einen  Convergenzfactor^'^^)  ein  und  benutzt  die  Gleichung: 

(yergl.  §  48,  7);  so  findet  er: 

2  1   I  9  («1^1  Ä^i)  cos  (Qat)  cos  {q^)dQdQi  '^7tq>(x  +  a^cosflj,«'-).  (37) 

Damit  gelingt  es  ihm'^^),  alle  vorkommenden  Integrale  auf  doppelte 
oder  höchstens  dreifache  zurückzufahren;  er  giebt  zu^'^^,  dafs  sie 
weniger  einfach  seien,  als  die  früher '^^)  von  ihm  mitgeteilten,  aber 
sie  hatten  den  Vorzug,  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Coordinaten 
zu  sein  und  die  Anfangswerte  der  Verrückimgen  und  Geschwindig- 
keiten explicite  zu  enthalten. 

Erystallisirte  Körper  betreffend  beschränkt  er  sich  auf  die  An- 
gabe'^'^,  dafs  man  fEbr  die  möglichen  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten ebener  Wellen  eine  cubische  Gleichung  erhalte  und  dafs  man 
auch  in  diesem  Falle  die  auftretenden  sechsfachen  Integrale  leicht 
auf  yierfache  reduciren  könne;  aber  sie  seien  immer  noch  sehr 
complicirt. 

Endlich  behandelt  er  noch  den  Fall  einer  localisirten  Anfangs- 
ßtörung*^.  Indem  er  zunächst  die  Ausdrücke  für  die  Geschwindig- 
keitscomponenten    bildet   und   dann    in    seinen  Formeln  eine   grofso 

3043)  p.  583.         8044)  nr.  14,  p.  684.         3046)  nr.  16,  p.  692. 
3046)  p.  694.         3047)  nr.  17,  p.  695.         3048)  nr.  18,  p.  596. 
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Anzahl  von  Oliedem  yemaclilttssigt,  findet  er,  dals  zwei  annähernd 
sphärische  Wellen  fortschreiten,  von  denen  die  eine  annähernd 
iQngitudinal  ist,  die  andere  annähernd  transversal  ist  und  keine 
Änderung  der  Dichtigkeit  mit  sich  bringt. 

Um  dieselbe  Zeit  hat  sich  auch  M.  A.  Ostrogradskj  mit  der  all- 
gemeinen Integration  der  elastischen  Differentialgleichungen  be- 
schäftigt***). Er  geht  aus  von  der  Darstellung  einer  willkürlichen 
Function  dreier  Variabler  durch  das  Fourier'sche  Integral  (§  47) 
bezw.  von  dessen  von  Cauchy  (§  66)  gegebener  Umformung: 

1   riß) 

wo  T  eine  unbekannte  Function  der  Integrationsvariablen  und  der 
Zeit  bezeichnet.  Indem  er  diese  Werte  in  die  Differentialgleichungen 
§  56  (5)  einsetzt,  erhält  er  zur  Bestimmung  der  Abhängigkeit  dieser 
Unbekannten  von  t  ein  System  gewöhnlicher  linearer  Differential- 
gleichungen mit  Constanten  Goeffidenten,  das  sich  vermittelst  einer 
Umformung  integriren  läfist,  die  auf  eine  Einführung  der  Dilatation 
und  der  Botationscomponenten  (vgl.  §  59  (30),  (31))  hinauskommt. 
Die  auftretenden  sechsfachen  Integrale  reducirt  er  auf  doppelte  ver- 
möge der  Gleichung  (vgl.  §  45): 

—^i      9(a,j5,y)e'*K*-«)«  +  '    3co8(Är]/w*-f-t;*+ir*)clcrrfj5(fyclu(lvdfP 
=  T^5~  /  /  9>(a?+A;rcospsin§[,  y-f  Ärsin|>sing,  Z'{-krüo%q)rwaiqdpdqy 

0     0 

die  er  ohne  Beweis  anführt  ^^).  Er  zieht  aus  seinen  Formeln  noch 
Schlüsse  über  die  Ausbreitung  einer  begrenzten  Anfangsstörung, 
wobei  er  jedoch  die  transversalen  und  die  longitudinalen  Schwingungen 
nicht  vorher  voneinander  trennt. 

Diese  Resultate  Poisson's  und  Ostrogradsk/s  sind  einige  Zeit 
später  von  A.  Popoff  noch  auf  andere  Weise  abgeleitet  worden***). 
Er  integrirt  zimächst  die  Differentialgleichung,  der  die  Dilatation 
genügt  (§  27  (1)),  durch: 


3049)  Petersb.  M^m.  (6)  1,  1881,  p.  455  (vom  Juni  1829). 

8050)  p.  459.  Die  immer  noeh  ziemlich  complicirten  SchluMonneln, 
bezw.  ihre  von  den  Anfangsverrückongen  abhängenden  Bestandteile  giebt 
auch  PoisBon,  Par.  M^m.  10,  1881,  p.  594,  auf  Grund  von  Mitteilungen 
Ostrogradsky's. 

8051}  Mosk.  Bull.  26^,  1853,  p.  842. 
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OD  -00 

8«»ff  - yV  («,  ß,  y)  Q  cos  ntdS  +  ff  («,  ß,  y)  Q  '^  dS,  (40) 


—  00  —  « 


wo  zur  Abkürzung: 

dadbdcdadßdy-^dS  ^     ^ 

gesetzt  ist     Die  durch  Einführung  von  Polarcoordinaten 

a»^8in0cos(»,     6»^8in0  8ino>,     c«^oo8  0         (42) 
umgefonnte  Gleichung  schreibt  er  dann  abgekürzt  in  der  Form'^'): 

00  OD 

a  -Tcos  (^0  ^(q)  ^Q  +f^  (^0  fiif)  dQ*  (43) 

0  0 

Um  nun  auch  die  Verrückungseomponenten  zu  bestimmen,  zerlegt  er 
sie  in  je  zwei  Bestandteile: 

00 

I  -  li  +  A»  (.9)  H  (44) 

und  unterwirft  den  ersten  der  Differentialgleichung: 

und   den  Grenzbedingungen,   denen  |    selbst   zu  genügen  hat,   den 
zweiten  der  Differentialgleichimg: 

??  - i  fö +  |UfS) +}(».(..)'-|^ +  ^(.02f ),  («) 

die  sich  durch  Einführung  von: 


"  -  W  +  *V  (47) 


auf 


1        l(^  J^^M^^  ^Ift^ 

reducirt.    Ist  J7  so  bestimmt,  dafs  es  auTserdem  noch  den  Anfangs- 
bedingungen: 

i/-^-g^,     -^---^-^-      für     <-0  (49) 

genügt,  so  ergiebt  sich  tp  durch  die  Quadratur: 


3062)  nr.  2,  p.  846. 
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(50)  ^^J«^M^„^t,)ät, 

0 

und  dann  §  durch  eine  zweite  Quadratur.  Popoff  zeigt  noch,  wie 
sich  diese  Resultate  in  die  von  Ostrogradsky  gegebene  Form  über- 
fahren lassen,  und  dais  die  zuletzt  gefundenen  Werte  der  Yer- 
rückungsoomponenten  mit  dem  zuerst  gefundenen  Wert  der  Dili^tation 
zusammen  stimmen '^.  Schliefslich  formuliert  er  die  aus  den 
Formeln  abzulesenden  Resultate  betr.  die  Ausbreitung  einer  localisirten 
Anfangsstörung  **^). 

Bald  nach  seiner  ersten  Abhandlung  zieht  Ostrogradsky  auch 
die  Theorie  der  Eugelfunctionen  zur  Reduction  der  hier  auftretenden 
Integrale  mit  heran  ^^^^).  Er  leitet  zunächst  die  Entwicklimg  von  x 
nach  den  Legendre'schen  Polynomen  mit  Hufe  einer  Recursions- 
formel  ab;  aus  ihr  gewinnt  er  die  Entwicklungen^^): 

cosx-^'C-  1)"2*"  (4«  +  l)(^X.x^"(*)' 

(51)  rinx  -2'(-l)"  +  »2»«  +  »(4«  +  3)  {j^X.P»-+i  (*)• 

Um  diese  Formeln  fOr  die  Reduction  von  Integralen  der  Form 

(52)  8^/^V*(-^^'  +  .  • .)  cos  {atyu^  +  v'  +  w^)x 

X  cos[(fl;  —  flf)  u  +  •  •  ']dadßdydudvdt€ 

zu  benutzen,  setzt  er***^: 

w  =>  ^  C08i>^  singj,  •  •  •;     a  ^  x  ^  r  cosp  sing,  •  •  •; 

der  Factor  q"^  (Au^  +  •  •  •)  wird  dann  als  Function  von  p^y  q^  eine 
Summe  aus  einer  Kugelfunction  0^'  und  einer  2^'  Ordnung,  sodafs 
man  bei  Berücksichtigung  von  §  32  (lO)  und  (18)  nur  das  vier- 
fache Integral: 

(53)  ~l     (YQS^--^Y^e''»^co8(aQt)smqdrdpdqdQ     (^«r*e*) 

übrig  behalt.  Werden  für  r  und  q  wieder  ihre  Werte  eingeführt, 
so  erhält  ein  Bestandteil  des  Integrals  die  Form^^): 

8053)  nr.  3,  p.  361.    8054)  nr.  4,  p.  354. 

3055)  Petersb.  M^.  2,  1889,  p.  339  (vom  Juni  1882). 

3056)  p.  341,  343.    3057)  nr.  4,  p.  851.    3058)  p.  853. 
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^-r 


2  cosa^^ -siaqdrdpdqdQj  (64) 

die  beiden  anderen  die  Formen  dU/da  und  d^U/da^^  alles  für  a»  1. 
Dann  kann  zun&chst  die  Integration  nach  ^  ausgeffihrt  werden;  man 
erhalt«»»): 


U^-^l   I  I  -Sinqdpdqdr  (56) 


und  kann  daher  die  Differentiationen  nach  a  durch  solche  nach  t 
ersetzen.  So  erhftlt  er  schliefslich«^)  Formeln,  von  denen  er  an- 
giebt,  daüs  sie  mit  den  von  Poisson^'^)  gegebenen  übereinstimmen. 
AuJGserdem  giebt  er  noch  eine  andere  Beductionsmethode  f&r 
die  zweiten  Bestandteile,  indem  er  sie  als  Ableitungen  der  Function: 

a>  -g^,  /^«>p  co8a£_«  g^j-^^  _  „)^  ^  . .  .]dadßdydudvdw     (56) 

betrachtet  «^^).      Dabei    macht    er    von    der   Beduction  des   Baum- 
integrals: 

"'|?  +  |g+|?W..,..  (57) 


ffß 


dx  ^  dy        de) 
auf  das  Oberfl&chenintegral: 

(P  cos  i  +  ö  cos  ft  +  B  cos  v)  d  w  (58) 


//< 


Oebrauch,  um  die  Ableitungen  der  Function  JP,  die  in  (56)  auf- 
treten, zu  beseitigen.  Er  schliefst  aus  seinen  Besultaten,  dafs 
idx  -{-  Tidy  '\'  ide  während  der  ganzen  Bewegung  ein  vollständiges 
Differential  bleibt,  wenn  |  dx  '\-  -  -  -  und  (d^/dt)  da;  -f  •  •  •  zur  Zeit 
^  »  0  es  sind«^^).  Zum  SchluTs  verificirt  er,  daüs  die  gefundenen 
Ausdrücke  auch  wirklich  allen  Bedingungen  genügen«^. 

J.  Liouville«^)  ersetzt  das  Verfahren  Poisson's  zur  Integration 
der  Gleichung  (19)  durch  ein  einfacheres,  indem  er  nach  t  differen- 
türt  und  k «-  dg>/dt  als  neue  Unbekannte  einführt,  die  dann  der 
Gleichung  der  Schallbewegung  und  den  Anfangsbedingungen  it  =»  F, 
dl/ dt  =»  t);  genügen  mufs.     t  selbst   erhalte  man  durch  Integration. 

Wohl  dadurch  veranlafst,  setzt  Poisson  allgemein  auseinander, 
wie   man  die  Integration   einer  partiellen  Differentialgleichimg   mit 


8069)  p.  864.         8060)  p.  869.         8061)  nr.  6,  p.  860. 

8062)  nr.  7,  p.  864.        8068)  nr.  8,  p.  867. 

3064)  Par.  C.  B.  7,  1888,  p.  247;  J.  de  math.  3,  188i 


math.  3,  1888,  p.  486. 
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zweitem  Glied  auf  die  Bestimmmig  eines  ihrer  particalären  Integrale 
imi  auf  die  allgemeine  Integration  der  entsprechenden  Oleichung 
mit  zweitem  Glied  rednciren  könne  ^^^^).  Um  dann  ein  solches 
particnläres  Integral  der  Gleichung  zu  finden,  entwickelt  Poisson  das 
zweite  Glied  in  eine  Summe  der  Form: 

(59)  ^-^ifm(x,y,z)€r^' 

oder  in  ein  Integral: 

(60)  1»»  =  J^ff^  (%y»*i<i)  cos  (ö<  -  «'i)  «*ö<*'i 

und  setzt  den  zu  dem  einzelnen  Element  gehörenden  Bestandteil 
der  Lösung  in  der  Form  an: 

(61)  P^^tt     {AiiOfiX'\-BB\nx)'^{x^^y^^e^dx^dy^äz^dudvdw^ 

in  der  r  für  w  (a:  —  x^)  +  t*  (y  —  y^)  +  w  (jb?  —  z^  steht  und  -4,  B 
zu  bestimmende  Functionen  von  u,  t;,  w  bedeuten.  Setzt  man  dann 
in  die  Differentialgleichung  ein,  so  sieht  man,  dafs  sie  erfüllt  ist 
—  Poisson  behauptet  sogar,  sie  sei  nur  erfüllt  — ,  wenn  A^  B  zwei 
linearen  Gleichungen  genügen,  deren  Coefficienten  rationale  ganze 
Functionen  von  t«,  v,  tr  sind.  Sind  Aj  B  aus  diesen  Gleichungen 
bestimmt,  so  erscheint  p  dargestellt  durch  eine  Summe  von  sechs- 
fachen, bezw.  durch  ein  achtfaches  Integral. 

Poisson  findet  selbst,  diese  Form  sei  zur  Ableitung  der  Eigen- 
schaften der  Lösung  wenig  geeignet'^.  Er  beschäftigt  sich  daher 
noch  weiter  mit  dem  speciellen  Fall,  dafs  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung die  Form  hat: 

mit  Constanten  Goefficienten  il,  J9,  .  .  .,  P.  Die  gemischten  Diffe- 
rentialquotienten könne  man  ganz  wie  bei  der  Reduction  einer 
Fl&che  zweiten  Grades  auf  ihre  Hauptazen  entfernen;  für  die  so 
reducirte  Form: 

giebt  er*^')  als  Particularlösung: 


8066)  J.  de  math.  8,  1888,  p.  616. 
8066)  p.  618.         8067)  p.  620. 
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mit: 


P  ^  l^sj  J  J '^  (j^i^  Pi^  f^i)  Q^^^yi^J^i  (64) 


0 

Damit  reduciren  sich  die  sechsfachen  Integrale  auf  dreifache;  aber 
deren  Werte  für  ^ »  ü  sind  noch  in  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  ohne  zweites  Glied  einzusetzen,  sodai^  man  doch  wieder 
fünffache  Integrale  erhält,  um  diese  zu  reduciren,  fOhrt  er  Polar* 
coordinaten  ein*^®): 

aTj  =  a?  +  r  cosö,    y^  =»y+'*8inösin(ö,    z^  «jer  +  rsinöcosw,     (66) 

dann  wird: 


// 


qsmededm^^  c"""»''  (67) 


und  es  bleiben  nur  noch  die  Integrationen  nach  x^y^Zi  auszufahren; 
diese  lieüsen  sich  nicht  weiter  reduciren,  solange  man  über  die 
Function  ^f  keine  einschränkenden  Voraussetzungen  macht.  Trans- 
formirt  man  auf  Polarcoordinaten  und  zerlegt: 

OD  at  90 

j'-j'+j:  m 

u  0  at 

SO  itült  der  letzte  Summand  weg'^*). 

Liouville  zeigt  dann,  dafs  man  zu  dieser  Beduction  die 
Kenntnis  eines  particulären  Integrals  der  Gleichung  mit  zweitem 
Glied  entbehren  könne ^^^).     Soll  nämlich  die  Gleichung: 

unter  den  Anfangsbedingungen: 

9>.-/'(a?,y,^)»     cg>lct^F(x,y,z)    för    e «  0  (70) 

integrirt  werden,  so  denkt  er  sich  ebenfalls  die  rechte  Seite  nach 
Exponentialftmctionen  der  Zeit  in  der  Form  (59)  entwickelt  Werden 
dann  Functionen  u,  ipm  so  bestimmt,  dafs  die  erstere  der  Schall- 


3068)  p.  621.         S069)  p.  628. 

3070)  ib.  4,  1839,  p.  1.  Er  sagt  selbst  (p.  6),  das  Verfahren  sei  zu 
einfach,  um  neu  zu  sein,  aber  jedenfalls  habe  man  seine  Tragweite  bisher 
nicht  genügend  gewürdigt. 
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gleichung  und  den  An&ngsbedingungen,  die  letzteren  aber  den 
Differentialgleichmigen : 

nnd  den  Anfangsbedingungen: 

(72)  9>m=-0,     dq>fn/di---0     für     ^  —  0 

genügen,  so  genügt  g>m''  u  -{-  Htpm  der  vorgelegten  Gleichung  und 
den  Anfangsbedingungen,  um  die  Oleichung  (71)  zu  integriren, 
führe  man: 

(73)  i^^^^n^^^ 

als  unbekannte  ein;  diese  muTs  dann  ebenfalls  der  Schallgleichung 
und  den  Anfangsbedingungen: 

(74)  X«-0,      ^-,j;„  für  ^-0 
genügen.     Ist  sie  geirmden,  so  ergiebt  sich: 


t 


(75)  g>^-  ftf^i^-n„,{r)dx, 

V 

Setzt  man  schliefslich  in  (59)  ein,  so  kann  man  die  Summation 
unter  den  Integralzeichen  ausführen  und  erh&lt  eine  Formel,  die 
für  den  Fall,  dafs  sich  die  Sunmie  (59)  auf  ein  Glied  redudrt,  mit 
Poisson's  Gleichung  (61)  übereinkommt.  Das  Verfahren  des  letzteren 
könne  man  auf  jede  Gleichung  mit  zweitem  Glied  anwenden;  die 
Schwierigkeit  bestehe  nur  in  der  Auffindung  eines  particulAren 
Integrals,  wie  Poisson  selbst  schon  hervorgehoben  habe.  Zum 
Schlufs  deutet  Liouville  Verallgemeinerungen  an. 

Poisson's  letzte  unvollendete  Abhandlung '^^  enthält  über  die 
Integration  der  Differentialgleichungen  der  Elasticit&t  nur  noch  einige 
Bemerkungen.  Er  erwähnt  ^^^),  dafs  seine  Gleichungen  als  specielle 
Fälle  in  denjenigen  enthalten  seien,  die  Bl  auch  et  (§71)  ein  Jahr 
vorher  durch  doppelte  und  dreifache  Integrale  integrirt  habe.  Selbst 
behandelt  er  zunächst  ebene  WeUen'^')  und  findet  für  die  möglichen 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  eine  cubische  Gleichung  ^^');  die 
Realität  ihrer  Wurzeln  erschliefst  er  daraus,  dafs  der  natürliche 
Zustand    ein    stabiler   Gleichgewichtszustand   sei'^^).      Aus   den   so 


8071)  Par.  M^m.  18,  1842,  nr.  41,  p.  186.        8072)  nr.  42,  p.  189. 
8078)  nr.  42,  p.  141.         8074)  nr.  48,  p.  148. 
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gefundenen  Particularlösungen  setzt  er  die  allgemeinen  in  (Gestalt 
sechsfiacher  Fourier^scher  Integrale  zusammen  ^^)  und  giebt  An- 
weisung zur  Bestimmung  der  in  sie  eintretenden  willkürlichen 
Functionen  aus  den  An&ngsbedingungen.  An  der  AusfElhrung  der 
begonnenen  Beduction"»^")  ist  er  durch  seine  letzte  Krankheit  ver- 
hindert worden;  doch  hat  er  noch  kurz  vor  seinem  Tode  sich  mit 
der  Frage  beschftftigt  und  seinen  Freimden  mitgeteilt,  es  sei  ihm 
gelungen,  die  Bedingungen  zu  finden,  unter  welchen  die  Lichtwellen 
sich  nur  in  bestimmter  Richtung  ausbreiteten  und  unmerklich  würden, 
sobald  man  von  dieser  Bichtung  um  einen  merklichen  Winkel  ab- 
weiche: „c'etait  un  filet  de  lumi&re****^^. 

Einige  Jahre  spftter  giebt  Th.  Dieu*^')  noch  einmal  eine 
zusammenhängende  Darstellung  von  Poisson's  Besultaten,  unter  Be- 
rücksichtigung von  liouyille's  YereinfELchungsvorschlägen.  Er  dis- 
cntirt  namentlich  die  von  Poisson  vorgenommene  Einführung  neuer 
Integrationsvariabeln'^^)  genauer'^');  auch  leitet  er  den  Satz  ab, 
dafs  bei  beliebiger  Art  der  Anfangsstörung  die  Intensität  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrat  des  Abstandes  vom  StOrungscentrum  ist*^). 

Pop  off  untersucht  die  Schallfortpflanzung  unter  Berück- 
sichtigung der  inneren  Reibung,  indem  er  dabei  von  den  von 
Poisson '^^*)  abgeleiteten  Gleichungen  mit  zwei  C^nstanten  aus- 
geht***). Durch  Yemachlftssigung  von  Oliedem  höherer  Ordnung 
bringt  er  sie  auf  die  Form***): 

^L      p  +  f.  +  ^JE  (77) 

dt       dx  *   dy       dz  ^     ^ 

und  leitet  aus  ihnen  für  die  Dilatation  die  Gleichung  ab: 
Soll  dieser  durch  ein  Product  der  Form: 


8076)  nr.  46,  p.  147.        8076)  nr.  46,  p.  161. 

8077)  Wenn  einerseits  aus  diesen  letzten  Worten  Poisson's  seine 
schliefsliche  Bekehrung  zur  Undulationstheorie  des  Lichtes  hervorgeht 
(vgl.  darüber  auch  Cauchy*B  Äofsernngen  sowie  die  Bemerkungen  von 
Yerdet  in  Fresners  gesammelten  Werken  2,  p.  288),  so  sieht  man  doch 
andererseits  auch,  dafs  er  von  der  Vorstellung  eines  sich  geradlinig  fort- 
pflanzenden  Lichtstrahles ''^'^^)  nicht  loszukommen  vermochte. 

8078)  Par.  th^se  1849;  J.  de  math.  14,  1849,  p.  846. 

8079)  nr.  16,  p.  369.         8080)  nr.  22,  p.  866. 

8081)  J.  de  math.  16,  1860,  p.  78.        8082)  §  11,  nr.  1,  p.  86. 
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(79)  tf  =  c^*  cos  {ax  —  aa)  cos  {by  —  hß)  cos  (cy  —  cy) 

genügt  werden,  so  muTs  iL  Wurzel  der  Gleichung: 

(80)  X*+^*(U  +  «*)='0  Ou»  =  a»  +  6*+c») 

sein^  also  wenn  k^  vemachlfissigt  werden  kann: 

(81)  I  =  — |Äfi"±nfif. 

Daraus  ergiebt  sich  der  allgemeine  Ausdruck  von  6  als  Summe  von 
sechsfachen  Integralen,  die  sich  durch  Einführung  von  Polar- 
coordinaten  auf  vierfache  reduciren  lassen*®').  Wenn  die  vor- 
geschriebenen Anfangswerte  analytische  Functionen  seiön,  könne  man 
durch  Beihenentwicklung,  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen 
§  37,  (6) — (7)  und  abermaliger  Vernachlässigung  höherer  Potenzen 
von  kj  auf  Doppelintegrale  reduciren.  Ist  die  Anfangsstörung  auf 
einen  sehr  kleinen  Baum  localisirt,  so  vereinfachen  sich  die  Formeln 
noch  weiter.  Die  Discussion  ergiebt,  dafs  eine  derartige  Störung 
sich  instantan  durch  den  ganzen  Baum  ausbreitet;  doch  kann  man 
fragen,  zu  welcher  Zeit  sie  an  einem  gegebenen  Orte  ihr  Maximum 
erreicht  und  das  Fortschreiten  dieses  Maximums  verfolgen.  Das 
Besultat  ist  für  die  verschiedenen  Glieder  des  gefundenen  Ausdrucks 
verschieden:  die  einen  geben  eine  constante  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit, die  anderen  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
eine  transcendente  Gleichung****),  von  der  zwei  Wurzeln  in  zweiter 
Annäherung  durch: 

(82)  •     CO  =  n  ±  yjcjt 

gegeben  werden;  andere^  die  in  erster  Annäherung  durch  o  »  3  n 
gegeben  werden,  schiebt  er  zur  Seite,  „da  der  Versuch  derartige 
Wellen  bis  jetzt  nicht  ergeben  habe**;  ob  noch  andere  vorhanden 
sind,  läfst  er  unerörtert.  Für  n  »  0  konune  man  auf  Poisson's 
'Formeln'*^)  zurück.  Er  fängt  noch  die  Behandlung  des  Falles  an, 
dafs  man  nicht  die  Dimensionen  der  Anfangsstörung  selbst,  sondern 
erst  höhere  Potenzen  von  ihnen  vernachlässigen  könne,  führt  aber 
die  Bechnung  nicht  zu  Ende'^.  Schliefslich  behandelt  er  noch 
Beflexion  an  einer  Ebene***). 

Endlich  sei  hier  noch  eine  Note  von  J.  Liouville**^  erwähnt^ 
in   der   er   auseinandersetzt,    dafs  Poisson  von  den  Formeln  seiner 


8083)  nr.  2,  p.  88. 

3084)  p.  96.    Das  angewandte  ApproximationBverfahren  ist  nicht  ein- 
wandsfrei. 

3086)  nr.  4,  p.  97.    8086)  §  III,  p.  100. 

3087)  J.  de  math.  (2)  1,  1866,  p.  1. 
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ersten  Abhandlung'^')  zu  deigenigen  seiner  späteren *^')  hfttte 
kommen  können,  „um  nicht  zu  sagen,  hätte  kommen  müssen'^  wenn 
er  den  Mittelwert  der  gesuchten  Function  auf  einer  Kugel  von  be- 
liebigem Mittelpunkt  bestimmt  hätte.  Ein  solches  Vorgehen  habe 
vor  dem  späteren  Poisson's  noch  den  Vorteil  voraus,  dafs  es  zugleich 
zeige,  dafs  keine  andere  Lösung  möglich  sei. 


§  65.    Specielle  Probleme  der  Hydrodynamik  und  der 

Elasticitätstheorie. 

In  der  Zeit  von  etwa  1820  bis  1860  ist  eine  groüse  Anzahl 
von  speciellen  Problemen  der  Hydrodynamik  und  der  Elasticitäts- 
theorie teils  im  Anschlufs  an  allgemeinere  Untersuchungen  auf 
diesen  Gebieten,  teils  getrennt  davon,  mit  Hilfe  trigonometrischer 
Beihen  und  Integrale  behandelt  worden.  Ein  bestimmter  Ent- 
wicklungsprocels  läfst  sich  dabei  nicht  aufweisen;  wir  müssen  uns 
damit  begnügen,  wenigstens  eine  Anzahl  dieser  Untersuchungen,  im 
wesentlichen  in  chronologischer  Reihenfolge,  aufzuführen. 

C.  H.  L.  Navier's  Note  über  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten 
unter  Berücksichtigung  der  Adhäsion  der  Molekeln'*^*)  behandelt 
speciell  den  Fall  des  Strömens  einer  schweren  Flüssigkeit  in  einer 
Röhre  von  rechteckigem  Querschnitt,  unter  der  Voraussetzung,  dafs 
alle  Teilchen  zur  Röhrenaxe  parallele  Bahnen  beschreiben;  also  die 
Integration  der  Gleichung: 


H  - 1 + e-ä + 87^)         « 


(in  der  i  die  Druckdifferenz  an  beiden  Enden  bedeutet)  unter  den 
Grenzbedingongen : 

1^  =  0  für  y-±b,        |J  =  0  für  y-±c.  (2) 

Er   setzt   das    allgemeine   Integral   in    der  Gestalt    einer   doppelten 
trigonometrischen  Reihe  an: 


u  '^^  ^  -Pi».i»c"^"*' "*■"*)'  coswy  cosnxr 
+  y  y  Qmn  COS  my  cos  m 

und  giebt  die  Darstellung  der  Coefficienten  durch  Doppelintegrale. 
Zwei  nicht  viel  spätere,  aber  erst  nach  einiger  Zeit  publicirte. 
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Abhandlungen"^  behandeln  dasselbe  Problem  unter  den  allgemeineren 
Grenzbedingongen: 

(4)  J5:u  +  ~*  «  0  für  y  -  ±  l>,     JBu  +  |j  -  0  fftr  y  -  ±  c; 

die  Factoren  m,  n  müssen  dann  den  Gleichungen  genügen: 

(5)  mhtgmh  ^  Ehj    ncignc^'  Ec 

und  die  Coefficienten  P,  Q  müssen  so  bestimmt  werden,  da£s  die 
Gleichungen  bestehen: 

t  — 2^^  öm«  (fn^+n^  cosmy  cosn^p, 

(6)  ^^^^J 

9  («»  y)  =  ^  '^  (-Pmn  +  Qmn)  COS  my  COS  HZ. 


Für  die  Ausführung  verweist  er  auf  Fourier's  [damals  noch  nicht  in 
extenso  veröffentlichte]  Untersuchungen'^^*). 

Für  das  entsprechende  Problem  für  eine  cylindrische  Bohre 
giebt  er"^^  eine  analoge  Lösung  durch  Gjlinderfunctionen,  ebenfalb 
unter  Hinweis  auf  Fourier*^**). 

Eine  wieder  etwas  sp&tere  Note  Navier's'^^)  behandelt  zun&chst 
einige  Probleme  der  Elastidt&tstheorie,  die  sich  mit  elementaren 
Mitteln  lösen  lassen;  dann  Longitudinalschwingungen  einer  elastischen 
Lamelle,  unter  verschiedenen  Grenzbedingungen.  Durch  Grenzüber- 
gang von  den  trigonometrischen  Beihen  zum  Fourier'schen  Integral 
gelangt  er  zum  Fall  einer  einerseits  unbegrenzten  Lamelle;  er  be- 
handelt hier  besonders  den  Specialfall,  dafs  für  ^  •->  0  die  Geschwindig- 
keiten überall  Null  und  die  Verrückungen  nur  in  unmittelbarer 
Nähe  des  freien  Endes  von  Null  verschieden  sind,  wo  dann  eine 
Welle  die  Lamelle  entlang  l&ufb,  sodafs  sich: 


(7)      j  coHna^(a)da      auf     q>  (0)  -  j  oos  na  da  ^  "^^ 

reducirt*^*). 

Zwischen  diese  Noten  fällt  der  Zeit  nach  Navier's  groise  Ab- 
handlung  über  Kettenbrücken'^'),    die   in    ihren  §§  X — ^Xn  auch 


3088)  Par.  M^m.  6,  1827,  p.  417  (vom  Wkn  1822);  Ball.  boc.  philom. 
1826,  p.  61  (vom  Dec.  1822). 

S089)  Par.  M^m.  p.  422 ;  Bull.  p.  62. 

8090)  Bull.  BOC.  philom.  1826,  p.  178.        8091)  p.  181. 

3092)  Rapport  ä  M.  Becquey  ...  et  m^m.  sur  les  ponts  auspendus, 
Paris  1823. 
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Untersachtuigen  über  die  Schwingungen  solcher  Brücken  enthält. 
Unter  der  Voraussetzung,  dafii  die  Ketten  vollständig  biegsam  und 
unausdebnbar  sind,  erhält  er  die  Differentialgleichungen'^'): 

a^    a^E     a^    £^.^  ,^v 

und  für  den  Fall,  dafs  ein  Punkt  der  Brücke  durch  ein  Gewicht 
belastet  ist,  das  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  auf  ihn  nieder- 
fäUt,  für  diesen  Punkt  eine  Übergangsbedingung,  die  sich  im  Falle 
einer  zu  seinen  beiden  Seiten  symmetrischen  Bewegung  auf: 

reducirt*^.  Für  die  Integration  bezieht  er  sich  auf  Fonrier:  er 
trennt  zunächst  einen  von  der  Zeit  unabhängigen  Bestandteil  17  ab, 
der  der  Differentialgleichung: 

l^-P  (10) 

und  der  Ghrenzbedingung: 

2^  =  g  (11) 

genügt;  der  übrig  bleibende  Bestandteil  17,  mufs  dann  der  Differential* 
gleichung: 

Ti^     Jx^  ^^^^ 

und  der  Grenzbedingung: 

dx*  dx  ^     ^ 

genügen,  lälst  sich  also  durch  eine  unharmonische  trigonometrische 
Beihe  der  von  Fourier  betrachteten  Art*^'*)  darstellen*^).  Navier 
behandelt  speciell  den  Fall,  dafs  die  Anfangsgeschwindigkeiten  überall 
mit  Ausnahme  der  Umgebung  des  Punktes  Null  sind*^*):  daä  für  diesen 
Fall  zwar  die  schliefslich  erhaltenen,  aber  nicht  alle  bei  der  Zwischen- 
rechnung benutzten  Reihen  convergiren,  beachtet  er  nicht. 

Die  Untersuchung  der  Longitudinalschwingungen  unter  Be- 
rücksichtigung der  Elasticität,  unter  entsprechenden  Anfangsbedingungen 
und  bei  verschiedenen  Annahmen  betr.  die  GTenzbedingungen*^^, 
giebt  ihm  entsprechende  Besultate.     Nur  convergiren  hier  die  Reihen 

8098)  ni.  204,  p.  187.         8094)  nr.  205,  p.  188. 

8096)  nr.  206—210,  p.  188—142.        8096)  nr.  212,  p.  148. 

8097)  nr.  226,  p.  160. 
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ev.  noch  schlechter,  sodafs  er  selbst  einsieht*^,  dafs  man  in  diesem 
Falle. mit  weiteren  Vernachlässigungen  vorsichtig  sein  müsse. 

Auch  A.  Cauchy  hat  gleich  nach  seinen  ersten  aosf^ährlichen 
Untersuchungen  über  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Elasticitäts- 
theorie'*^®),  '**')  specielle  Probleme  derselben  behandelt;  zunächst  das 
der  Lamelle '^^).  Er  vernachlässigt  die  Querdimension  der  Lamelle 
nicht  ganz,  entwickelt  aber  alle  vorifommenden  OrGfsen  nach  Po- 
tenzen des  Abstandes  von  der  Aze  und  behält  nur  die  Glieder  der 
niedersten  Ordnungen  bei'^^).  So  erhält  er  Ar  das  Oleichgewicht 
einer  homogenen  Lamelle  zur  Bestimmung  der  VerrÜckungen  ^ 
parallel  der  Axe  und  r^Q  senkrecht  zu  ihr  die  Gleichungen '^^^): 

(14)  Ä>|^  +  Xo  =  o,    Ä.^  =  ^ro  +  ir,  +  ?^; 

dabei   sind   X  -  Xo  +  r^i  H ,    Y- To  +  rT^  +  |r*r,  H 

die  Gomponenten  der  äuTseren  Kräfte,  ^  setzt  sich  aus  den  Elasticitäts- 
coefficienten  zusammen.  Als  Grenzbedingungen  g^ebt  er  für  ein 
freies  Ende  an*"*): 

(16)  5o--0,     1/0 -=0,     -^1-0, 

für  ein  festes  Ende  nimmt  er  an,  daüs  d^rijdsc^  gleich  Null  sein, 
dagegen  ci^/dx  und  c^f^J'ca?  Werte  haben  müssen,  die  durch  die 
Kräfte  bestimmt  sind.  Auch  für  ein  schief  abgeschnittenes  Ende' 
giebt  er  die  Grenzbedingungen"®*). 

Dann  geht  er  zum  Falle  der  Bewegung  über'^^).  Für  die  Inte- 
gration der  auftretenden  Gleichungen  verweist  er  auf  seine  später 
(§  68)  zu  besprechende  Abhandlung  Über  die  Anwendung  der  Besiduen- 
rechDung  auf  Fragen  der  mathematischen  Phjsik;  doch  handelt  es 
sich  thatsächlich  nur  um  trigonometrische  Entwickinngen.  Die 
Longitudinalschwingungen  sind  harmonisch,  die  Transversalschwin- 
gungen hängen  von  den  Lösungen  der  Gleichungen  §  29  (6)  und  (7) 
ab.    Cauchy  giebt  Näherungsformeln  zur  Berechnung  ihrer  Wurzeln  '^^). 

Für  eine  unelastische  Lamelle  treten  auf  den  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  (8)  an  Stelle  der  Gomponenten  der  Yerrückung  die 
der  Geschwindigkeit*^^);  für  die  Integration  verweist  Cauchj  wieder 
auf  die  genannte  Abhandlung. 

8098)  nr.  243,  p.  169. 

8099)  Exerc.  de  math.  8,  1828,  p.  245;  oeuvres  (2)  8,  p.  288. 
3100)  f  2,  p.  294.         8101)  p.  802.         8102)  p.  805. 

3108)  p.  306.         3104)  p.  312.         8105)  p.  317. 

3106)  p.  323.     Er   erwähnt  bei   dieser  Gelegenheit  FoisBon's  Unter- 
suchungen'^^^; aus  dessen  Angabe,  dafs  seine  Resultate  mit  den  früher 
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Ist  die  Lamelle  im  natürlichen  Zustande  zwar  noch  gerade, 
aber  nngleichrnftlsig  dick,  so  treten  zu  den  Gleichungen  (6)  noch 
Glieder  mit  di^jcx  bezw.  c\Jcx^^^^).  Pilr  den  speciellen  FaU 
einer  keilförmigen  Lamelle  erhalten  sie  die  Form'^^): 

Ist  die  Lamelle  umgekehrt  ursprünglich  gekrümmt,  aber  von  con- 
stanter  Dicke '^^^,  so  erhält  man  zunächst  sehr  complidrte  Glei- 
chungen; aber  ihre  Integration  Mst  sich  (für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts) auf  die  einer  Gleichung  der  Form  zurückführen '^^^): 

rJ^  +  r'r"+r-^r^iO.,  (17) 

in  der  C  eine  gegebene  Function,  r  den  Krümmungsradius  der 
Mittellinie  bedeutet  und  die  Differentiation  nach  dem  Bogen  des 
letzteren  auszuführen  ist;  für  den  Fall  der  Bewegung  treten  rechts 
noch  die  Beschleunigungscomponenten  auf.  Ist  J  gefunden,  so  sind 
zur  Bestimmung  der  Yerrückungscomponenten  noch  weitere  Inte- 
grationen erforderlich.  Für  den  speciellen  Fall  einer  ursprünglich 
kreisförmigen  Lamelle  •^*^)  setzt  Cauchy  wieder  unter  Berufung  auf 
die  oben  erwähnte  Abhandlung   trigonometrische  Entwicklungen  an. 

Ein  Zusatz  *^'^  betrifft  die  Modificationen,  die  anzubringen  sind, 
wenn  man  von  allgemeineren  Formen  der  elastischen  Gleichungen 
ausgeht. 

Auch  Torsionsschwingungen  eines  Stabes  hat  Cauchy  nach 
ähnlicher  Methode  behandelt '^^^);  doch  findet  er,  dafs  man  hier  ge- 
wisse Glieder  von  anscheinend  höherer  Ordnung  mit  berücksichtigen 
müsse,  weil  man  sonst  Überhaupt  keine  Torsion  erhalte,  sondern 
nur  eine  Drehung  des  Stabes  um  seine  Axe  ohne  Gestaltsänderung. 
Die  Differentialgleichung  ist  dieselbe,  wie  für  die  Longitudinal- 
schwingungen,  nur  mit  anderer  Bedeutung  der  Constanten;  er  inte- 
grirt  sie  durch  trigonometrische  Reihen '^^*). 

erhaltenen  übereinstimmten,  gehe  hervor,  dafs  er  auch  nur  die  &üher 
schon  behandelten  Fälle  betrachtet  habe. 

8107)  §  8,  p.  826. 

8108)  p.  882.  Sein  Versprechen,  in  einem  anderen  Artikel  auf  die 
Integration  dieser  Gleichungen  zorückzakommen,  hat  er,  soviel  ich  sehe, 
nicht  eingelöst. 

8109)  §  4,  p.  882.         8110)  p.  868. 
8111)  p.  878.         8112)  p.  879. 

8118)  £xei:c.  de  math.  4,  1829,  p.  48,  47;  oeuvres  (2)  9,  p.  61;  Auszug 
Par.  M^m.  9,  1880,  p.  119. 
8114)  p.  88. 
JAhresb«richt  d.  Deattohen  HAthem.-Yereiiügang.    X.  40 
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Weitere  Untersuchungen  über  die  Eigentöne  elastischer  Lamellen 
giebt  F.  Strehlke'^^^),  unter  Bezugnahme  auf  D.  BemoullI^)  und 
G.  Biccati^^^),  aber,  wie  es  scheint,  ohne  Cauchy  zu  kennen.  Er 
giebt  für  die  Wurzeln  der  Gleichung  §  29  (7)  die  drei  ersten 
Glieder  einer  [semiconvergenten?]  Entwicklung  nach  fallenden  Po- 
tenzen von: 

(18)  e(«»-»)''/«±2, 

wo  das  obere  Zeichen  ftlr  gerade,  das  untere  fOr  ungerade  n  gilt*^^*). 
Die  Gleichung  für  die  Lage  der  Schwingungsknoten  könne  man  auf 
ähnliche  Art  oder  durch  successive  Approximationen  lösen '^^^). 

J.  Lissajous^^^^)  behandelt  auch  die  übrigen  der  von  Euler 
(§  29)  aufgestellten  Gleichungen;  namentlich  leitet  er  Sfttze  über 
die  Lage  der  Schwingungsknoten  ab.  Er  zieht  aus  ihnen  den 
Schlufs^^^^,  es  werde  sich  auch  bei  Bestimmung  der  Eigentöne 
anders  gestalteter  Körper  empfehlen,  nicht  auf  die  Anzahl  der  Teile 
zu  achten,  in  die  ein  Körper  durch  die  Knotenlinien  geteilt  wird, 
sondern  auf  die  Gröfse  dieser  Teile. 

Auch  A.  Seebeck  behandelt  die  von  Strehlke  bei  Seite  ge- 
lassenen Fälle '^'^).  Er  bestinmit  nicht  nur  die  Knoten  und  B&uche, 
sondern  auch  die  Wendepunkte  und  die  „Stellen  stärkster  Biegung^' 
(jf'^^Qy  Er  macht  darauf  aufinerksam,  dafs  die  Stäbe  sich 
von  den  Saiten  dadurch  imterscheiden,  dafs  man  bei  ihnen  eine 
stehende  einfache  Schwingung  nicht  durch  wiederholtes  Hin-  und 
Herlaufen  reflectirter  einfacher  Wellen  erzeugen  könne '^'^). 

Der  zweite  Teil  seiner  Abhandlung  betrifPt  die  Schwingungen 
gespannter  Stäbe.  Savart  hatte  experimentell  das  Gesetz  gefunden: 
Ist  n^  die  Schwingungszahl  des  nicht  gespannten  Stabes,  n^  die 
theoretische  Schwingungszahl  des  durch  ein  bestimmtes  Gewicht  ge- 


8116)  Ann.  Phys.  Chem.  27,  1838,  p.  605. 

8116)  nr.  10,  p.  616.  Ein  Nachtrag,  ib.  28,  1888,  p.  612,  bringt  eine 
Tabelle  numerischer  Werte. 

8117)  27,  nr.  11,  p.  617. 

8118)  Ann.  chim.  phys.  (8)  80,  1860,  p.  886. 

8119)  p.  409.  Für  eindimensionale  Körper  ist  das  ja  in  der  That 
richtig,  wie  die  später  zu  besprechenden  Untersuchungen  von  Storm  und 
Licuville  zeigen;  aber  bei  mehrdimensionalen  Körpern  kommt  doch  neben 
der  Gröfse  auch  noch  die  Gestalt  der  einzelnen  Teilbereiche  in  Betracht. 
Oder  will  Lissajous  behaupten,  dafs  diese  schliefslich  immer  regebnälsiger 
(cubisch?)  werden  müsse? 

8120)  Leipz.  Abh.  1,  1862,  p.  188;  Auszüge  Leipz.  Ber.  (mir  nicht 
zugänglich)  imd  Ann.  Phys.  Chem.  78^  1848,  p.  442. 

3121)  §  10,  p.  160. 
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spannten  Stabes,  bei  Vemacblftssigiing  seiner  eigenen  Elasticität,  so 
ist  die  wirkliche  Schwingongszahl  des  durch  dieses  Gewicht  ge- 
spannten elastischen  Stabes: 

n~^yi^+^^,  (19) 

und  J.  M.  G.  Duhamel'^  hatte  versucht,  dieses  Resultat  ans  der 
Überlegung  abzuleiten,  daXs  man  dem  Stabe  dieselbe  Bewegung  n^ 
die  er  seiner  Starrheit  verdankt,  auch  durch  eine  bestimmte  Spannung 
verleihen  könne,  die  sich  dann  zu  der  sonst  vorhandenen  Spannung 
addiren  'müsse.  Dem  gegenüber  macht  nun  Seebeck  darauf  auf- 
merksam, dafs  man  durch  eine  Spannung  des  unelastischen  Stabes 
wohl  dieselbe  Schwingungszahl  n^,  aber  im  allgemeinen  nicht  die- 
selbe relative  Bewegung  der  Teile  erzielen  könne,  wie  sie  der  un- 
gespannte elastische  Stab  habe'^^).  Er  drückt  daher  das  Problem 
durch  die  Differentialgleichung  aus: 

dt*  dx*  ^  dx*  ^^^} 

und  findet,  dafs  ihre  einfachen  Lösungen  die  Form  haben '^^): 

y  =  sin  (nt  +  x)  {Äef  +  Be"""  +  C sin/Ja:  +  Dcosßx), 

j y C*^y 

a«=  i+yi+n«,   ß* — i+yTT«^. 

Daraus  leitet  er  dann  ab,  dafs  die  Regel  von  Duhamel  und  Savart 
richtig  ist,  wenn  die  Grenzbedingungen  an  beiden  Enden  ^  —  0, 
y'^  a-  0  sind;  dagegen  nicht  in  andern  Fällen ^^'*).  Ist  an  beiden 
Enden  ^ "» 0,  y'^^0  vorgeschrieben,  so  wird  die  transcendente 
Gleichung  zur  Bestimmung  der  Schwingungszahlen '^'^: 

(««  -  /3*)  ©in «  sin  /J  =  2a/3  (Kof  a  cos  /J  -  4);  (22) 

er  giebt  Näherungsfonneln  für  ihre  Wurzeln  •^*^. 

Eine  Note  von  V.  v.  Lang'^*^  betrifft  die  rechnerische  Ab- 
leitung des  Integraltheorems  für  den  Fall,  dafs  an  beiden  Enden 
eines  ungespannten  Stabes  die  Grenzbedingungen  y"  =-  y'"  —  0  vor- 
geschrieben sind. 

J.  Stef  a  n'^'^)  leitet  die  Integraltheoreme  für  verschieden  befestigte 

8122)  Par.  C.  R.  14,  1842,  p.  968. 
8128)  Leipz.  Abh.  1,  §  12,  p.  166. 
8124)  §  2,  p.  187.         8126)  $  14,  p.  167.         8126)  §  16,  p.  168. 

8127)  Erste  Axm&herang  §  16,  p.  160;  zweite  §  17,  p.  162. 

8128)  Ann.  Phys.  Chem.  108,  1868,  p.  624. 

8129)  Wien.  Her.  82,  1868,  p.  207.    Von  der  vorhergehenden  litterator 
der  Frage  scheint  er  nur  Poisson  zu  kennen. 

40» 
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Stäbe  durch  ziemlich  mühsame  directe  Bechnong  her.  Die  Methode 
der  partiellen  Integration  kennt  er  xwar*^'^),  glaubt  aber,  sie  sei 
nicht  im  Stande,  den  Wert  der  von  Null  verschiedenen  Integrale 
zu  liefern.  V.  y.  Lang'^'^)  widerspricht  dieser  Behauptung  und  fOhrt 
den  Grenzübergang  durch. 

An  Cauchj's  Untersuchungen  über  die  Schwingungen  von 
Lamellen  schliefsen  sich  unmittelbar  solche  über  die  Schwingungen 
von  Platten,  die  aber  weniger  weit  durchgeführt  sind'^'*).  Er  be- 
handelt zun&chst  speciell  planparallele  Platten,  indem  er  wieder 
alle  vorkommenden  Gr6&en  nach  Potenzen  des  Abstandes  von  der 
Mittelschicht  entwickelt  und  abbricht'^*^.  Selbst  für  den  Fall  der 
^Isotropie  erhält  er  so  ziemlich  complicirte  Gleichungen  und  Grenz- 
bedingungen^^**).  Unter  ihnen  ist  die  von  Lagrange ''^)  gegebene 
Gleichung  für  die  YerrÜckung  senkrecht  zur  Mittelebene,  aulserdem 
eine  Gleichung  für  die  Dilatation  in  der  Mittelebene '^'^.  Die 
Grenzbedingungen  speciaüsirt  er  für  den  Fall  rechteckiger  Be- 
grenzung ^^'^.  Unter  der  Voraussetzung  0  *»  3  erhalte  man  die  von 
Poisson****)  gegebenen  Formeln  •^^.  Der  Übergang  zu  einer  un- 
elastischen Platte '^'^  geschieht  wie  bei  den  Lamellen.  Für  eine  ur- 
sprünglich ebene  Platte  von  veränderlicher  Dicke  erhält  er  noch 
complicirtere  Formeln  ^^^^).  Auf  die  Integration  der  erhaltenen 
Gleichtmgen  lälst  er  sich  in  dieser  ganzen  Abhandlung  nicht  ein. 

Auch  die  folgende  Note,  über  Gleichgewicht  und  Bewegung 
eines  rechteckigen  Stabes  ^^^),  macht  von  abgebrochenen  Reihen- 
entwicklungen nach  Potenzen  des  Abstandes  von  einer  Mittelschicht 


8180)  p.  228.  Worauf  sich  die  Angabe  bezieht,  die  Methode  der 
partiellen  Integration  habe  durch  Petzval  eine  derartige  VeraUgemeinenmg 
erfahren,  dafs  sie  bei  allen  in  der  mathematischen  Physik  .  .  .  vor- 
kommenden Problemen  angewendet  werden  könne,  weifs  ich  nicht;  etwa 
auf  Vorleenngen? 

8131)  ib.  84,  1869,  p.  68.  Die  Pariser  th^e  von  H.  Sonnet,  sur  les 
vibrations  longitudinales  des  verges  ^lastiques,  1840,  war  mir  nicht  zu- 
gänglich; vgl.  Pearson*"«)  1,  nr.  988,  p.  609. 

8182)  Exerc.  de  math.  8,  1828,  p.  828;  Oeuvres  (2)  8,  p.  881.  P.  404 
giebt  er  an,  er  habe  die  meisten  der  Formeln  Oct.  1828  der  Akademie 
vorgelegt. 

8188)  §  2,  p.  886.         8184)  p.  896. 

8186)  p.  400.  8186)  p.  897. 

8187)  p.  402.  Von  Poisson^s  vierter  Grenzbedingnng  sagt  er:  „qui 
disparalt  d'elle-m§me  dans  les  cas  ou  la  plaque  devient  circulaire,  et  dont 
Tadmission,  dans  les  autres  cas,  nous  parait  sigette  ä  quelques  difficult^s". 

8188)  p.  408.         8189)  §  8,  404.  ' 

8140)  Exerc.  d.  math.  8,  p.  866;  oeuvres  (2)  9,  p.  412. 
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Gebrauch,  indem  sie  den  Stab  als  Specialfall  einer  im  nr^ 
sprünglichen  Zustande  ebenen  Platte  behandelt.  Die  Resultate 
stimmen  schlieljBlieh  bis  auf  den  Ausdruck  der  Constanten  mit  den- 
jenigen für  eine  Lamelle  überein****). 

Der  folgende  Band  der  exercices  beginnt  mit  einer  Abhandlung 
über  Oleichgewicht  und  Bewegung  einer  anisotropen  Platte,  mit 
15  ElasticitätscoefiQcienten '***).  Nach  l&ngeren  Rechnungen  erhält 
Cauchy  ein  System  von  zwei  partiellen  Differentialgleichangen  zweiter 
und  einer  vierter  Ordnimg;  die  Elasticitätscoefßcienten  treten  in 
diesen  Gleichungen  in  nur  sechs  Verbindungen  auf'***).  Besitzt  die 
Platte  drei  Elasticitätsaxen,  von  denen  zwei  in  ihre  Flftche  fallen, 
so  werden  von  diesen  sechs  Verbindungen  zwei  gleich  Null'***). 
Daran  schliefst  sich  eine  entsprechend  durchgeführte  Untersuchung 
für  einen  Stab'**^).  Zum  Schluls  bemerkt  Cauchy,  man  könne  auch 
im  natürlichen  Zustand  gekrümmte  Platten  und  Stäbe  ebenso  be- 
handeln »**•). 

Von  Poisson  ist  zunächst  eine  vorläufige  Mitteilung  über  seine 
zum  Teil  schon  besprochenen  Untersuchungen  zu  nennen,  die  hauptr 
sächüch  eine  Aufzählung  der  verschiedenen  seiner  Ansicht  nach 
möglichen  Schwingungen  von  Stäben  enthält'**^:  nämlich  longitudi- 
nale,  normale  (d.  h.  solche,  die  in  Zusammenziehen  und  Ausdehnen 
senkrecht  zur  Axe  bestehen),  drehende  (d.  h.  durch  Torsion  hervor- 
gebrachte) und  transversale.  Er  giebt  einige  numerische  Werte  und 
,  hebt  hervor,  daSs  man  in  derartigen  Beobachtungen  ein  Mittel  habe, 
•'*^''  um  Elasticitätscoefficienten  zu  bestimmen'**®). 

Die  definitive  Redaction  vom  April  1828 '^**)  behandelt  auch 
noch  einige  andere  Probleme.  Um  die  radialen  Sdiwingungen  einer 
elastischen  Kugel  zu  bestinunen,  fOhrt  Poisson  eine  Function  q>  ein, 
deren  Ableitung  nach  der  Entfernung  vom  Centrum  die  Verrückung 
ist'***);  er  erhält  für  sie  eine  Gleichung  der  Form: 

Tr-'Jpl  +  '^ß^O,  (23) 


3141)  p.  422. 

8142)  Exerc.  de  math.  4,  1829,  p.  1;  oeuvres  (2)  9,  p.  9. 

3143)  p.  17. 

3144)  p.  20. 

3146)  Exerc.  4,  p.  16;  oeuvres  (2)  9,  p.  23. 

3146)  p.  40. 

3147)  Ann.  chim.  phys.  36,  1827,  p.  86;  vom  Oct.  1827. 

3148)  p.  92. 

3149)  Par.  M^m.  8,  1829,  nr.  17,  p.  406. 
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in  der  T  eine  gegebene  Function  der  Zeit  bedeutet.  IHese  denkt 
er  sich  in  eine  trigonometrische  Beihe  entwickelt: 

(24)  T  ^^{Cm  cosn^i  +  J>m  sinwO; 
indem  er  dann: 

(25)  r(p  —  r^^w"*  ((7«  cos  mt  +  Dm  sin  mf)  -=  » 
setzt,  erhält  er  ftir  o  die  Gleichung: 

w  ?f  -  ?? 

und  integrirt  sie,  da  fftr  r  =  0  auch  dtpjcr  »  0  werden  mufs,  durch: 

(27)  09  =^,  {Aft,  cos  {kt  +  Bft.  sin  f*/)  sin  ftr^ 

die  Summe  erstreckt  über  alle  zulässigen  Werte  von  fi.  (Nach- 
träglich bemerkt  er,  dafs  man  von  T  auch  ganz  hätte  absehen 
können,  da  ja  nur  die  Ableitungen  von  <p  nach  den  Coordinaten 
Bedeutung  haben.)  Welche  Werte  von  fi  zulässig  sind,  bestimmt 
er  unter  der  speciellen  Voraussetzung,  dafs  auf  alle  Punkte  der 
Oberfläche  ein  mit  der  Zeit  veränderlicher  Druck  ^a"*' wirke  •^; 
er  findet,  dals  dann  tp  an  der  Oberfläche  (Mr  r  »  1)  der  Gleichung: 

(28)  2^e-».  +  3fc|^  +  ^|?-0 

genügen  müsse.  Ist  ^ »  0,  so  kann  diese  Gleichung  ilur  dann  für 
jeden  Wert  von  t  bestehen,  wenn  alle  in  (27)  auftretenden  Werte 
Yon  ^  der  Gleichung: 

(29)  (4  -  Sf**)  sinf*  -  4  cos f*  =-  0 

genügen.  Ist  ^^»0,  so  ist  noch  ein  Glied  hinzuzufügen,  in 
welchem  ^  den  imaginären  Wert  hi/a  hat.  Ähnlich  könne  man 
verfahren,  wenn  der  Druck  eine  trigonometrische  Function  der  Zeit 
ist;  der  FaU  einer  willkürlichen  Function  lasse  sich  auf  diesen 
zurückführen,  indem  man  die  willkürliche  Function  durch  ein  trigo- 
nometrisches Integral  darstelle '^^^).  Die  Bestimmung  der  Coefficienten 
der  Entwicklung  (27)  geschieht  wie  in  seinen  früheren  Abhand- 
lungen^^'), ^^^);  dabei  geht  er  noch  etwas  näher  auf  die  Bestimmung 
der  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichungen  (29)  und  der  zugehörigen 
„Knotenflächen^   ein'^").      Einen   Anfangszustand,   der   den    Grenz- 

8160)  nr.  18,  p.  409.         8161)  p.  410.         8168)  nr.  S2,  p.  418. 
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bedingungeii  nicht  genügt,  ersetzt  er  dnrch  einen  im  übrigen  un- 
endlich benachbarten,  für  den  das  der  Fall  ist*^. 

Weiterhin  behandelt  er  ausführlich  longitudinale  und  trans- 
versale Saitenschwingungen '^,  hauptsächlich  in  der  Absicht,  den 
in  der  herkömmlichen  Theorie  (§  3)  benutzten  Begriff  der  Spannung 
der  Saite  von  den  Vorstellungen  der  Elasticitfttstheorie  aus  ver- 
ständlich zu  machen;  für  die  Integration  bringen  seine  Entwicklunge)i 
nichts  neues.  Dann  folgen  Schwingungen  von  elastischen  Stäben, 
jedoch  unter  Beschränkung  auf  die  Voraussetzung,  dals  die  Ver- 
rückungen nur  von  der  zur  Axe  parallel  gemessenen  Coordinate  x 
abhängen '^^).  Zwischen  der  Düatation  senkrecht  zur  Axe  <p  und 
der  Verrückung  u  parallel  zu  ihr  findet  er  die  Relation '^^): 

v--i||;  (30) 

für  die  letztere  und  für  die  Torsion  um  die  Axe  erhält  er  Glei- 
chungen derselben  Form  wie  die  der  Saitenschwingungen '^^^.  Die 
Bestimmung  der  transversalen  Schwingongen  macht  ihm  mehr  Um- 
stände; doch  findet  er  schliefslich'^^^)  auch  für  sie  einfache  Glei- 
chungen, nämlich  (vgl.  §  29,  1):  .    ,       >^ 

a?  +  gF* " "'    w  +  d^*    ^'  ^^^) 

Für  die  Schwingungszahlen  der  möglichen  einfachen  Schwingungen 
eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes  erhält  er  Euler's  Gleichung 
§29  (7);  für  die  zu  diesen  Zahlen  gehörenden  Functionen: 

X  =•  (ttof m  +  cosw)  (2  Sinmx  +  siamx) 
—  (®tnm  +  sinm)  (2 (Sof mo?  —  cos mo;) 

leitet  er  die  erforderlichen  Integralrelationen  wieder  durch  partielle 
Integration  ab"**). 

Es  folgt  eine  Untersuchung  von  Gleichgewicht  und  Bewegung 
einer  vollkommen  biegsamen  Membran"^).  Poisson  erhält  für  die 
Longitadinalschwingungen  einer  solchen  zunächst  die  Gleichungen'^*^): 


8168)  nr.  16,  p.  405;  nr.  20,  p.  416.         8164)  8  HI,  p.  482. 
8166)  S  IV,  p.  448;  vgl.  auch  Poisson's  mäcanique,  ^d.  8'*^^),  8,  nr.  498, 
p.  816. 

8166)  nr.  84,  p.  449.         8167)  nr.  86,  p.  468;  nr.  88,  p.  466. 

8168)  nr.  41,  p.  468. 

8169)  nr.  48,  p.  480;  reproducirt  in  PoisBon's  m^canique,  6d,  2*^^),  1, 
nr.  816,  p.  680  fF.,  8,  nr.  618,  p.  868  ff. 

8160)  8  V,  p.  488.        8161)  nr.  66,  p.  499. 
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a«»  ""  ^  a««  "^  ^  a«ay  "^  ^  ay*' 

indem  er  sich  dann  anf  radiale  Schwingnngen  einer  kreisförmig  be- 
grenzten Membran  beschränkt,  fELr  die: 

(34)  \  =  xtpjr^    fi  -  yy/r 

ist,  ersetzt  er  sie  durch  die  eine: 

Diese  integrirt  er  nnter  Berofong  auf  seine  frühere  Untersuchung ''^) 
durch"««): 

(86)  ^  =  r  /  f(<  +  r  cos  »)  sin* cocIm; 


'-'/' 


oder  indem  er  f  in   eine  trigonometrische  Beihe  entwickelt  durch: 

(37)  <p  »  r^^  (.^  cos  «n^ +  -0111  sin  mf)  1  cos  (mr  cos co)  sin* oodo. 

(m)  0 

Die   zulässigen  Werte   von  m   bestimmen   sich   fOr   den  Fall   einer 
ringsum  festen  Membran  durch  die  Gleichung '^^): 

n 

(38)  /  cos  («n  cofl  osi)  sin« oocIm  »  0, 

0 

fOr  eine  ringsum  freie  durch: 


n 


/■ 


(39)  1  cos  (m  cos  co)  (sin*  w  +  4  cos*  »)  dco  =»  0. 


um  die  Entwicklungscoefificienten  ^,  J?  zu  finden,  emtfemt  Poisson 
erst  aus  der  Gleichung  (35)  die  erste  Ableitung  durch  die  Sub- 
stitution g> «  Vi/y*'****);  dann  verfährt  er  wie  froher. 

Für  die  Transversalschwingungen  einer  Membran  ex^ält  er  wieder 
die  Gleichung  §  30  (1);  er  integrirt  sie  zunächst  durch  Producte 


3162)  p.  600.    Der  andere  Bestandteil  des  allgeineinen  Integrals  wird 
im  Mittelpunkt  unendlich. 

8168)  p.  601.         8164)  nr.  67,  p.  602. 
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trigonometiisGher  Fanctioneii  von  x^  y^  t  und  bestimmt  ftbr  den 
Fall  einer  rechteckigen  Membran  die  Coefficienten  der  zugehörigen 
Reihenentwicklung '^^).  Dabei  macht  er  darauf  aufimerksam,  da& 
bei  commengurablem  Seitenverhältnis  zu  verschiedenen  Systemen  von 
Knotenlinien  derselbe  Ton  gehört  *^^*).  Um  den  Fall  einer  kreis- 
förmigen Membran  zu  behandeln,  fOhrt  er  Polarcoordinaten  ein^^*^ 
und  integrirt  die  entstehende  Gleichung: 

i;i_|!£  +  i|f  (40) 

dt*       er*       r  er  ^     ' 

unter  Bernfiing  auf"»*),  durch: 

n 

z  ^  I  f(t  +  r  cos  «)  dm.  (41) 

0 

Einfache  Schwingungen  werden  erhalten^  wenn  man  die  Function  f(x) 
zu  COBX  specialisirt;  fEbr  f(x)  =  sinx  wird  das  Integral  (41)  iden- 
tisch Null.  Die  zul&ssigen  Werte  von  m  sind  fOr  eine  am  Rande 
feste  Membran  die  Wurzeln  der  Gleichung  *^^: 

n 

j  COS  (m  cos  o)  doo  »  0  (42) 

0 

[d.  h.  Jq  (m)  -»  0].  Poisson  giebt  Näherungswerte  fEbr  ihre  zwei 
kleinsten  Wurzeln. 

Bei  Behandlung  der  Schwingungen  einer  elastischen  Platte  ent- 
wickelt auch  Poisson  nach  Potenzen  des  Abstandes  von  der  Mittel- 
schicht, und  bricht  ab,  doch  nicht  ohne  Fälle,  in  welchen  das  nicht 
zulässig  ist,  ausdrücklich  auszuschliefsen'^^®).  Dabei  trennen  sich 
die  Transversalschwingungen  von  denjenigen,  fOr  welche  die  Ver- 
rückungsrichtung  in  die  Ebene  der  Platte  fällt;  die  letzteren  sind 
dieselben  wie  für  eine  Membran,  nur  begleitet  von  Quercontractionen, 
für  die  ersteren  erhält  er  wieder  die  Gleichung  §  45  (1)'^^^).  An 
Grenzbedingungen  erhält  er  für  jeden  freien  Punkt  des  Randes  drei, 
welche  ausdrücken,  dais  sich  die  Gomponenten  der  wirkenden  Kräfte 
senkrecht  zur  Plattenebene  und  ihre  Drehungsmomente  um  Axen  in 
dieser  Ebene  das  Gleichgewicht  halten '^^^).  Die  Integration  unter- 
ninmit  er  nur  für  den  Fall  kreisförmiger  Begrenzung,  die  überall 
frei  oder  überall  in  derselben  Weise  befestigt  ist  und  in  der  die 

8166)  nr.  60,  p.  611.  8166)  nr.  62,  p.  617.  8167)  nr.  68,  p.  619. 

8168)  nr.  64,  p.  628.         8169)  §  VI,  p.  628. 
8170)  nr.  70,  p.  688.         8171)  nr.  78,  p.  688. 
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Yerrflckong  nur  Function  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt  ist*^^*). 
Die  beiden  letzten  Chrenzbedingongen  ftdlen  dann  in  eine  zosammen. 
Er  zerlegt  dann  die  Oleichung  §  45  (l)  in  zwei*^^*),  nSmlich: 


Man  kann  ihnen  genügen,  indem  man  e  gleich  der  Summe  zweier 
Functionen  g^  e^  setzt,  die  bezw.  den  Gleichungen  genügen: 

v**^       dt  ^^\dr*  ^  r   dr)       "'        dt        *\dr*  ^  r   dr)       "' 

und  Poisson  behauptet,  man  erhalte  dabei  das  allgemeine  Integral 
der  ersteren,  wenn  man  die  allgemeinen  Integrale  der  letzteren 
nehme.  Diese  stellt  er  unter  Berufung  auf  „im  autre  m4moire^*^') 
in  der  Form  dar: 


(45) 


OD  /      n 

■AI' 


f{r  cos  M  +  2  a  YVi)  dm 


f 


+  i^ix  cos»  +  2ayi7)  log(r8in'oo)doi 


,-«• 


du\ 


indem  er  dann  die  auftretenden  willkürlichen  Functionen  in  trigono- 
metrische Reihen  entwickelt,  erh&lt  er  für  den  Fall,  dafs  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten Null  sind  und  die  Platte  in  der  Mitte  frei  ist, 
das  Resultat  zun&chst  in  der  Form'^^^); 


(46)    e 


■2 


Am  f  cos  (mr  cos  oo)  e^oo  +  J?m  f  Sof  (mr  cos  m)da 


cosm'*. 


Zur  Bestimmung  der  möglichen  einfachen  Schwingungen  erh&lt  er 
für  den  Fall,  dais  die  Platte  eingespannt  ist,  die  Oleichung '^^^): 


(47) 


/• 


'00  •   /  si 


(Sof  (m  cos  o)  d«  •   f  sin  (m  cos  oo)  cos  a  dm 


+ 


n  n 

I  @in  (m  cos  m)  cosmdm  -  j  cos  (m  cos  a)dm  ^  0 


und  ähnliche  Gleichungen  auch  für  eine  blols  aufgelegte '^^*)   oder 


S172}  8  Vn,  p.  646. 
8176)  nr.  79,  p.  660. 


8178)  nr.  78,  p.  664. 
8176)  nr.  80,  p.  668. 


8174)  p.  668. 
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ganz  freie  ^^^^.  Er  bestimmt  die  kleinsten  Wurzeln  dieser  Gleichungen 
numerisch;  dagegen  geht  er  auf  die  Durchführung  der  Coefficienten- 
bestimmung  für  die  Entwicklung  des  allgemeinen  Integrals  nach 
diesen  ParticularlOsungen  nicht  ein,  da  er  von  der  anzuwendenden 
Methode  schon  genügend  Beispiele  gegeben  habe'^^^). 

Diese  Behandlung  der  Platten  durch  Poisson  ist  von  Na  vi  er 
bei  der  schon  besprochenen  Polemik '^^)  bemängelt  worden.  Die 
Kritik  bezieht  sich  zunächst  auf  die  Abhängigkeit  des  auftretenden 
Coefficienten  von  der  Dicke  der  Platte '^^^,  dann  überhaupt  auf  die 
Art,  wie  Poisson  von  dieser  Dicke  abstrahire.  Poisson's  Antwort 
kritisirt  ihrerseits  die  von  Navier  aufgestellte  Orenzbedingung;  sie 
führe  für  eine  kreisförmige  Platte  auf  einen  Widerspruch ^^^). 
Navier  replicirt'^^^):  diese  Behauptung  Poisson's  beruhe  auf  einem 
Bechenfehler  desselben.  Poisson  giebt  das  nicht  zu'^^^  und  betont 
noch,  dafs  an  einem  freien  Bande  nicht  zwei,  sondern  drei  Bedingungen 
zu^  erfüllen  seien,  entisprechend  der  Anzahl  der  Freiheitsgrade  eines 
kleinen  Stückes  des  Bandes;  nur  für  eine  unendlich  dünne  Platte 
falle  eine  dieser  Bedingungen  weg.  Navier  erwidert'^:  man 
müsse  unter  dx/ds  und  dy/ds  die  Neigungen  des  Bogenelements  gegen 
die  Coordinatenaxen  verstehen,  wie  schon  Lagrange  für  alle  An- 
wendungen der  Variationsrechnung  auf  mechanische  Probleme  ge- 
zeigt habe.  Thue  man  das,  so  falle  seine  Bandbedingung  mit  den 
von  Cauchy  und  von  Poisson  gegebenen  zusammen. 

Wie  es  scheint  unabhängig  von  Poisson  hat  auch  0.  M.  Pagani 
die  Transversalschwingungen  einer  elastischen  Platte  unter  Benutzimg 
der  Integraldarstellung  der  Gjlinderfimctionen  bestimmt  *^^).  Er 
führt  die  Bechnung  namentlich  für  den  Fall  durch,  dafs  die  Anfangs- 
verrückungen  überall  Null  und  die  Anfangsgeschwindigkeiten  nur  in 
einer  kleinen  Umgebung  des  Mittelpunktes  —  nach  Ausführung  der 
Integration  nimmt  er  sie  unendlich  klein  —  von  Null  verschieden 
sind"«»). 

Das  Problem  der  kleinen  Bewegungen  einer  Flüssigkeitsmasse 
in  einem  GeÜLfe  ist  unter  Benutzung  von  Poisson's  Methoden  zuerst 

8177)  nr.  81,  p.  666.        8178)  nr.  79,  p.  660. 

8179)  Ann.  chim.  phys.  88,  1828,  p.  809. 

8180)  ib.  p.  440.         8181)  ib.  89,  1828,  p.  160. 

8182)  ib  p.  208.  Todhunter"*^  nr.  260,  p.  187  bemerkt  mit  Recht, 
dafs  bei  Navier  nur  eine  ungeschickte  Bezeichnung  vorliegt  [er  schreibt 
dy/da^t  meint  aber  \dy/d8\]. 

8188)  ib.  40,  1829,  p.  106. 

8184)  Gorresp.  math.  phys.  6,  1829,  p.  227. 

8186)  ib.  6,  1880,  p.  28. 
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durch  J.  B.  Merlan  behandelt  worden'^.  Er  nimmt  den  Boden 
des  G^OHTses  als  horizontal,  die  Seitenwinde  als  vertieal  an;  ferner 
setzt  er  die  Existenz  eines  Gesehwindigkeitspotentials  yorans'*^^  und 
▼emachl&ssigt  nnendlich  kleine  CMisen  höherer  Ordnung.  Es  handelt 
sich  dann  um  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

unter  den  Nebenbedingnngen: 

^-.^«Ofür^-O,     |2^«OfQri5«Ä, 

(49)  ^'       ^*  ^' 

•^  »  0  an  den  Seitenwinden: 

endlich  sind  für  <»  0  die  Werte  von  dtpjdx^  ^W^^t  dtpjdM  als 
gegeben  anzunehmen,  also  auch  der  von  fp  selbst  (bis  auf  eine  gleich- 
gültige additive  Constante)'^^).  Die  Lösung  setzt  er  zunftohst  in 
der  Gestalt  eines  vierfachen  Fourier'schen  Integrals  an'^*): 

Dieses  setzt  er  in  die  Differentialgleichung  ein,  indem  er  die 
Differentiationen  unter  den  Integralzeichen  ausführt;  er  behauptet^ 
die  entstehende  Gleichung  könne  nur  dann  fttr  alle  Werte  von  oe,  y 
gelten,  wenn: 

(51)  j^-p\-0  (i^  =  ««  +  /5»-> 
sei,  also: 

(52)  ii^ '^  ÄeP*  +  A^e- P*. 

Die  fClr  z  ^^  h  geltende  Bedingung  (49)  verlangt: 

(53)  Ä  =  Te-  P*,     A^  -  TeP^', 

8186}  Über  die  Bewegung  tropfbarer  Flüssigkeiten  in  Gef&fsen,  Basel 
1828;  Umarbeitung  von  £.  Vondermühll,  Math.  Ann.  27,  1886,  p.  676. 
S187)  p.  2. 

8188)  p.  9.  Vondermühll  zeigt  p.  677,  dals  der  Wert  von  ^  für  ^»0 
für  alle  inneren  Pnnkte  schon  vollst&ndig  bestimmt  ist,  wenn  er  nur  fOr 
alle  Punkte  der  Oberfl&che  gegeben  ist;  in  der  That  macht  auch  Merian 
nur  von  diesen  letzteren  Werten  Gebrauch.  Femer  zeigt  Vondermühll 
§  2,  p.  683,  daXs  auch  fp  selbst  durch  die  Bedingungen  eindeutig  be- 
stimmt ist. 

8189)  p.  6.  Merian  verweist  auf  Fourier*"^);  auch  der  Beweis,  den 
er  mit  den  Worten  einleitet:  „sie  kann  auch  auf  folgende  Art  bewiesen 
werden^',  ist  im  wesentlichen  mit  Fourier's  Auseinandersetzungen  "**) 
identisch,  nur  noch  weniger  scharf  durchgefiShrt. 
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dabei  ist  T  eine  Function  der  Zeit,  f&r  die  der  Fourier'sche  Integral- 
satz den  Wert  üefert"*«): 


wenn  mit  F{x^y^{)  die  Werte  von  9  an  der  Oberfläche  bezeichnet 
werden.  Um  dieee  aus  ihren  Anfangswerten  zu  bestimmen,  dient 
die  Oberflftchenbedingung;  sie  liefert: 

F(f*,  v^i)^  Ao^sct  +  B  sin ct^     c  =» p  Z^ph  (55) 

und  schlieDslich: 

^-FOsv),    B=.i/-(^v).  (56) 

F^  f  sind  aber  nur  innerhalb  des  Gefftfses  gegeben;  die  Gleichung 
würde  verlangen,  sie  der  Wandbedingung  gemäfs  über  dieses  hinaus 
fortzusetzen. 

Hier  bricht  Merian  ab  nnd  schlägt  noch  einen  anderen  Weg 
ein,  n&mlich  den  der  Integration  durch  eine  unendliche  Beihe'^*^): 

.      9-2u«"+A«-")T^(*.y)-  (57) 

Für  Äf  A^  ergeben  sich  wieder  Ausdrücke  der  Form  (53),  für  V 
die  Differentialgleichung: 

|^-  +  |^+J>'7-0.  (58) 

Er  glaubt  nnn,  es  sei  auch  bei  dieser  Methode  erforderlich,  die  ge- 
gebenen Functionen  den  Randbedingungen  gemäls  über  den  Rand 
hinaus  fortzusetzen,  findet  aber,  eine  solche  Fortsetzung  sei  nur 
möglich,  wenn  die  Randnormalen  sich  nicht  auTserhalb  schneiden 
„wenigstens  in  rechtwinkligen  Coordinaten^S  Doch  könne  man  sie 
z.  B.  auch  für  einen  S^reissector  durch  EinfCÜirung  von  Polar- 
coordinaten  erzielen;  nur  müTsten  dann  „die  Winkel  von  —  00  bis 
+  cx>  gedacht  werden"  •^*'). 

Die  Coefßcientenbestimmung  in  der  Entwicklung  einer  be- 
liebigen Function  nach  den  V  gründet  er  auf  ein  Theorem,  das 
„sein  Freund  Ostrogradsky"  zwei  Jahre  vorher  (also  1826)  der 
Pariser  Akademie  vorgelegt  habe,  das  aber  sonst  nicht  unter  dessen 
Namen  publicirt  zu  sein  scheint.     Dieses  Theorem  sagt  aus:   wenn 


8190)  p.  8.        8191)  p.  10. 

8192)  p.  12.    Soviel  ich  sehe,  ist  das  die  früheste  Andeutung  einer 
solchen  Auffassung. 
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zwei  Fnnctionen  ti,  v  an  der  Oberfläche  eines  beliebigen  Körpeirs  der- 
selben Bedingung: 

(59)  ^  +  Mu^O 
genügen,  so  ist'^**): 

(60)  C C Cvjfiudx--  C C CuJ^vdx^O-, 

es  ist  also  identisch  mit  einem  der  von  G.  Green  im  gleichen 
Jahre  1828  publicirten  Sätze.  Für  die  im  Beweis  benutzte  Ver- 
wandlung des  Raumintegrals: 

(")  ///i-i- 

in  das  Oberflftchenintegral: 

(62)  /  Ifoo8(x,n)da 

beruft  sich  Merian  auf  Gaufs'  theoria  attractionis'^^).  Werden  für 
w,  V  zwei  Lösungen  der  Differentialgleichung  (58)  genommen,  die 
zu  verschiedenen  Werten  der  Zahl  p  gehören,  so  ergiebt  sich: 


<«'>         ///' 


Fm7.dT-0 


und  damit  die  Bestimmung  der  Ooefficienten  in  der  Entwicklung 
einer  willkürlichen  Function  nach  diesen  F'***).  Bei  der  vor- 
liegenden Aufgabe  müsse  man  für  p  alle  diejenigen  Werte  nehmen, 
für  die  es  möglich  sei  der  Bedingung: 

d  V 

(64)  -T^-0 

zu  genügen;  „die  Function  Vp  wird  gewöhnlich  aus  mehreren 
Gliedern  bestehen,  die  alle  willkürliche  Coefficienten  haben^*'^. 
Aulserdem  bemerkt  Merian  noch'^*^):  würde  man  eine  der  Functionen 
F,  etwa  Vp  weglassen,  so  würde  man  nur  solche  Functionen  f  ent- 
wickeln können,  die  der  Bedingung: 

(65)  fff^  ^'^*  "  ° 

genügen.    Femer  setzt  er  auseinander,  dafs  die  Werte  der  Integrale 


8198)  p.  18.    Bei  Merian  resp.  Ostrogradsky  erscheint  das  Theorem 
noch  durch  eine  affine  Transformation  etwas  verallgemeinert 
8194)  p.  14.         8196)  p.  15.         8196)  p.  16.         8197)  p.  17. 
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jVnfdx   mit   wachsendem   fi   gegen  Null  convergiren,    indem  sich 

positive  und  negative  Bestandteile  immer  mehr  gegeneinander  weg- 
heben,  dafs  das  aber  zum  Gonvergenzbeweis  nicht  ausreiche. 

Von  SpecialMlen  behandelt  er  zunftchst  den,  daljB  die  Basis 
ein  Rechteck  ist  und  die  Bewegung  von  einer  Coordinate  un- 
abhängig'^^); er  erh&lt  dann  Reihen,  die  nach  den  Sinus  der  un- 
geraden und  den  Cosinus  der  geraden  Vielfachen  der  anderen  fort- 
schreiten. Im  Anschlufs  an  Poisson''^')  zeigt  er,  wie  man  die 
Reihe  aus  dem  Integral  durch  Auseinanderbrechen,  unter  Einführung 
eines  Gonvergenz&ctors,  erhalten  kann.  Speciell  untersucht  er  die 
möglichen  einfachen  Bewegungen '^^);  auch  bestimmt  er  die  Bahnen 
der  einzehien  Flüssigkeitsteilchen '^,  namentlich  fOr  den  Fall  sehr 
grofser  Tiefe  »"^). 

Hftngt  bei  rechteckiger  Basis  die  Bewegung  von  beiden  hori- 
zontalen Coordinaten  ab,  so  wird'^: 

Vp  — ^S  Cjk  cos jx  cos  ky\  (66) 

die  Summe  erstreckt  über  alle  Paare  ganzer  Zahlen,  für  welche 
j*  +  k^^p^  ist;  es  können  also  dann  mehrere  einfache  Bewegungen 
dieselbe  Periode, haben '*^. 

Um  den  Fall  einer  cylindrischen  Basis  zu  behandeln,  setzt  er 
das  allgemeine  Integral  von  (58)  durch  Einführung  von  Polar- 
coordinaten: 

a»|>cosooy     ft^jpsinw,    oj  —  rcosö,    y  —  rsinö 
um  in'*^): 

JV  {Ä  C08(pr  (cosö  —  w))  +  J?  sin  (jpr  (cos ö  —  w))}-      (67) 

Indem  er  diesen  Ausdruck  nach  den  Vielfachen  von  0  entwickelt, 
erhält  er'**): 

V-^^iÄj  cos  je  +  Bj  sin  jO)  Bjp  (r)  (68) 

mit: 


8198)  p.  18. 

8199)  p.  28;  ausfilhrlicher  Vondermühll  p.  692. 

8200)  p.  83.         3201)  p.  34. 

8202)  p.  89.    8208)  p.  41.  Vgl.  "•«). 
3204)  p.  48.    8205)  p.  44. 
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(69)      B,p(r)  - 


n 

j  COS  {pr  cos  f*)  cosift  dfi  ftir  gerade  jj 


sin  (pr  cos  fi)  cos  jfi  d^  f&r  ungerade  /. 
ö 


Die  znlBssigen  Werte  von  p  bestinunen  sich  aus: 

CO)  ^  -  0. 

Er  glaubt  annehmen  zu  dürfen,  die  Wurzeln  aller  dieser  Gleichungen 
seien  alle  voneinander  verschieden,  bemerkt  aber,  das  Integraitheoran 
gelte  auch  dann,  wenn  etwa  zwei  von  ihnen  gemeinschaftliche 
Wurzeln  hätten,  sodaTs  die  Constantenbestimmung  auf  keine  Schwierig- 
keit stöDst'^.  Führe  man  die  Polarcoordinaten  direct  in  die 
Differentialgleichung  selbst  ein,  so  erhalte  man  für  B  die  Differential- 
gleichung §  30,  6;  er  integrirt  sie  zunächst  durch  Potenzreihen '^ 
(das  andere  particuläre  Integral  kommt  nicht  in  Betracht,  da  es  für 
r ""  0  unendlich  wird)  und  führt  diese  dann  in  die  bestimmten 
Integrale  (69)  über. 

Diesen  letzteren  Fall  hat  auch  Poisson  selbst  behandelt'^. 
Er  setzt  dabei  die  Existenz  eines  Oeschwindigkeitspotentials  als 
,,comme  on  sait^  selbstverständlich  voraus;  damit  ist  die  Aufgabe 
zurückgeführt  auf  die  Integration  der  Gleichung  (vgl.  §  44,  2): 

unter  den  Nebenbeding^gen: 

(72)    |?.  =  f;^far  ^  =  0,     |5L„ofare  =  »,    |?^-0  fttr  r-1. 

^     ''     dz        et*  ^      de  ^     er 

Er  entwickelt  dann  zunächst  g>  in  eine  trigonometrische  Reihe  nach 
den  Vielfachen  von  i|;'*^;  deren  allgemeines  Glied: 


8206)  p.  47.         8207)  p.  60. 

8208)  Gerg.  Ann.  19,  1829,  p.  225.  In  einer  Nachschrift  (p.  240)  er- 
wähnt er,  dafs  eine  Abhandlung  von  Corancez  über  Schwingungen  des 
Wassers  in  einem  cylindrischen  oder  prismatischen  (Jefäls  der  Akademie 
eingereicht  sei;  sie  enthalte  aber  keine  Bestimmung  der  willkürlichen 
Gröfsen  aus  den  Anfangsbedingungen.  Eine  von  Corancez  (Paris  1880) 
separat  veröffentlichte  Abhandlung  war  mir  nicht  zugänglich. 

8209)  nr.  8,  p.  227. 
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tft 

v^  -  ^J  g>i  cos  («^  --  fitf/J  d^i  (73) 

muTs  dann  der  Differentialgleichung: 

und  den  Bedingungen  (72)  genügen.  Er  habe  das  allgemeine 
Integral  der  Gleichung  (74)  früher ^^)  in  geschlossener  Form  ge- 
geben; für  den  vorliegenden  Zweck  sei  es  bequemer,  ebenso  wie  er 
das  in  anderen  Fällen  gethan  habe,  die  äquivalente  Form: 

V«  -  2*  ^»"•^'  +  ^-mc-"»'  (75) 

zu  benutzen ''^^).  um  der  zweiten.  Bedingung  (72)  zu  genügen, 
müsse  man: 

nehmen.     Bnm  müsse  dann  als  Function  von  r  der  Gleichung: 

genügen;  da  es  für  f  »  0  endlich  bleiben  müsse,  erhalte  man  (vgl. 
§  49,  63): 

^m  =»  Tninr""  1  COS  (wr  cos  m)  sin* ^adtOy  (78) 


/■ 


unter  Tnm  eine  Function  von  t  allein  verstanden.    Für  diese  ergiebt 
sich  aus  der  ersten  Bedingung  (72)  der  Wert; 

Tnm  =»  Pnm  COS Ki  +  Qnm  siu Äw^     K^mZqmh.        (79) 

Die   zul&ssigen   Werte   von   m   bestimmen   sich    wegen   der   dritten 
Bedingimg  (72)  durch  die  Gleichung'**^): 

[n  cos  (m  cos  co)  —  m  cos  od  sin  (m  cos  »)]  sin*  **  oo  do  »  0.   (80) 


/' 


um   die  Coefficienten  Pnmj  Qnm  zu  bestimmen,  wolle  er  seine 
schon   oft   benutzte  Methode  anwenden,  für  die  die  vorgelegte  Auf- 


3210)  nr.  4,  p.  229. 

8211)  p.  280.    Wegen  des  Beweises  der  Bealitftt  ihrer  Wurzeln  ver^ 
weist  er  p.  286  auf  seine  früheren  Arbeiten,  namentlich  auf  '*^^). 

Jahrefb«richi  d.  Beatichen  Mathem«* Vereinigung.    X.  41 
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gäbe  ein  bemerkenewertes  Beispiel  abgebe ''^.    Er  fOhrt  za  diesem 
Zwecke  eine  neue  allbekannte  Funetion  ein  durch,  die  Gleichung: 

(81)  Un  - JM  (P*  -  P^)  ^ndM; 

für  diese  erhält  er  ans  (39)  durch  zweimalige  partielle  Integration: 

yj    +  (»»*-  i)  "-^ + p^u^yr 

(82)  ^^  ^ 

unter  Vn  den  Wert  von  ««  fOr  z  ^^0  verstanden.    Hier  multiplicirt 

er  mit  jS^pj/r,  integrirt  wieder  zweimal  partiell  und  berücksichtigt 
die  IXffirentialgleichung  (vgL  77),  der  Bnp  geneigt;  so  erhftit  er: 


di 
also: 


Tl     jinBnprdrj  +  J^  jvnBnpi 


d'  ,    .-  «        ,    ..,,.-  ^    rdr-0, 


1 


(83)  JVnBn,r  dr  -  Pn,  cos  k,i  +  Qnp  sin  kpt 

0 

um  Pnp  und  Qu,  zu  bestimmen,  berechnet  er  aus  den  gegebenen 

Anfangswerten   von   g  —  d<p/dt  und   de/dt  -"  d*q>/dfi   die  Anfi&ngs- 

werte  von  Vn  und  dvn/dt  als  Functionen  von  r;  er  erhält  AusdrCLcke 

der  Form»*^ 

1  t 


rdr. 


(84)  Pnp^cosn^  jF(r)Rnprdr  +  Bixinif  jF^{r)B 

Schliefslich  sind  die  Coefficienten  P,  Q  der  Entwicklungen  (75,  76, 
78,  79)  zu  bestimmen.  Durch  die  Substitution  g^O  geht  (75) 
über  in: 

(85)  Vn  ^^yjiPnm  cosKt  +  Qnm  sin*«,*)  22„,« («"*  +  e"«"*); 

setzt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  (83)  ein,  so  müssen, 
da  rechts  nur  Functionen  von  kpt  auftreten,  links  alle  Glieder  weg- 


8812)  ar.  6,  p.  881. 

8218)  p.  884.    Bei  Foisson  steht  versehentlich  t  statt  ^. 
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fidlen,  wenn  m  von  p  Tenohieden  ist*'^);  darans  erscUiefet  er  die 
Integralrelation  (§40,  1^).  Kimmt  man  aber  ma-j),  so  erhftlt 
man  die  Werte  der  gesuchten  Coefficienten. 

Poisson  spedalisirt  seine  Formeln  noch  für  den  Fall,  daCs 
die  Anfangsgeschwindigkeiten  Null,  die  Anfangsverrücknngen  nm^ 
Functionen  des  Abstandes  von  der  Oylinderaxe  sind^^^)  und  schlieM 
mit  der  Bemerkong,  die  gegebenen  Anfangiwerte  mübten  die  dritte 
Grenzbedingwog  (72)  selbst  erfüllen,  sodaJb  alao  sdum  der  einfachste 
Fall,  dab  die  ObeitAche  fOr  ^«*0  eine  schiefe  Ebene  bilde,  sick 
dieser  Analyse  entliehe ''^*). 

W.  Weber' 8  Theorie  der  Zungenpfei&n''^^)  knüpft  an  die 
Uatersachmigen  Ton  D.  BemoolU')  und  Euler")  an,  indem  er  voa 
der  Vorstellung  ausgeht''^),  date  bei  einer  „idealen^  Pfeife  Platte 
und  Luftsäule  isochron  und  synchron  schwingen  „und  zwar  so,  daik 
die  Schwingungen  der  Luftsäule  . .  .  weder  durch  die  Platte  selbst, 
noch  durch  die  äulsere  Luft  . . .  gestört  werden^.  Ffir  die  möglichen 
Schwingungszahlen  n^  findet  er  eine  Gleichung  der  Form**^*): 

nj  —  «*  =  ±  a«!  tg ßn^j  (86) 

in  der  a,  ß  Gonstante  bedeuten,  n  die  Schwingungszahlen  der  iso- 
lirten  Platte.  Die  Theorie  der  wirklichen  Pfeifen  macht  dann  noch 
einige  Modificationen  nötig ''^). 

Auch  in  der  gemeinsamen  Abhandlung  von  Lame  und  Clapey- 
ron*®^^)  ffiUDid  eine  Beihe  specieller  Probleme  der  Elasticitätstheorie 
besprochen;  zunächst  allerdings  solche,  deren  Behandlung  nnr  elemen- 
tare Hilfsmittel  erfordert.  Erst  im  letzten  Abschnitt  wenden  sie 
sich  zu  dem  Problem  des  Halbraums,  auf  dessen  Oberfläche  ein  von 
einem  Punkt  zum  andern  veränderlicher,  aber  überall  normaler  Druck 
wixkt'^).  Sie  schliefsen  zunächst  durch  Elimination  der  Dilatation 
aus  den  Differentialgleichungen,  daJGs  die  Verrückungscomponenten 
Lösungen  der  Differentialgleichung: 

4^,9  -»  0  (87) 

8214)  p.  285.         8216)  nr.  7,  p.  237. 

8216)  nr.  8,  p.  289.  Phyrikülisch  ist  das  richtig,  aber  nicht  mathe- 
matitch:  die  angewandte  Methode  fOhrt  auch  in  diesem  Fall  zur  Lösnng 
der  Differentialgleichung  unter  den  Nebenbedingungen,  nur  sind  die  bei 
Aufstellung  der  Differentialgleichung  gemachten  Voraussetzungen  nicht 
mehr  erfüllt. 

8217)  Ann.  Phys.  Chem.  17,  1829,  p.  198;  Werke  1,  p.  292. 

8218)  p.  295. 

8219)  p.  809.    Bestimmung  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  nr.  2,  p.  814. 
8220).  p.  811.        8221)  J.  f.  Matii.  7,  1881,  nr.  461,  p.  400. 
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sein  müssen;  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  lasse  sich 
durch  eine  Summe  Ton  Tennen  der  Form: 

darstellen.  Für  den  Halbraum  e>0  müfisten  jedoch  C,  D  gleich 
Null  sein.  Indem  sie  Ausdrücke  dieser  Art  für  alle  drei  Ver- 
rückungsoomponenten  aufteilen  und  in  die  Differentialgleichungen 
einsetzen,  erhalten  sie  eine  Anzahl  von  Relationen  zwischen  den 
Constanten,  die  in  diesen  verschiedenen  Entwicklungen  zu  einem 
und  demselben  Wertepaar  p,  q  gehüren'^.  Indem  sie  dann  den 
gegebenen  Normaldruck  als  Function  der  Coordinaten  x,  y  durch 
ein  vierfaches  Fourier'sehes  Integral  ausdrücken,  eihalten  sie: 

(89)   S-j~ir*«-'''(^-f9^^^ 

und  für  17,  {;,  tf  entsprechende  Ausdrücke,  in  denen  der  Klammer- 

factor  bezw.  durch: 

q         qz  3         jp         ^ 


4r*       2r»  4r       2 


1 


ersetzt  ist.  Weitere  Durchführung  erklären  sie  für  unnötig,  da  die 
Behandlung  solcher  Integrale  bereits  allgemein  bekannt  sei^'*^).  Für 
den  Fall  einer  planparallelen  Platte,  auf  deren  beide  Flächen  nor- 
male Druckkräfte  wirken,  erhalten  sie  complicirtere  Formeln'^, 
die  sich  aber  sehr  vereinfachen,  wenn  man  eine  durch  die  Glei- 
chungen: 

(90)   I--II,      ,--|f,     f-/«d«-|f,   also   a-H,^ 

definirte  Function  tp  einführt'**). 

um  femer  den  Fall  eines  unbegrenzten  Hohlcylinders  zu  be- 
handeln, auf  dessen  innere  und  äufsere  Oberfläche  gegebene  Druck- 
kräfte wirken,  führen  sie  die  Componenten  der  Verrückung  nach 
dem  Badius  U^  nach  der  Tangente  senkrecht  zur  Cjlinderaze  V  und 
parallel  dieser  Axe  W  ein'*'*)  und  dann  noch  drei  neue  Variable  n,  w^SL 
durch  die  Gleichungen'**^: 

,Q.x  Idü      V      dV  du      dW      ^      dV      1  dW 

8222)  nr.  62,  p.  402.    8228)  nr.  64,  p.  404.    8224)  nr.  66,  p.  406. 
8226)  p.  407.    8226)  nr.  67,  p.  .407.    3227)  nr.  69,  p.  409. 
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(92) 


de  erhalten  so  ein  Gleichtingssystem  der  Form: 

dr*    *    r   dr    '  r"  dtp*        dz*    '       ^jy 

Sie  suchen  dann  zunächst  eine  Farticnlarlösung  der  Form*"^): 

6  ^  R(r)  coape  cos  qtp;  (93) 

dabei  finden  sie,  dafs  B  der  Differentialgleichung  der  Gylinder- 
fonctionen  genügen  mufs,  fEbr  deren  Integration  sie  auf  Fourier'^**) 
verweisen.  Nach  solchen  Particularlösungen  entwickeln  sie  dann 
das  allgemeine  Integral,  was  nur  die  Bestimmung  der  Coefficienten 
trigonometrischer  Beihen  verlange***®). 

Älter  als  die  zuletzt  besprochenen  Abhandinngen,  aber  später 
publicirt,  ist  eine  Untersuchung  von  M.A.  Ostrogradsky  über  die 
Ausbreitung  von  Wasserwellen  in  einem  cylindrischen  Bassin'**^). 
Er  kommt  wie  Poisson'*^)  auf  die  Gleichung  (71)  und  die  Be- 
dingungen (72)  und  entwickelt  auch  wie  dieser  zunächst  in  eine 
trigonometrische  Reihe ''*^)  und  deren  GoefQcienten  dann  nach  den 
Fimctionen  Rn,m'  Um  die  Differentialgleichung  (77)  zu  integriren, 
setzt  er  eine  Potenzreihe  an,  gewinnt  fUr  deren  Coefßcienten  eine 
Recursionsformel,  genügt  dieser  durch  bestinunte  Integrale  und  ver- 
tauscht Summation  und  Integration;  so  gelangt  er  auch  seinerseits 
zu  der  Integraldarstellung  "**);  die  transcendente  Gleichung  (80)  ist 
bei  ihm  durch  einen  Bechenfehler  entstellt.  Das  erforderliche  Integral- 
theorem (§  40,  12)  gewinnt  er  wie  Fourier,  also  auf  directerem 
Wege  als  Poisson '***).  Zum  Schlufs  bemerkt  er  noch,  man  könne 
leicht  vom  Falle  des  unbegrenzten  Baumes  zu  dem  des  Cylinders 
übergehen,  wenn  man  fEbr  den  ersteren  die  Anfangsbedingungen  mit 
Hilfe  einer  Art  von  Spiegelungsverfahren  geeignet  wähle '*^). 

A.  Pop  off'***)  reproducirt  die  Resultate  Poisson's  und  Ostro- 


8228)  nr.  70,  p.  410. 

8229)  nr.  71,  p  412.  nr.  72,  73,  p.  418  fahren  sie  die  Rechnung  föx 
Ewei  einfiftche  Specialf&lle  durch. 

8280)  Par.  sav.  6tr,  8,  1882,  p.  28;  vom  Nov.  1826.  Fetenb.  Bull. 
1881,  p.  I  teilt  Ostrogradsky  mit,  dafs  er  auch  den  Fall  eines  Cylinder- 
sectors  nntersucht  habe. 

8281)  nr.  6,  p.  82.        8282)  nr.  7,  p.  87. 
8288)  p.  89.         8284)  nr.  10,  p.  48. 

8286)  Kasan  Sapiski  1860,  nr.  1;  deutsch  Archiv  f  wiss.  Kunde  von 
Rufsland  16,  1866,  p.  42.    Woher  der  Übersetzer  Erman  die  Notiz  (p.  47) 
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gradsk/s;  dann  untenaeht  er  epecieU  die  VorauflsetKong,  dafo  die 
Oberfläche  zu  Anfang  eine  geneigte  Ebene  bildet ''f),  yon  der  Poiason 
behauptet  hatte  "^^y  dafs  sie  sich  dieser  Analyse  entziehe.  Er  findet 
in  der  That  für  die  Gestalt  dar  Obeiflftche  zur  Zeit  ^  »-  0  aus  den 
allgemeinen  Formeln  fllr  diesen  Fall  einen  Ausdruck,  Ton  dem  er 
anzunehmen  scheint,  dals  er  keine  solche  Ebene  darstellen  könne '^^. 
Er  untersucht  daher  die  umgekehrte  Frage,  welcheilei  Schwingungs- 
formen durch  die  einselnen  Glieder  der  Entwicklung  dargestellt 
werden;  namentlich  fragt  er  nach  der  Anzahl  der  jedesmal  auf- 
tretenden Wellenscheitel*"*). 

Von  einer  Untersuchung  PopofT's  Über  das  thermodjnamische 
Gleichgewicht  eines  elastischen  Cjlinders,  oder,  was  dasselbe  sei, 
über  die  station&re  Bewegung  einer  Flüssigkeit  in  einem  mit  Ab- 
und  ZufluTs  versehenen  cylindrischen  Gefals  ist  nur  ein  Auszug  ver- 
öffentlicht, der  nur  die  Differentialgleichungen  des  Problems  und 
ihre  Integration  dxuxh  unendliche  Beihen  enthält,  ohne  Bestimmung 
der  zulässigen  Werte  einer  in  die  Formeln  eintretenden  GröDse  a, 
„die  bekanntlich  von  den  Grenzbedingungen  abhänge"''^). 

Einige  Jahre  später  hat  Popoff  auch  die  Untersuchung  der 
von  einem  Störungscentrum  ausgehenden  Wellen  an  der  Oberfläche 
einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  (§  43,  44,  46)  noch  einmal  vor- 
genonmien'^.  Er  leitet  zuerst  die  Gleichung  §  44  (29)  noch 
einmal  ab*^^)  und  entwickelt  fEbr  kleine  Werte  der  Zeit  die  in  ihr 
auftretende  GrOIise: 

M/t    00 

(94)  ^  '^  /  /  ^'""*  ^^  QV^)  <^8  i^9  ^^^  »)  ^" 

in  die  Beihe: 

hat,  dafs  Ostrogradsky  die  Resultate  Poisson^s  gekannt  habe,  kann  ich 
nicht  angeben. 

8236)  nr.  8,  p.  47. 

8287)  p.  49.  Jedenfalls  handelt  es  sich  hier  um  eine  deijenigen  Ent- 
wicklungen, die  den  Wert  der  zu  entwickelnden  Function  fibenül  dar- 
stellen, aasgenommen  allein  die  Grenzen. 

8288)  nr.  4,  p.  49.  Der  Übersetzer  polemisirt  hier  mehrfach  gegea 
ihn;  ob  er  ihn  nicht  blofs  miTsyerstanden  hat?    YgL  *'*^. 

8289)  Petersb.  Bull.  18,  1866,  col.  146;  vom  Sept.  1862. 

8240)  Kasan  Sapiski  1860,  nr.  1;  deutsch  Archiv  f.  wiss.  Kunde  von 
Bufsland  19,  1860,  p.  619. 

8241)  nr.  4,  p.  628. 
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cos 


erhält  er  die  gleiohf5rmig  beschletmigien  Wellen  ^^^),  ^'^ 
die  er  als  ^eae^  beseichnet.  Dagegen  fSr  grofse  Werte  Ton  t 
setxt  er^^^: 

f  tO  CO 

(<}/tt)=»V^— I    /  (co8v'+8inf;*)cos7-|(lf;+  /  (cost?*— sint;*)sin^cff; 


(96) 


(97) 


tmd  erhftlt  so: 

P=-1/^|    /(cost?*+8int;")8in2^+ /(cost?*— 8int;*)8in2-^ 

mit: 

Äco3i-(j^)*- ?•-«»,      Äsinl-^.  (98) 

Der  Übergang  zu  « »*  0  biete  „einen  sehr  interessanten  Teil  der 
gegenwftrtigen  L^tonng^**^,  indem  das  Integral  in  zwei  Teile  von  0 
bis  i^/4tQ  und  von  da  bis  oo  zerlegt  werden  mnfs.  Infolge  der 
raschen  Ändeningen  der  trigonometrischen  Functionen  glaubt  er 
dann  nur  die  zu  kleinen  Werten  von: 


u 


«  _, 


49 


(99) 


gehörenden  Bestandteile   des  Integrals  beibehalten   zu  mflssea  und 

erhalt  so'***): 

Poo^cos^.  (100) 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  erhalte  man  die  Gesetze  der  „alten*^  Wellen 
kürzer  und  klarer  als  Poisson*^  imd  Cauchy''^).  Eine  zweite 
Annäherung  könne  man  gewinnen,  wenn  man  noch  Olieder  zweiter 
Ordnung  in  Bezug  auf  u  beiUcksichtige'^;  doch  fehlt  auch  hier 
der  Beweis,  dafs  die  weggelassenen  Glieder  wijiJich  gegenllber  den 
beibehaltenen  yemachl&ssigt  werden  können.  Wenn  q  sehr  yiel 
grölser  sei,  als  die  Ausdehnung  des  anfänglichen  Störungsgebietes, 
dürfe  man  1^/^q  innerhalb  der  Zeichen  der  trigonometrischen  Func- 
tionen ersetzen  durch: 

^{l  +  ^^^)      (— -H.-)  (101) 


SMS)  ar.  6,  p.  682.         S24S)  p.  584. 
8844)  p.  68e.         8246)  nr.  7,  p.  687. 
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anfserhalb  denselben  durch  r'^.  Die  Zusammeiifassiiiig  der  Wellen 
zu  Gruppen,  (gezl&hnelte  Wellen'**^),  '^^))  leitet  er  nur  unter  der 
Yoraussetseung  ab,  dals  die  AnfangsstOrung  zu  beiden  Coordinaten- 
ebenen  symmetrisch  ist.  Übrigens  bemerkt  er*^^:  Bei  besonderer 
Beschaffenheit  der  Function  /*,  z.  B.  fGbr  f^»  er^  treten  keine  Knoten- 
linien  auf:  die  ganze  Flüssigkeit  bildet  dann  eine  einzige  gezfthnelte 
Welle. 

Popoff  hatte  ursprünglich  Ton  diesen  Formeln  aus  durch  Inte- 
gration in  Bezug  auf  t  zu  dem  Falle  gelangen  wollen,  daCs  an  der 
Oberfläche  einer  strömenden  Flüssigkeit  durch  ein  *  festliegendes 
Hindernis  oder  durch  einen  constanten  Druck  (etwa  des  Windes) 
Wellen  erzeugt  werden '*^).  Nachher  behandelt  er  dieses  Problem 
aber  doch  direct,  und  zwar  nur  unter  der  Voraussetzung,  dals  Tiefe 
und  Breite  der  strömenden  Flüssigkeit  „unbegrenzt  und  so  gut  als 
unendlich'*  seien,  und  daCs  man  von  einer  Coordinate  absehen  könne '^'). 
Sind  h  die  Geschwindigkeit  der  Strömung,  ^  +  t«,  t;  die  Gomponenten 
der  Geschwindigkeit  der  einzelnen  Molekel,  p  der  Druck,  so  ist  die 
Differentialgleichung  des  Problems: 

(102)  H  +  H  -  0, 

und  die  Oberflftchenbedingungen: 

(103)  y_j,«|((Ä  +  „)I  +  „«)  +  (7 

oder  bei  VemachlSssigQng  von  Ideinen  GrOüwn  höherer  Ordnung; 

woraus  durch  Differentation  mit  demselben  Grad  der  Annftherung: 

(104)  ''"-*%^  +  **|f 

femer: 

(lOö)  p  -  fix)  +  H, 

wo  H  constant,  f{x)  nur  fElr  —  l<a?<+l  von  Null  verschieden 
ist.     Für  sehr  grofse  Werte  von  x  sei'*®): 

(106)    p^Hy    y  =  0,    u  =  0,    v«0,    also    |ä;*  +  JJ+C-0, 

3246)  nr.  8,  p.  648. 

S247)  p.  647..   VgL  die  Discosgion  "»•),  "•«),  "").        824«)  p.  621. 

8249)  p.  648;  dieser  Abschnitt  auch  franz.  J.  de  math.  (2)  3,  1868, 
p.  261. 

8260)  p.  660,  bezw.  262.  Die  dentache  Übersetzung  hat  hier  ein  sinn- 
störendes  „also". 
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sodafs  die  Gleichung  der  Oberflftche  wird: 

y-Ä(u)y«o.  (107) 

Allen  diesen  Bedingungen  kann  man  genügen  durch: 

dSl  dSt 

Um    ans  diesen   Formeln    die  Gleichung   der  Oberfläche  abzuleiten^ 
benutzt  er  die  Identität: 

OD  1  OD 

A-^yginafij^«  je-f^Binaiij^ e'^  je—^8ia{a+a8)^,     (109) 


deren  rechte  Seite  fOr  y  »  0  in: 


00 


,    /*6ina 
9K  cos  a  +  I  — j-j 


^  (110) 


übergeht.  Dieses  Integral  entwickelt  er  nach  fallenden  Potenzen 
von  a  in  eine  [semiconvergente]  Beihe;  so  erhält  er,  für  sehr  grofse 
Werte  von  a?,  y  ausgedrückt  durch  eine  periodische  Function  von  x^ 
Er  giebt  auch  noch  eine  zweite  Annäherung '^^);  zum  Schlufis  be- 
merkt er,  dafs  die  Ableitung  A;'  <  1  voraussetzt. 

Ein  Schlufsabschnitt  enthält  einige  Bemerkungen  über  CapiUar* 
wellen*"*). 

Auch  G.  Plana  hat  bei  Gelegenheit  seiner  Untersuchung  über 
das  Pendel  die  Integration  der  hydrodynamischen  Gleichungen'^ 
noch  einmal  ausfOhrlich  behandelt.  Er  setzt  zrmächst  eine  Ent- 
wicklung nach  Kugelfunctionen  an'*^),  bemerkt  aber  dann  selbst'*^), 
dafs  damit  nicht  viel  gewonnen  sei  Dagegen  bringt  er  weiterhin'^ 
noch  eine  ausführliche  Theorie  der  Schwingungen  einer  incompressiblen 
Flüssigkeit     Er  kommt  auf  die  Differentialgleichung'"^: 

at«  "^  ^  dz     dx*  ^  ay«  "*■  dz^  ^^^^^ 


3261)  p.  668,  bezw.  266.    8262)  p.  664. 

8268)  Tor.  mem.  38,  1886,  p.  209;  auch  sep.  Tor.  1886;  vom  Nov.  1834 
bezw.  Jan.  1886. 

8264)  nr.  10,  p.  228.    8266)  p.  281. 

8266)  Cap.  2,  p.  268.    8267)  nr.  26,  p.  268. 
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und  reducirt  sie  yennittelst  der  „Ton  Euler  oft  angewandten^  IVans- 
fonnation: 

(112)  g>-yiC»^' 
auf: 

(113)  ^  +  ^^.^,^. 

Doch  könne  man  das  Olied  mit  §  auch  ganz  vemachULssigen.  Sind 
die  Anfangsgeschwindigkeiten  nicht  Null,  so  treten  rechts  noch 
Glieder  mit  d^jdx^  .  .  •  hinzu;  diese  kann  man  beseitigen,  indem 
man  von  tp^  ein  Potential  subtrahirt.  Plana  bemerkt  übrigens  aus- 
drücklich, dals  diese  Resultate  nur  so  lange  gelten,  als  der  Einfluis 
der  Incompressibilit&t  der  Flüssigkeit  den  der  Schwere  überwiegt; 
also  z.  B.  für  die  Fortpflanzung  des  Schalles  in  ihr,  aber  nidit  ftb* 
Wellen  an  ihrer  Oberfläche'^.  Er  transformirt  dann  die  Gleichung 
in  Polarcoordinaten"^^  und  setzt  zu  ihrer  Int^[ration  eine  Beihen- 
entwicklung  der  Form  an: 

(114)  rvi  -2'^-^-, 

in  der  F«  eine  Kugelfunction  nter  Ordnung  bezeichnet  und  A  der 
Gleichung: 

(115)  ^^^-tit^r. 

genügen  mnls.  Wegen  der  Integration  dieser  Gleichung  bezieht  er 
sich  auf  Euler  ^^^);  auch  führt  er  sie  durch  die  Subsiitationea: 

(116)  Fn^W-,    a?-i^+«» 

zurück  auf  die  Differentialgleichung  der  Saite  von  ungleichm&fsiger 
Dicke  (vgl.  §  27,  11). 

Eine  angeh&ngte  Note**^)  giebt  noch  weitere  Untersuchungen 
über  die  Integration  der  Gleichung  der  Schallbewegung,  anknüpfend 
an  Eulers  Angabe  der  ihr  genügenden  ebenen  Welleoi*^^).  Dann 
spricht  er  von  Kugelwellen^*^);  die  einfachste  Art,  deren  Oleichung 
auf  die  der  Saitenschwingungen  zu  reduciren,  nämlich  durch  die 
Gleichung: 


8268)  p.  271.         3269)  nr.  84,  p.  287.         8280)  p.  867. 
8261)  p.  869.     Er   bemerkt  bei  dieser  Gelegenheit,    in  Lagiange's 
zweiter  Substitation  §  27  (8)  fehle  rechts  ein  Nenner  e'- 
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hätten  weder  Ealer^^  noch  Lagrange^^  bemerkt.  Weiter 
recapitolirt  er  Poisson's  Untersuchung''^)  „avec  les  changements 
qni  m'ont  pam  propres  a  rendre  moins  bmsque  la  transitLon'*;  er 
geht  nämlich  nicht  Yon  der  Beihenentwicklimg  §  45  (5)  aus,  sondern 
von  einer  Integraldarstellung,  die  zunächst  eine  ebene  Welle  als 
Element  benutzt ''^').  Schlielslich  behandelt  er  noch  Schwingungen 
innerhalb  eines  sehr  engen  Conoids;  er  zeigt,  dals  dieses  Problem 
bei  geeigneter  Annahme  des  Querschnitts  des  Conoids  ebenfalls  auf 
;die  Integration  der  Differentialgleichang  (115)  ftthrt^*^. 

Hier  anschliedBend  sei  eine  Note  von  J.  Liouville''^)  erwähnt, 
die  sich  mit  der  Frage  beschäftigt,  wie  man  aus  einer  Gleichung 
4er  Form: 


[r)-p(r 


f(r)  —  I  ^  (r  cos»)  sin«»+*a)d«)  (118) 

(ygL  §  49,  31),  in  der  f(r)  eine  gegebene  Function  bezeichnet,  die 
nnbekannte  Function  ^(r)  bestimmen  köxme.  Da  das  Integral  nur 
einen  Sinn  habe,  wenn  die  zu  integrrirende  Function  überall  da,  wo 
sie  unendlich  werde,  nur  TOn  niedrigerer  als  der  ersten  Ordnung 
unendlich  werde,  so  schlieDst  er,  nuin  dürfe  und  müsse  auch: 

limr/'(r)  — 0  (119) 

rasO 

Torauasetsen.  Er  schreibt  dann  eine  von  ihm  bei  anderer  (jelegen- 
heit  gegebene  Formel  in  die  Gestalt  um: 


/ 


»(rco8a>)8in«-Ha»di»>~^    ^^''*^^^*'^^^r"*^^r''+*ft>(r)d(r-*)'*^   (120) 
imd  erhftlt  damit  sofort: 

Diese  Formel  nimmt  er  auch  fElr  andere  als  ganzzahlige  Werte 
Ton  H  in  Anspruch,  wie  er  sich  übeihaupt  vielfach  mit  Differen- 
tiationen zu  beliebigem  Index  abgegeben  hat;  die  bei  solchen 
Differentiationen  auftretenden  Complementärfunctionen  bestimmten 
sich  hier  aus  der  Forderung: 


8262)  p.  864.     Er  giebt  einen  analytischen  Beweis   von  Pois8on*s 
Formel  f  46,  8/4,  der  ihm  einfacher  scheint,  als  Poisson^s  geometrischer. 
8268)  p.  874.        8264)  J.  4c,  polyt  cah.  24,  1886,  p.  66. 


Vdt. 
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(122)  lim(r^(r))-0. 

Nur  müsse  man  n  >  —  1  annehmen;  das  mflsse  man  aber  ohnedies, 
da  sonst  das  Integral  keinen  Sinn  habe.  FOr  ii »-» 0  ergiebt  sich 
speciell: 

(123)  iC(r)-^^>, 

das  verificirt  er  dann  anch  noch  direct'^^). 

Femer  seien  hier  zwei  kleinere  Aufttttze  von  A.  See  heck  erw&hnt. 
Der  erste  derselben'^*)  betrifft  Schwingungen  unter  dem  Einflufs 
Terftnderlicher  Klüfte,  zun&chst  ged&mpfbe  Schwingungen  eines  einzelnen 
Punktes  unter  dem  Einflufis  einer  von  der  Zeit  abhängigen  Kraft  V(t), 
Seebeck  integrirt  deren  Diff'erentialgleichung  in  der  Fonn: 

(124)  ^  "  **  27J  «"^*"'"'"  f^'-''^' 

Ist  F»cosm^,  so  läJjst  sich  die  Integration  ausfahren "*^, 
ebenso  wenn  V «  einer  Summe  derartiger  Glieder  ist'***).  Ist  V 
constant,  so  erhält  man  einfach  eine  Schwingung  um  die  durch  das 
Vorhandensein  der  Ejuft  V  bedingte  neue  Gleichgewichtslage  *'^. 
Auf  diese  Resultate  stützt  Seebeck  eine  von  der  Herschel's  ab- 
weichende Erklärung  der  Erscheinungen  des  Mittönens'"®). 

Der  zweite  zeigt  zunächst*"^),  dafs  man  bei  einer  Saite,  statt 
Anfangszustand  und  Anfangsgeschwindigkeit,  auch  die  Verrückungen 
fOr  zwei  beliebige  Momente  willkürlich  vorschreiben  kann,  wenn 
nur  das  zwischenliegende  Intervall  nicht  zur  Periode  commensurabel 
ist.  Auch  die  Bewegung  eines  einzelnen  Punktes  der  Saite,  der  sie 
in  irrationalem  Verhältnis  teilt,  kann  man  willkürlich  vorschreiben, 
mit  der  Einschränkung,  dafs  der  Mittelwert  des  Ausschlags  gleich 
Null  sein  mufs'^^*).  Ist  aber  das  Verhältnis,  in  dem  der  Punkt  die 
Saite  teilt,  auf  kleinste  Benennung  gebracht  gleich  mifj  so  kann 
man  seine  Bewegung  nur  für  r  —  1  Perioden -r***  vorschreiben;  für 
das  r^*  ist  sie  dann  dadurch  bestimmt'*^^.  Auch  über  die  Com- 
bination  von  Transversalschwingungen  in  verschiedenen  Ebenen  mit- 


\t 


8265)  p.  69.        8266)  Ann.  Phys.  Chem.  62,  1844,  p.  289. 
8267)  nr.  6,  p.  298.         8268)  nr.  7,  p.  294. 

8269)  nr.  8,  p.  296.     Seebeck   verweist  hier  auf  die  entsprechenden 
Resultate  Duhamers  fOr  schwingende  Saiten"'*). 

8270)  nr.  12,  p.  «97. 

3271)  Abh.  der  JablonowBki'sehen  Gesellschaft  1846,  §  6,  p.  187. 
8272)  §  7,  p.  189.  8278)  §  8,  p.  140. 
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« 

einander  und  mit  Longitadinalschwingungen  werden  entsprechende 
Fragen  geetellt  und  beantwortet'^^). 

J.  G.  Duhamel  hat  eine  Reihe  von  speciellen  Problemen  der 
Elasticit&tstheorie  und  Hydrodynamik  behandelt;  zunttchst  die  Be- 
wegung einer  mit  Beiterchen  (curseurB)  belasteten  Saite*"').  Ist 
nur  ein  solches  vorhanden,  so  seien  y^,  y^  ^®  Ausschläge  je  eines 
Punktes  eines  der  beiden  Teile,  in  welche  die  Saite  durch  es  zer- 
legt wird;  dann  setzt  Duhamel  die  Differer^itialgleichungen: 

dt*        dx*'      dt*        dx*  ^^"^^^ 

und  die  Übergangsbedingungen: 

an*"*).  Wäre  an  der  Übergangsstelle  dyjdx  — cyjjdx^O^  so 
müfste  dort  Vi^  yf^O  sein*"^.  Die  Bestimmung  der  möglichen 
einfachen  Schwingungen  hängt  ab  von  der  Auflösung  der  Glei- 
chung*"*): 

cotm^  +  cotmi|  =-  ^m.  (127) 

Die  Bestimmung  der  Goefficienten  der  Entwicklung  der  allgemeinen 
Lösungen  nach  solchen  nimmt  folgende  von  der  sonst  auftretenden 
etwas  abweichende  Gestalt  an:  Sind  y^  » i<,  9t  **"  ^  ^^^  ^i  ^  ^iv 
y^  «  v^  zwei  solche,  so  ist: 

v^dx  +  i/LUu^  ^  0 y  (128) 

wo  die  überstrichenen  Werte  sich  auf  die  Übergangsstelle  beziehen. 
Sollen  dann  die  Goefficienten  B  so  bestimmt  werden,  daüs: 

^Bu~F(x),     ^Bv^vQ,-")  (129) 

wird,  so  ergiebt  sich  zunächst: 

3274)  n,  m,  p.  141—149. 

3275)  J.  6c.  polyt.  cah.  29,  1848,  p.  1. 

8276)  nr.  1,  p.  7.  —  Er  bemerkt,  er  sei  auf  dieses  Problem  durch  ein 
anderes  gefOhrt  worden,  Ton  dem  er  vorläufig  noch  nicht  reden  wolle 
(wohl  ''®^));  auch  macht  er  darauf  aufinerksam,  dafs  das  Problem  von 
dem  hier  in  §  1  besprochenen  noch  verschieden  sei. 

8277)  Er  behauptet  sogar,  das  gelte  auch  noch  fSr  f*  *»  0,  was  doch 
wohl  auf  Widersprüche  fahren  würde;  es  müfste  ja  dann  für  jeden  Punkt 
der  Saite  gelten. 

3278)  nr.  8,  p.  9. 
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/tt«cfit+  jv^dx    -  iiü[Bi 


(180) 

—  juFix) dx+  lvtp{l^  —  x)  dx\ 

Tmd  die  zweite  Klammer  links  ist  •F(?j)  —  Bu,  Für  ^^ »  1^  redncirt 
sich  die  Gleichung  (127)  auf  m  tg  m  =-  c**"). 

Ebenso  behandelt  er  in  einem  zweiten  Abschnitt  den  Fall  Ton  zwei 
Reitern'*^).  Er  bestimmt  zuerst  diejenigen  ein&chen  Schwingungen, 
bei  welchen  einer  von  diesen  fest  bleibt;  zur  Bestumnung  der 
übrigen  erhalt  er  eine  ziemlich  complicirte  Gleichung  *'^^),  die  sich 
fOr  2^ »  ^  »  ^3  auf: 

(131)  cot*m  l  -  Ifti»  cotm  l  +  j f**«i*  -  | 

reducirt*'^').  Wolle  man  dann  die  allgemeine  Lösung  nach  diesen 
entwickeln y  so  könne  man  wie  vorhin  verfahren;  nur  dürfe  man 
dabei  die  zuerst  vorweggenommenen  Lösungen  nicht  übersehen. 

Aufserdem  zeigt  er  noch,  dafs  der  Fall  beliebig  vieler  Heiter  *'^) 
und  der  Fall,  dab  noch  aoftere  Kräfte  wirken*^^),  sich  ebenso  be- 
handeln lassen. 

Verwandt  ist  das  Problem  der  Wirkung  des  Bebens  auf  die 
Saiten  von  Streichinstrumenten,  das  Duhamel  um  dieselbe  Zeit  be« 
handelt  hat'^^).  Er  geht  von  der  Auffassung  aus,  da(s  der  Bogen 
durch  gleitende  Beibung  eine  von  der  Geschwindigkeit  unabhängige 
und  dem  Druck  proportionale  Krafb  hervorbringe.  Demgemäls  stellt 
er  zuerst  allgemein  die  Gleichgewichtsbedingungen  fElr  eine  Saite 
unter  der  Voraussetzung  auf,  dals  auf  alle  ihre  Punkte  gegebene 
äulsere  Kräfte  wirken;  eine  Kraft,  die  nur  in  einem  einzelnen  Punkt 
angreift,  ersetzt  er  dabei  durch  das  Integral  der  über  eine  kleine 
Strecke  verteilt  gedachten  Kräfte.  Er  findet,  dais  man  von  einer 
von  der  Zeit  unabhängigen  äufseren  Kraft  ganz  absehen  könne,  wenn 


8279)  nr.  5,  p.  18.        8280)  p.  16.        8281)  nr.  8,  p.  20. 

8282)  nr.  6,  p.  26.        8288)  nr.  4,  p.  28.        8284)  nr.  6,  p.  24. 

8286)  Far.  sav.  [^tr.]  8,  1848,  p.  181.  Kr  beiipricht  (ausfahriicher 
p.  164)  eine  b.  Z.  von  D.  Bemoolli  ^"")  skizzirte  AufiGMsong,  nach  der  der 
Bogen  etwa  wie  ein  Zahnrad  wirke  und  es  Sache  der  Geschicklichkeit 
des  Spielen  sei,  die  Einwirkungen  des  Bogens  iioehron  zu  den  Eigen- 
schwingungen der  Saite  eintreten  zu  lassen.  Das  widerspreche  aber  der 
erfahrungsgemäfs  feststehenden  Unabhängigkeit  der  Tonhöhe  von  der 
Geschwindigkeit  des  Bogens. 
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man  die  Bewegung,  statt  auf  die  BuMage,  auf  die  Gleichgewichts«  | 
läge    beneht,   die   sie   tiUiter   der  Wirkong   dieser  Kraft  annehmea  ! 
würde '^.    Von  hier  aus  gelangt  er  zur  Bestünmong  des  Einflusses  ; 
einer  von   der   Zeit  yexiUiderliohen   Kraft,   indem   er  ronftohst  be* 
rechnet,  weidie  Lage  die  Saite  zur  Zeit  t  —  n  einnahmen  würde, 

wenn  zur  Zeit  Ton  *«Obis<«<  —  f*  eine  Kraft  \  ^  d^i  ge- 
wirkt hätte,  nnd  dann  integrirt  "**'),  Aus  seinem  Besoltat  leitet  er 
die  Richtung  der  mittleren  Spannung  ab'^  and  zeigt,  dafs  Knoten- 
punkte nur  auf  der  Linie  der  Oleichgewiehtslage  radglich  sind^*^). 
Für  die  Anwendung  auf  das  specielle  Problem  unterscheide^  er  dann 
zwei  Hanptfölle:  Wenn  die  Geschwindigkeit  des  Bogens  immer 
gröfser  ist  als  die  der  Saite*,  gelten  die  Besultate  der  vorangehendesi 
allgemeinen  Untersuchung ''*^).  Andernfalls  könnten  verschiedene 
Möglichkeiten  eintreten,  „die  weiter  zu  verfolgen  vielleicht  Interesse 
h&tte''''^^);  er  selbst  beschränkt  sich  auf  den  Fall,  dafs  die  Be- 
wegung der  Saite  von  der  Buhelage  ausgeht  und  findet  durch  eine 
infinitesimalgeometrische  Betrachtung,  dafs  dann  die  Bewegung  die- 
selbe sein  müsse,  wie  bei  einer  gezupften  Saite,  aber  mit  gröfserer 
Schwingungsdauer  **••). 

Cauchy's  rapport^^  weist  auf  seine  eigenen  Untersuchungen 
(in  der  §  68  zu  besprechenden  Abhandlung)  hin,  sowie  darauf, 
dafs  man  den  Fall  der  von  der  Zeit  unabhängigen  äulseren  Kräfte 
sehr  einfach  dadurch  behandeln  könne,  dafs  man  mit  Liouville'^'^) 
durch  Differentiation  der  Differentialgleichung  nach  der  Zeit  sich 
von  ihnen  befreie.  Auch  DuhameFs  allgemeines  Verfahren  zur  Be- 
duction  der  von  der  Zeit  abhängigen  Kräfte  auf  von  der  Zeit  un- 
abhängige liefse  sich  au  bekannte  Litegrationsmethoden,  insbesondere 
an  die  des  genannten  memoire,  anknüpfen.  DuhameFs  letzte  Be- 
sultate'^*) referirt  er  nur,  ohne  sie  damit  für  theoretisch  hinlänglich 
begründet  erklären  zu  wollen. 

Ln  Anschluls  an  diese  Untersuchungen  bespricht  Duhamel  auch 
noch  Experimente  Savart's,  bei  denen  Longitudinalschwingungeu 
eines  Stabes  Transversalschwingungen  eines  anderen  hervorzurufen 
geschienen  hatten''^).  Er  erwähnt  zunächst  den  Fall,  dafs  in 
einem  Punkt  einer  Saite  senkrecht  zu  ihr  ein  starrer  Stab  befestigt 


8286)  nr.  4,  p.  189.         8287)  nr.  6,  p.  142.         3288)  p.  160. 

8289)  nr.  8,  p.  161.         8290)  nr.  10,  p.  168.         8291)  nr.  18,  p.  169. 

8292)  nr.  14,  p.  160. 

8298)  Par.  C.  B.  10,  1840,  p.  866;  Oeuvres  (1)  6,  p.  212. 

8294)  J.  de  math.  8,  1848,  p.  118. 
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ist,  der  longitudinal  gerieben  wird;  die  Bewegung  der  Saite  sei 
dann  dieselbe,  wie  wenn  in  diesem  Punkte  auf  der  Saite  ein 
Beiterchen  au£ntzt  und  zugleich  eine  Kraft  auf  ihn  wirkt*'*^). 
Dann  behandelt  er  die  Bewegung  einer  Saite,  deren  eines  Ende  in 
gegebener  periodischer  Bewegung  erhalten  wird,  wfthrend  das  andere 
fest  ist'^,  also  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

unter  den  Nebenbedingungen: 

(133)  y  =  Oföra?«0,     y  =  sin(»n^  +  e)  fttr  ä  =  i, 

(134)  y  -  Fix),     If  -  r(:r)  fttr  f  -  0. 

Der  Differentialgleichung  und  den  Bedingungen  (133)  genügt: 

(135)  y^  =  sin(m*  +  0  ^^> 

die  Differenz  y^^  y  muTs  dann  ebenfalls  der  Differentialgleichung 
und  leicht  au&ustellenden  Nebenbedingungen  genügen,  läfst  sich  also 
in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickeln.  Analog  behandelt  er 
auch  das  Problem  der  Long^tudinalschwingungen  eines  Stabes,  dessen 
eines  Ende  in  gegebener  longitudinaler  Bewegung  erhalten  wird, 
unter  Berufung  auf  seine  Untersuchungen  Über  die  kleinen  Schwin- 
gungen eines  Molekelsystems  (§85);  er  erhält  eine  aus  drei  Gliedern 
bestehende  Formel,  von  denen  das  erste  die  Bewegung  des  freien 
Endpunktes  darstellt,  das  zweite  die  Bewegung  relativ  zu  diesem, 
wie  sie  wäre,  wenn  der  Anfangszustand  der  Buhezustand  wäre,  das 
dritte  die  freie  Bewegung  (durch  eine  trigonometrische  Beihe  mit 
nur  ungeraden  Vielfachen)  •'•^.  Er  verificirt  die  Pormeln  für  den 
Fall,  dafs  die  vorgeschriebene  Bewegung  die  der  Mitte  eiaes  doppelt 
80  langen  frei  schwingenden  Stabes  ist,  mit  Hilfe  der  Gleichung,  die 
sich  aus  §  16  (7)  durch  Integration  ergiebt '*•*).  Schliefslich  be- 
handelt er  auch  hier  den  Fall,  dafs  die  Bewegung  des  Endes  eine 
einfach  periodische  von  beliebiger  Periode  ist '**•), 

Aus  derselben  Zeit  stammt  eine  erst  später  veröffentlichte  Ab- 
handlung DuhameFs  über  Schwingungen  von  Gasen  in  Röhren  ^'^). 
Sie    beabsichtigt   eine    von    Dulong    aufgeworfene   Frage    zu   beant- 


8295)  p.  120.         3296)  p.  122.         S297)  p.  126. 

8298)  p.  128.         8299)  p.  129. 

8800)  ib.  14,  1849,  p.  49;  vom  Apr.  1889. 
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Worten,  ob  rtmlieh  etwaige  die  lioagitndiulMdLwiiigteiigeii  be* 
gleitende  Bewegungen  in  taransversaler  Richtung  die  Tonhöhe  der 
ersteren  beeinflussen  könnten.  Zu  diesem  Zweck  stellt  Duhamel 
zunächst  die  Oleichung  der  kleinen  Schwingungen  unter  Berück- 
sichtigung der  thermodynamischen  Verhältnisse  auf^  die  übrigens  nur 
die  eintretenden  Constanien,  nicht  die  Form  der  Differentialgleiehuhg 
modiflciren.  Dann  führt  er  für  den  Fall  einer  cjlindrischen 
Bohre  als  Hauptrariable  den  Mittelwert  vcai  tß  in  einem  Querselmitt 


em 


8901 


): 


•  /  itpii/dM:  I  I difde. 


(136) 


bdem  er  JJj^^dydz  auf  ein  Baadintegral  «urüekfflhrt»  das  infolge 

der  Oberfl&chenbedingangen  yanchwindetf  fiadei  or*^,  daik  «  der 
Oleichung  der  Saitenschwingungen  genügen  mufs.  Diese  integrirt 
er"*^)  nach  der  Methode  von  d'Alembert^);  dabei  legt  er  Wert  auf 
das  Resultat,  daüs  in  einer  solchen  Bohre  die  Fortpflanznags* 
geschwindigkeit  dieselbe  ist,  wie  in  freier  Luft. 

Für  den  spedellen  Fall,  dals  die  Basis  kreisförmig  und  die 
Bewegung  vom  Polarwiakel  tuiabhftagig  ist,  bestimmt  er  auch  die 
Verrückungscomponenten  selbst ''^).     um  die  Gleichung: 


dt' 


(137) 


unter  den  Nebenbedingungen; 

dtp 


dr 


=-  0  für  r  —  0  und  für  r  —  1, 


(aus  den  beiden  letzteren  ergiebt  noh  durch  Quadratur: 

g>  =  Ä  (a?,  r)   für    ^  ■=  O) 
zu  integriren,  sucht  er  zunächst  Lösungen  der  Form: 

(p  ^  u(r)  e  (x,  t)] 


er  erhält: 


n 

>  /  cos(ar  coBm)da, 


138) 
139) 


140) 


141) 


142) 


8801)  nr.  2,  p.  66.        380S)  p.  68. 
8808)  nr.  8,  p.  69.        8804)  nr.  6,  p.  61. 
JftbxMb«Tioht  d.  IHiitaoh«!  Mathtm.-Yereinigang.   X. 
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Die  zxdftsdgen  Werte  von  a  sind  durch  die  Gleichuiig: 

(143)  I  sin  (a  cos  o>)  do  -*  0 


I  sin  (a  cos  o>] 


bestimmt;  er  formt  sie  durch  partielle  Integration  um  in''^): 

(144)  tf  I  cos  (a  008 »)  sin* »dm  ■»  0. 

0 

Auch  för  0  setzt  er  zunftchst  ein  particnlftres  Integral  an,  das  ein 
Product  aus  einer  trigonometrischen  Function  von  x  und  einer 
Function  von  i  ist;  indem  er  aus  diesem  das  allgemeine  Integral 
mit  Hilfe  des  Fourier'schen  Satzes  ableitet,  findet  er: 

«  -  ^    r  AO»)  008  (f*  -  l^ß)  C08  (*y?+^)  dßd,, 

(145)  '"./t/ 

SoUen  dann  die  Bedingungen  (189),  (140)  durch  eine  Reihe  der  Form: 

(146)  2'""**"' 
befriedigt  werden,  so  muls: 

(147)  x^")(a?)  juirdr^  jnunrdr, 

(148)  x^^K^)hrdr^J^u^rdr 

sein.     Mit   Hilfe   dieser  Werte   verificirt    er   für   diesen  Fall    noch 
einmal  die  vorher  f&r.  die  Mittelwerte  gefundenen  Resultate '^. 

Die  Formeln  fEb:  ansschliefslich  radiale  Schwingungen  könne 
man  leicht  direct  erhalten;  er  wolle  aber  doch  noch  zeigen,  wie  man 
sie  aus  den  Formeln  des  allgemeinen  Falles  durch  Grenzübergang 
erhalten  könne ''^.  Er  faCst  zu  diesem  Zwecke  die  Integrale  (145) 
so  auf,  dafs  zuerst  nach  ß  zwischen  z  und  einer  „sehr  grofsen*^,  von 
ihm  wieder  mit  ß  bezeichneten  oberen  Grenze  integrirt  werden  soll. 
In  dem  dann  übrig  bleibenden  einfachen  Integral: 


3306)  Für   die  numerischen  Werte   der  Wurzeln   dieser   Gleichung 
beruft  er  sich  nr.  9,  p.  74  auf  Poisson*^''). 
3306)  nr.  7,  p.  67.        8307)  nr.  8,  p.  69. 
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J  «n^£-^  cos  {iVi^+?)  ä^  (149) 

—  00 

geben  fOr  sehr  grofse  ß  nur  diejenigen  Teile  einen  merklichen  Bei* 
trag,  die  zu  sehr  kleinen  Werten  von  ^a  gehören;  man  dürfe  also 
C08(af)  vor  das  Integralzeichen  ziehen  und  dann  die  Integration  von 
—  oo  bis  4-  (^  ausdehnen. 

Weiterhin  behandelt  er  rein  longitudinale  Schwingungen  in 
einer  beiderseits  geschlossenen ''^)  und  in  einer  beiderseits  offenen 
Röhre ''^;  fttr  den  letzteren  Fall  nimmt  er  einfach  an,  dafs  an 
beiden  Enden  die  Gondensation  Null  sei,  ohne  sich  auf  complicirtere 
Bedingungen  einzulassen.  An  Stelle  des  nach  ß  genommenen  Inte- 
grals tritt  hier  eine  unendliche  Reihe,  deren  Goefficienten  sich  durch 
Doppelintegrale  ausdrücken.  Die  Tonhöhe  wird,  wenn  der  Durch- 
messer klein  gegen  die  Länge  ist,  durch  die  begleitenden  Trans- 
▼ersalschwingungen  nur  wenig  beeinflufst^^^.  Entsprechende  Unter- 
suchungen führt  er  auch  für  Röhren  Yon  rechteckigem  Querschnitte 
durch""). 

um  die  Bewegung  in  conischen  Röhren  zu  untersuchen^ 
transformirt  er  auf  Polarcoordinaten  und  führt  dann  den  Mittelwert 
von  fp  auf  einer  Kugelfläche  als  Hauptimbekannte  ein^^').  Diese 
mulis  dann  der  Differentialgleichung  der  schwingendeu  Saite,  bezw. 
Luftsäule  genügen;  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  auch  in 
diesem  Falle  dieselbe,  wie  in  freier  Lufb.  Für  den  Fall,  dafs  die 
Begrenzung  von  zwei  sich  schneidenden  Ebenen  gebildet  wird,  er- 
hält er  die  Differentialgleichung'^^): 

för  ihre  Integration  verweist  er  auf  Poisson*^^).  Für  eine  be- 
grenzte konische  Röhre  betrachtet  er  wieder  nur  rings  um  die  Axe 
symmetrische  Schwingungen ''^^);  soll  dann  der  Differentialgleichung 
durch  ein  Froduct: 

ü{\C)z{r)QOf^mt  (151) 

genügt  werden,  so  müssen  U  und  z  die  Gleichungen  erfQllen: 

8808)  nr.  11,  p.  76.        8809)  nr.  12,  p.  78.        8810)  p.  88. 

8811)  nr.  14,  p.  84.         8812)  nr.  17,  p.  87.         8818)  nr.  18,  p.  94. 

8814)  nr.  19,  p.  96. 
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Die  letztere  wird  durch: 

(153)  B^r  ^      I  cos  (mr  cos«)  sin"»  rf»,  (i^»i+4a*) 

befiriedigt.  Die  Ghrenzbedingnngen  geben  eine  Gleichung  zwischen  u 
und  m,  die  zu  jedem  Wert  von  a  unendlich  viele  Werte  von  m 
liefert.  Die  Coefficienten  der  Entwicklung  des  allgemeinen  Integrala 
nach  diesen  ParticularlGsungen  kOnne  man  „par  les  m^thodes  ordi- 
naires**  bestimmen"**).  Weiter  verfolgt  er  nur  den  Fall,  dafs  U 
von  fi  unabh&ngig  ist;  dann  kommt  nur  der  Wert  a  >«  0  in  Betracht. 
Ist  die  Bohre  an  beiden  Enden  offen,  so  sind  die  ObertOne  zum 
Grundton  harmonisch,  aber  die  Bestimmung  der  Lage  der  Knoten 
hftngt  von  der  Lösung  der  transcendenten  Gleichung: 

(164)  tg  (Ä«r  —  kith)  —  *«r 

ab''^').  Dagegen  für  eine  beideraeitB  geeehloeseBe  ooniaehe  BMire 
igt  schon  zur  Bestinunung  der  möglichen  eia&chen  T9ne  die  Auf* 
lösung  einer  transcendenten  Gleichung: 

(155)  [1  +  (5*  +  5)  m»]  tgm  «  m 

erforderlich***^;  ebenso  ftür  eine  einerseits  offene,  andererseits  ge* 
schlossene  die  der  Gleichung****): 

(156)  tgm=-  — im. 

Fflr  die  Bestimmung  der  Knoten  und  Bäuche  madit  es  im  letiteron 
Falle  einen  unterschied,  ob  das  weitere  oder  das  engere  Ende  eSni 
ist.  Endlich  behandelt  er  noch  eine  oylindiifohe  Bohre,  deren 
Grundfl&che  ein  Sector  eines  Kreisringes  ist****).  Dabei  treten  auch 
die  sog.  Cjlinderfunctionen  zweiter  Art  auf;  er  giebt  an,  auch  für 
sie  sei  das  Integraltheorem  §  40  (12)  leicht  zu  beweisen. 

Eine  Abhandlung  Duhamel's  über  Orgelpfeifen  „a  che- 
minie******)  nimmt  mit  D.  Bemoulli *'*•)  an,  die  Bewegung  in  einer 
solchen  sei  rein  longitudinal,  obwohl  er  einsieht,  dals  das  jedenfalls 
an  der  Übergangsstelle  nicht  genau  der  Fall  sein  kOnne.  Aber  er 
wendet  gegen  D.  Bemoulli's  Verfahren  ein,  es  sei  nicht  selbst- 
verständlich, dab  eine  solche  Pfeife  ftberfaaupt  einfacher  SchwingungeQ 
f)Üiig  sei****);  man  müsse  das  erst  beweisen.    Diesen  Beweis  glaubt 

3816)  p.  97.        8816)  nr.  20,  p.  100.        8317)  nr.  81,  p.  101. 
8818)  nr.  82,  p.  108.        3319)  nr.  84,  p.  105. 
8380)  ib.  15,  1860,  p.  197. 

3381)  nr.  8,  p.  199.    Er  erörtert  nr.  6,  7,  p.  807  noch  näher,  dafs  sich 
bei  Bemoulli  zwei  Fehler  aufheben;  dodi  hat  B,  vielleicht  dasselbe  ge- 
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er  doreh  eiae  genauere  Discusnon  der  YerhUtniBae  an  der  Überganga- 
Btelle  Sil  erbringen'^').  Seine  zweite  DarsteUuag*'^)  besteht  nur 
in  einer  unbedeutenden  Modificaticm  der  ersten. 

Eine  ^eoe  Theorie  der  Orgelirfeifen''  von  J.  A.  Quet*"**) 
knüpft  an  Poiaeon's  iltere  Untereuchungen*^  an;  die  seitdem  durch« 
geAhrten  üntersudmagen  scheint  er  nicht  eu  kennen.  Er  findet 
Poiaeon's  Besultate  nicht  flbereinstinunend  mit  dem  Experiment  und 
den  Gnwd  davon  in  unerlaubten  Yenuu^hlaeaigungen'''^),  namentlich 
in  der  Annahnwi,  data  die  Bewegung  im  Mundftttk^  gani(  willkürlich 
TOigefMshrieben  werden  könne.  Er  stellt  sieh  vielmehr  vor,  dafs  am 
offenen  Ende  eine  gewisse  Geschwindigkeit  und  eine  gewisse  Ver- 
dichtung zugeführt  werden ,  die  sich  zu  den  ^ort  schon  infolge  der 
vorhergehenden  Bewegung  vorhandenen  ein&ch  addiien.  Für  diese 
letiteren  nimmt  er  an,  dals  sowohl  an  einem  offenen  Ende,  wie  an 
einem  geschlossenen  ein  constantes  Verhältnis  swischen  Geschwindig^ 
keit  und  Dilatation  besteht.  Das  Resultat  setat  sich  dann  aus  den 
Ergebnissen  der  wiederholten  Beflexionen  an  beiden  Enden  snsammen; 
ffir  den  Fall  einer  einfachen  Schwingung  lassen  sich  die  entstehenden 
unendlichen  Beihen  mit  den  Formehi  von  §  15  snmmiren '*'*)• 

Barr^  de  Saint-Venant  hat  von  speciellen  Problemen  namentr 
lich  die  Torsion  eines  Prismas  behandelt''^.  Doch  beschäftigt  er 
sich  zur  Vorbereitung  darauf  auch  mit  der  Ausdehnung,  besw.  Zu- 
sammendrückung eines  Prianas,  indem  er  das  Problem  in  folgender 
Form  stellt:  die  drei  Dilatationen  Xgy  y^y  m,  seicvi  überall  constant, 
die  drei  GrOÜBen  ^«,  Zx^  Xy^  die  „glissements'\  wie  er  sie  nennt, 
überall  Null.  Dann  sind  die  Differentialgleichungen  jedenfalls  er- 
füllt;  wie    müssen    die    ftufseren  Druckkräfte    angenommen   werden, 

meint  und  sich  nur  anders  ausgedrückt.  Zum  Schlnfs  scheint  er  behaupten 
zu  wollen,  dafs  für  den  Fall  einer  beiderseits  offenen  solchen  Pfeife  auch 
die  von  Bemoulli  angegebene  Gleichung  cur  Bestimmung  der  möglichen 
einfachen  Töne  falsch  sei. 

3S22)  nr.  3,  p.  202.         8828)  nr.  6,  p.  206. 

8324)  ib.  20,  1855,  p.  1;  vom  Aug.  1864.  Auch  Quet  beschäftigt  sich, 
um  überhaupt  durchzukommen,  nur  mit  rein  longitudinalen  Schwingungen, 
obwohl  er  weifs,  dafii  das  eine  Einschränkung  ist  (p.  6). 

8836)  p.  8.         8826)  p.  26. 

3827)  Par.  sav.  ^tr.  14,  1865,  p.  288  (vom  Juni  1863);  auch  separat, 
Paris  1865;  vorläufige  Mitteilungen  Par.  C.  R.  17,  1848,  p.  1180;  24,  1847, 
p.  485,  847.  Die  Auszüge  Bull.  soc.  phüom.  imd  Tinstitut  vom  März  1855 
waren  mir  nicht  zugänglich.  In  Saint -Yenant's  Ausgabe  von  Navier*8  Yos- 
lesungen'*'^  sind  die  Untersuchungen  als  Note  zu  §  156,.  p.  289  reproducirt; 
vgl.  auch  den  Bericht  in  der  Einleitung  (histoire  abregte),  nr.  XXXYI, 
XXXIX,  p.  CLXXV,  CXCI. 
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damit  auch  die  OrenzbedinguBgen  erftUlt  dnd''^)?  Es  ergiebt  sich, 
dafs  dann  die  Nonnaldracke  auf  jeder  Seitenfl&che  constant,  die 
Tangentialdrucke  überall  gleich  Null  sein  mtkssen.  Die  Werte  der 
Vex^hiebungsgröisen  zu  gegebenen  ftufseren  Druckkrfiften  berechnen 
sich  durch  Quadraturen '^.  Er  yerallgemeinert  diese  Besultate  auf 
den  Fall,  dafs  in  einem  Köiper  von  beliebiger  Gestalt  die  sech« 
Verschiebungsgrölsen  und  also  auch  die  sechs  Druckcomponenten 
vom  Orte  unabh&ngpg  sind'**^)  und  erörtert,  dh&  die  so  gefundenen 
Lösungen  sehr  nahe  richtige  Besultate  geben,  auch  wenn  die  Voraus- 
setzungen, unter  denen  sie  abgeleitet  sind,  nur  in  roher  Annftherung 
erfällt  sind»"*). 

Entsprechend  behandelt  er  auch  die  Biegung  eines  Stabes '^'); 
er  setzt  yoraus,  dafs  die  ursprflnglich  zu  den  Seiten  des  Piismas 
parallelen  Geraden  zu  Kreisbogen  gebogen  seien,  und  daüs  die  seit- 
lichen Kräfte  Null  seien,  und  sucht  daraus  die  übrigen  Yerschiebungs- 
gröfsen  zu  berechnen.  Er  zeigt,  dafs  man  allen  Bedingungen  ge- 
nügen kann,  indem  man  Fy,  F«,  Z,  gleich  Null  nimmt *'^). 

Für  die  Behandlung  der  Torsion  eines  prismatischen,  resp. 
cjlindrischen  Stabes  setzt  er  voraus''^),  dalh  die  auf  die  Seiten- 
flächen wirkenden  Druckkräfte  keine  Gomponente  in  Bichtnng  der 
Kanten  haben,  und  dafs  die  Yerrttckungen  aller  Punkte,  die  einem 
AirsprüngUch  zur  Axe  senkrechten  Querschnitt  angehört  haben,  sich 
von  den  YerrÜckungen  der  entsprechenden  Punkte  eines  benadibarten 
Querschnitts  nur  durch  eine  gemeinsame  Rotation  um  die  Axe  unter- 
scheiden; sodafs  also: 

ist.  Die  Kraftcomponenten  JS^,  X,  setzt  er  dann  den  entsprechenden 
YerrÜckungen  proportional,  sodafs  er  erhält: 

(158)  Z,-^(|l-e.),       X.=  e(||  +  öy). 

Er  schliefst  aus  diesem  Ansatz,  dafs  die  Untersuchung  der  Torsion 
auch  die  Berücksichtigung  von  (  erfordere,  das  die  frühere  Theorie 
ohne  weiteres  gleich  Null  angenommen  habe.  Die  Substitution  der 
Werte  (168)  reducirt  die  erste  Elasticitätsgleichung  (§  58,  1)  auf"»*): 

/.«:n\        9*i  .  r^*i   I     ^"6  ,   .  ^"S   j^i.  ^"6    .  /i.         •\3d^^ 

(159)  a^  +  f^  +  e-^-^+j-^-^^-  +  lc^^^  +  (ky-sz)j^^O, 

3388)  nr.  29,  p.  66  des  S.-A.    8399)  nr.  80,  p.  59. 

8330)  nr.  88,  p  64.    8381)  nr.  33,  p.  65.    8888)  nr.  84,  p.  67. 

8338)  nr.  85,  p.  71.    8884)  nr.  45,  p.  91.    8885)  nr.  50,  p.  99. 
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Dazu  tritt  die  Grenzbedingniig: 

« (H + **)  '^y  -  Kfe*  -  ^')  ^'  -  ^'       (^*^) 

Weiter  fährt  St.  Venant  die  üntersuchiing  nur  unter  der  Voraus- 
setznng,  dafs  sich  die  Gleichung  (159)  a^  ihr  zweites  und  drittes 
Glied  reducirt,  was  einmal  eintritt,  wenn  j  »  A; »  0  ist  (d.  h.  wenn 
überall  eine  zur  Torsionsaxe  senkrechte  Hauptebene  der  Elastidtftt 
vorhanden  ist),  und  wenn  zugleich  d^/dx  und  0  von  x  unabhängig 
-sind;  dann  aber  auch,  wenn  di/dx  im  ganzen  Körper  eonstant  und 
0  von  X  unabhftngig  ist  Aufserdem  setzt  er  zunächst  voraus,  dafs 
e  ^  f  sei,  und  daTs  neben  der  Torsion  weder  Dilatation  noch  Biegung 
vorhanden,  also  o;«,  ^„  5«,  y«  überall  Null  seien***^.  Für  einen 
elliptischen  Cylinder  werden  dann  alle  Bedingungen  durch: 

erftUlt*"^.    Der  Querschnitt  nimmt  also  in  diesem  Falle  durch  das 
^gauchissement^'  die  Gtostalt  eines  hyperbolischen  Paraboloids  an*"^). 
Weiterhin  behandelt  er  allgemein  die  Integration  der  Differential- 
gleichung: 

0  +  0-0  (162) 

zuerst  durch  eine  Reihe  der  Form*"*): 

V^»(i4«  cosmjr  +  B^  änme\  (163) 

die  sich  für  specielle  Symmetrieverh&ltnisse  noch  in  der  einen  oder 
anderen  Weise  specialisire;  dann  durch  Reihen  nach  Potenzen  von  y 
und  ;Bf,  bezw.  durch  Ausdrücke  der  Form  9 (y  +  ^0  +  *  (y  ""  J^*)****)» 
endlich,  indem  er  Polarcoordinaten  einführt,  durch*^^): 

^  (Ä«r*  cos  na  +  6»r*  sin  na).  (^^^) 

Dann  bespricht  er  Cauch/s  alte  Lösung  für  einen  Stab  von 
rechteckigem  Querschnitt'^^'),  die  dieser  selbst  nur  als  eine  an- 
genäherte   gegeben  habe''^').     Die  Voraussetzung,    auf  die  Seiten- 


8836)  nr.  51,  p.  100. 

8837)  nr.  62,  p.  108;  Par.  C.  R.  84,  1847,  p.  848. 
8888)  nr.  67,  p.  106.        3889)  nr.  64,  p.  120. 
8840)  nr.  66,  p.  124.        8841)  p.  126. 

8842)  nr.  66,  p.  129;  Par.  G.  R.  17,  1848,  nr.  5,  p.  1188  setzt  er  das 
von  Poisson  und  Canchy  benutzte  Ann&henmgBverfiahren  weiter  fort  und 
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flächen  wirkten  keine  tangentialen  Eiftfte,  lyedinge,  daili  ein  nr- 
sprünglich  zu  den  Kanten  senkrechter  Querschnitt  auch  nach  der 
Deformation  zti  änen  senkrecht  bleibe;  dann  kGnne  er  aber  nicht 
eben  bleiben  und  man  müsse  also  das  gauchissement  berücksichtigen. 
Auf  den  Bat  von  Wantzel  Mhrt  er: 

(16Ä)  u^i  +  Oye 

als  nene  unbekannte  ein,  was  die  zweite  Qrensbedi&gung  auf  dn/^ 
t-*  0  reducirt,  und  integrirt  dann  durch  eine  B<»he,  die  nach  den 
Sinus  der  ungeraden  Yiellkchen  von  yt$/2k  fortechndtet**^).  Vor- 
tausohung  von  y  mit  e  im  Sohlafsresultat  giebt  ihm  eine  Formel, 
die  (ebenso  wie  die  in  §  51  (3)  und  (11)  erw&hnten)  der  Trans- 
formationstheorie  der  elliptischen  Thetafiinctionen  ang^ört**^).  Br 
behandelt  speeiell  die  F&Ue,  dals  die  eine  Seite  des  Beohtecks  sehr 
^ofs  gegen  die  andere  ist**^)  und  dafs  sie  einander  gleich  sind''^; 
der  letztere  führt  ihn  auf  die  merkwürdige  Formel: 

AuDserdem  giebt  er  noch  eine  andere  Ableitung  der  Lösung  fCLr  den 
allgemeinen  Fall,  indem  er  u  nach  Potenzen  von  y  und  g  ent- 
wickelt; die  Orenzbedingungen  geben  zur  Bestimmung  der  Goefiß- 
cienten  ein  unendliches  System  linearer  Gleichungen,  das  er  durch 
einige  successive  Approximationen  auflöst '^^.  Schliefslich  bestimmt 
er,  idas  gauchissement  fOr  den  allgemeinen  Fall:  je  nachdem  das 
Verhältnis  der  grölseren  Seite  zur  kleineren  grfStser  oder  kleiner  als 
1,-4613  . .  ist,  tritt  eine  Teilung  in  4  oder  6  aWediselitd  gehobene 
und  gesenkte  Teile  ein'*^). 

Hierauf  setzt  er  auseinander,  dafs  man  audi  urngdcehrt  ver- 
fahren könne,  nimlich  eine  Lösung  der  Gleichung  (162)  au&t^len 
und  dann  zusehen,  an  welchen  Curven  sie  den  Grenzbedingungen 
genügt;  es  verlangt  das  nur  die  Litegration  eines  vollständigen 
Pifferentials*^®).      Das    giebt    ihm    Veranlassung    zu    ausführlicher 


kommt  nr.  13,  p.  1189  zu  dem  Resultate,  dafs  es  dami  auf  Widersprüche 
fahre*  er  entaiimnit  daher  hier  schliefslich  einen  Correctionscoefficienten 
der  Erfahrung. 

S843)  nr.  69,  p.  181;  Par.  G.  B.  24,  1847,  p.  487. 

3844)  nr.  78,  p.  IM.    Er  verweist  auf  Caacfay  (§  67,  14). 

3845)  nr.  74,  p.  140.  8546)  nr«  76,  p«  144.         8847)  nr.  79,  p.  156. 

8848)  nr.  84,  p.  166.    Es  wäre  interessant  zu  untenuolieB,  in  welcher 
:Weise  m  der  Qtwe  der  Übeiigang  zwischen  beiden  Fällen  «tattfiadet. 

8849)  i$t.  «0,  p.  168. 
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algebruBoher  Discimion  der  FragOi  weloherlei  symmetarieQhe  alge- 
braische Otunren  4.  und  8.  Ordnung  durch  Gleichungen  der  hier  yer- 
liegenden  Art  dargeeteUt  weiden  kennen.  Er  findet  C4,  die  swieehen 
einem  Kreis  nnd  einem  ein-  oder  nmbeschriebenen  Yieredk  den 
Übergang  y ermitteln*'^)  nnd  C^,  deren  Gestalt  er  als  y,^toile6  a 
pointes  airondies^'  beseichnet'^^).  In  beim  Druck  tngefllgten  Noten 
behandelt  er  noch  das  gleidiseitige  Dreieck  ^'^  nnd  eine  ans  swei 
getrennten  Oralen  (die  man  sich  dnrch  starre  Stftbe  yerfonnden 
denken  mnXs)  bestehende  Eigur*^. 

Dann  zieht  er  auch  anisotrope  Kdrper  in  den  Kreis  der  Be- 
trachtung''^);  doch  lassen  sich  alle  von  ihm  untersuchten  Fftlle 
durch  affine  Transformationen  auf  FSlle  der  Isotropie  zurückführen. 

Bei  der  Behandlung  von  Hohlprismen '^^)  nimmt  er  die  innere 
Wandung  so  au,  dafs  auch  an  ihr  (genau  oder  doch  wenigstens 
näherungsweise)  keine  tangentialen  Spannungen  auftreten.  Endlich 
untersucht  er  noch  den  Einfluls  des  Zusammenwirkens  von  Biegung 
und  Torsion  auf  Grund  des  Superpositionspriucips'^. 

Zwischen  die  Annahme  von  Saint -Yenant's  Abhandlung  durch 
die  Akademie  und  ihre  Dmeklegang  fUlt  eine  Note  Yon  Gauohj''^^, 
in  der  er  zeigt,  dafs  man  zu  ähnlichen  Besultaten  auch  gelangen 
könne,  ohne  den  Torsionswinkel  als  ftlr  jeden  Querschnitt  constant 
vorauszusetzen.     Wenn  man  nämlich  setze: 

y  +  ei^  rcP',    y  +  1?  +  (/  +  i)t  -  rc<'-«)'  (167) 

und  wenn  dann  diojdx  von  x  unabhängig  sei,  so  ergebe  sich  fiGbr 
sehr  kleine  m\ 

|5.ö.,      11  =  -»,,  (168) 

und  man  erhalte  Gleichung  (162)  auch  dann,  wenn  |  nur  von  p^ 
nicht  auch  von  r  unabhängig  sei**^®). 

Saint -Yenant  bemerkt  dazu'^*):  solche  Variabilität  von  $ 
würde  Kräfte  erfordern,  wie  sie  in  praxi  nicht  vorkommen. 


1^ —Ml 


8860)  nr.  96,  p.  198.        8851)  nr.  96,  p.  196. 

886t)  p.  218.         8368)  p.  2SS. 

8854)  nr.  106,  p.  282.        8866)  nr.  116,  p.  289. 

8866)  nr.  119,  p.  244. 

8867)  Par.  C.  B.  38,  1864,  p.  288,  326;  oeuvree  (1)  12,  p.  186. 

.  8868)  f  2«  p.  142.  Der  zum  Schluls  versprochene  weitere  Artikel  über 
die  Integration  dieser  Gleichungen  mit  Hilfe  der  Besiduenrechnnng  ist 
nicht  erschienen. 

8869)  Torsion  des  prismes*"^«  P-  l^^^- 
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Saint -Yenanfs  Abhandlung  über  Biegung  von  Prismen''^) 
bespricht  zunächst"*^)  das  von  Poiason"**)  und  Canchy*^  an- 
gewendete Verfahren;  es  könne  gegenüber  der  ftlteren  Methode,  die 
nur  die  sog.  neutrale  Faser  berücksichtigte,  als  eine  zweite  An- 
näherung angesehen  werden.  Er  selbst  empfiehlt  auch  hier  seine 
„mithode  mizte^"'^  anzuwenden''*'),  d.  h.  einen  Teil  der  Dmck- 
eomponenten  und  einen  Teil  der  Yeirückungen  als  gegeben  an- 
zunehmen und  zuzusehen,  wie  sich  die  übrigen  Grö£Ben  dazu  so  be- 
stimmen lassen,  dafs  die  Differentialgleichungen  erftdlt  werden.  So 
kommt  er  zu  einem  Oleichnngssjstem  der  Form""): 

(!«»)  H-^''  ^— '^'>  H— ^^'.  fj+lf-««^' 

mit  den  Nebenbedingungen: 

(170)  \' 

iy=»J  —  0  füry  —  jr  —  0  und  beliebige  «. 

Die  Gleichungen  §  58  (1)  geben  dazu***^): 

(^^^^  äsai^  +  g^«"^'    äJ^  +  5?"^' 

also  wegen  (169): 

imd  damit  weiter: 

(173)  ^-0.     Jf-a-« 
und»*»): 

|-P(a«-A««)*  +  F(y,«), 

(174)  »j  -  -  (o  —  «)  («y#  —  «,«»), 

t-Po^  +  i(a  — «)  («Jf» -«i«*)-i (8 ««•-«*)• 
Die  Fonction  f  (y, «)  vaioSi  dann  noch  der  Differentialgloi<diang: 

(175)         '^ä^»+*äirai  +  *äF-«*  +  ''y' 

den  Anfangsbeding^ungen: 


8SeO)  J.  de  math.  (2)  1,  1866,  p.  89;  AuszOge  Par.  C.  R.  S9,  1854, 
p.  10S7;  41,  1865,  p.  143. 

8861)  nr.  18,  p.  181.  8868)  nr.  14,  p.  186.    3868)  p.  187. 

8364)  nr.  15,  p.  189.  8866)  nr.  16,  p.  181. 
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P-O,     11^=0  far  y-0,   iP  =  0  (l76) 

tind  einer  ziemlich  oomplicirten  Bandbedingung  (die  auch  noch  g^^ 
enthftlt)  gentigen.  Für  die  weitere  Untersuchung  beschränkt  sich 
Saint-Yenant  jedoch  auf  den  Fall,  dafs  sich  die  Differential- 
gleichung auf: 

und  die  Ghrenzbedingungen  auf: 

-(ö|f  +  i,,)d.  +  ö,(||:  +  ,,+  i(f-?|!)).y-0     (178) 

reduciren**^).  Er  behandelt  zuerst  die  Integration  durch  eine  Potenz- 
reihe '^^;  wird  diese  abgebrochen,  so  giebt  die  Grenzbedingung  die 
Differentialgleichung  der  zugehörigen  Randcurven.  Dann  wendet  er 
sich  zu  der  Voraussetzung  rechteckiger  Begrenzung  des  Querschnitts; 
die  Lösung  sei  hier  nur  auf  transcendentem  Wege  möglich ''^).  In 
allen  bisher  auf  diesem  Wege  behandelten  Füllen  sei  wenigstens  in 
der  einen  Bandbedingung  auf  der  einen  Seite  Null  gestanden;  das 
könne  man  auch  hier  erreichen,  wenn  man: 

J\  -  F  -  By^e  -  B^z\  (179) 

einführe.  Dadurch  wird  zugleich  auch  die  Differentialgleichung  auf 
eine  homogene  reducirt;  diese  integrirt  er  durch  eine  harmonische 
trigonemetrische  Beihe*^*).  Eine  Note**^^  macht  darauf  aufinerk- 
sam,  dafs  in  diesem  Falle  wohl  die  Bedingung  F  »>  0,  aber  nicht 
auch  noch  dF/de  »  0  (176)  durch  jedes  einzelne  Glied  der  Beihe 
erfüllt  sei.  Diese  letztere  dient  vielmehr  schliefslich  zur  Bestimmung 
▼on  9^^^). 

Saint -Venant's  Kritik  der  herkömmlichen  Behandlung  dieser 
Probleme  fand  nicht  überall  Zustunmung.  So  führt  Bresse  in 
der  Vorrede  seiner  Vorlesungen  ••^*)  unter  den  „donnies  exp^rimen- 
tales^^  auf  die  er  sich  stützt,  ausdrücklich  an,  dals  ursprünglich 
ebene  und  zur  ,^^xe^'  normale  Schnitte  beides  bleiben,  „sauf  dans 
des  cas  extremes  et  pour  ainsi  dire  exceptionnels  qui  ont  en  defi- 
nitive peu  d'importance  pour  les  constructeurs'S  Doch  nimmt  er 
schliefslich  für  die  allgemeinen  Untersuchungen  einen  vermittelnden 


8366)  p.  138.         8867)  nr.  18,  p.  186.         8868)  nr.  84,  p.  167. 
8369)  nr.  86,  p.  167.         8870)  p.  169.         8871)  p.  161. 
3878)  Conrs  de  m^canique  appl.  prof.  ä  V€c,  des  ponts  et  eh.  1,  Paris 
1869,  p.  VI. 
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Standpunkt  ein,  indem  er  zwar  daran  festhftlt,  dafs  die  Schnitte 
eben  bleiben,  aber  die  Möglichkeit  zul&M,  dafs  sie  sich  so  gegen- 
einander Terscfaieben,  das  sie  nicht  mehr  sor  Axe  nonnal  sind.  Sr 
leitet  unter  dieser  Voraussetzung  die  Form  der  Gleiehang  fftr  die 
kleinen  Schwingungen  ab^^');  auf  ihre  Integration  geht  er  nur  für 
specielle  F&lle  ein''^^).  Dabei  verwendet  er  teils  die  Methode  von 
d'Alembert  (§  4),  indem  er  die  Fortsetzung  der  ursprünglich  nur 
für  einen  begrenzten  Bereich  gegebenen  Functionen  über  diesen  Be- 
reich hinaus  mit  Hilfe  der  Grenzbedingungen  bewerkstelligt"^^); 
teils  die  Methode  der  Reihenentwicklungen,  unter  Berufung  auf 
Poisson**^)  für  die  Coefißcientenbestimnmng"^^.  Für  die  Quer- 
schwingungen eines  gleichmälsig  belasteten  elastischen  Stabes  erhält 
er  die  Differentialgleiohung''^^: 

Er  beseitigt  zuerst  das  Glied  a,  indem  er  die  Ausschläge  von  der 
Gleichgewichtslage  aus  rechnet;  dann  integrirt  er"^^)  durch  eine 
harmonische  Sinusreihe,  unter  Berufung  auf  Lagrange ^^),  ^^)  un4 
Poisson'*^),  ^^.  Zur  Berechnung  der  Coeffidenten  für  den  Fall,  dafs 
eine  rationale  ganze  Function  zu  entwickeln  ist,  bedient  er  sich 
eines  Verfahrens  der  wiederholten  partiellen  Integ^tition"^*). 

Endlich  ist  noch  eine  Untersuchung  von  E.  Phillips*"^)  hier 
zu  besprechen,  obwohl  ihre  Eigentümlichkeit  gerade  in  der  Art  be- 
steht, wie  Phillips  die  oscillirenden  Functionen  entbehrlich  zu 
machen  glaubt.  Sie  betrüQPt  die  Einwirkung  einer  mit  oonstanter 
Geschwindigkeit  V  sich  bewegenden  Last  auf  einen  elastischen 
Balken;  die  Schwingungen  der  beiden  Teile,  in  die  der  Balken 
durch  die  Last  zerflQlt,  sind  dann  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

(181)  |!i=._*»|;i(o^a,^70.    ^^^  —  J^^^iO£x^l-rt). 

Die  Ausschläge  sind   dabei   gerechnet   von    der   Gleichgevnchtslage, 

8878)  nr.  68,  p.  127.        8874)  chap.  VI,  p.  819. 

8375)  nr.  189,  p.  824. 

8376)  nr.  142,  p.  335.  —  Dabei  meint  er  (nr.  138,  p.  328):  „les  d^ 
▼eloppemente  .  .  .  seront  sans  doute  quelquefois  en  d^ant;  mais,  dans 
beaucoup  de  problämea,  on  parviendra  de  cette  mani^re  ä,  remplir  tontes 
les  conditions'^ 

3377)  nr.  148,  p.  844.        8878)  p.  846.        8379)  nr.  144,  p.  349. 
^  8880)  Ann.  des  minea  (6)  7,  1866,  p»  44^7.    Bretse*^^*)  will  auch  hier 
je  ein  Glied  wie  das  letzte  in  (180)  zngefügt  haben. 
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die  der  Balken  unter  der  Einwirkung  einer  festen  Last  und  der 
beweglichen  in  ihrer  augenblicklichen  Lage  einndimen  würde. 
Phillips  f&hrt  dann  zunftchst  die  Grenzbedingungen 

«-0,   1^-0   ftr«-0;   «,-0,   ||-0    fBr«i-.0      (188) 

ein  und  integrirt  unter  ihnen  die  Differentialgleichungen  duifoh 
Beihen  nach  Potenzen  Yon  or,  a;^;  je  zwei  Anfangsglieder  derselben 
bleiben  dabei  unbestimmte  Functionen  von  t^  die  ftbrigeo  drücken 
sich  durch  deren  Ableitungen  ans,  sodafs  er  erhUt**^^): 

sowie  einen  entsprechenden  Ausdruck  fdr  e.  An  der  Übergangs- 
stelle x*^  Vi  nimmt  er  die  Übergangsbedingungen  an: 


g. 


11 


dabei  bedeuten  P,  Q  Constante,  Z  den  Wert  von  t  ^  x^  Yt^ 
und  die  Differentiation  des  letzteren  nach  ^  irt  als  eine  totale  zu 
verstehen.  Werden  die  Entwicklungen  (183)  in  diese  Qleichungen 
eingesetzt,  so  gehen  sie  in  Differentialgleichungen  unendlich  hoher 
Ordnung  flöx  A^  B^  A^^  B^  über,  um  diese  zu  integriren,  setzt 
Phillips  Entwicklungen  nach  fallenden  Potenzen  von  ü^  an*^*)  und 
erhält  so  für  deren  Coefßcienten  simultane  lineare  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung.     Diese  bringt  er  auf  die  Form: 

13"  +  T,i3  -  T,  (186) 

in  der  I\,  T^  bekannte  Functionen  von  t  bedeuten,  und  integrirt 
sie  durch  successive  Approximation,  indem  er  in  erster  Annäherung 
^"  gegenüber  /3  vernachlässigt  Die  Convergenz  der  so  entstehen- 
den Entwicklungen  hält  er  für  genügend  gesichert  durch  die  Be- 
merkung''^),  d&Ts  eine  GrOfse,  von  der  Potenzen  mit  steigenden 
Exponenten  in  den  einzelnen  Gliedern  als  Factoren  auftreten,  in 
praxi  immer  sehr  klein  ist.  Dafs  auf  diesem  Wege  nur  eine  par- 
tiouläre   Lösung  der  Diffidrentialgleichungen  erhalten  wird,    berührt 


SS81)  p.  471.         SS82)  p.  476.         388S)  p.  480. 
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ihn  zunädist  nicht  weiter.  Dagegen  betont  er**^),  dab  die 
Glieder  der  Entwicklung  ffSac  keinen  Wert  von  t  unendlich  groft 
werden. 

Ebenso  behandelt  er  auch  noch  den  Fall  des  an  beiden  Enden 
blo£B  aufgelegten  Balkens,  d.  h.  Grensbedingungen'*^): 

(186)  «  =  0,     |p-0. 

Ffir  die  praktischen  Anwendungen  bricht  er  seine  Entwicklungen 
mit  wenigen  Öliedem  ab'^.  Durch  die  so  erhaltenen  Ausdrücke 
wird  freilich  die  Anfangsbedingung  cy/dt  »  0  nicht  streng  erfüllt; 
aber  er  glaubt  folgendennalsen  zeigen  zu  können,  dafo  das  nur 
geringen  EinfluTs  habe:  Sei  ip(x)  der  aus  den  Formeln  sich  ergebende 
Wert  von  dy/dt  fOr  ^  =  0,  so  kOnne  man  die  Differentialgleichungen 
des  Problems  durch  Entwicklung  in  eine  Sinusreihe  so  integriren, 
dafs  die  Grenzbedingungen  und  die  A  nfangsbedingungen ; 

(187)  y-0,     ^-9(a;) 

erfüllt  würden'^'').  Da  man  auf  diese  Weise  nur  kleine  Schwing- 
ungen erhftlt  (er  zeiget  an  numerischen  Beispielen,  daüs  die  durch 
sie  hervorgebrachten  Ausschläge  sehr  viel  kleiner  sind,  als  die  durch 
die  bewegte  Last  hervorgebrachten),  so  glaubt  er,  man  könne  sie 
ohne  Schaden  vernachlässigend^'^).  Ja  er  zieht  sogar  aus  dem  Um* 
stand,  dafs  seine  Hauptformeln  keine  periodischen  Functionen  ent- 
halten (weil  er  eben  de  facto  nach  Potenzen  der  Zeit  entwickelt 
hat),  den  Schlufs,  es  könne  eintreten,  dals  anfänglich  vorhandene 
Schwingungen    durch    die    Bewegung    der   Last    genau     compensirt 


3384)  p.  495.    Der  von  ihm  daraus  gezogene  Schlufs,  dafs  dasselbe 
auch  für  die  Summen  der  Reihen  gelte,  ist  freilich  nicht  zwingend. 
8385)  chap.  2,  p.  487. 
3886)  chap.  8,  p.  503. 

3387)  p.  492. 

3388)  Dabei  ist  ihm  ein  dreifacher  Schlufsfehlep  begegnet:  einmal  der 
unter ^""^  erwähnte;. dann  kann  ans  dem  umstand,  dafs  die  Differential- 
gleichungen und  die  übrigen  Grenz-  und  Anfangsbedingungen  „bis  auf 
Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  k*^^  erfOllt  sind,  nicht  geschlossen 
werden,  dafs  sie  näherungsweise  erfüllt  sind;  endlich  müfsten,  das  allee 
zugegeben,  wenn  der  Schlufs  richtig  sein  sollte,  die  von  ihm  aufgestellten 
Sinusreihen  auch  die  Übergangsbedingungen  erfüllen,  was  nicht  der  Fall 
ist.  (Wollte  man  das  letztere  vermeiden,  so  würde  man  eben  auf  das 
Hauptproblem  zurückgeführt.) 
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werden  könnten  !''^)i  SchlieÜBlicli  weist  er  noch  auf  eine  unter  ein- 
^BU^heren  Voraussetzungen  durchgeführte  Untersuchung  von  Stokes**^) 
und  auf  verwandte  Probleme  hin^*^). 


Zehnter  Abschnitt. 
Einwirkniig  der  Theorie  der  Fanetionen  complexen  Ar^ments» 

§  66.     Cauchj's  Abhandlung  yon  1822. 

Noch  bevor  A.  Cauchj  zu  einer  ausgebildeten  Theorie  der 
analytiBchen,  Functionen  complexen  Arguments  gelangt  war,  ist  ea 
ihm  durch  Übergang  von  trigonometrischen  Functionen  reellen  zu 
Exponentialfimctionen  rein  imaginftren  Arguments  gelungen,  sunftohst 
die  Integraldarstellungen  willkürlicher  Functionen  fttr  theoretische 
Untersuchungen    wesentlich     geschmeidiger    zu    machen*^').       Die 

8889)  Hier  liegt  also  gerade  der  umgekehrte  Fehlachlufs  vor,  wie  ia 
der  klassischen  StOrongstheorie  der  Astronomen:  dort  wird  aus  dem  Nicht- 
auftreten  von  Sftculargliedem  in  Reihenentwicklungen  geschlossen,  dafs 
sie  periodische  Functionen  darstellen,  hier  umgekehrt  aus  dem  Fehlea 
periodischer  Glieder  in  den  Beihenentwicklungen,  dais  sie  keine  Schwin- 
gungen geben. 

8890)  p.  499.  Stokes  bedient  sich  nicht  der  Methoden,  die  Gegenstand 
dieses  Berichtes  sind. 

8891)  p.  506. 

8392)  J.  6c.  polyt.  cah.  19,  1828,  p.  611.  Nach  einer  Vorbemerkung 
war  eine  vorläufige  Bedaction  Oct.  1821,  die  definitive  Sept.  1822  der 
Akademie  vorgelegt;  einige  der  Zusätze  seien  bereits  Bull.  soc.  philom. 
1821  (p.  101,  146)  und  in  der  Analyse  des  travaux  der  Akademie  fOr  1821 
(Par.  m^m.  6,  1826,  p.  47  der  Eist.)  veröffentlicht.  Die  erstere  dieser  vor- 
läufigen Mitteilungen  enthält  (in  der  definitiven  Bedaction  weggelassene) 
Yorbemerkungen:  Poisson  habe  gezeigt,  dafs  man  das  allgemeine  Integral 
solcher  Gleichungen  durch  Entwicklung  nach  Exponentialfunctionen  dar- 
stellen könne '*'^.  Aber  diese  Darstellung  habe  den  Nachteil  „de  ne- 
pouvoir  se  pr^ter  imm^diatement  ä  la  d^termination  des  fonctions  arbi- 
traires'*.  Man  habe  zwei  Auswege  vorgeschlagen :  der  eine  bestehe  in  der 
Summation  der  Reihen  durch  bestimmte  Integrale  (er  citirt  hier  Poisson  '*'*) 
und  Brisson '*'*),  sowie  eine,  soviel  ich  sehe,  auch  später  nicht  publicirte 
Abhandlung  des  letzteren),  der  andere  in  der  directen  Einfühlung  der 
willkürlichen  Fxmctionen  in  die  Reihen  (hier  erwähnt  er  Fourier's  Ab- 
handlungen über  Wärmeleitung '^'^ ,  sowie  seine  eigenen '''^)  und  die 
Poisson's"'^  über  Wasserwellen,  namentlich  die  11.  Note  der  ersteren*^'^)^ 
Auch  ist  dort  p.  104  angegeben,  wie  man  von  den  Reihen  durch  Grenz- 
übergang zu  den  Integralen  kommen  kann. 
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Eourifii^sche  Foirmel  (für  beliebig  tieie  Variable)  gdit  dadurch 
über  in: 

Dabei  nimmt  Gauch j  die  auf  or,  j3  . . .  bezogenen  Integrationen 
zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  +  <^ ;  in  Bezug  auf  |i,  v . .  . 
könne  man  zwischen  beliebigen  Grenzen  integiiren,  wenn  nur  die 
dep  x,  ^ . . .  beizulegenden  Werte  zwischen  ilmen  eingesehlosaea 
seien**^).  Er  glaubt,  ein  Integral  der  Form  (1)  könne  wohl  un- 
bestinmit,  aber  nicht  unendlich  werden;  $e  Unbestinaiaitheit  könne 
man  aber  durch  Beifftgung  eines  Convergenz&ctors  ^(p),  wie  z.  B.: 

beseitigen^**).  Zum  Beweis  der  Gleichung  (l)  ffthrt  er  ihre  rechte 
Seite  für  n  «^  1  durch  die  Subttitnlion  von  a/A  für  «r  und  von 
x  +  lc^  9Bar  ^  über  in: 

(3)  X  "•//*(")  "^^""^^  ^(*  "*•  *f*)<»«^(»5 

wenn  man  dann  nach  einem  frtther'^^  mitgeteilten  Kunstgriff  das 
nach   fi   zu  nehmende  Integral  durch  die  Einschaltung  der  beiden 

Zwischenwerte  a  —YJCj  a  -^  Yk  in  drei  Teile  zerlege,  könne  man 
sich  überzeugen,  dafo  für  k  ^  0: 

(4)  limX»/'(^)/   I  iff(a)  cOBafidadfi 

wird.  Den  Wert  des  hier  noch  stehenden  Doppelintegrals  bestimme 
man  am  bequemsten  durch  eine  geeignete  Specialisirung,  z,  B.  durch: 

(5)  f(x)^e'"^,     fi^^-oo,     f»,«oo. 

Durch  die  Substitutionen  a  ^  d\  f«  »>  t'  erhftlt  er  weiter''*^): 

(6)  f(x)  -  ^ff^  {OH  -  ««T«)  f{x^dxde 

8895)  §  1,  p.  612. 

8S94)  Eine  Fuisnote  achr&nkt  diese  Behauptung  ein:  wenn  et  nicht 
möglich  sein  sollte,  in  allen  Fillen  einen  passenden  ConyeigenxfiAetor  zu 
besfcinimen,  so  müsse  man  eben  den  Gebrauch  der  Formel  auf  diejenigen 
F&Ue  beschranken,  in  welchen  man  dieser  Bedingung  genügen  könne; 
„mais  lien  jusqu'iL  präsent  ne  nous  porte  ^  croire  que  Ton  se  trouTe 
Jamals  dans  Fimpossibilitä  de  la  zemplir*^ 

8896)  §  8,  p.  621. 
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lind  daraus,  mit  Hilfe  einiger  vorher  abgeleiteter  Sätse  über  mehr- 
fache Integrale,  für  den  Fall,  dafs  die  Function  f  ihre  Argumente 
nur  in  der  Summe  ihrer  Quadrate  enthält,  die  Beduction  eines 
n- fachen  Integrals  auf  ein  zweifaches,  nämlich: 


/ 


/•(«*  +  /5*  H —  •)  cosaacosftjJ  .  .  .  dtnäß  . . . 


(7) 


Für  ungerade  n  könne   man  sogar  auf  ein  einfaches  Integral  redu- 
ciren,  nämlich  auf: 

(-•4»)~-£^ /cos  («yj) /•(««)<»«,     (.-i+*.+...,m.i^)     (8) 


—  oo 


Für  n  »  3  erhalte  man  daraus  durch  Einführung  von  Polarcoordi- 
naten  die  Gleichung  §  45  (3)  von  Poisson  [bezw.  Laplace]  ••^). 
Für  gerade  n  scheine  eine  ähnliche  Beduction  nicht  möglich  zu 
sein;  für  n  »  2  liefere  die  Formel  die  Überführung  eines  Doppel- 
integrals in  ein  anderes'^. 

Für  das  allgemeinere  Integral: 


/ 


QOSttMcosßN , . .  /"(fi,  V,  . .  .)d^dadvdß  . . .,         (9) 


(unter  3f ,  N,  ,  . .  Functionen  von  fi,  v,  . .  .  verstanden)  erhält  Cauchj 
durch  ganz  entsprechende  Umformungen  den  Wert**^): 

(2«)-2'^^*V^.  (10) 


in  dem  L  die  Fanctionaldetenmii&nte  von  üf,  N,  . . .  bedeutet  und 
die  Summe  fiber  alle  LSsungen  der  Gleichungen  M  =•  0,  N  =•  0, . . . 
zu  erstrecken. ist.    Ist  (für  i» -» 2)  M+Ni'm  t(jk  +  vi\  so  wird ••••): 

|JD|-f  (^  +  vi)f  0*-v»);  (n) 

die  Formel  giebt  dann  die  Darstellung  der  complexen  Wurzeln  einer 


8896)  p.  528.  Mit  dieser  Gleichung  Poisson^s  imd  mit  verwandten 
Relationen  hat  sich  Cauchy  noch  öfter  beschäftigt:  ezerc.  de  math.  6, 
1880,  p.  1  (oeuvres  (2)  9,  p.  878);  dann  in  dem  lithographirten  memoire 
von  1886*"'^,  §  1,  p.  13;  endlich  exerc.  d'anal.  1,  1840,  p.  16. 

8897)  p.  529.         8898)  §  4,  p.  588.         8899)  p.  540. 
Jahreiberlcht  d.  Dentoohen  Mathem.-Yereinigimg.    X.  43 
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Gleichnng  durch  bestimmte  Doppelintegrale.  Für  die  reellen  Wurzeln 
specialisirt  sie  sich  zu: 

(12)  *,  -  ^y/cos  («f  0«))  f '  0«)  d^  da. 

Der  zweite  Abschnitt '^^)  bringt  die  Anwendungen  auf  das 
Problem,  eine  Differentialgleichung  zwischen  einer  unbekannten 
„variable  prindpale^^  ip  und  n  +  1  unabhängigen  Variablen  jc,  jf, . . .  ^: 

(18)  ry^r,^  +  r,^  +  r,^  +  ...  =  o 

SO  ZU  integriren,  dals  die  Function  und  ihre  ersten  Ableitungen 
nach  t  fOr  ^ »-  0  gegebenen  Functionen  der  übrigen  Yariabeln  gleich 
werden: 

Cauchy  genügt  zunftchst  diesen  Bedingungen  allgemein  durch  einen 
Ausdruck  der  Form: 

unter  den  Tk  Functionen  von  ^,  f*,  v,  . . .  verstanden,  die  noch  ge- 
wissen Anfangsbedingungen  genügen  müssen;  diese  letzteren  lassen 
sich  durch  Einführung  von: 

(16)  S-To  +  I\tt+T,u«  +  --- 

zu: 

BS  a«ßf 

dt  "■  ^'       dt* 


(17)  s-1,    :ö7-u,     jfrfA 


zusammenfassen.     Geht  dann  ^j^  durch  Einführung  von: 

(18)  f^-^^-^'aPßi  .,.     für      ^   ^        ''' 

über  in  Ak^  so  genügt  der  Ausdruck  (15)  der  Differentialgleichung  (13), 
wenn  S  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung: 

(19)  ^,Ä  +  ^g  +  J.^  +  ...-0 

8400)  p.  644. 
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genügt;  deren   den  Anfangsbedingungen  (17)  genügende  Lösung  ist 
aber  »*•*): 


e„t 


V7  «^ 


S'-^i^)2j(u^e;)F'(e^ 


(20) 


wenn* 

A^  +  A^e  +  A^e^  + F(e)  (21) 

gesetzt  und  mit  0,  die  Wurzeln  der  Gleichung  F(d)  ^0  bezeichnet 
werden.     Wird  noch: 


gesetzt,  so  ergiebt  sich: 


r+l 


T.-J'^_.+.^,  (28) 

man  kann  also  alle  Bestandteile  der  gesuchten  Lösung  aus  dem 
Integral: 

q  -  -^  r"^iJc«'(*-/')+/»'(r-'')+  •  elad/J  . .  .  (24) 

ableiten,  das  selbst  der  Differentialgleichung  (13)  genflgt*^.  Cauchj 
schliefst  mit  der  Bemerkung '^:  man  erhalte  auf  diesem  Wege  die 
allgemeine  Lösung  des  Problems,  wenn  man  sicher  sein  könne,  dafs 
jede  Lösung  von  (13),  die  den  AnfEmgsbedingongen: 

9  =  0,     lf-0,     1^-0.     ...fUrf-O  (26) 

genüge,  identisch  Null  sei.  Das  letztere  h&lt  er  jedoch  nicht  fttr 
erwiesen,  da  er  Fftlle  gefanden  hatte,  in  welchen  die  Maclaurin'sche 
Entwicklung  einer  Function  identisch  null  ergiebt,  ohne  daHs  die 
Function  selbst  identisch  null  ist. 

Die  Litegration  einer  Gleichung  mit  dem  zweiten  Glied /*(:(,  y,  •••,^) 
lässt  sich  auf  die  Litegration  der  entsprechenden  Gleichung  ohne 
zweites  Glied  zurückführen,  indem  man  ein  particulares  Litegral  der 
ersteren  sofort  in  der  Form  erh&lt'^^): 

^      (2^r+V  ^  (26) 

X  diidadvdß  ' ' '  dtdOj 

wo  A  dadurch  aus  der  linken  Seite  von  (19)  hervorgeht,  dafs  man 
darin  auch  noch  drS/df  durch  (•t)''  ersetzt. 

8401)  p.  548.         8402)  p.  660.        8408)  p.  661.        8404)  $  2,  p.  662. 

48* 
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Naoh    dieaen    allgemeineii    AuseinaadtnetBuigeQ    wendet    ticb 
Cauchj  zu  speciellen  Fällen,  zunächst  zu  der  Oleichung*^: 

(27)  |^_r.,-0. 

Ihr  Integral  erschtint  sunlchat  in  der  Oeetelt: 

(28)  V-^fo  J^f'^^f"^  V,  ■  ■)fl(,dv  •  "i 
da  aber  hier: 

ist,  so  erh&lt  man,  wenn  man: 

(30)  ^  ,,  f  =  ^£(f^'^T 

und 

(31)  r^*Ve«'(*-/')+/»«(r-"')+'£fflfd/J  . . .  -P 


setzt: 


(32) 


q>  —   >    I  -P/i(f*t  V,  •  •  ')diAdv  •  •  •  df*, 


sodaGs  also  an  Stelle  von  Differentiationen  nach  t  Integriktionen  auf- 
treten. Dabei  sei  die  Lösung  der  algebraischen  Gleichung  (21) 
nicht  erforderlich;  man  könne  die  auftretenden  symmetrischen  Func- 
tionen ihrer  Wurzeln  mit  Hilfe  der  Gleichung  (12)  ausdrtlcken. 

Eine  Fufsnote  fttgt  freilich  bei:  das  biete  doch  noch  gewisse 
Schwierigkeiten;  er  habe  deshalb  die  betr.  Entwicklungen  des  ICanu- 
scripts  beim  Abdruck  unterdrückt  Das  einfachste  sei,  diese  Summen 
durch  die  Formeln  des  Anhangs  auszudrucken.*^ 

Hat  die  Gleichung  noch  spedeller  die  Form*^: 

(33)  (2)5  +  jDj  +  .  .)'^  .  nfip, 
so  wird: 

(34)  ö,  -  ,,(a«  +  ^«  +  .  .)m^     ,;:»»(-l)«, 
also  wenn: 


3406)  I  •,  p.  562.        5406)  f  4,  p.  555.        8407)  §  5,  p.  555. 
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iz«»»'  -  f(t)  (86) 

gesetzt  wird, 

2'-/-((a»  +  /J»+..)'"0  (86) 

und  folglich  wird  nach  (8)  fBr  ungerade  n  —  2r  +  1  erhalten: 

ftbr  gerade  n  erh&lt  man  fttr  P  ein  Doppelintegral  TOn  der  Art 
wie  (7). 

FOr  die  Gleichung  der  Wftnneleitung  IftM  sich  das  Int6gral 
ftbr  P  ausführen  und  man  erh&lt  Fourier's  Gleichung  §  47  (4)**^); 
für  die  der  schwingenden  Platten  erhält  man  das  Integral  in  der 
Form  §  45  (14)^^^;  ftbr  die  der  Schallbewegung  erscheint  P  in 
unbestiaunter  Form,  doch  gelingt  Cauchj  die  Auswertung  mit  Hilfe 
eines  Gonvergenzfactors^^^);  durch  Einfdhrung  von  Polarooordinaten 
gelangt  er  dann  zu  der  Form  §  45  (10). 

Es  folgen  nun  die  erst  beim  Druck  angefügten  Zus&tze.  Der 
erste  derselben '^^^)  betrifft  die  Gleichung: 

Spedell  ftbrffi">-{«2,  a»  —  1  findet  Gauchy  zunächst: 

+  /  /  I  9io\atco9(ax  --  aii)fi{(k)dikdadtU 
oder  durch  Einführung  des  Gonvergenzfactors  e"^^: 


(39) 


—  00 

t      «0 


yy«"""  cos  (^)/i(« + iuVk)dudt^ 


(40) 


+ 

6  —00 

Andererseits  hatte  Gauchy  in  der  vorläufigen  Mitteilung  ^^')  aus  der 
Gleichung: 


8408)  p.  660.         3409)  p.  661. 

8410)  p.  664.     Bull.    BOG.    philomat.    1821,    p.  147    auch    die    ent- 
sprechenden Fonneln  für  Wasserwellen  (9  48,  88  und  47). 

8411)  9  6,  p.  666.        8412)  Bull.  soc.  philomat.  1821,  p.  160. 
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(41)  r/6-*«'cM)8o^co8(««— a^)/^(^)cl«dfi— «[/(a?+0+/'(«--0]t 
npar  analogie^  auf: 

(42)  /  / «"*"*  ffof  at cos  («»  -  ai»)f(fi)d€c dfß, 

=  n\f{x  +  it)  +  /-(o?  -  tO] 

geschlossen  und  so  die  Ldsung  der  Gleichung  (38)  für  diesen  Fall 
in  der  Form  erhalten: 

i 

(43)  9-|[/o(«+»0+/i(«-*0]+i/l/i(«+»0+/i(«-*0]<*^; 

0 

er  hatte  femer  aus  der  Yergleichung  der  beiden  Formen  (40)  und 

(43)  den  Schlufis  gezogen,  daiüi  man  die  Definition  der  zun&chst 
nur  fttr  reelle  Werte  von  x  gegebenen  Function  f{x)  durch  die 
Oleichung: 

c"  Tc—'cos /':^y(a?  +  2wyifc)(fu 

0   —00 

auch  auf  complexe  Werte  ausdehnen  könne.  Jetzt  fOgt  er  hinzu  **^: 
man  kOnne  mit  dem  Ausdruck  (43)  überhaupt  nichts  anfangen,  so 
lange  man  nicht  Yon  der  Function  f(x  +  it)  eine  von  der  Form  der 
Function  f(x)  unabhängige  Definition  gegeben  habe.  Man  könne 
das  zwar  auf  folgende  Weise  thun:  unter  f(x  +  it)  ist  eine  Func- 
tion ip(xj  t)  zu  yerstehen,  die  der  partiellen  Differentialgleichung: 

(«)  H  -  *u 

genügt  und  sich  fttr  ^ »  0  auf  f(x)  reduoirt.  Aber  es  sei  leicht 
zu  sehen,  daDs  diese  Definition  wieder  auf  die  Integration  der 
Gleichung  (38)  zurückführe,  sodaüs  es  einen  Cirkel  inyolviren  würde, 
wenn  man  sich  dann  der  Formel  (43)  zur  Integration  dieser  letz- 
teren bedienen  wolle. 

Für  die  Gleichung»*"): 

(Aß)  d^      d^ 


S418)  J.  6c.  polyt.  cah.  19,  p.  667.        3il4)  p.  568. 
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erscheint  P  ebenfalls  in  unbestimmter  Form: 

P^^  r(it)\{ty^y^'-f^da,  (47) 

Man  kOnne  dem  entweder  auch  hier  durch  Einführung  eines  Con- 
yergenzfactors  abhelfen,  oder  auf  folgendem  Wege  •***):  sei: 

Ä-Vh  +  Ti  +  iV^-.  (48) 

wenn  man  dann  in  der  Identität: 

nach  «  Ton  0  bis  «  und  nach  ß  ron  —  oo  bis  +  oo  integrire,  er- 
halte man  eine  Oleichnng,  die  aussagt,  dab  das  Integral: 

7^  r^^+fit+TTTTTü/       1  1      V^i 


da 


—  00 

Yon  o  unabhängig  ist  Sein  Wert  ist  also  «  V^,  wie  fär  o  »  0. 
Wenn  man  dann  yui  durch  — yai  ersetze  und  addire,  erhalte  man: 

*.I(V^)  -  ;^/>".-Är,  ^.  („) 

Damit  geht  P  in  ein  dreifaches  Integral  über;  setze  man  dieses 
ein  und  übertrage  die  Fourier'sche  Integralformel  auch  auf  complexe 
Functionen,  so  erhalte  man  die  Lösung  in  der  Form: 


I    ae 


(52) 


JJ'^  \       ^CÄ  +  Z*»)/  Vh  +  ßi 

übereinstimmend  mit  einer  Angabe  Poisson's^^^.  Aber  diese  Form 
bringe  dieselben  Schwierigkeiten  mit  sich  wie  (43);  und  dasselbe 
gelte  von  allen  Formeln,  in  denen  imagin&re  Oröfsen  unter  den 
Zeichen  willkürlicher  Functionen  erscheinen. 


8416)  Für  die  hier  vorkommenden  Wurzebi  aus  complexen  Zahlen 
sind,  wie  p.  698  nachträglich  bemerkt  wird,  die  Hauptwerte  zu  nehmen. 

8416)  Im  Auszug  aus  der  §  61  besprochenen  Abhandlung,  Bull.  soc. 
philom.  1882,  p.  188.    Die  Formel  ist  ein  Specialfall  von  §  61  (16). 
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Es  folgen  allgemeine  Bemerkungen  und  Zns&tKe*^^,  die  einen 
Abrifs  Yon  Cauchj's  Theorien  der  singol&ren  Integrale,  der  Haupt- 
werte  der  bestimmten  Integrale,  der  Residuen  und  ihrer  Anwendung 
auf  die  Integration  gewöhnlicher  linearer  Differentialgleickungen 
geben.  Ein  Pottscriptum^^^  hebt  noch  einmal  hervor,  dals  es 
zweckmftlisig  sei,  das  bestimmte  Integpral  nicht  als  Differenz  zweier 
Werte  einer  Primitivfünetion,  sondern  als  Summe  der  unendlich 
kleinen,  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Differentialausdracke 
aufzufassen.  Unter  andern  Vorteilen  dieser  Auffassung  zl^t  er  auf: 
„eile  pennet  de  siparer  facilement  chaque  ^uation  imaginaire  en 
deux  ^uations  r^elles^.  Schliefslich  bemerkt  er  noch,  dafs  man  den 
Hauptwert  eines  bestimmten  Integrals  nicht  immer  unter  dem 
Integralzeichen  diffN'entüren  dürfe;  man  mtksse  vielmehr  in  solchen 
Fällen  auf  seine  Definition  als  Orenzwert  zurückgehen^^*). 

Von  einer  wenige  Monate  späteren  Abhandlung  Oauch/s  ist 
ein  Teil  in  die  eben  besprochene  hinein  verarbeitet,  der  Best  erst 
nach  einigen  Jahren  und  nur  im  Auszug  veröffentlicht  worden**^). 
Er  betrifft  die  Integration  von  linearen  Differentialgleichungen  mit 
veränderlichen  Coefißcienten,  zunächst  von  solchen  erster  Ordnung. 
Hat  eine  solche  die  Form**"): 

(53)  Kfp  +  -j^  +  —^  + h  -^  «  f{x,  y, . . .,  i) 

und  sind  8^  U^  V^ . ,  .^  W  dieselben  Functionen  von  u,  «, . . .,  wie 
JS^  JS^  7*,  . . .,  T  von  ^  1^,  . . .,  so  setzt  Cauchy  an: 

(54)  9«  (^)*  r**^'«*—)-»-/^««»— )+    -^dfidcdvcl/J.  .  ., 

unter  u,  t;,  . . .,  ^  Functionen  von  fi,  v,  . . .,  t  verstanden;  er  erhält 
dann: 

(55)  Ktp  -  (^)"  r^"^(!«'>--»)+/»'Cr-t)+-  S,/,rf^d«dvcl/J  ....... 

und  auf  Grund  von  (10): 

8417)  J.  6c.  polyt.  cah.  19,  p.  571. 

S418)  p.  690;  ebenso  Bull.  soc.  phüomat.  1822,  p.  171. 

8419)  p.  691. 

8420)  Pitf.  m^m.  9,  1880,  p.  97;  vom  Mai  1828. 

8421)  Cauchy  hat  eine  nur  scheinbar  allgemeinere  Form. 


§  M.    Catichy*8  Abhandlung  von  1822.  681 

wo  jetzt  L  die  Fonctionaldeterminftnte  Ton  u,  t;, . . .  nach  o?,  y, . .  . 
bedeutet  Wird  das  alles  in  (58)  eingesetzt,  so  entsteht  eine 
Gleichnngi  die  jedenfalls  erf&llt  ist,  wenn  die  unbekannten  Func- 
tionen den  Gleichungen  genügen: 

^-^"^'  ^-^-O.--.  St»;+Tr|f-|i|/'(«,f;,...,0;  (57) 
und  wenn  sie  aufserdem  noch  den  Anfangsbedingungen  genügen: 

so    redudrt    sich    tp    fOr    ^ » 0     auf    die    willkürliche    Function 

Ein    um    dieselbe    Zeit   publicirter    Aufsatz    Gauchj's'*^    be- 
schäftigt sich  speciell  mit  Gleichungen  der  Form: 

g|-.^|!^  +  ...  +  2F5i!f.  (69) 

Seine  allgemeinen  Methoden  geben  hier  zunächst: 

H  =  (^)*  rV'(*-^)+     CTdXrfacl^rf/J.  .  .,  (60) 

wo   TJ  die  Function  ist,  die  der  Differentialgleichung: 

Dfü'+Ö'D'-O  (61) 

und  den  Anfangsbedingungen: 

Cr-iii(X,^,v),     AÜ'=.JI(X,|[i,v)     för^-0  (62) 

genügt,  also  den  Wert  hat: 

t 

CT  —  »  (1,  ^,  v)  cos  Qi  +  mI(^  f*,  v)  cos  9id%.  (63) 

0 

Gauchy  bemerkt ^^),  man  könne  diese  Lösung  vereinfachen,  indem 
>man: 

»•-u4ft«  + |-2Fa/J  (64) 

durch  eine  lineare  Substitution  auf  die  Summe  Yon  Quadraten: 


MUS)  Eine  SchluHibemerkang  betagt  (p.  108):  wenn  man  diese  Methode 
auf  die  aUgemeinste  Gleichung  2.  0.  mit  zwei  unabhängigen  Yariabeln 
und  mit  zweitem  Glied  anwende,  sehe  man,  dafs  man  über  das  zweite 
Glied  immer  so  verfagen  könne,  dafs  die  Gleichung  ,4ntegrabel'*  werde. 
In  welchem  Sinne  gebraucht  hier  Cauchy  diesen  Terminus? 

8428)  J.  6c.  polyt.  cah.  20,  1881,  p.  297.        8424)  p.  299. 
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(66)  Ö«  -  ff  i4  +  jy^  +  JyJ 

redudre.  Man  kOnne  dann  das  dreifache  nach  o^,  ^n  /x  zu  nehmende 
Integral  in  ein  einfaches  umformen  und  dieses  durch  Einfthrang 
eines  Gonvergenzfactors  auswerten,  sodafs  die  Lösung  die  Form  an- 
nimmt*"*): 

9jc   n 


(66) 


T— 1  I  tBmpn(l^m^n)dpdq 


0     0 

tif  n 


lili  I  /^sini)jr(/,m,n)di)dg, 


0      Ö 


wo: 


(67)    I  «=  a?  +  ^/ff  cosi),     w  — y  +  <  VÄsinp  cos  g  +  -^  ^V^cosp, . . . 

Sind  ity  n  nur  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  von  Null  ver- 
schieden, so  kann  das  Integral  nur  dann  von  Null  yerschiedene 
Werte  annehmen,  wenn  l^  m^  n  sehr  klein  sind,  also  in  der  Nfthe 
der  zu  (65)  polarreciproken  Flftche: 

^^yl  +  m^fi 

G  ^  H^  J       ^' 

Diese  stellt  also  die  „surface  de  l'onde"  vor •**•).  Für  G^H^J 
komme  man  auf  die  von  Poisson*^  gegebene  Form  der  Lösung 
zurück  •*•'). 


§  67.    Weitere  Verwendung  der  Fourier'schen  Integrale 

durch  Cauchv. 

In  einer  einige  Jahre  späteren  Abhandlung '^'^  zeigt  Cauchj, 
wie  man  die  Fourier'sche  Integralformel  und  Verallgemeinerungen 
derselben  von  seinen  S&tzen  über  Functionen  complexen  Arguments 
aus  erhalten  könne.  Doch  besaüsen  diese  Sätze  damals  bei  ihm 
noch  nicht  den  später  erreichten  Grad  von  Allgemeinheit  und 
Eleganz;  vielmehr  hatte  er  als  Integrationsweg  ursprünglich  immer 
den  Umfang  eines  Rechtecks  gewählt  und  war  erst  kurz  vorher 
von  da  aus  durch  Einf&hrung  anderer  Integrationsvariabeln  zu 
allgemeineren  Formulirungen  gelangt,  die  aber  den  Begriff  des 
willkürlichen  Integrationswegs  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen 


3426)  p.  808.         8426)  p.  805.         8427)  p.  809. 

8428)  Exerc.  de  math.  2,  1827,  p.  112;  oeuvres  (2)  7,  p.  146. 
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immer  noch  nicht  enthielten,  überhaupt  nicht  in  geometrischer,  sondern 
in  rein  analytischer  Formulirong  auftraten '*'^.  So  gelangt  er  n.  a. 
zn  der  Formel*"^): 

/«  c 

{ (a+bi)fira+rbi)-ia+ei)f{ra-He{)  ]  dr-.iff(^)  ^  •    (1) 

Indem  er  diese  Formel  auf  die  Function: 

/'(O -/«-'«' -"'fW^^f  (2) 

anwendet  und  eine  neue  Integrationsyariable  8  durch  die  Oleichung: 

0?  —  fi  —  e«  (8) 

einführt,  erh&lt  er  zun&chst  f&r  ihre  rechte  Seite  den  Wert: 

i    le-^''^P''>'^(x  '-e8)dpd8.  (4) 


e        So 


Hier  zerlegt  er  das  innere  Integral  durch  Einschaltung  yon   1/V^ 
in  zwei  andere;  von  diesen  reducirt  sich  das  erste  ftlr  lim€»0  auf: 


bK*).  (5) 


a+p 
das  andere  auf  Null  und  er  erhält: 

OD       X 

0     Xo 

mit: 

A  «  arctg  -  -  arctg  ~,     -B  =-  flog  -^r^ 

Daneben  stellt  er  die  Formel: 


(6) 


8429)  Man  vgl.  etwa  die  Darstellung  in  der  in  §  66  besprochenen 
Abhandlung*^'"),  sowie  die  Abhandlung  über  bestimmte  Integrale  sswischen 
imaginären  Qrenzen,  Par.  sav.  [^tr.]  1,  1827,  p.  619  (vom  Aug.  1814  u. 
Sept.  1826;  Oeuvres  (1)  1,  p.  819).  Die  allgemeinere  Auffassung  erscheint 
erst  in  dem  1826  separat  veröffentlichten  ,,mdmoire  sur  les  integrales 
d^finies,  prises  entre  des  limites  imaginaires*'  (abgedruckt  Darb.  Bull.  7, 
1874,  p.  266;  8,  1876,  p.  48,  148). 

8480)  Glchg.  16,  p.  149.    Der  Integrationsweg  ist  hier  der  [Jmfiang  des 

Dreiecks,  dessen  Ecken  sind:  a^  a  A ,  a  -\ • 
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(7)  K*)  -  ^/J{  («  +  »0  •-<-»«<— ' 

0     X 

-  (a  +  ct)c"^*+*'^<''''~'''Mf  W^f*^n 
beide  znsammen  geben: 

(8)  H*)  -  Bhifß^'  +  60*-(-+»O.(.-.) 

0    «b 

Für  a  =  0,  6  =  1,  c=-  — 1  ist  das  die  Fonrier'sche  Formel****). 
Fflr  ft  ••  0  tritt  zuiifidiBt  ein  nnbestixomter  Ausdrack  auf^  den  man 
aber  nach  der  Regel  der  Differentialrechnmig  auswerten  kann****); 
man  erhält: 

0     Xo 

was  unter  Umständen  der  Fourier'scfaen  Formel  Yorzoziehen  seL 

Ein  etwas  späterer  Aufsatz*^  giebt  die  Fotirier'sche  Formel  fftr 
beliebig  viele  Variable  in  der  Umformung  §  66  (1),  merkwtLrdiger* 
weise  wie  wenn  sie  ganz  neu  wäre,  dazu  eine  entsprechende  Yei^ 
allgemeinerung  der  Gleichung  (9). 

Dazwischen  ist  Gauchy  audi  noch  einmal  auf  seine  AuffiMSung 
der  Fourier'schen  Formel  als  einer  Beziehung  zwischen  zwei  „reci- 
proken  Functionen^* *^*)  zurückgekommen****),  um  sie  auf  die  Trans- 
formation bestimmter  Integrale  und  unendlicher  Reihen  anzuwenden. 
So  erhält  er,  wenn: 

00  00 

(10)    rt>ix)  -  yiJcMirx)  f(r)dr,    f{x)  -  y~Jt>M{rx)^(r)  dr 

0  0 

gesetzt  wird,  durch  Summation  unter  dem  Integralzeichen****): 

c«)   l'^rt..)  -  vif,  _'.:  — ;  .M')  *. 

Für  e^  1  wird  das  Integral  rechts  unbestimmt;  es  zerfällt  (ygL 
§  48)  in  eine  unendliche  Reihe  von  Poisson'schen  Integralen.    Cauchy 

8481)  Glchg.  88,  p.  162.        848S)  p.  168. 

8488)  ib.  p.  167,  bezw.  p.  196.        8484)  ib.  p.  141,  bezw.  p.  177. 

8486)  Glchg.  48,  p.  186. 
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filhrt,  ohne  aof  Poisson  Besng  zu  nehmen,  den  Grenzübergang  an 
den  einzelnen  Gliedern  sorgfältig  ans*^'*)  und  erhält  so  als  Grenz- 
wert der  rechten  Seite: 

;(Mo)+l.c-?)i 

«  =  1 

und  damit  den  Satz^'^:  Wenn  a,  ß  durch  die  Relation  «|}  »  tt 
yerbunden  sind,  so  ist: 

Ersetzt  man  in  der  Ausgangsgleichung  f{x)  durch  f(x)  cos  6Xy  so 
ist  ^(x)  durch  j[v(|a?  +  ö|)  +  y(l«  —  ö|)]  zi;  ersetzen**");  dann 
erhalt  man  für  0  ^  Ö  ^  ß*^); 

y^{i/"(0)  +  r(a)cosöa  +  /•(2a)cos2Öa  +  •  •) 

\Vß[g>{6)+9(ß'-6)+q>(ß+e)+q>(ßß--e)+ip{2ß+e)+-]' 

Spedelle    Annahmen   über   die    Function  f(x)   geben    spedeUe 
Besultate;  von  diesen  sind  die  folgenden  fOr  uns  Yon  Interbsse: 

y'%       1 
—  -T--7- — i;  daraus  ergiebt  sich  eine  Glei- 

chung,     die    im    wesentlichen    mit    §    16    (19)    identisch    ist**^). 

f(x)  «SS  c~  t  giebt  auch  q>  {x)  «■  e"  *  ;  damit  liefert  die  Glei- 
chung (13): 

OD  «» 

Va26~*'^cos2nar  =  }/6  Ve-(''+»*)*,     (ßt^n)   (14) 


«3  —  00  «a  — 00 


also  eine  Fundamentalformel  der  Transformationstheorie  der  ellipti* 
sehen  Thetafnnctionen'^^). 

Eine  dritte  Abhandlung  desselben  Bandes '^')  betrifft  „die  Ana- 

8id6)  p.  187. 

8437)  Glchg.  71,  p.  100;  auch  schon  Bull.  soc.  philomat.  1817,  p.  124. 

8438)  p.  178;  auch  schon  Bull.  soc.  philomat.  1817,  p.  122. 
3489)  Glchg.  78,  p.  190.        3440)  Glchg.  84,  p.  192. 

3441)  Glchg.  90,  p.  198.  Den  speciellen  Fall  o  »  0  hatte  Cauchy 
bereits  Bull.  soc.  philomat.  1817,  p.  124  mitgeteilt;  inzwischen  hatte  auch 
Poisson  die  allgemeine  Formel  abgeleitet  (vgl.  die  Nachträge  zu  §  61). 
Auch  berichtet  Cauchy  (oeuvres  (2)  7,  p.  194),  Laplace  habe  sich  fCür 
die  specielle  Formel  interessirt  und  sie  nach  einer  besonderen  Methode 
für  kleine  a  verificirt.  Später  (Par.  G.  B.  10,  1840,  p.  662;  oeuvres  (1)  6, 
p.  166)  giebt  Cauchy  selbst  eine  solche  Yerification. 

3442)  Ezerc.  de  math.  2,  1827,  p.  169;  oeuTres  (2)  7,  p.  198. 
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logie  der  Potenzen  und  der  Differenzen",  d.  h.  das,  was  man  sp&ter 
die  Trennung  der  Quantitäts-  und  der  Operationssymbole  genannt 
bat,  im  AnscbluTs  an  (soviel  ich  sehe  nicht  publicirte)  Ideen 
Brisson's.  Gauchy  nimmt  hier  die  Gültigkeit  der  Integralformeln 
auch  ffkt  den  Fall  in  Anspruch,  daJGs  ein  Teil  der  vorkommenden 
Zeichen  nicht  GTrOften^  sondern  Differenzen-  oder  Differentiations- 
symbole vorstellt;  er  erhält  sa  die  beiden  Gleichungen '^i 


(15)  F(D)f(x)  -  ^jye«'(«-«F(«»7/(i)di(l«, 

(16)  F(j)f(x)  -  i-yY«"'^'"''^(«*"'  -  1)/'W  «** **«' 

sowie  eine  dritte  fttr  gemischte  Differenzen,  um  diese  und  ähn- 
liche Formeln  abzuktkrzen,  bedient  er  sich  der  eigentOmlichen 
Schreibweise: 

(17)  -^  r/V"«-^)  9(«)/'(i)  dl  da  -  9(«)m, 
sodafs  z.  B.: 

allgemeiner 

(18)  9»(«)2'«'''«(«)  -2*'"''W«(*) 

ist,  und  eine  entsprechende  Formel  auch  für  Integrale  gilt.  Femer 
gelten  mit  dieser  Bezeichnung  die  Gleichungen: 

(19)  v(«)h(«)  f(»)]  -  [vW  z(«)]  m, 

(20)  9(«)[e'*'z(«)f(«)]  -  ^-'9(0  +  «)z(«)  A«). 

die  für  rationale  ganze  Functionen  g>{a\  x(€t)  auch  aus  (15)  abge* 
leitet  werden  können. 

Gauchy  giebt  entsprechende  Formeln  för  Functionen  mehrerer 
Variabein '^^)-,  dann  wendet  er  sich  zu  einer  Darstellung  der  beiden 
Methoden,  durch  die  B rissen  lineare  Differentialgleichungen  mit 
Constanten  Goefficienten  symbolisch  zu  integriren  gelehrt  hatte.  Die 
erste  derselben '^^)  beruht  auf  folgender  Bemerkung:  Ist  F^F^F^^ 
so  l&fst  sich  die  Integration  der  Gleichung: 

(21)  -F(Dx)f«  -  f 
zurückführen  auf  die  der  beiden  Gleichungen: 


8443)  §  2,  p.  202.         8444)  %  3,  p.  206.         8446)  §  4,  p.  209. 
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F^ip^^v^f,    F^{D^)u^v.  (22) 

Fflr  gewöhnliche  Differentialgleichungen    ist   eine    solche  Zie 


immer  möglich,  z.  B."**^: 

(D»  -  l)y  -  f(x)  (28) 

gieht: 

(D  -  !>  - /-(o?),     (D+l)y-ir,  (24) 

also: 

g^^  Jer' f{x) dx,     y  —  e"«  Cb^ dx.  (25) 

Die  beim  Einsetzen  entstehenden  mehrfachen  Integrale  lassen  sich 
durch  partielle  Integration  auf  einfache  zurückfahren.  Gauchj  be- 
spricht noch  die  bei  gleichen  Wurzeln  auftretenden  Modificationen*^^ 
und  giebt  entsprechende  Formeln  für  Differenzengleichungen '^. 

Auf  partielle  Differentialgleichungen  lälst  sich    diese  Methode 
nur  in  spedeUen  Fällen  anwenden '^^.     So  ist  z.  B.: 

i»  -/7(«,  y  +  »-s)d8  +  ip(sf  +  x).  (26) 

das  allgemeine  Integral  der  Gleichung: 

(2).-2),)*-/-(«,y),  (27) 

daraus  ergiebt  sich  die  Integration  von  Li  —  Hp^  f  durch  Zer- 
legung in  (Dy  -h  Dp)  (D«  —  2>y),  u.  a.  ul 

Die  zweite  Methode  ^^^)  beruht  auf  der  Partialbruchzerlegung.  Ist: 

so  erhält  man  „das  allgemeine  oder  wenigstens  ein*'  Integral  der 
Gleichung: 

F(2>^,-0«-^(-D«.-) /"(«»••)  (29) 

in  der  Form: 

^-2f,'  (30). 

fk 
in  der  ^r  f  das  Integral   von  F^u »  f^f  bezeichnet.     Das   wendet 

Gauchy  auf  die  schon  nach  der  ersten  Methode  behandelten  Bei- 
spiele an. 


8446)  p.  812.         8447)  p.  216.         8448)  p.  216. 
8449)  p.  222.         8460)  p.  226. 
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Ein  Nachtrag '^'^^)  stellt  die  Integration  der  Oleichongen  (20) 
nnd  (29)  nach  der  Methode  der  Variation  der  Gonstanten  noch  ein- 
mal dar.  Für  partielle  Differenzengleiehnngen  macht  Gauchj  dabei 
von  seinen  Formeln  (lÖ,  16)  Gebrauch •**^. 


§  68.    Oauchy's  Abhandlungen  ftber  die 
Anwendung  der  Besiduenrechnung  auf  Fragen  der 

mathematischen  Physik. 

Während  in  den  bisher  besprochenen  Untersuchungen  Cauchj's 
die  Theorie  der  Functionen  complexen  Arguments  wesentlich  nur 
zu  bequemerer  Formulirung  vorher  schon  bekannter  Sfttze  über 
nach  oscillirenden  Fimctionen  fortschreitende  Integrale  gedient 
hatte,  sind  die  nach  solchen  Functionen  fortschreitenden  Reihen 
erst  durch  die  Einführung  des  Begriffes  des  Residuums  einer  ent- 
sprechenden Behandlung  zugänglich  geworden. 

Unter  dem  Residuum  einer  Function  f{e)  in  einem  Punkte  e^ 
versteht  Gauchy  nämlich  den  Goeffidenten  der  (—  1)**^  Potenz  in 
der  Entwicklung  der  Function  nach  Potenzen  von  » —  b^^  oder 
nach  seinem  Integralsatz,  den  durch  ini  dividirten  Wert  des  um 
den  Punkt  z^  herum  in  positivem  Sinne  erstreckten  JntegTdlsJf(/)dz. 
Unter  dem  Integralresiduum  (r^du  integral)  einer  Function 
versteht  er  dann  die  Summe  sämtlicher  Einzelresiduen,  die  die 
Function  in  der  ganzen  Ebene  besitzt,  also  den  durch  2ni  dividirten 
Wert  des  Integrals,  genommen  über  eine  „unendlich  grofte^  Curve. 

Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dafs  Gauchy  den  allgemeinen 
Begriff  des  Integrationsweges  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen 
ursprünglich  nicht  besessen  zu  haben  scheint,  ihn  jedenfalls  in  seinen 
älteren  Arbeiten  nicht  gebraucht;  vielmehr  wählt  er  dort  als  Inte- 
grationsweg stets  den  Umfang  eines  Rechtecks,  dessen  Seiten  zu  den 
Goordinatenaxen  parallel  sind*^'^).  Will  er  einen  anderen  Integrations- 
weg benutzen,  so  bildet  er  ihn  erst  durch  eine  geeignete  Trans- 
formation auf  ein  solches  Rechteck  ab;  erst  allmählich  hat  er  sich 
von  dieser  Umständlichkeit  frei  gemacht.  Demgemäfs  ist  bei  ihm 
unter  dem  Integralresiduum  ursprunglich  der  Wert  des  genaimten 
Integrals,  genommen  über  ein  solches  Rechteck  mit  unendlich  langen 
Seiten  zu  verstehen;  genauer  ausgedrückt,  der  Grenzwert,  dem  sieh 
der  Wert   des   über   ein  endliches  Rechteck  genommenen  Integrals 


8461)  p.  236.         8462)  p.  248. 
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nähert,  wenn  man  die  Seiten  desselben  über  alle  Grenzen  wachsen 
Iftfst.  Es  ist  übrigens  nicht  erforderlich,  dafs  ein  solcher  Grenzwert 
unabhängig  von  der  Art  vorhanden  ist,  wie  man  die  Seiten  ins 
Unendliche  wachsen  läfst;  es  genügt,  wenn  man  eine  abzahlbare 
Folge  Yon  solchen  Rechtecken  Cq,  C|,  C,,  ...  angeben  kann,  so 
dafs  ihre  Seiten  schliefslich  über  jede  Grenze  wachsen  und  dafs  der 
Grenzwert: 

lim  ff{z)dz  (1) 

existirt.  Das  bringt  ey.  mit  sich,  dafs  die  Summe  der  Einzel- 
residnen,  denen  das  so  definirte  Integralresidnnm  gleichgesetzt  wird, 
auch  nur  bedingt  conyergirt.  Durch  die  C«  ist  nämlich  zugleich 
eine  bestimmte  Reihenfolge  der  singulären  Punkte  Yon  f(z)  festgelegt, 
in  welcher  jedesmal  die  zwischen  C«.!  und  Cn  gelegenen  den 
zwischen  Cn  und  Cn-^-i  gelegenen  yorausgehen;  diese  Reihenfolge  ist 
dann  auch  für  die  Summation  der  Einzelresiduen  mafsgebend. 

Ein  Gfrenzwert   der  angegebenen  Art  ist  jedenfalls   dann  yor- 
banden,  wenn  man  zwei  Zahlenfolgen: 

^>  ^8»  ^si  •  •  •?     lima?«  —  oo;     yi,  y«,  y«  . .  .;     limy„  =  oo 


»aao 


yon  der  Art  finden  kann,  dafs  die  Grenzwerte: 

hmßxn  +  iy  )f{xn  +  iy  )];    hm[{-^  Xn  +  iy  )f(xn  +  iy  )]; 
lim[(a;  +iyn)fix  +  iyn)h    lnn[(     x  -iyn)f(x  -ty^]       ^^^ 

alle  yier  existiren,  yon  y  bezw.  x  unabhängig  und  einander  gleich 
sind'^^);  das  Integralresiduum  ist  dann  gleich  diesem  gemeinschaft- 
lichen Grenzwert  t^f*  Aber  auch  wenn  z.  B.  die  beiden  ersteren 
Grenzwerte  zwar  beide  existiren,  aber  zwei  yerschiedenen  yon  y  un- 
abhängigen Gröfsen  gj,  S,  gleich  sind,  existirt  der  Grenzwert  des 
Integrals;  und  zwar  ist  er  dann  gleich  j  (gfi  +  Ss)- 

Als  Zeichen  fOr  das  Integralresiduum  benutzt  Gauchy: 

Efie);  (3) 

ist  f(z)  ein  Product  zweier  Functionen  und  sollen  bei  der  Residuen« 

8458)  Man  vgl.  etwa  exerc.  de  math.  1,  1826,  p.  11,  112  (oeuvres 
(2)  6,  p.  26,  148).  Geht  der  Integrationsweg  durch  einen  singolären  Punkt, 
80  ist  das  betr.  Residuum  nur  halb  in  Rechnung  zu  bringen  und  das 
Integral  ist  durch  seine  „valeur  principale'^  zu  ersetzen  (Bull.  soc.  phüom. 
1822,  p.  167). 

Jahresbericht  d.  Beutsohen  Mathem.-yereinignng.    X.  44 
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bildnng  nur  die  Pole  des  einen  Factors  if(/s)  geifihlt  werden,  so 
bezeichnet  Caachy  das  in  früherer  Zeit  mit: 

(4)  Ev(r)C*(r)J, 

in  späterer  mit*^^): 

(ö)  Efp(ii)<:^{ß)y. 

Diese  Sätze  hat  dann  Cauehy  auf  die  Integration  linearer 
partieller  Differentialgleichnngen  unter  gegebenen  Grenzbedingungen 
angewendet**^),  nachdem,  wie  er  selbst  erzählt*^,  Ostrogradsky 
darauf  aufmerksam  gemacht  hatte,  daCs  die  durch  die  bekannten 
Methoden  gelieferten  Lösungen  solcher  Probleme  sieh  sehr  leicht  mit 
Hilfe  des  Besiduenzeichens  ausdrücken  lassen.  An  die  Spitze  seiner 
Entwicklungen  stellt  er  den  Satz*^^: 

Sei  eine  Function  f(r)  der  complexen  Variabein  r  so  be* 
schaffen,  dafs  fOr  beliebige  complexe  r: 

(6)  lim^-0, 


rmto 


femer  für  reelle  Argumentwerte: 

(7)  lim  rrr(r)]  -  ^1,     lim  [r/-(r)] -7,; 

rs-foo  res  — 00 

SO  gelten  die  Gleichungen: 

wenn  auf  einem  hinlänglich  groisen  Bechteck  integrirt  imd  unter  e 
eine  hinlänglich  kleine  positive  GrGlSie  verstanden  wird  Wenn  das 
Integralresiduum  l&f(r)  selbst  einen  bestimmten  Wert  hat,  könne  er 
ebensowohl  aus  der  einen  als  aus  der  andern  dieser  Gleichungen 
entn(Mnmen  werden;  in  diesem  Falle  müsse  also  notwendig  /^  ""  /f 
sein. 

Diese  Sätze  wendet  Cauehy  zunächst  auf  die  beiden  Functionen 
an»*W): 


3454)  So  zuerst  Par.  C.  B.  18,  1841,  p.  181  (oeuvres  (1)  6,  p.  260). 
Die  Variable,  auf  die  die  Besiduenbildung  rieh  berieht,  kann  nach  dem 
Vorgange  von  Blauchet  der  Klammer  als  Index  beigefügt  werden. 

8466)  Memoire  Bur  rapplication  du  calcol  des  r^ridns  ä  la  Solution 
des  probl^mes  de  physique  mathteatique,  Par.  Febr.  18S7. 

3456)  p.  m.  Ostrogradsky  selbst  scheint  darüber  nichts  veröffentlicht 
zn  haben. 

3467)  p.  1.         3458)  p.  2. 
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X  X 


«• 


Er  setzt  von  ümen  voraus,  dais  ihre  Quotienten  durch  r  auch  für 
complexe  unendlich  grofse  r  unendlich  klein  werden  und  daXs  für 
reelle  r  die  Grenzgleichungen  gelten: 

Um  [rX(r)]-0,  lim  [rV(r)-]~0,  lim  |g-Cj,  lim  |Jl>-c^.  (10) 
£r  leitet  durch  die  Substitution: 


die  Identitftt  ab: 

r 

*0 


X  {x  —  Xo)r 

'fer^"f'Y{fi)di».  -  -fe-'f  (x  +  ^)dg  (11) 


und  schlieist  ans  ihr  sofort  [was  freilich  noch  einer  näheren  Be- 
gründung bedürfte] ,  dafs  die  linke  Seite  für  lim  r  =  —  cx>  gegen: 

OD 

-f(x)fer'de'-  —  f{x)  (12) 


»fe- 


conyergirt.     Ebenso  erhält  er: 


lim     r  /V<*- 


"VWdj» 


fix).  (13) 


Damit  ergeben  die  Gleichungen  (8): 

1  -(-  er  T  \  /'         1  —  gf  » 

1+er  '  1  —  er       "i'v/ 


(14) 


Wenn  zwischen  den  Functionen  ^(r)  und  x(r)  eine  Relation  der 
Form  besteht: 

und  wenn  dabei  w{r)  auch  da  endlieh  bleibt,  wo  %(r)  Null  wird, 
kann  man  in  den  beiden  letzten  Gleichimgen  (14)  W  durch  X  er- 
setzen und  dann  die  Gleichungen  zusammenziehen  zu: 

44* 
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X 


X 


(16)  •• 

Wenn  das  auftretende  Integralresidamn  ezistirt,  kann  man  in  diesen 
Gleichungen  zur  Grenze  <  *-  0  übergehen;  die  beiden  Constanten 
—  C|  und  c^  müssen  in  diesem  Falle  notwendig  einander  gleich  sein, 
man  kann  sie  zu  1  machen  und  erhält  dann: 

X 

(17)  E  ^J^('-M)f(^)  dl,  -  fix). 

Diese    Sfttze   wendet   Cauchj   nun    auf    eine   Beihe    specieller 
Fälle  an.     Er  setzt  erstens**^): 

(18)  fi(r)^^r^i.  (a>X.«J 

dann  kann  er  alle  Voraussetzungen  durch: 

(19)  z(0-l,     *(0=-«'%     ^r)-l 
erfüllen.     Die  Pole  sind  hier  bestimmt  durch: 

(20)  r  =  2kniaj    k  ganzzahlig, 
die  zugehörigen  Residuen  sind: 

(21)  \J'—"-'''mä,; 

vereinigt  man  je  zwei  coi^jugirt  komplexe  Glieder,  so  erhält  man 
die  harmonische  trigonometrische  Beihe. 
Zweitens  nimmt  Cauchj: 

(22)  S(r)-f(r)c«'--f(6-r)^^--),     (a  >  ^:=ii,    6  beUebig) 

imter  f  eine  [rationale]  ganze  Function  verstanden;  dann  kann  er: 

(23)  •  x(r)  -  f (6  -  Oi^-f^-) ,     ^{r)  -  f(r)««' 

setzen.     Dadurch  erhält  er  unharmonische  trigonometrische  Beihen, 

3469)  §  8,  p.  4. 
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unter  denen  die  in  der  Physik  Yorkommenden  als  Specialfälle  ent« 
halten  sind  **•**). 

Drittens  bespricht  Cauchj  die  noch  allgemeinere  Voraus- 
setzung, daJGs  •F(r)  eine  rationale  ganze  Function  von  r  und  mehreren 
ExponentialgrODsen  ^'',  e^'*  •  •  sei*^*^).  Dann  gebe  die  resultirende 
Beihe  das  allgemeine  Integral  einer  Gleichung  ,,aux  diffi6rences  me- 
ines''; im  Falle  der  Yoranssetzong  (22)  sei  diese 

f(D,)  (y  +  ^y)  =  ^*f(6  -  D.)y,  (24) 

{Px  ist  das  Zeichen  der  Differentiation  nach  o?,  ^  das  der  endlichen 
Differenz;  Jx  ist  gleich  2a  genommen). 

Mit  Hilfe  dieser  Entwicklungen  zeigt  er"^'),  wie  man  die  all- 
gemeine homogene  lineare  partielle  Differentialgleichimg  mit  zwei 
imabhängigen  nur  getrennt  vorkommenden  Yariabeln: 

f(^„a)z  =  o  (2ö) 

integriren  könne,  wenn  für  m  (nicht  notwendig  verschiedene)  Werte 
von  X  Bedingungen: 

fo(-D«)/?-0    für  X- 0^0,    .--,  f«-i(Dx)js-0   ^x^Xm^x   (26) 

vorgeschrieben  sind.    Man  mufs  dazu  zunächst  2  m  -f~  1  ganze  Func- 
tionen von  r: 

J',  i?i,  •  •  *,  iin-i;    Sfl,  Äi,  •  •  •,  8lm-i;  8  (27) 

so  bestiamien,  dafs  die  Gleichungen: 

Be''i^{r)  +  Bie'^'£^(r,)  +  •  •  +  i2m-ie"«-i%(r„.-0 -«/.8  (28) 

identisch  bestehn,    wenn    in   ihnen  für  r,  ri,  •  •  •,  rm-i  ^e  (von  8 
nicht  abhängigen)  Wurzeln  der  Gleichung  für  q: 

Ho,  o)  -  F(r,  s)  (29) 

3460)  §  4,  p.  6.  In  einer  FuTsnote  teilt  er  mit,  dafs  die  Formeln^ 
von  denen  hier  die  Bede  sei,  bereits  in  früher  (Dec.  24,  Jan.  26,  Apr.  26) 
von  ihm  der  Akademie  eingereichten  Abhandlungen  vorkämen,  zusammen 
mit  ihrer  Anwendung  auf  die  Integration  partieller  Differentialgleichungen, 
namentlich  die  der  Wellen  in  Gefälsen  und  die  der  Schwingungen  von 
Platten.  Brisson  habe  ihm  von  Untersuchungen  gesprochen,  die  auf 
anderem  Wege  zu  denselben  Besultaten  führten;  auch  Ostrogradsky 
scheine  sich  mit  Erfolg  damit  beschäftigt  zu  haben;  aber  keiner  von 
beiden  habe  bis  jetzt  etwas  darüber  publicirt  (Brisson  m.  W.  auch  später 
nicht;  wegen  Ostrogradsky  vergleiche  man  "'^  und  §  86). 

3461)  §  6,  p.  11.         3462)  §  6,  p.  12. 
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gesetzt  werden;  dann  wird  die  Angabe  durch  die  Formel 

(SO)         E,E, 


iJ-'^(f,  s)  Be'  +  Bxe^'  +  •  •  •  +  Ä.-,i/*-* 


<F(r,  *)>  <g(r)> 

gelöst,  in  der  ^(r,  $)  willkflrlich  ist  Man  kann  fllr  S  die  Deter- 
minante l^'^^'^f/tC^v)!  wfthlen  und  alle  Functionen  R  bis  anf  eine 
gleich  Null  setzen. 

Die  Function  9}(r,  i)  ist  noch  aus  den  Anfangsbedingungen  zu 
bestimmen.     Hat  die  Gleichung  (25)  speciell  die  Form**^): 

und  sind  die  Anfangsbedingungen: 

(32)  ''-^o(*)'    |^-/i(*>'     •••'     1^ -/■--! W 

(fttr  <  -  /„     x^^  x^  X); 
80  wird  die  Gleichung  (29): 

(33)  ^«  _  tp  „  r»  -  6r, 

ihre  Wurzeln  .sind  also  r  and  r^"}»  —  r.  Die  Gleichungen  (28) 
werden  dann,  bei  geeigneter  Verschiebung  des  Anfangspunkts  der  x: 

(f^Bt^ir)  +  «•(»-') Jii^(6  -  r)  -  «ig(r); 
sie  kSnnen  also  durch 

in  der  verlangten  Weise  befiriedigt  werden.  Endlich  ist  fGb*  die 
willkürliche  Function  ^(r,  5)  der  Ausdruck: 

(86)         ^(r,  s)  -  e-SW/^-^H^^— *'^'-''^'''* 

So 

ZU  setzen,  der  so  zu  verstehen  ist,  daOs  man  die  unter  dem  Integral- 
zeichen verlangte  Division  algebraisch  ausflOiren  und  dann  die  Po- 
tenzen von  f  bezw.  durch  die  in  den  Bedingungen  (32)  auftretenden 
Functionen  /o,  /i,  . . .,  /«-i  ersetzen  soll. 


3468)  §  7,  p.  15. 
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Für  die  Gleichniig  der  W&rmeleitang  in  einem  Stabe '^^): 

mit  den  Nebenbedingongen: 

-Ar=-|j   für   «-a?^,    Pjp  =  -  ||  für  «  =  X,  £:  =  /'(a:)  für  <=-0 

wird: 

F(r,  *)-r»-^-J,     (^(r)^A-r,    t,ir)~B  +  r, 
F(r,  s)  -  F(r.  M)        1  <'V»)         _  ((""'»'fU-) 

Dann  ist  noch  das  Integralrendunm  in  Bezug  auf  r  von 


(^  +  r)(B  +  r)*«'"  —  (^  —  r)(B  —  r)e 

X 


xf(f<''-''^f(li)d(L, 


oder,   wenn  man  r  durch  ^  rt  ersetzt  und  die  halbe  Summe  der 
entstehenden  Ausdrücke  nimmt,  von 

r  COB  (rx  —  ra?o)  +  ^  sin  {rx  —  rogp)       (i.ya_ j^u  ^^ 
(X*  ^  ÄB)smar-'(A  +  jB)rcoBar^  '^ 

X 

X  /  (r  cos  (rX  —  ri»)  +  ^  sin  (rZ  —  r(i))f(fi)  dfi 

ssu  bilden;  man  eiiiftlt  schlielislich  als  Lösung: 

^-A,  ^  g" *'^*(r  cos  (f g  —  ra?^)  +  Adnjrx  —  rx^)) 

""         4^  [a(r«  —  ^  JB)  —  (^  +  B)r](»»  ar  +  [a(^  +  B)  +  2]rßinar  ^ 

/  (37) 

X  1  (r  cos  (rZ  —  rfi)  +  ^  sin  (rZ  —  rfi))/*(^)  cJf*, 

die  Summe  erstreckt  über  alle  Wurzeln  der  Gleichung: 

(r«  —  AB)  sin  ar  —  (^  +  ^)r  cos  ar  —  0.  (S8) 

Als   zweites   Beispiel   behandelt   er   das   Problem    der   Saiten- 
flchwingungen*^^).    Dann  kommt  er  noch  einmal  auf  die  allgemeine 


8464)  p.  19.         8466)  p.  21. 
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Formel  (30)  zurück**^.  Soll  ^(r,  s)  so  bestimmt  werden,  da£s 
die  Gleichungen  (32)  fOr  ^ »  ^q  erfüllt  sind ,  so  braucht  man  nur 

(39)  ^(,,,),e--.F(..,)-r(^,(.)) 

anztisetzen,  nach  der  Entwicklung  die  Exponenten  von  m  durch  In- 
dices  zu  ersetzen  und  die  Functionen  a>  so  zu  bestimmen,  daüs  die 
Gleichimgen  stattfinden: 

(40)  /M(^)-E-^g^,   t;-«6-('-^+...  +  Ä,^«i6-«m.i(»-*.). 

Es  kommt  also  nur  noch  auf  die  Lösung  dieser  Aufgabe  an;  dazu 
kann,  aufser  der  Gleichung  (17),  das  folgende  Verfahren  dienen: 
Die  Function  v  genügt  der  Differentialgleichung: 

(41)  F{D^,8)v^v'F(r,s), 

und  wenn  für  r  eine  Wurzel  der  Gleichung  S  (r)  »»  Q  genonunen 
wird,  auch  den  Grenzbedingungen: 

(42)  ^{^x)v^O,...,   ^-1  (P:,)v^O    für    »-«0» 
f;„(2>,)t;«0,  ...,   f2m-i(2>;«)t;  =  0    ftr    x  -  Z. 

Sei  nun  w  eine  Lösung  der  [adjungirten]  Differentialgleichimg: 

(43)  P(-  2>„  s)w^wF(q,  8), 
so  ist: 

(44)  fvF(D^,  s)v-  t;JP(-  D^,  s)w^vw  [F(r,  s)  -  F{q,  s)]. 

Die  linke  Seite  dieser  Relation  ist  identisch  gleich  der  Ableitung 
einer  bilinearen  Function  von  v,  iv  und  ihren  Ableitungen;  wählt 
man  to  so,  dafs  diese  Function  an  beiden  Grenzen  für  jedes  v  Null 
wird  —  was  für  w  Bedingungen  derselben  Art  wie  (42)  giebt  — 
so  erhftlt  man: 

(45)  [F  (r,  s)  ~  F  (^,  s)]  fvwdx  -  0*, 

also: 

jr 

(46)  jvivdx  =  0, 


*0 


wenn   nicht  für  q  eine  Wurzel   der  Gleichung  (29)  gewählt  wird. 
8466)  p.  28. 
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Nun  kann  man  über  die  noch  willkQrlichen  von  den  Functionen  (27) 
so  yerfOg^n,  dafs  v/^(r)  ungeftndert  bleibt,  wenn  man  r  durch 
eine  andere  Wurzel  der  Gleichung  (29)  ersetzt;  bezeichnet  man  dann 
mit  ^(r)  die  Summe: 

erstrecht  über  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  geht  die  auf- 
zulösende Gleichung  über  in: 

wo  jetzt  die  Summation  nur  über  diejenigen  Wurzeln  der  Gleichung 
g(r)»0  zu  erstrecken  ist,  f&r  die  die  Werte  von  F(r,8)  ver- 
schieden ausfallen.  Multiplicirt  man  dann  beiderseits  mit  dem  zu 
einem  bestinmiten  solchen  r  gehörenden  w  und  integrirt  gliedweise, 
so  fallen  wegen  (46)  rechts  alle  Glieder  bis  auf  eines  weg  und  man 
erhält«*«*^: 

jfof{x)  dx 


/• 


wdx 


Ist  z.  B.: 

F(r,0)-r«-6r  +  c,     fo(r)  =  ^~r,     £,{r)^B  +  r,     (49) 
so  wird  die  Gleichung  (43): 

imd  die  Grenzbedingungen,  denen  w  zu  genügen  hat,  werden: 

{Ä-l>)w-^^0  fttr  x^Xq,    (^  +  &)w  +  |^«0füra;=X;(5l) 

es  wird  also: 

w  =  e-6«t;.  (52) 

Yereinfachimgen  treten  ein,  wenn  sich  die  Grenzbedingungen 
für  V  darauf  reduciren,  daJDs  es  mit  seinen  (w  — -  l)  ersten  Ab- 
leitungen an  beiden  Grenzen  verschwinden  soll;  dann  gilt  fGb:  w 
das  gleiche  **•*). 

Ist  F  (r,  s)  eine  gerade  Function  von  r,  so  wird  die  Gleichung 
für  w  mit  der  für  v  identisch**^). 

3467)  p.  27.         3468)  p.  29.         3469)  p.  31. 
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Als  Beispiel  behandelt  Cauchj  die  Schwingnngen  einer  beider- 
seits eingespannten  elastischen  Lamelle  ^^^),  d.  h.  die  Integration  der 
Gleichung  (§  29,  1): 

unter  den  Nebenbedingungen: 

r«0,  1^  =  0     far     ic=-0     und     j?— 1, 

e  =  fix),     If  -  0     för     <  =  0. 


Die  Oleichong  (41)  lautet  hier: 

dx 


(S5)  1^  -  ^v, 


ihr  Integral: 
(66)    t;(a?,r)=(®inr— sinr)((Eofa5r— cos«r)— (Sitticr— sinfl?r)(Cofr— cosr) 

genügt  den  Nebenbedingongen,  wenn  r  Wurzel  der  Gleichung  §  29  (7) 

ist.     Daraus  ergiebt  sich  dann**^^): 

1 

(57)  V  »^'«os {kr^t)  (@t^,eo8r-CotrBinr)« ' 

Hierauf  kehrt  er  wieder  zu  der  allgemeinen  Gleichung  (25) 
und  den  Nebenbedingungen  (26)  zur&ck^^^.  Er  zeigt,  wie  man 
über  die  noch  willkürlichen  unter  den  Functionen  (27)  so  verfügen 
kann,  da£s  die  Bedingungen  (10)  erföllt  sind,  und  wie  sich  dann 
die  aus  dem  Ansatz  (22),  (23)  gezogenen  Folgerungen  hier  sub- 
sumiren^^').  Als  Beispiel  behandelt  er  die  Schwingungen  einer 
elastischen  Lamelle   unter  zwei  allgemeineren  Voraussetzungen '^^^). 

Weiterhin  giebt  er  noch  an,  wie  sich  die  Resultate  auf  lineare 
Differentialgleichungen  mit  beliebig  vielen  unabhängigen  Variabein 
Übertragen  lassen  ^^^;  dabei  hftlt  er  jedoch  an  der  Voraussetzung 
fest,  dafs  das  Gebiet,  für  das  die  Integration  geschehen  soU,  ein 
Bechteck  bezw.  rechteckiges  Parallelepiped  ist.  Als  Beispiele  dienen 
ihm    die    Gleichung    der    Wärmeleitung  **'•)    und    die    der    Schall- 


8470)  p.  33. 

3471)  p.  35.     Auch  hier  erwähnt  Cauchj   onpublicirte  Mitteilungen 
BriBsonV 

3472)  §  8,  p.  36.         8473)  p.  40.         3474)  p.  41. 
3475)  §  10,  p.  48.         8476)  p.  51. 
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bewegnng'^^^.  Anch  weist  er  auf  den  Grenzübergang  von  den 
Beihen  zu  Integralen  hin'^^®).  Endlich  giebt  er  eine  Formel  zur 
Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  zweitem  Glied '^''^. 
Eine  Fortsetzung  dieser  Abhandlung  ist  in  den  Schriften  der 
Pariser  Akademie  erschienen '^^).  Sie  behandelt  zunächst  das 
Problem:  eine  Function  f(x^y^...]Q)  nach  denjenigen  spedellen 
Functionen  /*(^,  y, .  . .;  n)  zu  entwickeln,  in  die  sie  übergeht,  wenn 
f&r  Q  der  Reihe  nach  die  Nullpunkte  einer  [ganzen  transcendenten] 
Function  3(r)  gesetzt  werden.  Dazu  ist  nur  'erforderlich,  eine 
Function  g>(r)  so  zu  bestimmen,  da&: 

P  V(r)f(x,y,  ...;r)  _  . ,  v  .     . 

<g  (r)> ^^'  y»  •  •  •;  Q)  (ö»; 

oder  was  dasselbe  besagt: 

wird.     Setzt  man: 

SO  geht  die  letzte  Forderung  über  in: 

und  das  ist  nach  Cauchy^s  früheren  Resultaten  in  der  That  der 
Fall,  wenn  der  Quotient  f/%  gewisse  Bedingungen  in  Bezug  auf 
sein  Verhalten  im  unendlichen  erfCÜlt.     Dann  hat  man  also'^^): 

t{x,yy .  .  .;  q)  "E      ^_^ <g(p)>      •  (ßö; 

Soll  nun  eine  beliebige  Function  u  =  /"(rc,  ^, .  . .)  nach  den 
f(a?,  y, . . .;  r)  entwickelt  werden,  so  stellt  sie  Cauchj  erst  durch 
eine  Summe**®*): 

2*(?)%y»  •••;?)  (61) 

oder  durch  ein  Integral  dar: 


3477)  p.  6S. 

8478)  §  12,  p.  56.  §  11  verspricht  er  Übertragong  auf  Gleichungen 
mit  veränderlichen  CoefBdenten  für  eine  andere  Abhandlung. 

3479)  ProbL  6,  p.  66. 

34S0)  Par.  M^m.  7,  1827,  p.  463  (vom  Sept.  1827).  Wieder  erwähnt 
er  nicht  publicirte  Mitteilungen  Brisson's. 

8481)  p.  467.         8482)  p.  469. 
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«  —  1 1(1 


(62)  u^J'^ {(f)  f  (ar,  y, . . .;  ^)  dQ. 

Ist  z.  B.  f  (x;  ^)  =»  c^*,  so  benutzt  er  die  Gleichnng  §  66  (l).     So 
erhält  er  wieder  die  firüheren  Formeln. 


§  69.     Fortbildung  dieser  Untersuchungen  mit  Hilfe 
anderer  als  rechteckiger  Integrationswege. 

Den  ersten  Teil  der  zuletzt  besprochenen  Abhandlung  hat 
Cauchj  in  einem  Aufsatz  seiner  exercices*^^)  reproducirt.  Doch 
operirt  er  jetzt  mit  dem  inzwischen  schärfer  gefafsten  Begriff  des 
Hauptwertes  eines  Integralresiduums:  darunter  versteht  er  den- 
jenigen Grenzwert,  den  man  erhält,  wenn  man  als  Integrationsweg 
erst  einen  Kreis  um  den  Nullpunkt  wählt  und  dann  den  Badius 
dieses  Kreises  ins  Unendliche  wachsen  läfst.  Für  diesen  Hauptwert 
hatte  er  den  Satz  bewiesen:  wenn  man  dem  absoluten  Betrag  r  von: 

(1)  £r  =«  r  (cosp  +  i  sinj?) 

solche  ins  Unendliche  wachsende  Werte  beilegen  kann,  dafs: 

(2)  lim  [ei{e)]  =  0 


»ssao 


ist  für  alle  Werte  von  p  und  oder  doch  wenigstens  nur  mit  Aus- 
nahme einzelner  Werte  yon  j>,  für  die  aber  ef(is)  endlich  bleibt,  ist 
der  Hauptwert  von  Ef(;e)  Null**®*).  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  leitet 
er  jetzt  die  Gleichung  (60)  von  §  68  unter  neuen  Bedingungen 
ab^***^).  Als  Beispiel  giebt  er  zunächst '*^)  eine  Entwicklung  von 
e",  die  mit  Folgerungen  aus  §  16  (18)  imd  (19)  übereinstimmt; 
dann  ziemlich  complicirte  Entwicklungen  verschiedener  Verbindungen 
von  trigonometrischen  und  Exponentialfunctionen'^'');  die  Glei- 
chungen (3),  (5)  von  §  16»*«»);  die  Gleichung*"^: 


3488)  Exerc.  de  math.  2,  1887,  p.  817.     Oeuvres  (2)  7,  p.  866. 
8484)  ib.  p.  805,  bezw.  854.        8485)  Th^or.  1,  p.  870. 

8486)  p.  878.         8487)  p.  874. 

8488)  p.  880,  884.  —  In  einem  vorhei^henden  Aufsatz,  ib.  p.  808, 
bezw.  856,  hatte  er  diese  Formeln  und  die  entsprechenden  §  16  (18)  und 
(19)  noch  einmal '^^)  als  Partialbruchentwicklungen  abgeleitet  und  durch 
Entwicklung  beider  Seiten  nach  Potenzen  von  n,  bezw.  k  aus  ihnen  die 
Gleichungen  §  15  (5)  und  (6)  gewonnen.  Der  Sache  nach  ebenso  in  der  Ab- 
handlung über  die  bestimmten  Integrale'^"),  U,  §  7,  oeuvres  (1)  1,  p.  478. 

3489)  p.  881. 
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cos  SÄ  =  (sin  as  +  5  cos  as)  ^  ; tz-f? — r^n s i-  . — vi»    (3) 

^  '  ^  j^  (8  —  X)  [(a -^ X)  cos aX  —  aXsmaX]^    ^^ 

in  der  die  Sommation  über  alle  Wurzeln  X  der  Gleichung  §  26  (5) 
zu  erstrecken  ist;  endlich  eine  analoge  Formel  fCtr  Biasx^^). 

Zum  Schluls  bemerkt  er:  wenn  die  Gleichung  S(r)=»0'***) 
eine  mehrfache  Wurzel  ^  hat,  treten  in  der  Entwicklung  aufser  der 
Function  f  (o;,  y, .  .  .;  ^)  auch  ihre  Ableitungen  nach  q  auf*^^^). 

Eine  sich  anschliefsende  gröfsere  Abhandlimg  ,,über  den  Aus- 
druck der  Besiduen  durch  bestimmte  Integrale'^ '^^  geht  aus  von 
der  folgenden  Modification  des  vorhin  erwähnten  Satzes '^^):    wenn: 

lünK(rW-/"(-'))-5]-0  (4) 

ist,  abgesehen  von  einzelnen  Ausnahmewerten  des  Arguments  von  e, 
und  wenn  auch  für  diese  Ausnahmewerte  die  in  Klammem  stehende 
Gröfse  endlich  bleibt,  dann  ist: 

Hauptwert  von  E  f{ß)  =  %.  (5) 

Dabei  brauchen  nur  Argumentwerte  zwischen  —  7t/2  und  7t/2  be- 
rücksichtigt zu  werden,  um  zu  zeigen,  dafs  diese  Bedingungen 
erfüllt  sind,  wonn,  wie  §  68  (9): 

gesetzt  und  für  f(x\  z)  das  Integral: 


X 

f' 


e'("f*)f{ii)d(i  (7) 

gewfthlt  wird,  setzt  Cauchj: 

;?  =»  ^  (cos  T  +  »  sin  t),  (8y 

dann  wird  der  reelle  Bestandteil  des  Integrals: 


^{x^M)  C08 1  c^g  (^  (a?  —  ^)  sin  t)  f(ii)  d(i.  (9) 

Xo 

Durch  Anwendung  des  Mittel wertsatzes  erhält  er  dafür '^*'): 

^-1  [g^(«-«b)  coMt  cog  (^  (a;  —  Xo)  sin  T  —  t)  —  cos  t]  /•(§),      (10) 
xmter    |    einen    liGttelwert    zwischen    x    und    Xq    verstanden.     Der 


8490)  p.  886.         3491)  p.  891. 
8492)  ib.  p.  398.        M9d)  p.  396. 
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imaginäre  Bestandteil  Iftfst  sich  ebenso  umformen.  Daraus  schlielst 
Cauchj  dann,  dafs  die  Bedingpmgen  fEkr  die  Anwendung  seines 
Besiduensatzes  fOr  die  Function  (6)  erfOUt  sind,  wenn: 

9>W 


(11) 


Fiz) 


e*  (*-«») 


bei  in  bestimmter  Weise  ins  unendliche  wachsendem  q  für  alle 
Winkel  x  zwischen  —  n/2  und  9r/2,  einzelne  ausgenommen,  unendlich 
klein  wird  imd  für  die  ausgenommenen  endlich  bleibt.  Wenn  in 
demselben  Sinne: 

ist,  erh&lt  man**"'): 

(13)  fi--icfixy, 

denn  durch  die  Substitution  q(x  —  f*)  "■  £  wird: 


und  Cauchy  ninunt  ohne  weiteres  an,  wenn  — s  ^  *  ^  T  ^^  ^ 
der  Ghrenzwert  hiervon  für  ^  »•  oo: 


(14) 


OD 


fix)  di- fix). 


Damit  würde  dann  die  Biclitigkeit  der  Oleichung"**): 


(15) 


9{z)fe/'i'-''^f(M.)d^ 


nachgewiesen  sein. 

Die   aus   ihr   für  F(js)  ^  ^'^ — 1,    fp(z) '^  1    sich  ergebende 
Entwicklung  schreibt  er  u.  a.  auch  in  der  Form*^: 

*  OB  ' 

(16)      ^ax)  -  \ff{x  -  v)dv  +^fcoBnvf(x  -  v)dv. 
Er  wendet  sie  sofort  an,  um  die  Oleichungen  abzuleitend^): 


8494)  Th^or.  1,  p.  397.    8495)  p.  398. 

3496)  Glchg.  29,  p.  399.    3497)  Glchgn.  81^  p.  400. 
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Oft 

Y cos «  —  Y  ^ös o;  +  j  sin Ä  +  ^    %_  ^  sin «o?, 

"°*".        ^  (17) 

ygma;=-Y8mic  +  -|^  +  icosa;—  ^^    ^^    cos nrc. 

übrigens  Iftfet  sieb  Cauchy  diesmal  ancb  auf  die  Frage  nftber  ein, 
in  welcber  Weise  die  ins  ünendlicbe  wacbsenden  Werte  von  ^  ge- 
wäblt  werden  müssen,  wenn  die  Bedingungen  erfüllt  sein  sollen. 
Bei  dem  ersten  Beispiel ^^)  ist  das  der  Fall,  wenn  man  fOr  q  der 
Reihe  nach  wählt: 

9r,     3;r,     5xp,  .  .  .  (18) 

Für  das  zweite  Beispiel  dagegen: 

F(z)^e^*  —  e,    9{e)^»  (19) 

begnügt  sich  Cauchy  ancb  hier  mit  der  Angabe '^**):  „des  valeurs 
infinies  qui  offirent  une  partie  r^lle  positive  et  restent  sensiblement 
distinctes  des  meines  de  l'^nation  e^' «  r^. 

Dann  giebt  er  noch  entsprechende  Entwickinngen  für  Integrale 
zwischen  den  Gb-enzen  x  und  X'^^)  und  fügt  endlich  die  Resultate 
zusammen  zu  dem  Satze '^^): 

Sei  F{d)  eine  ganze  transcendente  Function  von  jt,  die  so  in 
zwei  Summanden  fp{d)^  %{d)  zerlegt  werden  kann,  dafs  die  Quotienten: 

F{^zy        »     F(sy        '  ^^^> 

wenn  z  durch  Werte  mit  passend  gewählten  absoluten  Beträgen 
und  positiven  reellen  Teilen  ins  unendliche  geht,  gegen  Null  kon- 
yergiren,  aulser  in  der  Nähe  einzelner  Ausnahmswerte  des  Winkels 
von  £r,  wo  sie  aber  endlich  bleiben.     Dann  gilt  fOr  a:^  <  o;  <  X: 

jr 

Von  dieser  Formel  aus  werden  die  Entwicklungen  erst  in  der  ge- 
wöhnlich gebrauchten  Gestalt  erhalten:  für: 

vW-e",     ZW--1  (22) 


8498)  p.  898.  Vgl.  übrigens  auch  schon  p.  872. 

8499)  p.  400.    8600)  Th^or.  2,  p.  402.    8501)  Thäor.  8,  p.  405. 
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die  harmonische  trigonometrische  Beihe*^'),  för: 

(23)  vW-*»',     zW-+l, 

die  Entwicklung  nach  den  Functionen  der  ungeraden  Vielfachen 
eines  Winkels"*^,  fÖr: 

(24)  fp{z)  -  e«'f(^),     zW  =  c»'^(f),     (f,  ^  rat  g.  Pn.) 

unharmonische  trigonometrische  Beihen  verschiedener  Art*^^). 

Cauchj  fafst  dann  noch  den  Fall  ins  Auge,  dals  an  Stelle 
von  fp(e)  eine  Function  von  js  und  x  tritt**®*);  er  erhält  so 
n.  a.  fttr: 

(25)  fp(e)  =  e«(a-«+««o),     F(e)  =  <!"'  —  e'" 

die  Beihen,  die  nur  Cosinus-  oder  nur  Sinusglieder  enthalten**^). 
Durch  Specialisimng  gewinnt  er  die  Formeln  von  §  15**®^,  sowie 
verschiedene  Entwicklungen  der  Potenzen  von  coso?  nach  den  Viel- 
fachen von  ax^  die  in  der  folgenden  allgemeinen  enthalten  sind**^: 


(26) 


OD 


COS  nccx 


\       0<a<s/ 

Zum  Schlüsse  giebt  er  einige  Andeutungen  über  entsprechende 
Entwicklimgen  von  Functionen  mehrerer  Veränderlicher'*®')  und  als 
Postscriptum  Bemerkungen  über  die  Beduction  der  verschiedenen 
Formen  der  harmonischen  trigonometrischen  Entwickltmg  auf  ein- 
ander»*®). 


%  70.     Anwendungen    auf  die  Differentialgleichungen  der 

Elasticitfttstheorie  und  der  Optik. 

Von  der  Anwendung  der  in  den  letzten  §§  besprochenen  Unter- 
suchungen auf  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der 
Elasticitfttstheorie  und  der  Optik  hat  Cauchj  zunächst  die  Besultate 
ohne  AusfQhrung  der  Zwischenrechnungen  bekannt  gegeben****). 
Solle  eine  Differentialgleichung: 


8602)  p.  409.         8608)  p.  411.         8604)  p.  418.         8606)  p.  416. 

8606)  p.  418.    Er  citirt  bei  dieser  Gelegenheit  zunächst  Fonrier"*^, 
dann  mit  einem  „mais  on  doit  obsenrer*^  Euler'")  und  Lagrange *'*). 

8607)  p.  420.         8608)  Olchg.  189,  p.  424.         8609)  p.  428. 
8610)  p.  429.        8611)  Bull.  F^rassac  18,  1880,  p.  278. 
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F(D„  D„  D,,  Dt)  -  0  (1) 

unter  den  Anfangsbedingungen: 

integrirt  werden,  so  erhalte  man  bei  weiterer  Verfolgung  des  Prin- 
cips  jener  Untersuchungen  das  Integral  in  der  Gestalt  (vgl.  §  68  (35)): 


Sit  n  ttt  n 


F(u,  »,  »,  »)  —  F(i», t>, », »)f(i,  f»,  v)ID, 


(3) 
t*  ainjp  sin  «  d«  dy  dp  dg 

'^  |C08»d|  ' 

dabei  ist: 

t«  — cos»,     t;  «- sinocoST,     w  «- sinosinr, 

cos  ^  —  u  QOBp  +  V  sin  j9  cos  g  +  ff'  8ini>  Bin  g, 

^"*  +  d^^'^'  f*-y  +  j~jsini)co8«,  v-£^  +  j^8ini)sing(4) 

gesetzt  und  die  Formel  ist  so  zu  yerstehen,  dafs  unter  dem  Zei- 
chen E  zuerst  nach  steigenden  Potenzen  von  fjDt  entwickelt  werden 

und  nachher  (//A>"   durch  UlJ>?,    d.  h.    durch  p^^fmdf^   ersetzt 

werden  soll.  Ffir  die  Gleichung  der  Schallbewegung  erhalte  man 
so  das  von  Poisson'^^)  gegebene  Integral. 

Sind  die  Functionen  /o,  /i,  .  . .,  /"»-i  nur  fttr  kleine  Werte  ihrer 
Argumente  Ton  Null  yerschieden,  so  hat  das  Integral  jedenfalls  nur 
dann  merkliche  Werte,  wenn  die  unter  (4)  angegebenen  Werte  von 
A,  fi,  V  sehr  klein  sind^  wenn  also  die  Werte  von  x^  y,  e  sehr 
wenig  von  denjenigen  verschieden  sind,   die   eine  der  Gleichungen: 

ux  '\'  vy  +  WB  +  8t  ^  0  (5) 

erftlllen  (in  denen  8  vermöge: 

F{u,  v,  «;,  5^  =  0  (6) 

als  Function  von  u,  t;,  w  anzusehen  ist).  Er  schliefst  nun  (etwas 
vorschnell),  diese  Punkte  lägen  alle  aufserhalb  derjenigen  Fläche, 
die  von  den  Ebenen  (5)  fOr  gegebenes  t  umhüllt  wird.  Es  trete 
also  eine  Welle  auf,  die  bei  ihrem  Durchgang  durch  einen  Baum- 
punkt keine  Spuren  hinterlasse  und  deren  [innere]  Oberfläche  eben 
jene  Enveloppe  sei.  Um  ihre  Gleichung  zu  erhalten,  müsse  man 
u,  Vy  w  aus  der  Gleichung  (5)  und  ihren  Ableitungen  nach  u,  v^  w 

J«hretbeiioht  d.  Denttchen  MAthem.-Vereinignng.   X  45 
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elixniniren;  oder,  was  dasselbe  sei,  die  Yerhftltnisse  v/u,  tr/t»  aus 
den  3  Gleichungen: 

(7)  T  +  l'-O,     !f-  +  |^-0,     '-+t~0. 

Das  Eliminationsresultat  sei  (ygl.  §  63,  12)  eine  Function  der  Ver- 
hältnisse x/ty  y/ty  jef/f,  die  Wellenfläche  bleibe  also  bei  ihrem  Fort- 
schreiten zu  sich  selbst  ähnlich. 

Cauchy  giebt  an*^^*),  die  Methode  lasse  sich  auch  auf  Glei- 
chungen mit  zweitem  Glied  anwenden. 

Für  die  spedelle  Gleichung  §  66  (59)  könne  man  die  in  (3) 
nur  symbolisch  angedeuteten  Operationen  ausführen  und  erhalte 
dann  als  Wellenfläche  das  zu  §  66  (64)  polare  EUipsoid. 

Zum  Schlüsse  kündigt  er  noch  an,  daüs  er  auch  die  umgekehrte 
Aufgabe  (Bestimmung  der  Differentialgleichung  aus  der  Gleichung 
der  Wellenfläche)  lösen  könne;  für  den  Fall,  daüs  diese  aus  einer 
Kugel  und  einem  EUipsoid  bestehe,  konmie  man  auf  eine  früher '^^) 
Ton  ihm  untersuchte  Gleichung. 

Weitere  Andeutungen  enthält  die  Abhandlung  yon  1830**^^). 
Cauchy  berichtet  ^^'),  nach  dem  Erfolge  seiner  Untersuchungen  über 
Platten  und  Lamellen  "••),  '*•*)  hätten  ihn  „quelques  personnes*^  auf- 
gefordert, seine  allgemeinen  Untersuchungen  auch  auf  die  Licht- 
theorie anzuwenden.  In  Befolgung  dieses  Bates  sei  er  zu  folgenden 
Resultaten  gekommen:  Man  könne  das  System  von  3  partiellen 
Differentialgleichungen  mit  constanten  Coefßcienten  redudren  auf 
eine  Gleichung  6.  Ordnung  mit  einer  einzigen  „variable  principale^; 
diese  könne  nach  den  Methoden  der  in  §  66  und  68  besprochenen 
Abhandlungen  durch  ein  sechsfaches  Litegral  integrirt  werden.  Die 
Anwendung  dieser  Methoden  auf  einen  isotropen  Eöiper  gebe  mit 
Hilfe  eines  alten  Satzes  von  Poisson  (jedenfalls  §  45,  4)  die  Lite- 
grale  in  der  von  diesem  gegebenen  Gestalt^*').  Aber  im  allge- 
meinen Fall  habe  ihn  die  erforderliche  Reduction  des  sechsfachen 
Litegrals  auf  ein  vierfaches  lange  aufgehalten;  doch  sei  es  ihm  ge- 
glückt, sie  fEtr  alle  Fälle  durchzuführen,  in  denen  nur  Ableitungen 
derselben  Ordnung  vorkommen.  Daran  schliefsen  sich  dann  die 
bereits  *^^^)  besprochenen  Auseinandersetzungen. 

Die  zugehörigen  Formeln  finden  sich  erst  in  der  Dispersions- 
abhandlung^'*).  Sind  u,  t;,  w  die  Projectionen  einer  Wellen- 
normalen, Ä,  By  C  ein  System  zugehöriger  Cosinus  der  Schwingungs- 


8612)  p.  278.        8518)  Par.  M^m.  10,  1831,  p.  2$4. 
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richtang,  q>^  %^  if;,  <I>,  X,  W  die  Torgeschriebenen  Anfangswerte  der 
Yerrücknngen  und  der  Geschwindigkeitscomponenten,  so  hat  man 
zunächst  die  Integrale  zu  bilden: 

^  w = (äy*///t^''(^  ^  v) + •  •  •]  X 

X  cos  (Ä;r  —  uX  —  Vfk  —  wv)  dkd(idv^ 

X  cos(Ä;r  —  «iL  —  Vft  —  fvv)dldiidv\ 

und  dann: 

t 

e=|[JI,(r  +  cD0+no(r-«0]+iy'[ni(r  +  «0  +  i2i(r-cD0],...;    (9) 

0 

sind  ^j,  ^2,  9|  die  zu  den  drei  zu  u,  t;,  w  möglichen  Schwingungs- 
richtungen gehörenden  Werte  von  6,  so  erhält  man  schlierslich*^^^): 

i  *Jff(^i^i  +  -^®«  +  A^e^)dudvdw,  . . .         (10) 

Weitere  AusftÜurungen  bringt  eine  ebenfalls  gröfstenteils  schon 
besprochene  Abhandlung  ^^*).  Cauchy  verfolgt  hier  zunächst '^^^)  die 
Voraussetzung,  dais  die  Anfangsverrückungen  und  Anfangsgeschwindig- 
keiten die  Coordinaten  nur  in  der  Verbindung: 

kX^UX  +  Vy  +  WZ      (4*  =  u«  +  »*  +  ie«)  (11) 

enthalten;  er  erhält  dann*^^^): 


{,«.  ^^^  rraBe*<'^-«'-e)'c*?'d^rfi? 


—  00   tb 
t     00     Ti 


(12) 


+  ~^  i  i  Ca^(f^^''^^-'^^'t^(l'dQdvd 


U       OD       To 

mit: 

(o  =  ki/s,  SB  =  ul«  +  5»  +  CC, 

i=«C*'',  ...,      -^  =  »<?*',...  für  ^«0.      to<r<r. 
Er  bemerkt  dazu"^^*):  diese  Gleichungen  stellten  die  Fortpflanzung 


(13) 


3514)  Oeuvres  (S)  10,  $  tt,  p.  219. 

8515)  Oeuvres  (1)  4,  S  6,  p.  273.        8616)  p.  282. 
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einer  Anfiuigsstönmg  für  den  Fall  dar,  dab  man  die  I>ilferential- 
gleichungen  durch  YemachlAssigang  der  Glieder  höherer  Ordnung 
homogen  gemacht  habe;  thue  man  das  nidit,  so  pfianie  sidi  im 
allgemeinen  jede  An&ngsstönmg  momentan  fort 

Er  föhrt  dann  fort^^^:  man  könne  auch  für  die  allgemeinen 
Integrale  eine  ähnliche  Form  erhalten;  denn  seine  Formel  §  66  (l) 
zeige,  daüs  man  eine  beliebige  Anfangsstönmg  dnrch  Snperposition 
von  Exponentialgrölsen  der  Form  e^«*+»f +»*)'  darstellen  könne.  So 
erhftlt  er  wieder  die  Gleichungen  (10) ''^.  Übrigens  ftthre  die 
Methode  der  Abhandlung  von  1822 '^  zu  denselben  Besultaten. 

Eine  Transformation  und  Beduction  der  allgemeinen  Int^pnle*^*) 
besteht  zunächst  darin,  dals  wieder  die  Gomponente  a  der  Yer- 
rflcknng  nach  einer  willkfirlichen  Richtung  eingeflihrt  wird;  die 
Gleichungen  lassen  sich  dann  zu  einer  einzigen  zusammenfiMsen*^*^): 

1      /•(«) 
(14)     Da,«-^/      eio(X,|ii,v)c«<'-^)'+     -"•dlrffidvdMdrrffT, 

in  der  a  irgend  eine  der  Functionen  g>^  jt  ^t  ^t  '^  ^  bezeichnen 
kann,  D  einen  Differentialoperator,  der  aus  einer  ünterdeterminante 
der  linken  Seite  von  (6)  durch  die  Substitution  von  D«,  . . .,  D« 
fttr  ii,  t;,  tr,  8  entsteht,  S  diese  ünterdeterminante  selbst,  geteilt  durch 
—  dFjdif)^^).     Indem  er  dann  Polarcoordinaten  einftthrt*"): 

u  =  Ä;co8p,  r  =>  A;  8in|)  cos^,  ir  »  X;  sin j9  sing, 

rc  — il  =  ^co8Ö,    y  —  ff  »  ^  sin0  cosT,    £?  — v«^sinösinr 

gelingt  ihm  mit  Hilfe  der  Gleichung: 

(16)  fjf^^)"  ^''^^äiidJc  -  2^f  (^) 


—  00 


die  angekündigte '^^  Beduction  des  sechsfachen  Integrals  auf  das 
vierfache: 

(17)    D„.»3^2>?J'%«(i,^,v)^8in|,sin»^'^|iJ|^ 

Wenn  F  nur  yon  einer  homogenen  quadratischen  Function  von  u,  r,  tr 
abhänge,  könne  man,  wie  früher  gezeigt '^^,  das  vierfache  Integral 
auf  ein  doppeltes  reduciren^*^. 

Bei    Gelegenheit    einer    uns   hier  nicht    weiter   interessirenden 
Mitteilung  Gauchj's    stellte    Poisson  die  Frage,   wie  sich  Cauchy 

3517)  §  7,  p.  290.         3518)  p.  293.         3619)  §  8,  p.  298. 
3520)  p.  307.         8521)  p.  808.         3522)  p.  812. 
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denn  eigentlich  die  „Schwingungen'^  und  die  „Lichtwellen"  vorstelle. 
C auch 7  erwidert '^^):  man  könne  die  Wellenbewegungen  im  Äther 
auf  zwei  yerschiedene  Arten  und  zu  zwei  yerschiedenen  Zeiten  be- 
trachten: 1.  indem  man  frage,  wie  eine  localisirte  Störung  sich  im 
Baume  ausbreitet;  2.  indem  man  die  schon  ausgebreiteten  Wellen 
in  hinlänglicher  Entfernung  vom  Störungscentrum  als  ebene  ansehe 
und  direct  nach  der  Natur  der  möglichen  Wellen  dieser  Art  frage. 
Er  habe  sowohl  in  seinen  Vorlesungen  als  in  seinen  Abhandlungen 
beides  gethan.  Dann  fahrt  er  filr  die  linke  Seite  der  Gleichung  (6), 
genauer  für  die  Function  F(xy  y^  gj  i)^  den  Namen  „charakteristische 
Function'^  ein  und  spricht  von  der  Beduction  der  sechsfachen  Inte- 
grale auf  vierfache  fOr  den  Fall,  dals  diese  Function  homogen  isi 
Wenn  die  charakteristische  Function  in  quadratische  Factoren  zer- 
falle, zerfalle  auch  die  Wellenfläche  in  Fl&chen  zweiten  Grades  und 
die  vierfachen  Integrale  reducirten  sich  auf  doppelte '^*^).  Die  Be- 
wegung, die  vom  ani^glichen  Störungsgebiet  aus  sich  fortpflanze, 
sei  stets  begrenzt  durch  zwei  sozusagen  zur  Wellenflftche  parallele 
Flächen,  Enveloppen  derjenigen  Wellenflächen,  die  um  die  einzelnen 
Jhmkte  des  Störungsgebiets  beschrieben  sind.  Wenn  die  charakteristische 
Function  homogen  sei,  sei  die  Dicke  dieser  Zone  constant,  andern- 
falls wachse  sie  mit  der  Zeit,  ev.  instantan.  Aus  der  Darstellung 
durch  sechsfache  Integrale  ergebe  sich,  dafs  man  eine  beliebige  Be- 
wegung als  aus  ebenen  Wellen  superponirt  ansehen  könne.  Ob  man 
dabei  diese  ebenen  Wellen  als  seitlich  begrenzt,  entsprechend  der 
Begrenzung  des  ursprünglichen  Störungsgebietes,  oder  als  unbegrenzt 
ansehe,  sei  gleichgültig;  doch  sei  das  erstere  bequemer.  Wenn  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  von  der  Wellenlänge  abhingen, 
trennten  sich  die  verschieden  langen  Wellen  von  einander  und  es 
könne  dann  Dispersion  stattfinden;  könne  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit alle  Werte  von  0  bis  cx)  annehmen,  so  finde  instantane  Aus- 
breitung statt,  so  z.  B.  bei  Wasserwellen '^^).  Was  die  Entstehung 
eines  „Lichtstrahls^^  betreffe,  so  sei  seinen  früheren  Auseinander- 
setzungen'^^) noch  beizufügen,  dais  sie  erst  nach  Verlauf  einiger 
Zeit  von  Beginn  der  Störung  an  zuträfen '^^).  Die  verschiedene 
Intensität  der  verschiedenen,  von  einem  leuchtenden  Körper  aus- 
gesandten verschiedenfarbigen  Strahlen  bedürfe  keiner  besonderen 
Erklärung;  man  müfste  sich  im  Gegenteil  wundem,  wenn  es  anders 


3623)  Par.  C.  R.  8,  1839,  p.  582;  Oeuvres  (1)  4,  p.  322. 
3524)  p.  324.         8525)  p.  325. 
3526)  p.  329. 
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wäre.  Ob  diese  Auffassung  der  8pectrallinien  mit  derjenigoi  ron 
Ettdngshausen's  übereinstimme,  wisse  er  nioht 

Bald  darauf  folgt  eine  gröfsere  AbhAndlnng  über  die  Integration 
linearer  Differentialgleichungen^'^),  die  sich  hauptsächlich  nät  ge- 
wöhnlichen solchen  Gleichungen  befafst.  Für  Systeme  partieller 
Differentialgleichungen  mit  constanten  Coeffieienten  giebt  er  zuerst 
eine  Lösung,  die  eine  einfache  Verallgemeinerung  der  früher'**')  für 
eine  solche  Gleichung  gegebenen  ist'^'^).  Dann  wendet  er  sidi 
speciell  zu  dem  Falle,  dafs  nur  erste  Ableitung«!  nach  der  Zeit  und 
keine  gemischten  Ableitungen  nach  dieser  und  nach  Coordinaten  vor- 
kommen'^'^. Die  Hilfsdifferentialgleichungen  werden  in  diesem  Falle 
lineare  Gleichungen  mit  constanten  Coefficienten;  ihre  Integrale 
können  daher  aus  einer  „fonction  principale^  durch  DifferentiatioiieB 
nach  der  Zeit  abgeleitet  werden,  um  diese  zu  bilden,  hat  man  aus 
den  gegebenen  Gleichungen  die  abhängigen  Yaiiabeln  |,  17,  {;  so  zu 
eliminiren,  wie  wenn  die  Differentiationssjmbole  JD^.,  Dy,  D«,  Dt 
wirkliche  Grössen  wären,  dann  die  Sjmbole  Dgg,  Dy,  D,  durch  tc,  v,  w 
zu  ersetzen,  endlich  mit  der  entstehenden  Eliminante  F  die  Differential- 
gleiehung: 

(18)  re^o 

zu  bilden  und  diese  unter  den  Anfangsbedingungen: 

(19)  e  =  0,    D,©  =  0,  ...,  Z)""*©=-0,     D"**©=1  für  f -0 

zu  integriren'^'^).  Ist  die  Eliminante  so  normirt,  dafs  der  Coefficient 
der  höchsten  Potenz  yon  Dt  in  ihr  1  ist,  und  wird  dann  mit  S  der 
Ausdruck  bezeichnet,  der  aus  ihr  hervorgeht,  wenn  man  auch  noch 
Dt  durch  s  ersetzt,  so  wird: 

(20)  ®  =  ^^- 

Die  in  den  sechsfachen  Integralen  auftretenden  Hilfsvariabeln  $, 
ri^  ^  werden  dann  erhalten,  indem  man  in  den  Hilfsgleichungen  die 

Ableitungen  Dtl,  D/^,  ...  durch  AS  —  9(^1  1^»  v)*^®!  ^tn 
—  X  (X,  ^,  v)  ^  ©,  . . .  ersetzt  und  hierauf  nach  |,  rj,  f  so  auflöst,  wie 
wenn  Dt   ein  Grö&ensymbol   wäre.     So    kommt   er   schliefslich    zu 


3627)  Par.  CR.  9,  1889,  p.  889;  oeuvres  (1)  4,  p.  869;  abgedruckt 
exerc.  d'anal.  et  de  phys.  math.  1,  1840,  p.  63. 

3628)  Oeavres  (1)  4,  §  4,  p.  898.         3629)  p.  408. 

8680)  p.  404.     p.  418   schlägt  er   vor,    auch   diese   Function   a   als 
„fonction  principale"  zu  bezeichnen. 
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folgender  Fonnulirung  der  Resultate '^'^):  Ist  a>  die  Lösung  der 
Gleichung  (18)  unter  den  Anfangsbedingungen: 

0»  =•  0,     D.fo  =■  0,  ....  D  ~  OD  >*  0, 
D;    'io=-iOo(a;,y,  £f)  fttr  *-0, 

und  sind  9,  ^v  ^  diejenigen  Functionen,  die  aus  a  dadurch  hervor- 
gehen, dafs  man  die  willkürliche  Function  Oq  durch  die  gegebenen 
Anfangswerte  von  |,  17,  ^  ersetzt,  so  braucht  man  nur  in  den  ge- 
gebenen Differentialgleichungen  die  Ableitungen  D^l,  ...  durch 
Di^  —  ^9),  .  .  .  zu  ersetzen  und  dann  so  zu  eliminiren,  wie  wenn 
2>;v,  .  .  .,  2>/  wirkliche  Gröfsen  wftren.  Entsprechende  Sätze  giebt  er 
dauD  auch  noch  für  Gleichungen  höherer  Ordniuig,  in  denen  nur  die 
CoefQcienten  der  höchsten  Ableitungen  nach  der  Zeit  constant  sein 
müssen'"*),  und  für  Gleichungen  mit  zweiten  Gliedern •^").  Wenn 
es  nicht  möglich  sei,  den  Coefßcienten  K  der  höchsten  Potenz  von 
Dt  auf  die  Einheit  zu  reduciren,  träten  an  die  Stelle  der  Anfangs- 
bedingungen (21)  die  folgenden: 

w  =.  0,     D^co  =  0,  .  .  .,  D""*c»  =.  0,     jrD*"^c»  «  co^;    (22) 

diese  reichten  aber  nicht  aus  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Function,  was  sich  auch  darin  äufsere,  dafs  in  diesem  Fall  die 
Function  unter  dem  sechsfachen  Integralzeichen  nicht  überall  endlich 
bleibe.  Aber  wenn  man  mit  E  dasjenige  bezeichne,  was  aus  K 
durch  die  Substitution  von  u,  v,  to  für  2>«,  Z>y,  D,  hervorgehe, 
erhalte  man  durch  die  Formel: 

iT.E/V(.-)--'M„„(i.,,v)^^^^^'    (23) 

einen  ganz  bestimmten  Wert  von  f  a>  und  könne  dann  für  co  irgend 
eine  Lösung  der  Gleichung: 

Ka=^n  (24) 

nehmen ^'^X     Das  fOhrt  er  an  dem  Beispiel  der  Gleichungen: 

Da,2>,|  +  I>riJ  =■  0,     DyAij-Dx|«0  (25) 

durch.      Schliefslich    specialisirt    er    seine    Formeln    noch    für    die 


8581)  Thäor.  2,  p.  408.         3632)  Th^r.  3,  p.  410. 

8688)  Th^or.  4,  p.  418.  Im  Abdruck  exerc.  d*anal.  1,  p.  100  bemerkt 
er  nachtriiglich :  dieser  Satz  liefert  für  den  Fall,  dafs  die  zweiten  Glieder 
von  t  unabhängig  sind,  das  Integral  in  derselben  Form  wie  die  von 
Liouville  gegebene  Regel  •••*). 

3634)  p.  416. 
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DüTerentudgleichiiiigeii  der  ElasticitfttBUieoiie,  die  er  hier  in  der 
Form  §  59  (22),  aber  mit  teilweise  anderen  Voneichen  der  Goeffi- 
eienten  annimmt*^*),  sowie  ftr  die  Schwingungen  zweier  sich  durch- 
dringender  Molekekysteme'^*^. 

Eine  im  Abdruck  bdgef&gte  Note*^  enihSlt  die  Bemerkung^ 
dafs  die  einzelnen  Unbekannten,  und  ebenso  eine  beliebige  lineare 
Verbindung  it  von  ihnen,  selbst  der  Differentialgleichung  (18)  ge- 
nflgen.  Es  könne  vorkommen,  daüs  (18)  nicht  die  einfeu^hste 
Differentialgleichung  sei,  der  ir  genüge;  man  könne  dann  die  Rech- 
nung so  fuhren,  dals  man  die  Werte  von  |,  i},  {;  in  möglichst  ein- 
facher Gestalt  erhalte. 

Eine  folgende  Abhandlung'^  Ahrt  das  n&her  aus.  Gauchy 
definirt  hier  die  ,/onction  principale^^  als  ein  beliebiges  particul&res 
Integral  deijenigen  Differentialgleichung,  der  eine  lineare  Verbindung 
der  Hauptvariabeln  genügt  Zerfällt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung 
in  zwei  Factoren: 

(26)  F~F,  F„ 

SO  kann  man  das  Problem  in  zwei  einfachere  zerlegen '^,  indem 
man  erst  eine  Function  17  aus  der  Differentialgleichung: 

(27)  rjH-O 
unter  den  Anfangsbedingungen: 

(28)  JI— 0,     D^J7-=  0,  ...,  2)J^"*n=  CO («,y,jp)    für    *  — 0 

bestimmt,  dann  o  aus  der  Gleichung: 

(29)  F,  00  «  21 
unter  den  Anfangsbedingungen: 

(30)  w  — 0,     D^w«  0,  . ..,  D^"*«-=0. 

Ist  speciell  »**•): 

(31)  r^(D'^^G)(DyH),  ..., 

unter  &,  If ,  .  . .  constante  Vielfache  einer  und  derselben  Function 
der  Differentiationssjmbole  Dg^  JDy,  .  . .  verstanden,  so  ist: 


8685)  §  6,  p.  422.         8686)  p.  424. 

8687)  Ezerc.  d*anal.  1,  p.  100.    Ähnlich,  nur  noch  knapper,  Par.  C.  R. 
9,  1889,  p.  288;  oeuTtes  (1)  4,  p.  497. 

8688)  Par.  C.  B.  9,  1889,  p.  687;  oeuvres  (1)  6,  p.  6.    Neue  Redaction 
ezerc.  d*anal.  1,  1840,  p.  178.    Vgl.  übrigens  ***% 

3639)  §  1,  p.  9.         8540)  p.  11;  §  2,  p.  189.     Vgl.  •"«). 
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^  --  -^^^—  +  V—  +  •  •  -1  (32) 

F  Df— ö       Dj- -ff  ^     '^ 

^,  A, .  .  .  conjstant.    Werden  dann  a>i,  cd^,  .  .  .  durch  die  Gleichungen: 

(2>f-ö)o)i-0,     (Df-^)cD,«0,  ...  (33) 

und  die  Anfangshedingungen: 

«1  =-  wj  ==  •  •  •  «*  0,     D/Oi  =  A««  ■=•••  =  w  (a??  y?  i?)      (34) 
bestimmt,  so  kann  man  auf  verschiedene  Arten  beweisen,  dafs: 

o>  =  Dj""(i^cDj+  Äa),+  .  .  •)  (35) 

ist     Von  diesem  Satze  giebt  er  dann  noch  eine  Verallgemeinerung 
auf  die  Zerlegung  in  Eactoren  beliebigen  Ghrades*^^). 

Dann  wendet  er  sich  zur  Transformation  des  aus  (20)  und  (14) 
folgenden  Ausdrucks  der  fonction  principale: 

f^^E  r*^i!^(?iJ^e«'<«-*)  +  -    +*'^i^^^^^     (36) 

/  ^Sy  2«        SsK         2ä  ' 

Termittelst  der  Gleichungen  (15) '^').     Indem  er  noch: 

u(X'—x)  +  v(fk  —  y)  +  w{v  —  g)^kifC0B6j     « =  kSli     (37) 
setzt,  erhält  er  zun&chst: 

indem  er  hierauf  k  cos  6  statt  k  als  Integrationsyaiiable  einfahrt,  zwei 
Integrationen  vollzieht  und  dann  noch  n —  Imal  differentürt,  kommt: 

T^ii- 5  1     ,,    Z*^*^ to (X.  li,  v)  ^n- 2  .2   .         .    ^dpdqdO dt    /„-.\ 

^«      " löT'V  <a>      -^       tainj^smfl   ^J,.^,     ,(39) 

WO  jetzt  A,  fi,  V  definirt  sind  durch: 

,  .Sit         ^  I     Ä*     •    ü 

X^  X  -\ 5  cos  a,     »^  y  -] 5  sm  d  cos  r, 

Sit         .  ^^^^ 

und  das  Residuum  in  Bezug  auf  Sl  zu  nehmen  ist  cd  selbst  wird 
daraus  gewonnen,  indem  man  3  —  nmal  nach  t  differentürt,  bezw. 
n  —  3  mal  in  Bezug  auf  t  integrirt. 


d&41)  p.  12;  p.  194.         3542)  §  2,  p.  12;  §  3,  p.  196. 
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Ist  specieU»"«): 

(41)  P  =  s^^Äu* 2  Fuv, 

so  kommt: 

wemi  mit  Sl  und  —  .$1  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  fi  *  9 
bezeichnet  werden,  und  damit: 

(43)  G>  «  -  j^,J     «(X,  fi,  v)fiBmp  smg   ^J^,^^     > 

Mit  HiKe  der  Gleichung  §  45  (4)  läfst  sich  das  vierfache  Integral 
auf  das  doppelte: 

(44)  0)=  ^^  I  Itsm0a^(x+  ^cosö, ...)  -^ 

reduciren  (unter  S  die  zu  F  —  8^  ac^jungirte  Form  yerstanden), 
Torausgesetzt,  dafs: 

(45)  <*©  («  +  «  cos  e,  . . .) 

für  t  =  —  oo  und  t'^  +  oo  entgegengesetzt  gleichen  Grenzwerten 
sich  nähert^.  Für  a=-&  =  c-=Ä*,  d=-e  =  /'=0  erhält  man 
wieder  die  Gleichung  §  45  (lO)  yon  Poisson. 

Für  die  Differentialgleichungen  der  Elasticitfttstheorie,  §  69  (29), 
zerftllt  die   charakteristische  Gleichung  in  die  beiden  Pactoren*^^): 

(46)    f^  =  d?-je;»o,   f,  =  2^- j5;~(i);  +  /)j  +  Dj)jF'«o. 

Werden  hier  wieder  mit  9,  2,  t|;,  <P,  X,  W  diejenigen  Lösungen  von 
^1 «  0  bezeichnet,  die  den  Anfangswerten  der  Gomponenten  der  Ver- 
rückung  und  der  Geschwindigkeit  entsprechen,  so  erl^t  man  die 
Lösung  in  der  Form: 

(47)  |  =  F,(<I>  + Ag))  +  Fi),II,  ...,  JT«D,(a>  +  2>,9)  +  --- 

führt  man  aber  die  entsprechenden  Lösungen  9*1,  Xd  *  *  *i  9x9  Zt*  -  -  - 
der  beiden  einzelnen  Gleichungen  Fi  ™  0,  Fs  "*  0  ein,  so  bekommt 
man  einfacher: 

(48)  S  =  4>i  +  A^i  +  FD^n. 

S548)  p.  16;  S  4,  p.  201. 

3644)  p.  16 ;  p.  206.  Cauchy  bemerkt,  er  habe  sich  dieser  Integrations* 
methode  schon  1830  bedient,  mn  die  Formel  (8)  abzuleiten.  Auch  §  66  (66) 
sei  analog. 

3646)  §  8,  p.  17 ;  §  6,  p.  208. 
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SpecieU  für  die  Form  §  59  (33)  wird: 


1  +  f  1 

1 

f 

1 

„-.(i  +  f) 

«1 

und  folgUch  (vgl.  (35)): 

„  «  D- » v^  -r  V  p  -  -^i .  (50) 

Diese  Form  des  Integrals  sei  analog  zu  der  von  Poisson*^^),  ^^^) 
gegebenen.  Ffir  /*»  2  erhalte  man  Formeln,  die  er  früher  erhalten 
habe  und  die  nur  scheinbar  yon  den  yon  Ostrogradsky'^*)  gegebenen 
Terschieden  seien;  für  /*»->!,  wozu  man  in  der  Lichttheorie  ge- 
führt werde,  erhalte  man  einfach: 

m  =  Dr  V-  (51) 

Die  ausführlichere  Bedaction  enthält  auTserdem  zu  Anfang  noch 
einen  Abschnitt '^*),  der  daran  anknüpft,  dafs  bei  Gleichungen  ohne 
zweites  Glied  die  Unbekannten  aus  dem  co  sich  durch  Anwendung 
•eines  Differentialoperators  D  (ygl.  Glchg.  14)  ableiten  lassen.  Wenn 
dieser  mit  F  einen  algebraischen  Divisor  gemeinsam  habe,  so  erhalte 
man  eben  eine  zerfallende  equation  charact^ristique.  Für  den  Fall, 
dafs  die  Gleichung  in  Bezug  auf  Dt  vom  zweiten  Grade  ist,  brauche 
man,  wenn  die  charakteristische  Gleichung  gelöst  ist,  nur  D? | .  . 
durch  jyf^  —  ^  {0  -\-  Dtq>)j  ...  zu  ersetzen  und  dann  so  nach  |,  «;,  {; 
aufzulösen,  wie  wenn  D«,  Dy,  2>j,  Dt  Grölsensymbole  wären'^^). 
Eine  am  SchluOs  beigefügte  remarque^^^^)  macht  darauf  aufinerksam, 
dafs  noch  Beductionen  anderer  Art  möglich  seien,  wenn  man  die 
Anfangsbedingungen  specialisire,  z.  B.  nur  nach  sphärischen  oder 
ellipsoidischen  Wellen  frage. 

^  71.    Untersuchungen  von  Blanchet.    Discussion  zwischen 

Cauchj  und  Blanchet. 

Inzwischen  hatte  sich  auch  P.  H.  Blanchet  mit  der  allgemeinen 
Integration  der  Differentialgleichungen  der  Lichtbewegung  beschäftigt. 
Seine  erste  Abhandlung '^^)  stellt  die  allgemeinen  Differential- 
gleichungen der  Elasticitätstheorie  mit  36  Constanten,  unter  Be- 
rufung auf  Poisson*^^)   an  die  Spitze;  für  die  Integrationsmethode 


8646)  Ezerc.  1,  §  1,  p.  181.         8547)  p.  187.         8648)  p.  211. 
8549)  J.  de  math.  6,  1840,  p.  1  (vom  Aug.  1888).    Er  giebt  p.  80  selbst 
zu,  man  könne  manches  einfacher  machen. 
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beruft  er  ach  auf  die  Voilesaiigai  Ton  Cmachj,  f&gt  aber  bei,  es 
sei  ibm  gelungeii,  die  Integrale  anf  eine  yorlier  noch  nicht  gegebene 
Form  za  bringen.  Er  bestimmt  zonScbst  die  möglichen  ebenen 
Wellen '^^);  mit  ihrer  EGUfe  drOckt  er  die  allgemeine  Lösnng  durch 
sechs&che  Fomiei'sche  Integrale  in  oomplexer  Fonn  ans*^^).  Dann 
f&hrt  er***)  flirx  —  l,jf  —  m£  —  v  FolanxKxrdinaten  ein  und  übt 
auf  t«,  r,  w  eine  solche  orthogonale  Transformation  ans,  da£s: 

(1 )  I,  (x  -  A)  +  r  (y  -  ^)  +  IT  (jr  -  v) 
in  QU  übergeht^     Indem  er  noch: 

(2)  f(z  —  ^cosö,  IT  —  ^sin0co6^,  r  —  ^8in^)»2(^) 

setzt,  erhalt  er  Ar  das  erste  der  bei  ihm  auftretenden  Integrale  die 
Form: 

1    Z^*) 

(3)  g^  I     e^"'cos(s<)  i{Q)aQ^änypdQdHfd6dudvdw 

oder  wenn  noch: 

(4)  v^pUj    w^  qUy     s-=n|t«|,     o  —  m 
gesetzt  wird,  unter  m,  n  Functionen  von  j9,  q  yerstanden: 

(5)  ^-j  I     e^^^mcos(unt)i(fi)Q*u^än^dQd^dOdpdqdu. 

Dieser  Ausdruck  ist  die  negatiy  genommene  zweite  Ableitung  eines 
andern,  der  an  Stelle  von  u^  im  Zähler  «*  im  Nenner  enth&lt; 
trennt  man  dann  Beelles  und  Imaginäres  und  macht  von  Fourier's 
Gleichung  §  42  (6)  Gebrauch,  so  erhalt  man: 

(^)  -^^f^^^^%{^^)dpdq^i^d^de. 

Er  spricht  davon,  daCs  man  die  drei  Wurzeln  der  s- Gleichung 
(§  63,  7)  selbst  als  Coordinaten  einf&hren  könne,  benutzt  aber 
dann  doch  nur  eine  yon  ihnen  und  behält  daneben  zwei  recht- 
winklige Coordinaten  bei.  Durch  eine  geometrische  Betrachtung  ge- 
lingt es  ihm,  eine  Integration  auszuffihren;  er  erhält  so*^'): 

Dabei  bedeutet  Nt  den  kleinsten  Wert  von  5,  der  sich  in  der  Ebene 


8660)  nr.  8,  p.  2.        8651)  nr.  4,  p.  7. 
8562)  nr.  7,  p.  10.         8668)  nr.  8,  p.  16. 
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tt  »  ^  findet,  q>  (t^  s)  da  den  Wert  des  Integrals  von  o  genommen 
über  den  Bing  zwischen  zwei  Cunren  8  und  $  -{-  ds  m  dieser  Ebene. 
In  entsprechender  Weise  lassen  sich  die  übrigen  Bestandteile  des 
allgemeinen  Integrals  umformen. 

um  nun  die  Ausbreitung  einer  localisirten  Anfangsstömng  zu 
untersuchen,  leitet  er  aus  den  gefundenen  Ausdrücken  der  Yer- 
rückungen  solche  für  die  Geschwindigkeiten  ab*^^).  Er  bemerkt 
dann,  dafs  man  yon  den  verschiedenen,  nach  wiederholter  partieller 
Integration  auftretenden  Bestandteilen  fOr  grofse  Werte  der  Zeit 
—  oder  vielmehr  des  Productes  Nt  —  nur  denjenigen  zu  berück- 
sichtigen brauche,  der  t  unter  dem  Integralzeichen  als  Factor 
enthält: 

^JJ^*f>  (1.  ^)  -W^  >ini,d^de.  (8) 

0    0 
Die  Function: 

j^(m)  =  f{x  —  Ntcone,.. .)  (9) 

hat  merkliche  Werte  nur  für  diejenigen  Punkte  des  Baumes,  deren 
Entfernung  von  einem  der  Punkte  des  ursprünglichen  Stömngs- 
gebietes  gleich  Nt  ist.  Damit  sei  die  Ausbreitung  der  Störung 
in  Form  einer  Welle  dargethan.  Ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
sei  in  jeder  Bichtung  constant,  aber  in  verschiedenen  Bichtungen 
verschieden,  wegen  der  Veränderlichkeit  von  JV^ 

Es  sei  aber  noch  erforderlich,  die  Coefificienten  g>(l^N)  zu 
untersuchen*^^).  Im  allgemeinen  entspreche  jedem  Mantel  der 
Fläche  der  ti,  t?,  tc?  ein  Mantel  der  Wellenfläche;  aber  es  könne 
vorkommen .,  dafs  die  erstere  die  Ebene  u  ^  t  mehrmals  berührt, 
während  8  von  0  bis  cx)  geht,  und  dann  könnten  einem  Mantel  von  F 
mehrere  Mäntel  der  WeUenfläche  entsprechen  •*'^*).  Daran  an- 
schliefsend  skizzirt  er  eine  Methode  zur  Aufstellung  der '  Gleichung 
der  WeUenfläche«^^). 

AuTserdem  giebt  er  noch  eine  zweite  Beductionsmethode^^), 
indem  er  Polarcoordinaten  vermittelst  der  Gleichungen: 

««rcosjj,  v=^xsmpco8q^  tt'=»r8ini?sin3,  s^r«,  o)  =  rm     (10) 

einführt  und  dann  die  Gleichung: 


3564)  nr.  10,  p.  17.  8666)  nr.  11,  p.  19. 
3666)  nr.  12,  p.  21.  3667)  nr.  13,  p.  22. 
3668)  nr.  14,  p.  23. 
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00      OD 

benatzt,  die  man  entweder  nach  der  Methode  von  Deflers  oder 
durch  EinfQhrung  eines  Convergenzfactors  nach  Poisson's  Vorgang 
beweisen  könne.     Damit  erhalt  er  wieder  die  Gleichung  (6). 

Es  folgen  zerstreute  Bemerkungen  über  die  Entwicklung  der 
auftretenden  GrGisen  nach  Potenzen  von  tf;*^^,  Über  den  Grund, 
weshalb  Poisson's  YerfiAhren  bei  sphärischen  oder  ellipsoidischen 
Wellen  zum  Ziele  führe '^^),  endlich  über  die  Notwendigkeit,  etwaige 
singulare  Punkte  der  Wellenfl&che  noch  besonders  zu  untersuchen'^^). 

Wohl  durch  diese  Veröffentlichung  Blanchef  s  veranlaGrt;  giebt 
Gauchy  noch  einmal  eine  Darstellung  sejner  Anschauungen'^^.  Er 
stellt  wieder  (vgl.  ^^)  die  Verfolgung  einer  localisirten  Anfangs- 
Störung  und  die  directe  Untersuchung  ebener  Wellen  einander  gegen- 
über. Die  letztere  Methode  habe  ihn  zu  der  Erkenntnis  geftlhrt, 
dafs  Fresnel  gegen  einen  illustre  academicien  Recht  gehabt  habe; 
übrigens  habe  dieser  nachher  seinen  Iirtum  eingesehen  und  selbst 
bewiesen'^'),  dafs  die  Fortpflanzung  transversaler  Wellen,  mit  der  Ton 
Gauchy  angegebenen  Geschwindigkeit,  eine  notwendige  Gonsequenz 
der  allgemeinen  Theorie  sei  Natürlich  könne  man,  wie  Blanchet 
schon  seit  1830  gesehen  habe,  die  Gesetze  der  Polarisation  auch 
nach  der  ersteren  Methode  ableiten,  und  umgekehrt  die  sechs&chen 
Integrale,  zu  denen  diese  fOhre,  von  der  Betrachtung  ebener  Wellen 
aus  gewinnen.  Doch  hatten  die  früher  yon  ihm  gegebenen  Formeln 
den  Nachteil,  dafs  sie  auch  eine  begrenzte  Anfangsstörung  durch 
die  Superposition  von  unbegrenzten  ebenen  Wellen  darstellten.  Man 
könne  dem  abhelfen,  indem  man  als  Elementarwellen  statt  der 
ebenen  sphärische  benutze  oder  ellipsoidische  oder  überhaupt  „ondes 
de  la  forme  de  Celles  qui  peuvent  se  propager  dans  le  milieu  que 
Ton  considere^^''^*').  Aber  das  letztere  sei  nicht  einmal  nötig:  es  ge- 
nüge z.  B.  sphärische  Wellen  zu  betrachten  und  die  an  ihnen  ab- 
geleiteten Gesetze  dann  auf  einen  beliebigen  Anfangszustand  zu 
übertragen. 

Die    Ausführung    beginnt '^^)    mit    der    Transformation     des 
Integrals: 


8569)  nr.  17,  p.  28.         8660)  nr.  18,  p.  29.         8661)  p.  80. 
8662)  Par.  C.  K.  18,  18il,  p.  1;  Oeuvres  (1)  6,  p.  202. 
8668)  p.  206.         8664)  §  1,  p.  208. 
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in  welchem  f  eine  willkürliche  Function,  §  ^üie  homogene  Function 
1.  Grades  bedeutet,  die  so  beschaffen  ist,  dafs: 

8  (ä,  y,  si)  =  const  (13) 

eine  convexe  Fläche  Torstellt.  Durch  die  Substitution  §  70  (15) 
geht  dieses  Integral  über  in: 

8  -fff  ^J+%ly   f  (o;  +  ?  cos Ö, . . .) dÖdrd^,     (14) 

wo: 

Sl  ^  ^  (cos Oy  sind  cos T,  sind  sin t);  (15) 

daraus  folgt: 

^^8-'Lt^.,y,z)ff^^.  (16) 

Damit  hat  man  eine  Darstellung  der  willkürlichen  Function  f  durch 
ein  dreifaches  Integral.  Eine  entsprechende  Darstellung  könne  man 
auch  für  den  Fall  geben,  dafs  3  nicht  homogen  vom  ersten  Grade 
ist.  Einfache  Specialisirungen  geben  sphärische,  ellipsoidische  u.  s.  w. 
Wellen.  Zum  Schlufs  dieses  Paragraphen  teilt  er  mit,  er  habe  die 
Formel  (16)  ssuerst  ausgehend  von  seiner  Umformung  des  Fourier^- 
sehen  Integrals  erhalten,  indem  er  in: 

H'^-^fff^^'^^^r^ünpdpdqdr  (17) 

das  auf  r  bezügliche  Integral  als  den  Grenzwert: 

lim  /V(-*+'«««^rMr  (18) 

angesehen  und  dann  die  Formel  §  45  (4)  angewendet  habe*^^). 

Weiter   behandelt   er   zunächst  ellipsoidische  Wellen '^^).     Sei 
ax^  +  •  •  •  eine  definite  temäre  Form: 

F{x,y,B,t)^a3f  + «*,  (19) 

so  kann  man  der  Gleichung: 

F(D^,  D„Z)„i},)*«0  (20) 

genügen  durch: 

^  =  CD  {ux  +  ry  +  wjp  ±  sty^  (21) 

3666)  p.  212.         8666)  §  2,  p.  214. 
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wo  a  eine  willkürliche  Function  bedeutet  und  8  eine  Wurzel  der 
Gleichung: 

(22)  F(u,  V,  IT,  «)  =  0 
ist;  also  specieU  auch  durch: 

(23)  »  =  IT«  (r  ±  i)j    X8  '^  ux  +  vjf  +  wz, 

unter  K  eine  willkürliche  Function  yon  t»,  v,  w  verstanden.  Die 
Enveloppe  der  so  bestimmten  ebenen  Wellen  eriialte  man,  wenn 
man  ti,  v,  tr  als  Functionen  der  Coordinaten  ansehe,  die  durch  die 
Gleichungen  bestimmt  sind: 

(24)  X :  DuS  =»  y  :  D,t?  «  g :  DgW  =  r. 

Die  Durchführung  der  Rechnung  ergiebt  als  Enveloppe  das  zu  (19) 
duale  Ellipsoid: 

(25)  S)r»  -  (ftc  —  d*)  ir»  H 

Eine  solche  Lösung  könne  A  nfangsbedingungen  angepalst  werden, 
in  welchen  die  Verrückungen  und  Geschwindigkeiten  nur  von  r  ab- 
h&ngen. 

Weitere  Untersuchungen  bereitet  Cauchy  durch  eine  Discussion 
gewisser  Integrale  vor,  imter  welchen  die  von  Poisson  und  Blanchet*^ 
als  specielle  Fälle  enthalten  seien '^^.    Setze  man  in  der  Gleichung: 

(26)  JJf(ax  +  ßf^,  yx  +  iy)dxdy  ^\a»  -  ßy\-'^f{x,y)dxdif 

X  ^  r  coupj  y  =  r  smp  und  unterwerfe  die  Goefficienten  «,  ß^  y,  6 
den  Bedingungen  einer  orthogonalen  Substitution,  so  lasse  sich  die 
Integration  nach  r  ausftUuren  und  man  erhalte: 

(27)       1  f{arcosp+ßrsukPy  yrcos|)+drsinp)d|)=«  /  /'(reosp,rsinp)eJi>. 

Die  entsprechende  Rechnung  für  den  Raum  ergebe  die  Formel  von 
Poisson  (§  45,  4)  und  deren  Verallgemeinerung '^^): 

Sit  n 

r  /•-  /Äu  -(-  Ät;  +  lvo\     sinjpdjpdg 

J   ]    \  yax^  H /  yoä*"+"^^* 

(28)  »    ^ 

^- ^ jr  A  {{ah'  +  . .  0»  co8i>)  ,-?^  dg, 


8667)  Par.  C.  R.  18,  1841,  p.  BS;  oeuvres  (1)  6,  p.  217. 
8568)  §  2,  p.  220.     Cauchy    hatte    diese   Verallgemeinerung  bereite 
exerc.  de  math.  6,  1880;  oeuvres  (2)  9,  p.  887  gegeben. 
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wo  ^  ^Yabc  —  adP  —  be^  —  cf^  +  2d€f,  und  a,  /?,  ...  das  zu 
a,  2»,  . .  ,  reciproke  Goefficientensjstem  bedeutet.  Durch  Benutzung 
beliebiger  knuumliniger  Coordinaten  könne  man  noch  andere  Formeln 
erhalten»*«»). 

Wolle  man  diese  Formeln  zur  Beduction  der  „fonction  princi- 
pale^^  verwenden^  so  könne  man  die  orthogonale  Transformation  ent- 
weder auf  u,  Vy  w  oder  auf  a,  ß^  y  anwenden »'^^^).  Im  ersteren 
Fall  erhalte  man: 


(0 

mit: 


-y/-r2>?-*y'^*^E?^-|^  (29) 


8^F{ct^t  +  OjÄ;  cos g  +  cfjÄ;  sin  g,  ft *  +  •  •  •,  '  '  ys)         (30) 
und: 

X^x  +  aSy     (i^y  +  ßs,     v=j6?  +  y«;  (31) 

im  letzteren  Falle: 

<^-'-T^Dt-'f*'^^—^^^\k\smpdtdpdqdk    (32) 
mit: 
jSf=F(w,t?,w?,Ä),  A=a;+Ä^(t*+iiiÄ;cosT+f*,Äsint),  ;*=-•••,  ••.  (33) 

Die  letztere  Formel  und  diejenigen,  die  aus  der  ersteren  durch  Be- 
nutzung einer  Gleichung  der  vorhergehenden  Abhandlung  folgen, 
seien  in  Übereinstimmung  mit  Formeln  von  Blanchet. 

Die  nftchste  Abhandlung  Cauchy's  bringt  die  angekündigte»^ 
Zerlegung  des  Anfangszustandes  in  sphärische  oder  ellipsoidische 
Wellen»*'*).  Indem  er  in  der  Gleichung  (28)  f  durch  die  Ableitung 
einer  ungeraden  Function  ersetzt,  gewiimt  er: 

in  n 
ij^ah*  +  •  )  ^  ^  r  Tf  At*  +  hv  +  lw\  Bin p  dp  dg        ,     . 

■yaÄ«+..      ^^JJ      \    yax^  +  .  .    )yax*+  •   »*     ^     ^ 

Damit  reducirt  er  das  in  der  Gleichung  §  70  (39)  auftretende  vier- 
fache Integral  für  den  Fall,  dafs  der  Anfangswert  o  »  ^(f)   ^^t^ 


8569)  p.  224. 

3670)  Par.  C.  B.  18,  1841,  p.  40;  oeuvres  (1)  6,  p.  226. 

8671)  Par.  C.  B.  18,  1841,  p.  97;  oeuvres  (1)  6,  p.  232.  Die  An- 
kündigung p.  46  (p.  231)  verBpricht  noch  einen  zweiten,  nicht  homogene 
Gleichungen  betreffenden  Teil,  der  aber  in  dieser  Form  nicht  er- 
schienen ist. 

Jahresbericht  d.  Dentiohen  Mathem.-Vereinigong.    X.  46 
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von  r  abhftngt,  auf  ein  dreifaches"*'*)  und,  wenn  lim  (r*JT(r))  =  0 
ist,  auf  das  doppelte  •*'•): 


rsao 


(35)  -  -  Ai<-/>""xv':y  "'^^■'^^»- 

0     0 

£ine  entsprechende  Formel  giebt  er  auch  fCbr  den  Fall,  dafs  der 
Anfangswert  auf  concentrischen  ähnlichen  Ellipsoiden  constant  ist 
Zum  Schlnls  bemerkt  er,  daüs  man  noch  einfacher  zu  diesen  Formeln 
gelangen  würde,  wenn  man  nicht  von  §  70  (37),  sondern  von  einer 
Umformung  dieser  Gleichung  ausginge. 

Nachdem  Cauchj  in  den  zuletzt  besprochenen  Abhandlungen  zu 
den  einfacheren  Formeln  von  den  sechsfachen  Integralen  aus  gelangt 
war,  suchte  er  die  ersteren  auch  direct  zu  erhalten  ^'^).  Zu  diesem 
Zweck  behandelt  er  zunächst  noch  einmal  den  Fall,  dafs  die  ge- 
gebenen Anfangswerte  die  Goordinaten  nur  in  der  linearen  Ver- 
bindung: 

(36)  ff  =  UÄ  +  vy  +  wj6? 
enthalten,  dafs  also: 

(37)  «(«;,  y,  z)  =  JT(ff) 

sei^'*).     Dann  wird  den  Gleichungen  genügt  durch: 

unter  S  eine  beliebige  Function  von  u,  t;,  Wj  8  verstanden.  Ist 
speciell: 

(39)  n{g)  -  öe*^ 

/t,  0  constant  und  F  eine  homogene  Function  nten  Grades,  so  er- 
hält man  durch  die  Substitution  ä=«ää  •*'•): 

(40)  w  Ei2^^  ^p^^^  ^^  ^^  ß)>^  =  D,       <F(t*,r,t*;,ß)>' 

Hat  n  nicht  die  einfache  Form  (39),  so  kann  man  sie  doch  nach 
solchen  Exponentialfimctionen  entwickeln;  dann  erhält  man  für  a> 
eine  entsprechende  Entwicklung '*'^.     Ist  die  charakteristische  Glei- 


3672)  §  2,  p.  240.    3678)  p.  248. 

3574)  Par.  C.  R.  13,  1841,  p.  109;  oeuvrea  (1)  6,  p.  244. 

8676)  §  2,  p.  247.    8676)  p.  249.    3677)  p.  260. 
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chung  nicht  homogen,  so  kann  man  17  durch  ein  Fonrier'sches  Inte- 
gral ersetzen  und  erhält  dann^'^: 


(0 


-  2^J  ^'<FiHui,  Hvi,  Hu,i,  ,)>  mäJcdk.  (41) 


Enthält  zweitens  der  gegebene  Anfangswert  die  Coordinaten 
nur  in  der  Verbindung: 

r  =  Yax*  +  "  '  +  2ixp,  (42) 

so  kann  er  mit  Hilfe  der  Gleichung  (34)  durch  ein  Doppelintegral 
dargestellt  werden,  dessen  Element  nur  von  einer  linearen  Function 
der  Coordinaten  abhängt '^^^);  damit  ergiebt  sich  fOr  co  die  Dar- 
stellung: 

0     0 

Enthält  F  die  Coordinaten  auch  nur  in  der  Verbindung  r,  so  redu- 
cirt  sich  das  auf***®): 

Cauchy  giebt  auch  die  entsprechenden  Formeln  fOr  nicht  homogene 
Gleichimgen'^^^);  wenn  dann  F  nur  von  r  und  t  abhänge,  erhalte 
man  die  Formeln  fOr  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  isotropen 
Mitteln  unter  Berücksichtigung  der  Dispersion. 

um  auch  für  den  Fall  einer  beliebigen  Anfangsstörung  analoge 
Formeln  zu  erhalten,  knüpft  Cauchy  wieder  an  die  Gleichung  (16) 
gj^858S^  Wird  mit  y  derjenige  specielle  Wert  von  e»  bezeichnet,  der 
dem  Anfangswert: 

«1477«    ^^^    2>{"*w  (45) 

entspricht,  so  braucht  man  nur  in  der  Formel  (38)  oder  (41)  die 
Function  xn(x)  durch: 


ex  ^  d        X  i   d        e 


zu  ersetzen  und: 


(46) 


3678)  p.  251.         8579)  §  3,  p.  251.         3580)  p.  254. 
3581)  p.  254.         3582)  §  4,  p.  255. 

46' 
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(47)  g^u{x'^X)  +  v{y  -  fi)  +  fr(^-  tr) 

zu  nelimen;  man  erhält  dann  für  homogene  Gleichungen: 


%n  n 


(48)  ö  =  ±I)?--//E^(^-^^-^,-p^l,^^sinpd,d,, 

0     0 

sowie  eine  entsprechende  Formel  für  nicht  homogene.  Werden  diese 
Werte  in  die  Gleichung  (16)  eingesetzt,  Polarcoordinaten  eingeführt 
und  die  Integration  nach  r  vollzogen,  so  erhält  man  wieder  die 
früheren  Formeln  §  70  (38)  und  (36)»»»). 

um  diese  Zeit  hat  Cauohy  auch  die  Untersuchungen  der  Be- 
ziehungen zwischen  der  charakteristischen  und  der  Wdilenfläche 
noch  einmal  vorgenommen»»^).  Ist  F  eine  homogene  Function,  so 
fUllt  bei  den  zur  Ableitung  der  Gleichung  der  Wellenfläche  erforder- 
lichen Bechnungsoperationen  das  s  heraus;  man  kann  also  von  An- 
fang vn  8  =^i  setzen  imd  für  ti,  t^,  w  die  Coordinaten  eines  Punktes 
der  charakteristischen  Fläche  nehmen.  Ist  dann  @  «^  0  die  Glei- 
chung der  Wellenfläche,  so  wird: 

f.^.  ae  a@.a@ 

es  besteht  also  zwischen  den  beiden  Flächen  eine  reciproke  Beziehung. 
Cauchy  verfolgt  deren  Eigenschaften  noch  durch  einige  Sätze. 

um  diese  Resultate  auf  die  Optik  anzuwenden,  geht  Cauchy 
von  der  folgenden  Form  ihrer  Gleichungen  aus»»»): 

(50)  lA^-\_{b  +  c)D;-f  ...]2>?Q)+(6cI«+...)(i^+i^+l>?)w-0. 

Die  Gleichung  der  charakteristischen  Fläche  kann  dann  auf  die 
Form  gebracht  werden: 

(^1)  t« ^  at'  +  •••=<>  oder  ^rzr;jp  +  .  .  .  «  l.  (r'=»«+r«+«r*) 
Damit  ergiebt  sich: 


S588)  p.  269.  Cauchy  enn^hnt,  dafs  er  die  erstere  bereite  in  seinen 
Vorlesungen  am  College  de  France  [also  vor  1S80]  gegeben  habe. 

3684)  Exerc.  d'anal.  2,  1841,  p.  99;  Auszug  Par.  C.  R.  18,  1841,  p.  184 
(oeuvres  (1)  6,  p.  268). 

8686)  Par.  C.  R.  18,  1841,  p.  819;  oeuvres  (1)  6,  p.  288.  Cauchy 
beruft  sich  fOr  die  Gleichung  (60)  auf  seine  Abhandlang  Par.  Mäm.  18, 
1842,  p.  163.  Sie  steht  dort  nicht  explicite,  geht  aber  aus  der  Glei- 
chung (124),  p.  181  durch  das  Princip***«)  hervor. 


§71.  üntenQchgn.  ▼.  Blanchet.  DiBcussion  twisch.  Cauchy  n.  Blanchet.    725 

Ans  der  zweiten  Form  der  Oleichnng  der  charakteristischen  Fli&che 
ergiebt  sich,  dafs  man  0  erhält,  wenn  man  diese  drei  Ausdrücke 
bezw.  mit: 

mnltiplicirt  und  addirt;  daraus  folgt,  dafs  auch: 

?^.+    ---0     oder     ^,^.+  ...-1  (54) 

ist.     Andererseits  liefern  ähnliche  Operationen: 

e  -  :p^i^  (56) 

und  damit  die  Doppelproportion: 

tt  X V  y to  z  ,     V 

i«_  ar*  •  r*—  at*  ~"  i«  -  6r" "  r«—  6t»  ""  «•—  er" '  r«  —  et«'    ^^^^ 

Auf  diese  Weise  erhält  man  die  Gleichung  der  Wellenfläche  in  ihrer 
einfachsten  Form,  umgekehrt  gehe  aus  dieser  Rechnung  hervor, 
dafs  man  die  Differentialgleichungen  notwendig  in  der  Form  (50) 
annehmen  müsse,  wenn  man  die  von  Fresnel  gegebene  Gleichung 
der  Wellenfläche  erhalten  wolle. 

Zwischen  die  beiden  eben  besprochenen  Noten  fällt  noch  ein 
Aufsatz  über  die  Anwendung  der  durch  Doppelintegrale  dargestellten 
Principalfunctionen  zur  Untersuchung  der  Licht-,  Schall-  u.  s.  w. 
Wellen '^^j,  der  zeigen  soll,  dafs  man  aus  seinen  Formeln  nicht  nur 
die  schon  1830**^^)  von  ihm  gegebene  innere  Begrenzung  der  Welle, 
sondern  auch  die  neuerdings  von  Blanchet  gegebene  äufsere  ableiten 
könne.  Wenn  die  Function  il(r)  nur  fOr  sehr  kleine  Werte  von  r 
von  Null  verschieden  sei,  erhalte  das  Doppelintegral  (35)  merkliche 
Werte  nur  für  solche  Werte  von  a;,  y,  jET,  die  q  -^  Sit  merklich  zu 
Null  zu  machen  erlaubten,  d.  h.  aufserhalb  der  Wellenfläche •*®^. 
Sei  der  Bereich  der  Anfangsstörung  nicht  unendlich  klein,  so  müsse 
man  um  jeden  Punkt  der  Wellenfläche  eine  zur  Begrenzung  dieses 
Bereiches  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Fläche  beschreiben;  die 
innere  Enveloppe  aUer  dieser  Flächen  sei  dann  die  gesuchte  innere 
Begrenzung  der  Welle. 


3686)  Par.  C.  R.  18,  1841,  p.  188;  oeuvres  (1)  6,  p.  267. 

3687)  Thäor.  1,  p.  270.     Interieur  statt  eztärieur  ist  ein  offenbares 
Versehen. 
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um  auch  die  äofsere  Begrenzung  der  Welle  abzuleiten,  benutzt 
er  eine  Besiduenformel,  die  auf  der  Yertauschung  einer  Integrations- 
variabeln  mit  derjenigen  Variabeln,  nach  der  die  Residuen  genommen 
sind,  beruht.     Er  erhält  damit '*^): 


mn     m 


sn{s) 

0    -■ 


9 

80  lange  DuS  zwischen  5  =  —  b  und  ^  =  +  e  positiv  ist.  Wenn 
also  £,  wie  vorausgesetzt,  merklich  Null  ist,  so  ist  die  Principal- 
function  zur  Zeit  t  merklich  Null,  auTser  wenn  x  so  klein  ist,  dafs 
man  die  beiden  Gleichungen: 

(58)  5  =  0,     BuS  =  0 

zugleich  erftlllen  kann.  D.  h.  in  hinl&ngHcher  Entfernung  ist  die 
Bewegung  nur  auDserhalb  eines  der  WeUenfläche  umschriebenen 
Cjlinders  merklich.  Da  dabei  die  Bichtung  der  ^-Axe  willkdrlich 
ist,  folgt,  dafs  die  Bewegung,  wenn  der  äufserste  Mantel  der  Wellen- 
fläche convex  ist,  durch  diesen  selbst  begrenzt  ist,  andernfalls  durch 
Teile  der  Wellenfläche  und  Teile  ihrer  doppelt  umschriebenen 
Developpablen,  in  Übereinstimmung  mit  (damals  noch  nicht  publi- 
cirten)  Resultaten  von  Blanchet. 

Falls  der  aus  J'(cosi),  sinj)  cosg,  mip  sing,  Ä)  =  0  sich  er- 
gebende Wert  von  dSl/dp  f£Lr  irgend  ein  Wertepaar  jp,  q  nicht  end- 
lich sei,  müsse  man  die  Theorie  der  singulären  Integrale  zu  Hilfe 
nehmen  *^^). 

Blanchet  bemerkt  dazu^^):  trotz  der  scheinbaren  Verschieden- 
heit der  Ausdrucksweise  sei  die  von  Cauchj  angegebene  äuDsere 
Begrenzung  dieselbe  wie  bei  ihm.  Er  beweist  das  mit  Hilfe  der 
Reciprocitätssätze'^^),    die   ihm    seit  lange   ebenfalls  bekannt  seien. 

Bald  darauf  giebt  Cauchy  noch  weitere  Reductionen  f&r  den 
Fall,  dafs  die  gegebenen  Anfangswerte  von  D^^^a  nur  vom  Radius- 
vector  abhängen '^^^).  Er  schickt  einige  geometrische  Sätze  voraus 
betr.  die  Enveloppe  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  eine  gegebene 
Fläche  durchläuft^'^).  Dann  folgt  eine  ausfOhrliche  Darstellung 
der  Lehre  von   der  EinfClhrimg  neuer  Variabeln  in  bestimmte  Inte- 


8688)  §  2,  p.  276.         3689)  p.  276.         8690)  Par.  C.  B.  p.  889. 

3691)  Par.  C.  B.  18,  1841,  p.  866  angekOndigt,  p.  897,  466,  487  aus- 
geführt; oeuvres  (1)  6,  p.  287,  288. 

3692)  I,  §  1,  p.  290. 
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grale,  mit  besonderer  BerClcksichtigung  der  Bestimmung  der  Grenzen '^^). 
Hierauf  recapitolirt  er  noch  einmal  seine  Darstellung  des  Integrals 
durch  die  Formel  (35);  wenn  F  eine  gerade  Function  von  t  ist, 
kann  sie  ersetzt  weiden  durch '*^): 

CO  =  -—  D^       f    f  E y~ ^-7^^: Hmp  dp  dq,    (59) 


0     0 


die  Summe  erstreckt  über  alle  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 
J*  =»  0.  Weiter  behandelt  er  die  gegenseitige  Correspondenz  unend- 
lich kleiner  ebener  Schnitte  der  charakteristischen  und  der  Wellen- 
flSche  •*•*);  er  kommt  zu  dem  Eesultat  **••):  wenn  ein  Punkt  der 
Wellenfläche  sich  so  bewegt,  dafs  er  von  einer  ihrer  Tangential- 
ebenen immer  Constanten  kleinen  Abstand  hat,  so  bewegt  sich  auch 
der  entsprechende  Punkt  der  charakteristischen  Fläche  so,  daHs  er 
Ton  einer  Tangentialebene  dieser  Fläche  constanten  kleinen  Abstand 
hat  Das  Verhältnis  der  Flächeninhalte  zweier  solcher  ebenen 
Schnitte  beider  Flächen  drückt  er  durch  ihre  Krümmungen  aus*^^). 
Nach  diesen  Vorbereitungen  nimmt  er  an*^^),  die  gegebene 
Function  11  (r)  sei  gerade  und  nur  für  —  c  <  r  <  -+-  e  von  Null 
verschieden,  aufserdem  der  Einfachheit  wegen,  die  Wellenfläche  sei 
überall  convex.  Dann  braucht  er  nur  drei  Fälle  zu  unterscheiden, 
je  nachdem  der  Punkt  a?,  y,  z  in  der  Wellenschicht,  innerhalb  ihrer 
inneren  Enveloppe  oder  aufserhalb  ihrer  äuTseren  liegt.  Indem  er 
im  letzteren  Falle  alle  Factoren,  die  sich  zwischen  db  £  nicht  merk- 
lich ändern,  vor  das  Integralzeichen  zieht,  gelangt  er  zu  der  folgenden 
Formel  für  den  zu  einer  bestimmten  Wurzel  Sl  gehörenden  Teil  des 
Integrals  (35) »»••): 


—  t 


in  der  q  den  Abstand  des  Punktes  von  der  Wellenfläche  bedeutet. 
Sobald  9  >  £  ist,  ist  das  Integral  Null,  da  11  gerade  vorausgesetzt 
war.     So  gelangt  er  zu  dem  Resultat'*^):  Wenn  man  Gröfsen  ver- 


8698)  §  2,  p.  292.    8594)  U,  §  1,  p.  299. 

3595)  11,  §  2,  p.  308.    8596)  p.  812.    3597)  p.  815. 

8598)  n,  §  8,  p.  821.         3599)  p.  324. 

3600)  p.  288.  Die  in  Aussicht  gestellte  ausführlichere  Publication  in 
den  exerc.  d'anal.  ist  unterblieben,  wohl  infolge  des  weiteren  Verlaufes 
der  DiscusBion  mit  Blanchet. 
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nachlässigt,  die  gegenüber  den  beibehaltenen  unendlich  klein  von 
höherer  Ordnung  sind,  kann  man  behaupten,  dafs  die  Bewegnng 
nur  in  unmittelbarer  Nähe  der  Mftntel  der  Wellenflache  von  Null 
verschieden  ist.  Auf  den  Fall,  dafs  der  Bereich  der  Anfangsstönmg 
nicht  unendlich  klein  ist,  lasse  sich  dieses  Resultat  nach  dem 
früher»^«»)  geschüderten  Verfahren  übertragen. 

Die  folgende  Abhandlung  „über  die  Integration  homogener 
Gleichungen  durch  geschlossene  Ausdrücke"***^)  recapitulirt  noch 
einmal,  dafs  eine  derartige  Beduction  in  zwei  Füllen  möglich  sei: 
wenn  die  Anfangsstörung  nur  yon  der  Entfernung  von  einem  festen 
Funkt,  und  wenn  sie  nur  von  der  Entfernung  yon  einer  festen 
Ebene  abhänge.     Cauchy  setzt  jetzt: 

(61)  8  n(8)  -  f{s), 

und  da  ds=^Sldt  ist,  kann  er  eine  Differentiation  nach  t  unter 
dem  Integralzeichen  vornehmen  und  dann  eine  Integration  aus- 
fahren;  so  erhält  er  das  Integral  in  geschlossener  Form.  Etwaige 
Zweifel  an  der  Gültigkeit  dieses  Resultats  für  den  Fall,  dafs  f{s) 
bei  5  »  €  unstetig  ist,  weist  er  damit  zurück,  dafs  man  eine  un- 
stetige Function  als  Grenze  einer  stetigen  ansehen  könne. 

Wolle  man  nicht  die  Principalfunction  selbst,  sondern  ein  be- 
liebiges D  (0  ausdrücken,  wo  D  einen  irgendwie  aus  den  Differen- 
tiationssymbolen  D«,  Dy,  2>«,  Dt  gebildeten  Operator  bedeutet,  so 
könne  man  in  vielen  Fällen  ohne  merklichen  Fehler  das  D  unter 
das  Integralzeichen  ziehen '^'). 

Auch  hier  bringt  Cauchj  Erweiterungen  auf  ellipsoidische 
Wellen  ***•)  und  eine  Discussion  des  speciellen  Falles  (IS)**^). 

Blanchet  machte  dann  darauf  aufinerksam,  dafs  Cauch/s 
Resultate  doch  nicht  ganz  mit  den  seinigen  übereinstimmten  ^^^); 
eine  genauere  Discussion  zeige,  dafs  die  weggelassenen  Glieder  von 
derselben  Gröfsenordnung  seien,  wie  der  Quotient  des  Volumens  der 
Ajifangsstörung  durch  die  vierte  Potenz  der  Distanz  des  betrachteten 
Punktes  von  ihr.  Allerdings  sei  die  Bewegung  zwischen  den  Mänteln 
der  Wellenfiäche  nach  VerfluTs  hinlänglicher  Zeit  sehr  klein  gegen 
die  Bewegung  in  der  Wellenfläche  selbst;  das  sei  auch  in  Überein- 
stimmung mit  den  Resultaten,  die  Poisson'^^)  für  Kugelwellen  ge- 
geben habe. 


3601)  Par.  C.  R.  18,  1841,  p.  664;  oeuvres  (1)  6,  p.  826. 
8602)  p.  884.  8608)  §  2,  p.  886.  8604)  §  3,  p.  888. 
8606)  Par.  C.  R.  18,  1841,  p.  968;  oeuvres  de  Cauchy  (1)  6,  p.  867. 
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Cauchj  stellt  darauf  hin  zunächst  die  widersprechenden 
Resultate  noch  einmal  einander  gegenüber,  ohne  sich  sofort  ent- 
scheiden zu  wollen,  da  die  Frage  sehr  delicat  sei'^.  Dann  nimmt 
er  seine  Rechnungen  noch  einmal  vor*^^.  Er  erinnert  an  den 
Satz,  dalis  man  mehrere  aufeinanderfolgende  Integrationen  nach  der- 
selben Variabeln  durch  eine  einzige  Integration  ersetzen  könne  und 

«  —  1 
macht  Ton  ihm  Gebrauch,  um  von  dem  Werte  von  D^      oo  auf  den 

von  m  selbst  zu  sdüiefsen**®*).  Er  findet  so  fftr  eine  sphärische 
Welle  im  Innern  des  innersten  Mantels  der  Wellenfläche  den  Ans- 
druck  »«>»): 

„  -  (-  l)-»E^^/<--;iff"%n(.)d.;         (62) 


—  • 


also  für  den  speciellen  Fall  F^(t^-  Ä»r*)  (f«—  Äjr«): 


(0  = 


2  Äßj  (Ä  +  ßj) 

—  • 


t 

fs^  n(s)  ds.  (63) 


Entsprechende  Formeln  erhält  er  auch  für  den  allgemeinen  FaU««^^). 
Ein  Zusatz  ^^')  betrifft  den  Übergang  von  der  fonction  prindpale  zu 
den  Verrückungscomponenten;  er  behauptet,  diese  seien  allerdings 
überall  Null,  auiser  in  der  Wellenfläche  selbst,  und  giebt  Beziehungen 
zwischen  den  früher  aufgestellten  Formeln  an.  Ein  zweiter '*^') 
führt  das  noch  näher  aus  und  giebt  jetzt  zu,  daTs  Blanchet  recht 
gehabt  habe,  doch  mit  der  Bemerkung,  wenn,  wie  in  der  Optik,  die 
longitudinalen  Wellen  wegfielen,  seien  die  Verhältnisse  anders. 

Eine  weitere  Note  Cauchy's  behandelt  orthogonale  Trans- 
formationen der  Hauptfimction'^^');  man  erhalte  aus  der  Glei- 
chung (35): 


3606)  Par.  C.  R.  13,  1841,  p.  960;  oeuvres  (1)  6,  p.  867. 

8607)  Par.  C.  R.  18,  1841,  p.  1087;  oeuvres  (1)  6,  p.  876. 

3608)  §  8,  p.  379. 

8609)  p.  881.  Damit  ist  Blanchets  Resultat  zugegeben,  dals  zwischen 
den  Mäntela  der  Wellenfläche  die  Principalfunction  von  Null  verschieden 
ist;  doch  ohne  dafs  Gauchy  das  ausdrücklich  anerkennt.  Das  constatirt 
Blanchet  Par.  C.  R.  p.  1162  mit  Recht;  er  recapitulirt  bei  dieser  Gelegen- 
heit noch  einmal  seine  Resultate  und  kündigt  neue  an. 

3610)  Par.  G.  R.  13,  1841,  p.  1127;  oeuvres  (1)  6,  p.  888. 

3611)  p.  1130;  p.  387. 

3612)  Par.  C.  R  14,  1842,  p.  8;  oeuvres  (1)  6,  p.  396. 
3613  Par.  G.  R.  14,  1841,  p.  2;  oeuvres  (1)  6,  p.  889. 
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(64)  ^^^l.B]''^  f  f^-Jf^^B^\^ts^^^ 

könne  dann  nach  Potenzen  von  s  —  g  entwickeln  nnd  die  Coeffi- 
cienten  durch  einfache  Integrale  ausdrücken,  indem  die  auf  q  be- 
züglichen Integrationen  sich  mit  Hilfe  von  Formeln  der  Besiduen- 
rechnung  ausfahren  liefsen.  Eine  Nachschrift  bemerkt,  dafis  man 
aus  to  ein  beliebiges  D  a>  dadurch  erhalten  könne,  dals  man  unter 
dem  Doppelintegral  denjenigen  Ausdruck  B  als  Factor  hinzufügt, 
der  aus  D  durch  die  Substitution  von  ti,  v,  tr,  —  .$1  für  D«,  D,, 
D«,  Dt  hervorgeht ^^^).     Das  wendet  er  auf  das  Beispiel  an: 

(65)  F  =  <«-  Ä^(ax«+  fty*  +  ce^,     O  =  A- 

Ein  zweiter  Aufsatz  Blanchet's^^^)  stellt  sich  die  Aufgabe, 
aus  den  allgemeinen  Formeln  eine  „absolute  Begrenzung**  der  Wellen 
abzuleiten,  wie  solche  für  sphärische  Wellen  aus  den  Formeln  von 
Poisson"^**)  und  Ostrogradsky*^")  hervorgehe.  Er  benutzt  jetzt 
Cauchy's  Besiduenformeln  und  zeigt,  dafs  sie  zu  denselben  Conse- 
quenzen  führen,  wie  seine  früheren;  namentlich  leitet  er  sein  drei- 
faches Integral  (7)  noch  einmal  ab^^*).  Dieses  gebe  allerdings 
nicht  unmittelbar  die  äufsere  Begrenzung  der  Welle,  da  in  ihm  oo 
die  obere  Grenze  der  Integration  nach  8  sei.  Er  ftthrt  daher  Polar- 
coordinaten  durch  die  Gleichungen  v  =  r  sinjp,  ir  —  r  cosp  ein,  ver- 
wandelt das  auf  8  bezügliche  Residuum  durch  Anwendung  der 
Gleichung: 

(66)  D,8  +  DrS .  dr/ds  =  0, 

die  eine  Folge  von  /S  >—  0  ist,  in  ein  auf  r  bezügliches,  und  zeigt, 
dafs  dieses  für  hinlänglich  entfernte  Punkte  einen  von  der  Zeit  un- 
abhängigen Wert  hat^^^),  sodafs  also  wirklich  die  Welle  auch  nach 
aufsen  begrenzt  ist.  Man  könne  aber  noch  viel  engere  Grenzen  er- 
halten, wenigstens  für  den  Fall,  dafs  die  Mäntel  der  charakteristischen 
Fläche  sich  nicht  schneiden  ■•^®). 

Ein  dritter  Aufsatz  ^^^)  bringt  zuerst  einige  Nachtrage  zu  dem 
eben  besprochenen,  indem  er  die  dort  zunächst  vernachlässigten 
Bestandteile  der  Integrale  bespricht    Hierauf  wendet  er  sich  zu  dem 


8614)  p.  892. 

8615)  J.  de  math.    7,   1842,  p.  18;   vom  Juni  1841.    Blanchet   zahlt 
diesen  Aufsatz  selbst  als  dritten;  der  „zweite**  ist  nicht  pnblicirt. 

8616)  nr.  4,  p.  16.        8617)  nr.  11,  p.  18.        8618)  nr.  14,  p.  20. 
8619)  ib.  p.  28;  vom  Juli  1841. 
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Falle,  daiüs  die  Mäntel  der  Wellenfläche  sich  schneiden  ^^);  er  findet, 
man  könne  nicht  sagen,  dieser  sei  mehr  oder  weniger  allgemein  als 
der  Yorhergehende.  Man  müsse  dann  hei  der  Vertanschung  der 
Yariaheln  tmter  dem  Zeichen  des  Besidaums  sorgfältig  vorgehen; 
doch  stellt  sich  heraus,  dafs  die  in  der  N&he  der  Schnittcnrve 
liegenden  Flächenstreifen  nur  unendlich  kleine  Beiträge  zu  den 
Integralen  gehen.  Seihst  ein  Schnittpunkt  aller  drei  Mäntel  störe 
*  nicht ^'^).  Zum  SchluTs  deutet  er  an,  dafs  auch  Gauchy's  allgemeine 
Formeln  f&r  die  Integration  heliehiger  linearer  Differentialgleichungs- 
sjsteme  mit  constanten  Coefficienten  eine  entsprechende  Behandlung 
zulassen  ••**). 

Cauchj's  Bericht  üher  diese  heiden  Ahhandlungen^'')  hemerki 
dazu:  man  hätte  die  äuDsere  Begrenzung  der  Welle  wenigstens  für 
den  Fall  der  Lichthewegung  in  zweiaxigen  Erystallen  schon  aus  den 
Formeln  der  Ahhandlung  von  1830^^^)  entnehmen  können;  immerhin 
sei  es  wichtig  gewesen,  diese  Begrenzung  fär  alle  Fälle  aus  den 
allgemeinen  Integralen  abzuleiten. 

Von  den  diesem  Bericht  angehängten  Noten  enthält  die  erste '*'^) 
einen  historischen  Überblick  über  die  Entwicklung  der  Integration 
partieller  Differentialgleichungen  durch  Reihen  und  Integrale,  die 
nach  trigonometrischen  Functionen  fortschreiten.  Er  legt  Wert 
darauf^''),  dafs  er  schon  im  Januar  1829  die  Lichthewegung  nicht 
nur  in  isotropen  Mitteln,  sondern  auch  in  einaxigen  Erystallen  be- 
handelt habe.  Übrigens  könne  man  schon  aus  den  exerc.  d'anal. 
entnehmen,  dafs  die  im  19.  Heft  des  J.  ec.  polyt.**^^  und  in  der 
Abhandlung  über  die  Anwendung  der  Residuenrechnung '*^)  aus- 
einandergesetzte Methode  Integrale  liefere,  die  für  den  Fall  eines 
isotropen  Systems  mit  den  von  Ostrogradsky*^^)  gegebenen  überein- 
stimmten und  zu  den  von  Poisson*^^)  gegebenen  analog  seien  ^'^. 
Übrigens  habe  sich  Poisson  am  Schlüsse  der  eben  genannten  Ab- 
handlung zu  den  transversalen  Schwingungen  bekehrt '*^. 

Die  zweite  Note  stellt  die  allgemeine  Integration  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  mit  zweitem  Glied  noch  einmal 
dar'*^).  Dabei  nimmt  Cauchy  die  §  67  (17)  definirte  Bezeichnung 
wieder  auf;  er  erhält  mit  ihr  aus  der  Sohlufsformel  der  Abhandlung 
über  die  Anwendung  der  Residuenrechnung '^^^  die  folgende: 


8620)  nr.  6,  p.  26.        8621)  nr.  15,  p.  32.        8622)  nr.  17,  p.  84. 
3628)  Par.  C.  R.  14,  1842,  p.  889;  oeuTres  (1)  6,  p.  401. 
8624)  p.  404.         3626)  p.  408.         3626)  p.  409,  418. 
8627)  p.  410.     Vgl.  "•»),  ••^').         8628)  p.  410. 
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wo    nach    der  Entwicklung   nach  Potenzen    von  »   die  Exponenten 
durch  Indices  zu  ersetzen  sind.     Dann  zieht  er  Poisson's  Gleichung  * 
§  45  (4)  heran  sowie  eine  entsprechende,  die  zum  Ellipsoid  in  der- 
selben Beziehung  steht,  wie  diese  zur  Kugel  ^^).    Durch  Specialisirang 
erhält  er  wieder  die  Gleichung  §  66  (66). 

Die  dritte  Note  recapituUrt  wieder  die  Gleichungen  der  Licht- 
bewegung für  isotrope '••**),  die  vierte  die  für  einaxige  Mittel '•'^). 
Die  erstere  fügt  noch  bei^^^),  man  erhalte  die  betreffenden  Formeln, 
auch  wenn  man  die  Gleichung  (67)  mit  Poisson's  Gleichung  §  45  (4) 
verbinde. 

Einige  Zeit  sp&ter  hat  Blanchet  noch  einen  Aufsatz  folgen 
lassen,  der  die  „ondes  successives*^  betrifft,  die  bei  Fortdauer  der 
Anfangsstörung  auftreten '*^^).  Er  geht  von  Cauchy's  Formeln  (20) 
aus.  Die  Beduction  der  sechsfachen  Integrale  könne  wie  in  seinen 
früheren  Arbeiten  geschehen  ^^);  die  siebenfachen  lassen  sich  in 
analoger  Weise  transformiren'^^).  Für  den  Fall,  dals  die  Anfangs- 
störung und  auch  die  beschleunigenden  Kräfte  auf  einen  hinlänglich 
kleinen  Bereich  beschränkt  sind,  erhält  er  durch  Umformung  der 
Integrale  Näherungsformeln  ^'^);  kürzer  könne  man  zu  diesen  durch 
geometrische  Überlegungen  gelangen ^^^^).  Er  zeigt  noch,  daüs  man 
entsprechende  Resultate  erhält,  wenn  man  die  Yerrückungen  statt 
der  Geschwindigkeiten  untersucht '^^);  schliefslich  behandelt  er  die 
Superposition  der  Wirkungen  mehrerer  Störungscentra'^*^). 

Anhangsweise  sei  hier  noch  E.  Cellerier's  Behandlung'^) 
des  folgenden  Problems  erwähnt:  Sei  M  eine  Function  von  u,  r,  «'y 


3629)  p.  412.         8680)  p.  415. 

3681)  p.  419.         8632)  p.  417. 

3683)  J.  de  math.  9,  1844,  p.  73.  —  Er  nimmt  mehrfach  (p.  78,  92,  95) 
auf  die  verwandten  Ansätze  Duhamers  (§  79)  Bezug,  findet  aber,  dieser  habe 
die  allgemeinen  Gesetze  der  Fortpflanzung  der  Bewegung  nicht  abgeleitet. 
Die  in  Aussicht  gestellte  Weiterführung  der  Untersuchungen  ist  nicht 
erschienen;  Blanchet  ist  in  die  Unterrichtsverwaltung  übergegangen. 

8684)  nr.  5,  p.  77.         8685)  nr.  9,  p.  80.         8686)  nr.  13,  p.  85. 

8637)  nr.  14,  p.  86;  Darstellung  der  Resultate  nr.  19,  p.  91. 

3638)  nr.  21,  p.  92.         3639)  nr.  25,  p.  95. 

8640)  J.  de  math.  8,  1843,  p.  245. 
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s  eine  Fanction  von  h  =  yt^+v^+fo^^  s^  eine  andere  Function  von 

h^  =*  )/t*J  +  itJ  +  wj;  Jtfi  als  Function  von  u^,  r^,  w?i,  so  zu  be- 
stimmen, dafs  die  Gleichung: 

3fg.(a»  +  rjf  +  «.  +  #r)^^^^^^,^  (68) 

fOr  alle  Werte  von  t  und  für  alle  diejenigen  Werte  von  x^  y^  $ 
bestellt,  die  der  Gleichung: 

a,«+y»+«''-I»  (69) 

genügen.  Durch  Einführung  von  Polarooordinaten  formt  er  dieses 
Problem  in  das  folgende  um:  Jtf|  so  zu  bestimmen,  dafs  die  Glei- 
chung: 

jjf  grf(Arp+#D  Ä«  sin  a  dh  da  dß 
M^^^^^^P+'^*^h*  sin  adh^dadß 


f 
■f 


(70) 


für  r  =«  1  und  für  alle  Werte  von  f ,  tf;,  0  besteht,  wenn: 

jp  =  cos  tf;  cos  a  +  sin  t/i  sin  er  cos  (/?  — •  ö)  (71) 

gesetzt  wird.  Indem  er  5  an  Stelle  von  h  als  Integrationsvariable 
einführt,  findet  er,  dafs  diese  Integrale  jedenfalls  nur  dann  für  alle 
Werte  von  s  übereinstimmen  können,  wenn  ihre  Elemente  überein- 
stimmen, wenn  also: 

h*^  f  Cm^'p^  sin  a  da  dß  :^hl^  C  Cm^€^^p' sin  adadß      (72) 

ist.  Hier  setzt  er  für  e*'^'  seine  Entwicklung  nach  Legendre'schen 
Polynomen  (§  31)  ein  und  erhält  so  schliefslich*^^)  eine  Relation 
zwischen  den  entsprechenden  Gliedern  der  Entwicklimgen  von  M 
und  von  M^  nach  Kugelfonctionen. 


§  72.    Spätere  Untersuchungen  Cauchj's. 

Eine  Note  Cauchy's  „über  die  Natur  der  Probleme  der  Integral- 
rechnimg*^ '^^  knüpft  an  die  schon  in  seiner  analjse  alg^brique 
ausgesprochene  Warnung  vor  Schlüssen  aus  der  „Allgemeingültigkeit 
der  Algebra^^  an;  die  meisten  Formeln  hätten  nur  einen  beschränkten 


8641)  p.  260.        8642)  Ezerc.  d'anal.  2,  1841,  p.  230. 
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Gültigkeitsbereich.  Daher  ergebe  sich  die  ,^eureii8e  necessite^,  die 
Tragweite  der  Formeln  genau  zu  prüfen.  Daran  anknüpfend  setzt 
er,  unter  Berufung  auf  Jacobi's  Zustimmung,  die  Notwendigkeit  aus- 
einander, nicht  mit  der  Untersuchung  des  allgemeinen,  sondern  mit 
der  eines  particul&ren  Integrals  einer  Differentialgleichung  zu  be- 
ginnen. Weiterhin  verweilt  er  namentlich  noch  bei  der  Notwendig- 
keit, die  durch  die  Integration  eingeföhrten  Werte  der  willkürlichen 
Constanten,  bezw.  Functionen  durch  die  Anfangswerte  der  abh&ngigen 
Variabein  und  ihrer  Ableitungen  auszudrücken '^'). 

Ein  folgender  Aufsatz^  knüpft  an  die  Gleichung  §  68  (43) 
an.     Er  verallgemeinert  sie  zu: 

(1)  t;F(I),,I)y,...)u---t*F(---I),,-2>y, +...)r=I),3E-hI>r9  +  ••• 
und  leitet  daraus  die  folgenden  allgemeinen  Integraltheoreme  ab*^^). 
Es  ist: 

X    Y 

(2)  /  / •  •  •  **^(—  ^xj  —  Dy,  .  .  .)t; . . .  dydx  —  0, 

wenn  u  eine  Lösung  von  ^ {Dx^  -^y)  ...)u»0  bedeutet,  die  an 
allen  Grenzen  verschwindet,  v  eine  beliebige  Function.  Femer  ••*•): 
sind  u,  V  Lösungen  der  beiden  Differentialgleichungen: 

(3)  F(Dx,  Dy,  . .  .)m  =  au,     F(—  2>„  —  Dy,  .  .  )v^  bv, 
ist  femer: 

(4)  li-^0  mr  x^Xq  xmäi  X'^X,  D«0  für  y—^o  und  y— F, .. . 
so  ist: 

X    Y 

(5)  I   I . ,  ,  UV  .  ,  ,  dy  dx  ^  0, 

Als  Beispiel  führt  er  das  Integraltheorem  §  18  (4)  an. 

Dann    wendet    er    sich    speciell    zu    homogenen    Differential- 
gleichungen*^').    Werden  in  einer  solchen  durch  die  Substitutionen: 


3643)  p.  236. 

3644)  ib.  p.  331;  ohne  den  §  3  auch  Par.  C.  B.  16,  1843,  p.  469; 
oeuvreB  (1)  7,  p.  283.  Die  auf  den  Titelblättern  der  Bände  der  exerc. 
stehenden  Jahrzahlen  scheinen  die  Zeit  der  Ausgabe  des  ersten  Heftes, 
nicht  die  des  AbBchlusses  des  Bandes  zu  bezeichnen. 

3646)  p.  883.         8646)  p.  334.         3647)  §  2,  p.  337. 


§  72.    Spätere  Untennchungen  Caachy's.  735 

X  =  «r,    y  =  /5r,  ...  (6) 

in  welche]!  a,  /?, .  .  .  Functionen  von  J?,  $,  •  •  .  sind,  neue  unabhängige 
Veränderliche  eingeführt,  so  erkennt  man,  dafs  man  sie  durch 
homogene  Functionen  beliebigen  Grades  beMedigen  und  dann  das 
allgemeine  Integral  nach  solchen  Particularlösungen  entwickeln  kann, 
umgekehrt  kann  man  von  dem  Integral  der  transformirten  Gleichung 
auf  das  der  ursprünglichen  schliefsen*^^).  Z.  B.  geht  die  Differential- 
gleichxmg: 

(d»  +  i>;) » -  0  (7) 

durch  die  Substitutionen: 

X'^  ar  cosjp,     y  =^hr  sinjp,     co  :=  wr"  (8) 

über  in: 

m      —  n    t/^*P    ,    C0B«|}\  _.      1     ,      , /C0B»|)    ,    sin'pX 

(1                 1   \ 
gi^ |-j  (sin  2jp  ■  DpU  +  w  cos  2p)  «=  0. 

Da  der  ersten  durch  (x  db  tt^)**  genügt  wird,  sei  das  allgemeine 
Integral  der  letzteren  ••**): 

Ä  (a  cosp  +  hl  BmpY  +  B{a  cosp  —  hi  sin|))";  (10) 

für  a  =  6  «=  1:  • 

-4e»'"+ J?c-»'"'.  (11) 

Wird  femer  statt  r  eine  neue  unbekannte  8  durch  die  Substitution: 

r  =  ^e»  (12) 

eingeführt'^,  so  tritt  diese  in  der  transformirten  Gleichung  nicht 
explicite  auf;  Lamä's  Resultat,  dafs  sich  dabei  (7)  in: 

i>p  +  -DJ  =  0  (13) 

transformirt,  sei  ein  specieller  Fall  davon.  Femer  liefert  diese 
Transformation : 

(li  +  l)iy^f\-''(Dl  +  r/',)[Dl+(I>-2f].      (14) 

Weiter  giebt  Cauchy  die  allgemeine  Transformation  der  Gleichung: 

r  =  Dl  +  Dl  +  Dl^O  (15) 

3648)  p.  839.         3649)  p.  341. 

3650)  §  8,  p.  343;  auch  als  §  2  der  Abhandlung  Par.  G.  R.  16,  1848^ 
p.  675  (oeuvres  (1)  7,  p.  312). 
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in  kruimnlinige  Coordinaten,  specieU  in  orthogonale«»^)  und  leitet 
daraus,  indem  er: 

(1 6)  {D,xy  +  (D,yy  +  {B^zf  -  i,  . , . 

(17)  Z±DpXD^yBrii^J 
einfahrt,  die  Identitäten  ah: 

(18)  JFw^Dp  (/LDpio)  +  D,  (JMD^m)  +  Dr  {JMBrio) 
und: 

(19)  J{vFu  —  uFv)  =  Dp  \JL  (vDpU  —  uDj,v)]  H ; 

die  letztere  sei  zu  (1)  analog. 

Endlich  behandelt  er  noch  verschiedene  andere  Transformationen, 
namentlich  solche  auf  Summen  von  Quadraten  der  Symbole'*^'). 
Eine  particulttre  Lösung  der  Laplace'schen  Gleichung  in  n  Variabein 

erhalte  man  durch  eine  Function  m  von  r  =  |/a?*  +  y*+  •  •  *»  ^® 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichung: 

(20)  y  Driü  +  rDr  (r-^Drto)  =  0 

genügt. 

Ein  sich  anschliefsender  Aufsatz  behandelt  speciell  noch  einmal 
die  Laplace'sche  Gleichung  in  zwei  Variabein  (7)  ••**).  Cauchy 
schreibt  ihr  allgemeines  Integral  in  der  Form:. 

(21)  CO  =  v(w»')  +  zC*^*")»     w  =  a  +  j5i,     v^^a  —  ßi. 
Soll  das  Integral  auf  der  durch: 

(22)  S(«,  y)  -  0 

bestinmiten  Linie  vorgegebene  Werte  annehmen,  so  solle  man  a,  ß 
der  Bedingung  3  (er,  /?)  «i  0  unterwerfen  und: 

(23)  «  =  ^  cos^),     /5  —  ^  sinjj 

setzen.  Die  Gleichung  der  Begrenzung  wird  dann  r  »  1 ;  die  Linien 
r  «  const.  sind  zu  ihr  ähnlich.  Es  sind  dann  nur  noch  die 
Functionen  9,  ^  so  zu  bestimmen,  dafs'*"): 

8651)  §  4,  p.  846.  In  den  C.  R.,  oeuvres  (1)  7,  p.  297  findet  sich  hier 
noch  die  Bemerkung:  durch  diese  Eigenschaften  der  orthogonalen  Flächen 
schienen  sich  Lamä*B  Erfolge  zu  erklären.  Die  versprochene  Ausfühnuig 
dieser  Bemerkung  ist  nicht  erschienen. 

8662)  §  6,  p.  849.  Ein  in  den  C.  R.  fehlender  Zusatz,  exerc.  2,  p.  866 
deutet  an,  wie  man  die  Resultate  durch  Residuenrechnung  erhalten  könne. 

8658)  Par.  C.  R.  16,  1848,  p.  517;  oeuvres  (1)  7,  p.  300. 

8654)  p.  804. 
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9>W  +  zW  -  ^0?)  (24) 

wird.  Für  einen  Kreis  könne  man  dieser  Bedingung  dadurch  ge- 
nügen, dals  man  9,  ^  in  Potenzreihen  entwickle  und  dann  für  tf; 
eine  trigonometrische  Beihe  ansetze.  Die  so  erhaltene  Beihe  führt 
er  dann  in  das  Poisson'sche  Integral  üher,  das  er  als  ein  singulftres 
auffafst'^^).     Er  nimmt  dann  noch  die  Zerlegung  vor: 

l-2rcoa(p  -p,)  +  r»-  (l  -  ^r)  (l  -  ^J-)  r,        (25) 
also  für  ut;  =- 1 : 

1  — 2rcoB(p  — pi)  +  r«       ttj  —  t*r  ^  |,-i,.-i  _  I4 '       ^^''>' 

sodafs  das  Integral  wirklich  in  der  vorausgesetzten  Form  (21)  er- 
scheint. Eine  entsprechende  Zerlegung  könne  man  auch  für  andere 
Formen  der  Begrenzung  vornehmen  ••*•). 

Daran  anschliefsend  setzt  Cauchy  allgemein  auseinander '*^^): 
In  seinen  früheren  Untersuchungen  über  die  Integration  partieller 
Differentialgleichungen  habe  er  hauptsächlich  den  Fall  im  Auge 
gehabt,  dafs  Anfangsbedingungen  vorgeschrieben  seien.  Es  könnten 
aber  auch  Grenzbedingungen  gegeben  sein;  dann  sei  es  zweckm&fsig, 
neue  Coordinaten  einzuführen.  Man  müsse  jedoch  dabei  sorgfältig 
darauf  achten,  dafs  das  Integral  eine  eindeutige  Function  nicht  nur 
dieser  neuen  Coordinaten,  sondern  des  Ortes  selbst  werde.  Er  be- 
spricht zimächst  für  den  Fall,  dafs  r  »  ^  die  Gleichung  der  Be- 
grenzung ist,  BeihenentwicMungen  nach  Potenzen  von  r  -—  ^'^^); 
dann  recapitulirt  er  einen  Teil  der  früheren  Besultate  *•*').  Weiterhin 
beschäftigt  er  sich  speciell  mit  der  Laplace'schen  Gleichung  in  n 
Veränderlichen'*^®);  sie  könne  durch: 

09  =  J?r-»+«  +  C  (27) 

befriedigt  werden,  also  auch  durch: 

(^  —  2  r  cos  d  -f  — )"^"^  (28) 

und  durch  die  Ableitung  dieses  Ausdrucks  nach  qi 


8666)  p.  806. 

3666)  Für  den  Erfolg  dieses  Yerfahrens  ist  jedenfalls  wesentlich  die 
von  Cauchy  nicht  angegebene  Bedingung,  dafs  (22)  die  Gleichung  einer 
convexen  Gurve  ist. 

8667)  Par.  C.  R.  16,  1848,  p.  672;  oeuvres  (1)  7,  p.  308. 

8668)  p.  810.         8669)  §  8,  p.  817. 
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(2^) 


9' 


(p*- 2rco8<r  +  r*p-0'^ 


m 

Daraus  leitet  er  däim  wieder  das  Poiseon'sohe  Integral  für  2  und 
3  Verftnderliche  her,  wie  wenn  daa  etwas  gans  neues  wftre'^^). 
Dooh  macht  er  darauf  aufinerksani)  dafo  man  so  nur  partienlftre 
Integrale  erhalte;  wolle  man  die  allgemeinen  haben^  so  müsse  man 
Yon  der  Betrachtung  von  Hohlkörpern  ausgehen '^^). 

Später  hat  Cauchy  auch  seine  Untersuchungen  über  ,^ttel- 
werte  von  Functionen^*  zur  Integration  von  Differentialgleichungen 
herangezogen^^').     Er  bringt  zuerst  das  Integral: 

(30)  w  =  »0  ffiof  kt  +  ^*  Sitt  ht 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichung: 

(31)  2^  cd  —  k^m 
auf  die  Form: 


1 


t 


(32)  o>-o>oä*    a  p«**'^a     +  «»iT /*«^ **'<*« 

—  1  -J  -1 

und  führt  das  weiter  über  in: 


wo: 

(34)  Q^u^aj^-^ |-w„a„,     **— t»jH h  «< 

gesetzt  ist,  der  Mittelwert  sich  auf  alle  diejenigen  Werte  der 
Argumente  a^,  . . .,  cr^  bezieht,  die  der  Bedingung: 

(35)  crj  +  .  .  .  +  «J  =  1 

genügen  und  nach  Ausftlhrung  der  Differentiation  i »  0  zu  setzen 
ist.  Die  Formel  bezieht  sich  in  dieser  Gestalt  auf  gerade  n;  für 
ungerade  n  ist  u„ "»  Q  zu  setzen,  sodafs  ce^  wegfällt. 

Diese  Formel  nimmt  er  dann  auch  für  den  Fall  in  Anspruch, 
dafs  k^  eine  Function  der  Differentiationssymbole  D„  D^^  ...  vor- 


3660)  p.  822.    8661)  p.  828. 

8662)  Exerc.  de  math.  4,  1847,  p.  168. 
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stellt'^');  sie  liefert  in  diesem  Falle  das  Integral  einer  partiellen 
Differentialgleichung.     Dabei  ist: 

€if'y^^^^vrm(x  +  a^tyi,  y  +  ß^tyi,  ...)•      (36) 

Ist  die  Differentialgleichung  die  der  Schallbewegung,  so  erhält 
man  auf  diesem  Wege  das  Integral  §  46  (10),  samt  der  Bestimmung 
der  sphärischen  Wellen. 

Einige  Zeit  nachher  yerallgemeinert  Cauchj  diesen  Ansatz  noch, 
indem  er  mit  Hilfe  einer  a£6nen  Transformation  von  Mittelwerten 
auf  einer  Engel  zu  solchen  auf  einem  EUipsoid  übergeht '^^).  Aus 
der  Identität: 

f  {ax,  &3^,  Ci?)  =  c«««  +    ■  f  («,  ß,  y),  (37) 

in  der  m,  «,  i?  ftb*  D^,  D^,  Dy  stehen  und  nach  der  Diffsrentiation 
a«"/3»7»0  zu  setzen  ist,  gewinnt  er  durch  Mittdbildung  die 
folgende: 

Mf(^.y.^)--2'.'-n/».7.^"'.$;:V»)>     (8«) 

in  der  2f*  fflr  a^Dl  +  6*D*  +  c*2>*  steht  und  die  Mittelbüdung  sich 
auf  alle  Punkte  im  Innern  des  ElHpsoides: 

»  =  S  +  F  +  -?-*  (39) 

bezieht.     Genügt  f  einer  Differentialgleichung: 

(j2)*  +  «.Z>;  +  «JDj)f-0,  (40) 

SO  kann  man  mit  ihrer  Hilfe  die  Differentiationen  nach  der  einen 
Variabeln  eliminiren;  woraus  sich  dann  ergiebt,  dafs  der  Mittelwert 
beim  Übergang  zu  einem  confocalen  Ellipsoid  ungeändert  bleibt. 

Ein  noch  späterer  AuÜBatz  enthält  Auseinandersetzungen  über 
die  Beziehungen  zwischen  der  Besiduenrechnung  und  der  Bechnung 
mit  isotropen  Mitteln '^^).  Man  erhalte  die  letztere,  wenn  man  bei 
der  ersteren  als  Begrenzongscurve  einen  fijreis  wählt;  auch  den  Fall 
des  Ereisringes  bespricht  er  ••••).  Schliefslich  kommt  er  noch  einmal 
auf  seine  alten  Formeln  zurück;  er  findet,  die  Gleichung  §  66  (l) 
habe  vor  der  Fourier'schen  das  voraus,  dals  sie  nur  eine  Exponential- 
fünction  enthalte '••''). 

3663)  p.  164. 

3664)  Par.  C.  R.  29,  1849,  p.  341;  oeuvres  (1)  11,  p.  160. 

3665)  Par.  C.  R.  32,  1851,  p.  207;  oeuvres  (1)  11,  p.  306. 

3666)  p.  311.    3667)  p.  313. 
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Über  eine  neue  Methode  zur  Integration  von  Dififerential- 
gleichungen  unter  gegebenen  Grenzbedingnngen,  die  Cauchy  an- 
gekündigt hat"^*^),  ist  nichts  weiter  veröffentlicht. 


§  73.    Discontinuitätsfactoren. 

G.  Libri  hat  wiederholt '^^)  darauf  aufinerksam  gemacht,  dafs: 

^  ,       ( 1  fttr  a;  >  0, 

(1)  0*^  oder  vielmehr  lime*    ^  { 

^  ^  .=0  10    „    x^O 

ist,  auch  angekündigt,  dafs  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  „dis- 
continuirliche  Functionen"  (im  alten  Sinne  •^),  ^^)  des  Wortes)  dar- 
stellen und  Integrale,  wie  sie  in  der  Wftrmetheorie  auftreten,  aus- 
werten könne.  Er  behauptet '*^^),  die  gewöhnliche  Form  der  Lösung 
des  Problems  der  Abkühlung  eines  Stabes,  der  zu  Beginn  die  oon- 
staute  Temperatur  1  hat,  erfülle  die  Anfangsbedingungen  nicht 
genau,  indem  sie  fCb-  ^  =»  0  an  den  Stabenden  nicht  1,  sondern  Yg 
gebe.  Er  glaubt  mit  seinen  Functionen,  bezw.  Grenzausdrücken  das 
besser  machen  zu  können,  führt  aber  die  Rechnung  nicht  durch  ^^^). 
Diese  Vorschläge  Libri's  sind  später,  soviel  ich  sehe,  von 
niemand  angenommen  worden  als  von  J.  Petzval^^').  Als  Ziel 
hat  er  die  Untersuchung  der  Brechung  und  Beflexion  der  Licht- 
strahlen im  Auge,  findet  es  aber  erforderlich,  als  Vorbereitung  die 


8668)  ib.  36,  1862,  p.  897,  822,  841;  oeuvres  (1)  il,  p.  487. 

8669)  Mem.  math.  phjs.  1,  Florenz  1829  (und  Pisa  1827?),  p.  44;  J.  f.  Math. 
6,  1880,  p.  67;  ib.  7,  1881,  p.  224.  ib.  10,  1888,  p.  808  (vom  Mai  1882) 
bringt  er  auTser  Becapitolation  seiner  früheren  Auseinandersetzungen  und 
uns  hier  nicht  interesBirenden  Anwendungen  nur  noch  die  unrichtige  Be- 
hauptung, 0^  sei  immer  gleich  1  zu  setzen  (seine  Beweise  setzen  die 
Existenz  eines  von  der  Reihenfolge  der  Grenzübergänge  unabhängigen 
Grenzwertes  voraus). 

8670)  J.  f  Matii.  7,  p.  229.  Die  Bemerkung  ist  ganz  richtig;  aber  es 
giebt  eben  in  diesem  Falle  keine  Lösung,  die  die  Anfangsbedingungen 
vollständig  streng  erfClllt.  Davon  würde  sich  Libri  selbst  überzeugt  haben, 
wenn  er  seine  Rechnungen  wirklich  durchgeführt  und  sich  nicht  auf  all- 
gemeine  Behauptungen  beschränkt  hätte. 

8671)  ib.  p.  281  bemerkt  er  noch,  man  könne  sich  zur  Integration 
von  Differentialgleichungen  mit  Vorteil  einer  Formel  bedienen,  die  er 
schon  1822  gegeben  hatte,  die  übrigens  der  Sache  nach  mit  Cauchy's 
Darstellung  von  f{e)  durch  ein  Randintegral  über  einen  Kreis  um  ß 
identisch  ist;  doch  ist  auch  diese  Bemerkung  nicht  ausgeführt. 

8672)  Wien.  Denkschr.  17,  1869,  p.  91;  Auszug  Wien.  Ber.  29,  1868, 
p.  160. 
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entsprechenden  Erscheinungen  an  gespannten  Saiten  unter  der  An- 
nahme za  behandeln,  dafs  die  Enden  nicht  unverrückbar  befestigt 
sind,  sondern  einen  Teil  ihrer  Energie  an  die  Unterlage  abgeben. 
Er  meint,  man  müsse  diesen  Fall  als  Grrenzfall  des  anderen  ansehen, 
dals  eine  aus  drei  Stücken  zusammengesetzte  Saite  yorliege,  von 
denen  das  mittlere  spedfisch  bedeutend  leichter  sei,  als  die  beiden 
äuTseren.  Das  Gesetz  der  spedfischen  Schwere  könne  man  ver- 
mittelst eines  discontinuirlichen  Factors  durch  eine  Formel  als 
Function  der  Abscisse  darstellen;  als  solchen  benutzt  er  den  von 
Libri  gegebenen,  genauer: 

.,       fl  für  ir>0, 
X=-lim€^'=-  I  ^  (2) 

Zunächst  betrachtet  er  eine  aus  nur  zwei  Stücken  verschiedenen 
specifischen  Gewichts  zusammengesetzte  Saite  von  beiderseits  un- 
endlicher Länge;  ihre  Bewegung  geschehe  nach  der  Gleichung '*^^): 

[Ä«+(fc._Ä«)j«]|^?-0.  (8) 

Diese  wird  durch  17  »  y  cos  cet  befriedigt,  wenn  y  der  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  genügt: 

y"+[Ä«+(Ä»-Ä»)x»]y  =  0.  (4) 

um  die  letztere  zu  integriren,  setzt  er  unter  Berufung  auf  frühere 
Untersuchungen : 

y  -  «•/»•",       9  -  ax  +  6.  (5) 

Soll  dieser  Ausdruck  sowohl  für  negative,  als  für  positive  x  der 
Differentialgleichung  genügen,  so  findet  er,  es  müfste: 

6  =  ±  «Ät,     a  -f  ft  "=  ±  a**  (6) 

sein;  das  so  gefundene  Integral  mit  4  willkürlichen  Constanten 
genfige  aber  nur  dann  auch  für  sehr  kleine  Werte  von  Xj  wenn 
zwischen  diesen  Constanten  noch  Beziehungen  bestehen;  „und  auch 
dann  nur  näherungsweise,  nämlich  erst  in  der  Grenze  strenge^^  ^''^). 
Auf  diese  Weise  erhält  er  zunächst  ein  particuläres  Integral,  ein 
zweites  dann  aus  diesem  durch  Quadratur.  Die  Sehlufsformel  läfst 
sich  einerseits  für  positive,  andererseits  für  negative  x  noch  zu- 
sammenziehen«^»). 

Weiterhin   untersucht    er   zunächst   den   Fall   einer   beiderseits 
unbegrenzten  Saite  «^*);  die  Formel  stellt  dann  für  jeden  Teil  der 

8678)  p.  98.         8674)  p.  100—108. 
8676)  p.  106.         8676)  p.  107. 
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Saite  4  einfAche  Wellenzüge  Yor.  Man  könne  aber  über  die  Con- 
etanten  so  Terf&gm,  daÜB  auf  einer  Seite  nur  zwei  Wellen  auf- 
treten'*^^)f  und  zwar  anf  doppelte  Weise;  und  wenn  man  dann  nodi 
einual  zBeammenziehei  eiiialte  man  eine  einüalleade,  eine  gebrochene 
nnd  eine  reflectirte  Welle^  wie  in  d«r  Optik^^^). 

Aus  dem  so  gefundenen  particul&ren  Integral  leitet  er  all- 
gemeinere vennittekt  der  Foumr'scken  Integralibrmd  faer^^*). 

Hierauf  wendet  er  sich  zu  den  complicirteren  firseheimmgen, 
die  von  Saittti  ans  drei  Stücken  dargeboten  werden  ^^^*);  er  legt 
namentlich  Wert  auf  eine  particuläre  Lösung,  bei  weklier  in  dem 
mittleren  Stück  sich  immer  nur  eine  hin  und  hergehende  Welle 
befindet,  deren  Amplitude  bei  jeder  folgenden  Reflexion  abnimmt. 
Er  glaubt,  dafs  man  gerade  mit  diesem  Falle  sehr  häufig  zu  thun 
habe.  Der  Fall  einer  beiderseits  begrenzten,  aus  zwei  verschieden- 
artigep  Stücken  bestehenden  Saite  fOhrt  ihn  auf  die  transcendente 
Gleichung  ••••): 

(7)  k  CQtkl  +  h  cothL 

Für  hX  *^kl  liefert  sie  ihm  nur  ungerade  Obertöne,  was  er  merk- 
würdigerweise [vgl.  schon  ^'®^)]  für  ein  der  Erfahrung  wider- 
sprechendes Resultat  hält  und  durch  eine  andere  Anordnung  des 
Grenzüberganges  zu  corrigiren  sich  bemüht '•®^). 

P.  G.  Dirichlet  hat  seinen  discontinuirlichen  Factor****)  nicht 
zur  Integration  von  Differentialgleichungen  benutzt. 

Dagegen  hat  A.  Oaucby,  als  er  sieb  mit  solchen  Factoren 
beschäftigte  —  er  nennt  sie  limitateurs,  später  restricteurs  —  sofort 
diese  Anwendung  ins  Auge  gefaist.  Er  beginnt*^')  mit  der  Aus- 
einandersetzung,   dals    bei   Integration    einer   partiellen  Differential- 

8677)  p.  108.        3678)  p.  109. 

8679)  p.  110.  Seine  Fonneln  enthalten  hier  nur  eine  willkOriiche 
Function;  die  zweite  fügt  er  p.  116  hinzu.        8679')  p.  112. 

8680)  p.  121;  weitere  Discussion  p.  129;  specielle  Fälle  der  Commensura- 
bilität  p.  184. 

8681)  p.  124. 

8682)  Beil.  Abb.  1889,  p.  61;  Auszüge  J.  de  math.  (1)  4,  p.  164;  Par. 
€.  B.  8,  1889,  p.  166:  Berl.  Ber.  1889,  p.  18;  Werke  1,  p.  891,  876,  381. 
Die  Abhandlung  enthält  (Werke  p.  896)  die  auch  für  uns  wichtige  ünter- 
echeidung  zwischen  unbedingt  und  nur  bedingt  convergenten  Integralen. 
Dirichlet  empfiehlt,  die  hieraus  entstehenden  Schwierigkeiten  durch  Ein- 
führung von  ConTergenzfactoren  zu  beseitigen;  doch  sind  die  hierauf 
bezüglichen  Rechnungen  nur  angedeutet. 

8688)  Par.  G.  R.  28,  1849,  p.  277;  oeuvres  (1)  11,  p.  120.  Ankflndigongen 
ib.  27,  1848,  p.  687,  672;  Oeuvres  p.  89,  90. 
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gleichung  durch  die  Anfiuigs-  und  Ghrenzbedingiuigeii  Unsietigkeiteii 
hereifigebracbt  werden  kannten.  DaraoB  entspringe  eine  doppelte 
Schwierigkeit:  was  wird  aus  einer  edlchen  nnstetigen  Function,  wenn 
man  die  reellen  Vanabeln  dnieh  oompleGce  ersetzt'*^)?  wie  löst  sieh 
der  Widerspmch  zwischen  der  geschlossenen  Form  des  Integrals  und 
der  BeiheoentwioklQng?  (Oauohy  findet  s.  B.,  fttr  die  Bewegung 
einer  schwingenden  Luftsftnle  gebe  die  geseUossene  Form  des  Inte- 
grals fortschreitende  Wellen,  die  Beihenentwicklung  stehende.)  Diese 
Schwierigkeiten  verschwänden,  wenn  man  die  unstetigen  Functionen 
als  specielle  Werte  [wir  würden  jetzt  wohl  lieber  sagen:  als  Grenz- 
falle] von  stetigen  ansehe,  aus  denen  sie  durch  Nullsetzen  eines 
Parameters  entstehen.  Speciell  könne  man  eine  discontinuirliche 
Function,  die  nur  in  einem  gewissen  Interyall  von  Null  verschieden 
ist,  ansehen  als  Product  aus  einer  stetigen  Function  und  einem 
„limitateur'^  der  nur  in  diesem  Intervall  «  1 ,  aul^erhalb  desselben 
»>  0  ist;  dieser  selbst  könne  seinerseits  wieder  als  specieller  Wert 
einer  stetigen  Function  angesehen  werden.  Man  befreie  durch  diese 
Darstellung  die  Frage  nach  dem  Einfluls  der  ünstetigkeiten  von  der 
spedellen  Natur  der  einzelnen  unstetigen  Function.  Er  kommt  zu 
der  Auffassung,  dals  auch  die  zu  einem  solchen  limitateur  gehörende 
Function  complexen  Arguments  Null  zu  setzen  sei,  wenn  der  reelle 
Teil  ihres  Arguments  nicht  dem  gegebenen  Intervall  angehöre. 
Z.  B.  gebe  ein  complexer  Wert  der  Fortpfianzungsgesofawiadigkeit 
immer  noch  fortschreitende  Wellen,  aulser  wenn  sein  reeller  Teil 
Null  sei.  —  Zum  Schluis  kündigt  er  Anwendungen  auf  Reflexion 
und  Brechung  an. 

Statt  dieser  erscheinen  jedoch  zunächst  wieder  allgemeine  Aus- 
einandersetzungen'^^).  unstetige  Integrale  seien  durch  die  Anfangs- 
bedingungen nicht  vollständig  bestinmit,  schon  im  einfachsten  Falle 
der  Gleichung  dyjdx » 0  nicht;  wie  solle  man  nun  entscheiden, 
welches  von  allen  diesen  möglichen  Integralen  die  richtige  Lösung 
eines  vorgelegten  Problems  sei?  Für  Probleme  der  Dynamik 
materieller  Punkte  sei  es  nötig,  das  stetige  zu  nehmen '^;  daraus 
ergebe  sich  das  gleiche  fOr  die  Probleme  der  HydrodTnamik  und 
der  Elastidtätstheorie,  wenn  die  Anfangsbedingungen  selbst  stetig 
seien;  andernfalls  müsse  man  die  unstetigen  An£Bmgsbedingungen  als 

3684)  Die  Formulinmg  dieser  Frage  und  ihre  weiter  unten  folgende 
Beantwortung  zeigen,  dafs  Gauchy  sich  nicht  auBschliefslich  mit  monogenen 
Functionen  complexen  Arguments  beschäftigte. 

8686)  ib.  29,  1849,  p.  648;  oeuvres  p.  172. 
p.  176. 
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Grenzflllle  von  stetigen  ansehen,  unter  den  Lösungen  des  speeiellen 
Problems  sei  dann  eine,  die  als  Grenzfall  ans  der  stetigen  LOsnng 
des  allgemeinen  Problems  hervorgehe;  diese  mflsse  man  in  den  An- 
wendungen nehmen.  Durch  den  Gebranch  der  limitatenrs  kOnne 
man  sich  die  Dnrchf&hrung  dieses  Yerfiahrens  erleichtem« 

Diesmal  teilt  er  auch  genaueres  darftber  mit,  wie  er  sich  die 
limitateurs  gewählt  denkt     F&r  eine  Variable  nimmt  er*^: 

(8)  '"H'  +  m)- 

Mit  dessen  Hilfe  behandelt  er  zunächst  die  partielle  Differential- 
gleichung 1.  0.: 

(9)  "Wi  ^  "S^  unter  der  An&ngsbedingung  8  »  g>{x). 

Ist  q){x)  eine  stetige  Function,  so  ist  die  Lösung  S'^  q>{x  +  i)\  ist 
aber  g>(x)  «  lxf{x)^  so  sei: 

(10)  8  «  h+uf{x  +  t) 

zu  nehmen,  wo  u  irgend  eine  mit  t  verschwindende  Function  von 
X  und  t  sein  könne,  unter  allen  so  erhaltenen  Lösimgen  zeichne 
sich  aber: 

(11)  «-t+i/'(«  +  0 

dadurch  aus,  dafs  sie  durch  den  Grenzübergang  zu  €  >»  0  erhalten 
wird,  wenn  man  von: 

(12)  ^(^).|(i+_^);.(^) 
oder  von: 

(13)  V(a>)  -  ^^ 

ausgeht. 

Bald  darauf  führt  Cauchy  die  Abkürzung: 

(U)  it  fftr  h^alt-i 

ein'^');  erläutert  feiner  die  Behauptung  betreffend  die  Ausdehnung 
auf  complexe  Argumente  durch  die  Bemerkung  ^^),  daüs  der 
Wert  von: 

(15)  lim ^— ^ 


8687)  p.  181. 

3688)  §  1,  p.  178.    Hier  wie  auch  sonst  schreibt  Cauchy  yi*  statt  des 
jetzt  üblichen  \t\. 

3689)  ib.  p.  606,  bezw.  183.        3690)  p.  188. 
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nur  Tom  reellen,  nicht  yom  imaginären  Teil  von  x  abhänge.    Dann 
stellt  er  das  Integral  von: 

D*tt  =  D^M  (16) 

nnter  den  Anfangsbedingungen: 

u^lrfir),     DtU^lrF(r)  (17) 

in  der  Form  dar**^*): 

u  -  i  { Wif(r  +  0  +  lr-tf(r  -  0 ) 

+  lJ{UtF{r  +  t)  +  «.-,F(r-T)}  dx.  ^^^^ 

Für:  ^ 

D]u  +  i)*tt  -  0  (19) 

erhalte  man  eine  ähnliche,  aber  einfachere  Form,  da  man  Ir  +  <»  ^^ 
ir  redudren  könne^.  Zum  Schlufs  deutet  er  Verallgemeinerungen 
auf  Gleichungen  mit  einer  gröiseren  Anzahl  Ton  Veränderlichen  an. 
Einige  Jahre  später  **'')  ersetzt  er  den  Ausdruck  limitateur 
durch  restricteur  und  benutzt  als  Zeichen  einfach  l\  als  Beispiele 
giebt  er  jetzt,  auiser  dem  schon  früher  erwähnten: 

OD        OD  \  ^ 

JiJ J<f  *''-">  äadX. 


—  OD      0 


£r  zeigt,  dafs  man  mit  Hilfe  solcher  Ausdrücke  jedes  mehrfache 
Integral  auf  constante  Grenzen  bringen  könne;  Dirichlet  erwähnt  er 
dabei  nicht.  Die  Anwendungen  betreffen  hier  Integrale,  die  in  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkommen  (vgl.  §  81);  von  Differential- 
gleichungen ist  nicht  weiter  die  Bede. 


8691)  §  2,  p.  191.    8692)  p.  192. 

8698)  Par.  C.  R.  87,  1868,  p.  160;  oeuvres  (1)  12,  p.  79. 
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Elfter  Abschnitt. 
Allgemeine  ReihenentwicUiuigeii  und  lategraMarsteUusei. 

§  74.    Die  Ans&tze  von  Pagani. 

Die  durch  Poisson*^^^)  postolirten  Beihenentwicklungen  all- 
gemeinerer Art  sind  in  einer  sehr  merkwtbrdigen  Abhandlung  Yon 
Q.  M.  Pagani"^^)  in  Angriff  genommen  worden.  Pagani  stellt 
sich  zunächst  das  folgende  Interpolationsproblem  (vgl.  §  25):  eine 
Function  y  von  x  sei  durch  eine  lineare  Differenzeagleichung  definirt, 
in  der  der  Coeffident  von  y«  einen  Parameter  a  enthalte '^^);  eine 
Function  f(x)  soll  in  der  Form  ZAyx  dargestellt  werden,  die  Summe 
erstreckt  über  alle  diejenigen  Werte  von  a,  die  einer  gewissen 
Gleichung  genügen.     Hat  die  DifferMizengleichong  die  Foim'^: 

(j)     KVx"^  ^y*+  ^xVz^i     +  QzVx-^t     +  -Rx^x+a  +  •  •  • 

so  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  irgend  einer  Function  ;r^ 
und  Addition: 

K^Vx^x^^Vx  {  ^'*+  -Px^x+l       +  «x^x+«       +-»x«x+8  +  •  • 

+   J*x-l^x-l+«x-S^x-2  +  ^x-l^..|  +  --) 
+  (-Pr-l^x-l+«,-.,«^,-l  +  -B._8^,-«  +  -0yx 

,^.  +  («x-l'^.-l  +  -Rx-t^«-2  +  "0yx+l 

^^  +  •  •  • 

-(^x-.l«^x       +«x-l^x  +  l  +  Ä.-i^,+,  +  --)yx-l 

-  («.^  t^x       +  -««-««.+»  +  •  Oy.-r 

•^.»  •  •  • 

also  wenn  z  der  Gleichung  (l)  mit  dem  Parameterwert  /3  genügt: 


8694)  Bmx.  mäm.  1829,  p.  6  (vom  M&rz  1828). 

8696)  Im  Text  (m:.  1,  p.  8)  nimmt  er  an,  dieser  Coefficient  sei  von  der 
Form  h^  —  X,  wo  h^  unabhängig  von  rr,  X  von  a;  nachträglich  (p.  66) 

bemerkt  er,   daüa  das  nicht  wesentlich  sei.     Doch  würden  unter  dieser 
allgemeineren  Yoraassetzung  seine  Schlüsse  jedenfalls  vielfach  modificirt 
werden  müssen,  wenn  die  Resultate  überhaupt  dann  noch  gelten. 
8696)  nr.  2,  p.  10. 
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+c*-i(y.+i^.-i-Ä-.i«^«+i)+-ß*-i(y«+i^«-«"yx-2^«+i)+-    (^) 

+•• 

Man  kann  nun  die  Integrationsconstanten  so  bestimmen,  daüis  die 
rechte  Seite  dieser  Gleichung  Null  wird;  und  zwar  kann  man  dies 
stets  dadurch  erreichen,  dafs  man  y  einem  gewissen  Bedingungs- 
system Y  und  e  dem  durch  Yertauschung  von  y  mit  e  daraus 
hervorgehenden  System  Z  unterwirft ^••^.     Dann  wird: 

^y^^n^O    ftr    Ä„+V  (4) 

Die  Elimination  der  Constanten  aus  dem  System  F  führt  zu  einer 
Besultante: 

J7(«)  -  0;  (5) 

«,  ß  müssen  dann  zwei  verschiedene  Wurzeln  dieser  Gleichung  sein. 
Für  a  ^  ß  erhält  man  aus  (3)  den  „wahren  Werf^  von  üyf^  durch 
Anwendung  des  bekannten  Grenzübergangs  oder  durch  direote 
Mittel**^.  Nebenbei  folgert  Pagani  aus  der  Gleichung  (4)  [wie 
Poisson^''^)],  dafs  die  Gleichung  (5)  keine  imaginären  Wurzeln 
haben  kann**^).  Die  Coefficienten  der  gesuchten  Entwicklung  er- 
geben sich  dann  aus  der  Gleichung '^^): 

^.-Sy»,.-^/;y,„;  (6) 

dabei  muls  übrigens,  wie  Pagani  mit  Recht  bemerkt,  die  Function 
f(x)  selbst  den  Grenzbedingnngen  genügen '^^^). 

Naher    discutirt   Pagani    fhn  Fall,   dafs    die   Coefficienten    der 
Gleichung  (l)  constant  sind;  er  schreibt  sie  dann'^^^: 

*ay«— a(y«+i+yx-i)  +  &(y«+2+y«-2)  +  c(y«+s-fy,-j)-1 (7) 

Die  Grenzbedingungen  nimmt  er  hier  in  der  Form  an: 

yi=0,      y,+i— 0,     yi+2— 0, ...  ,g. 

ym—0,    ym+i-=0,   ym+2  — 0, ... 

der  Wert  von  JSyj^  ist  dann  gegeben  durch '^: 

3697)  nr.  4,  p.  11.        S698)  nr.  6,  p.  12,        869$)  nr.  7,  p.  11. 
8700)  BT.  8,  p.  18.        8701)  nr.  9,  p.  14. 
8702)  nr.  10,  p.  16.        3708)  nr.  11,  p.  16. 
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Lautet  die  Gleichung  (l)  einfach: 

(10)  2y,co8a  — yx  +  i  +  y«-i 
[▼gl*  §  9,  4],  so  ist  ihr  allgemeines  Integral ^^): 

(11)  y  »  Ol  cos  aa?  +  C^sinao^ 
Werden  als  Orenzbedingongen  angenommen: 

yo=0,    y,,-0 

so  folgt  (7)  *«>  0,  a  »  V7c/ft,  V  ganzzahlig,  und  man  erh&lt  die  Formel 
Ton  Lagrange  (§  12,  S)'^^).  Werden  aber  als  Orenzbedingongen 
angenommen: 

(12)  yo  — y«,    y-i  — y«-i, 

so  muls  a  =  2  vxjn  genommen  werden,  die  Constanten  C^,  C^  bleiben 
beide  willkürlich*'^)  und  man  erhält  die  Ponnel*'®'): 

^         %9nx    ,  ^    .    %9nx 

(13)  ^,  =  A  V/; !L^ !L_. 

Als   Beispiel    einer   Differenzengleichung   mit   variablen  Coefiß- 
cienten  bespricht  Pagani  die  folgen^ ''^): 

(14)  x/i^yx^i+  ^y«-i+  «y,—  0. 
Ihr  der  Grenzbedingnng: 

(15)  yo-0 

genügendes  Integral  ist  abgesehen  von  einem  constanten  Factor: 
(16)    ^(«,x)-l-(a:-l)«+(*7*)^-f7^)U  +  -  +  ... 

8704)  nr.  18,  p.  18.        3706)  nr.  14,  p.  19.        3706)  nr.  16,  p.  20. 

3707)  Wird  0,  *»  0  genommen,  so  ist  der  Coefficient  Ä^  auf  die  Hftlfke 
zu  redudxen  (nr.  16,  p.  28).  Die  Formel  bedeutet  übrigens  gegenüber  der 
von  Lagrange  nnr  eine  Yerschiebung  des  Anfftngspnnkti  der  Zfthlnng 
der  X. 


§  74.    Die  Ans&tEe  von  Pagfuii.  749 

Die  zweite  Grenzbedingung: 

yi.+i  =  0  (17) 

liefert  eine  Oleichung  nten  Grades  zur  Bestimmung  von  a;  bedeutet 
S  eine  über  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  erstreckte  Summe,  so 
erhält  man  eine  den  Bedingungen: 

f(0)  -/•(«  +  1)  -  0  (18) 

genügende,  im  übrigen  willkürliche  Function  interpolatorisch  dar- 
gestellt durch  die  Formel''*^): 

«+1 

m 

Fagani  bemerkt  noch'^^^),  tp(a^x+  1)  sei  gleich  der  Summe  der 
von  u  unabhängigen  Glieder  in  der  Entwicklung  von  (1  +  w)*c""*'^**, 
könne  also  „nach  einem  zum  Parseval'schen  Satz'^')  analogen  Ver- 
fahren" dargestellt  werden  durch: 

1 

9 («,  a;  +  1)  =  8i3^J*{ (1  +  »ye-«/"  +  (1  -  uyef" ]  ^ •      (20) 

-1 

Entsprechende  Untersuchungen  führt  Fagani  dann  auch  für 
Differentialgleichungen  durch '''^^).  Die  zu  untersuchende  Gleichung 
nimmt  er  in  der  Form  an: 

hay  «  Xy  +  Py'  +  Qy"  +  By'"  +  Äyiv  +  . .  ..  (21) 

dabei  bedeuten  ha  eine  Function  des  Parameters  a,  Z,  P,  ^,  i^, . . . 
Functionen  von  x.  Er  führt  die  Beschränkung  ein'^^'),  dals  zwischen 
diesen  letzteren  die  Gleichungen  bestehen  sollen: 


X- 

-P'+     Q"-    R"'+     S^-  +  - 

■•-X, 

P  -2Q'  +3B"      4S"'+      •• 

p, 

Q    —SB'  +68"  —  +  ■ 

•=-«, 

B    -45'    +-•• 

B, 

s   -  +  . 

•        ■        •        • 

9                   •                   • 

(22) 


8708)  nr.  17,  p.  24.    Vgl.  Fourier's  spätere  Abhandlung«"*). 

8709)  nr.  20,  p.  28. 

8710)  nr.  21,  p.  29.    Das  Integral  ist  nur  bedingt  convergent. 

3711)  nr.  22,  p.  30. 

3712)  nr.  23,  p.  38.     Man  erkennt  aus  seiner  Darstellung  nicht,  ob 
diese  Gleichungen  notwendige  Bedingungen  für  die  Gültigkeit  der  weiter 


760  I-  Hauptteil.  1 1 .  Abaelm.  Allgem.  Re0ien6Btwi(^gB.  n.  Integraldantel]£:n. 


Bedeutet  dann  z  eine  Lösung  derselben  Gkaehung,  mir  ftr  einen 
anderen  Wert  ß  des  Parameters,   so  ergiebt  sich  fttr  das  Integral: 


(23)  (Ä^  -  K)Ji 


yzdz 

ein  Ausdruck  durch  die  Werte  der  beiden  Functionen  und  ihrer 
Ableitungen  an  den  beiden  IntegraticMisgrenzen.  Werden  also  die 
Functionen  y  und  ß  solchen  Grenzbedingungen  unterworfen,  daÜB 
dieser  Ausdruck  Null  wird,  so  ergiebt  sich'^^'): 


(24)  ß 


ysdx  »  0. 


Den  Wert  des  Integrals  fttr  /3  =>  «  könne  man  dureh  Orttizübergang 
finden;  damit  liefsen  sich  dann  die  Coefficienten  in  der  Entwicklung 
einer  willkürlichen  Function  nach  diesen  Functionen  y  bestimmen '^^). 
Als  Beispiele  behandelt  er  harmonische'^^  und  unharmonische *^^^ 
trigonometrische  Beihen,  dann  auch  Entwicklungen  nach  den  Gjlinder- 
functionen  J(ax)^  unter  den  a  die  Wurzeln  der  Gleichung  /(al)  —  © 
verstanden  •^*'). 

§  75.    Die  grundlegenden  Abhandlungen  von  Sturm. 

Für  eine  genauere  Untersuchung  der  von  Poisson**^*),  *^*)  und 
Pagani*^^)  postulirten  Entwicklungen  nach  gewissen  Integralen 
linearer  Differentialgleichungen  war  eine  notwendige  Vorbedingungi 
dafs  erst  die  Eigenschaften  der  Functionen,  nach  welchen  entwickelt 
werden  sollte,  selbst  noch  prSciser  ausgesprochen  und  bewiesen 
werden  mnfsten.  Dieser  Aufgabe  unterzog  sidi  Ch.  Sturm'^^^; 
seine  hierauf  sich  beziehenden  Untersuchungen  stehen  im  engsten 
Zusammenhang  mit  seinen  Sätzen  über  die  Bealitftt  und  Yerteüung 
der  Wurzeln  einer  algebraisdien  Gleichung. 

Da  jede  lineare  Differentialgleichung  2.  0.: 

(1)  LV' +]!£¥"+  J^7=-  0 

folgenden  S&tze  sein  sollen,  oder  ob  er  sie  nur  der  EinfiAchheit  wegen 
eiDfdhrt. 

8718)  nr.  24,  p.  84.  Er  setzt  von  den  Grenzbedingongen  yoraus,  dafs 
die  aus  ihnen  durch  Elimination  der  Integiationsconstanten  sich  ergebenden 
Gleichungen  für  «,  resp.  ß  miteinander  identisch  sind. 

8714)  nr.  28,  p.  37.      8716)  nr.  29—86,  p.  88—46.      8716)  nr.  87,  p.  46. 

8717)  nr.  42,  p.  60.  Er  leitet  die  Integpraldarstellung  dieser  Functionen 
aus  ihrer  Reihendarstellung  mit  Hilfe  des  Parsevarachen  llieorems  '^')  ab. 

8718)  J.  de  math.  1,  1886,  p.  106;  vom  Sept.  1888;  Aussug  Tlnstitat  1, 
1888,  p.  219. 
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durch  Mtdtiplication  mit: 

L-^e^  (2) 

auf  die  Form: 

gebracht  werden  kami,  so  legt  Sturm  diese  letztere  Form  zn 
Grunde*'*®).  Um  singulftren  Punkten  auszuweichen,  nimmt  er  an, 
K  sei  im  ganzen  zu  betrachtenden  Intervall  (a .  .  .  &)  positiv. 
Zwischen  irgend  zwei  Integralen  F,  T^,  von  (1)  besteht  die  Identität: 

K(J^V'^  7F0-OMist;  (4) 

da  die  Constante  nicht  Null  sein  kann,  folgt  aus  ihr,  daüs  Y  nnd 
dY/dx  nicht  gleichzeitig  KuU  sein  können,  dafs  also  Y  in  jedem 
seiner  Nullpunkte  sein  Zeichen  wechselt*'^).  Indmn  Sturm  femer 
mit  6  eine  Differentiation  nach  einem  in  K  und  Q  enthaltenen 
Parameter  r  bezeichnet,  findet  er  die  Gleichung *''*): 

-  Y*i  (^)  -  C  +  Cv^SG  dx  -  Cr^iKdx,  (5) 

a  a 

und  wenn  J£^,  Cr|,  F^  zn  einem  zweiten  Werte  r^  dieses  Parameters 
gehören*'"): 

[KrY,-K^YYZ 

-  fYY^{a^-a)dx-  CrY'^{K^-K)dx.  ^^^ 

a  a 

Wenn: 

rfff>0,     SK^O  (7) 

ist,  folgt  aus  (5),  daXs  KY'/Y  fär  jedes  x  mit  wachsendem  r  ab* 
nimmt*'**).  Femer  folgt  aus  (5),  dafs  dY/dx  und  dF  in  jedem 
Ntülponkt  von  F  entgegengesetzte  Zeichen  haben  und  von  Null 
verschieden  sind,  und  daraus  weiter,  dafs  jeder  Nullpunkt  von  F 
mit  wachsendem  r  nach  links  rockt  *'^).  Aus  diesem  Satze  folgert 
Sturm:  wenn  r^  von  r  hinlänglich  wenig  verschieden  ist*'*^),  liegt 


3719)  nr.  1,  p.  108.        3720)  nr.  2,  p.  110.        8721)  nr.  4,  p.  113. 
3722)  nr.  5,  p.  114.         8728)  nr.  7,  p.  117. 

8724)  nr.  7,  8,  p.  117,  119.  Der  diesem  Schlufs  m  Grunde  liegende 
Fundamentalsatz  der  Theorie  der  impliciten  Functionen  war  damals  frei- 
lich noch  nicht  strenge  bewiesen;  vgl.  dazu  M.  B 6 eher,  N.  Y.  BulL  (2)  4, 
1898^  p.  803. 

8725)  ^fSurpasse  la  pr^miäre  d'une  quantite  aussi  petite  qu'on  von- 
dra"  p.  118. 
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zwischen  zwei  Nullpunkten  von  V  gerade  einer  von  V^  und  um- 
gekehrt'^^); und  daraus  dann  weiter,  dafs  das  auch  für  einen  end- 
lichen unterschied  zwischen  r  und  r^  gilt,  sofern  nur  im  ganzen 
Intervall  zwischen  r  und  r,  die  Voraussetzungen  bestehen  bleiben  •^*^. 

Nun  kann  man  aber  zwei  beliebige  Functionen  von  x  f&r 
GQcyr)  und  ö(a?,  ri)  w&hlen;  man  erh&lt  so  den  Satz'^*®): 

Seien  die  Functionen  6r,  £*,  &i,  -S^  im  Intervall  (a  . ,  .h)  den 
Bedingungen  unterworfen: 

seien  F^,  V^  Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen: 
-sei  endlich  fOr  ^  »  a: 

(10)  K,vi/r^K,ri/r; 

-dann  hat  F,  im  Intervall  mindestens  ebensoviele  Nullpunkte  als  F^ 
und  jeder  Nullpunkt  von  F^  liegt  links  von  dem  ebensovielten 
Nullpunkt  von  F^.  Wenn  V^  für  a;  =  a  selbst  Null  ist,  gilt  der 
Satz  auch  noch;  nur  ist  dann  dieser  Nullpunkt  von  F^  nicht  mit- 
zuzählen'^^).  Sturm  behandelt  auch  noch  direct  den  einfacheren 
Fall,  dafs  K^^  K^  und  öi=ff,  ist,  wahrend  in  (lO)  das  Un- 
gleichheitszeichen  gilt'^^).  Andererseits:  auch  wenn  man  die  Un- 
gleichung (10)  nicht  voraussetzt,  folgt  aus  (8)  und  (9)  allein,  dafs 
zwischen  ^wei  Nullpunkten  von  F^  mindestens  einer  von  F^,  also 
zwischen  zwei  Nullpunkten  von  F,  höchstens  einer  von  F^  liegt  •'^•^); 
und  weiter:  wenn  F|  im  Intervall  J  Nullpunkte  mehr  hat  als  F^, 
so  liegt  der  nte  Nullpunkt  von  F^  zwischen  dem  nten  und  dem 
in  +  -^)ten  von  F|'^'*);  und  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden 
Nullpunkten  von   F  liegen  höchstens  J  von   F'^'*). 

Sturm  untersucht  femer  das  Verhalten  von  KV'/V  oder  all- 
gemeiner (KV'  +  HV)/V  als  Function  von  r,  unter  H  eine  Con- 
-stante    oder    eine    mit    wachsendem    r    abnehmende   Function   ver- 


3726)  nr.  9,  p.  121. 

8727)  nr.  10,  p.  128.  Sturm's  SchliUse  sind  hier  nicht  so  präcise 
formulirt,  als  es  möglich  igt;  sie  sind  von  Böcher'^'^),  p.  300  auf  strenge 
Form  gebracht  worden. 

3728)  nr.  12,  p.  125.  Eine  Note  p.  182  giebt  einen  anderen  Beweis, 
der  direct  an  die  Gleichung  (6)  (for  JT  =  JT^  »»  1)  anknüpft  und  die  Ein- 
führung eines  continuirlich  veränderlichen  Parameters  r  vermeidet. 

8729)  nr.  12  bis,  p.  127.         3780)  nr.  13,  14,  p.  129—182. 

3781)  nr.  16,  p.  185.        8782)  nr.  17,  p.  137.       3783)  nr.  18,  p.  138. 
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standen '^'^);  er  zeigt  namentHch,  dafs  die  Nullpunkte  (r)  einer 
solchen  Function  wachsen,  wenn  man  den  für  x  =  a  vorgeschriebenen 
Wert  von  KV'/V  wachsen  lafst'^^).  Dann  fthrt  er  noch  einen 
zweiten  Parameter  n  ein;  nimmt  mit  wachsendem  n  6r  zu  und  K 
ab,  so  nehmen  die  ebengenannten  Werte  (r)  mit  wachsendem  n 
ab'^^).     Endlich  dehnt  er  die  abgeleiteten  Sätze  auf  die  Function: 

T^KV'  +  pV  (11). 

aus,  unter  p  eine  Function  von  x  verstanden,  für  die: 

aK  +  p*-Kp'>0  (12) 

ist »'*');  speciell  untersucht  er  den  FaU  j)'<0»^"). 

Die  Anwendung  seiner  Sätze  auf  die  Separation  der  Nullpunkte 
eines  solchen  V  leitet  er  ein  durch  die  Beduction  der  Gleichung  (3) 
auf  die  einfachere  Form'^'^): 

7"+67-*0  (13) 

vermittelst  der  Substitutionen: 

ü  =  VK~  J,     G^  GK-  *  -  JT"  t  (jri)".  (14) 

Ist  dann  im  Intervall  (a  . .  ,b): 

0^Gi<G<ff3,  (15) 

unter  G^  und  G^  Constante  verstanden,  so  vergleicht  er  die  Glei- 
chung (13)  mit  den  beiden: 

r;+G,r,~o,   r,'+e,F,-o,  (le) 

deren  allgemeine  Integrale  sind: 

V,^O^Bm[{x^a)yGl+cl  V^'^C^mii[{x^a)yG,  +  <^];  (17) 
er  findet  so,  daüs  in  dem  Intervall: 

-—-Yg[^         höchstens  — ^ 


mindestens  V^»         höchstens  y^%  (lö) 


Nullpunkte  von  Y  liegen '^^).  Durch  Benutzimg  dieses  Satzes  kann 
man  das  Intervall,  in  dem  ein  Nullpunkt  liegt,  beliebig  einengen '^^^). 
Insbesondere  gilt  für  zwei  aufeinanderfolgende  Nullpunkte  die  Be- 
ziehung •'*•): 


3734)  nr.  19,  p.  138.  3736)  nr.  22,  p.  143.  3736)  nr.  23,  p.  146. 

3737)  nr.  26,  p.  149.  8738)  nr.  31,  p.  162. 

8739)  nr.  86,  p.  166.    In  einer  Note  zeigt  er,  dafs  dasselbe  auch  durch 
Änderung  der  unabhängigen  Variabein  erreicht  werden  kann. 

3740)  nr.  37,  p.  167.       8741)  nr.  38,  p.  169.        8742)  nr.  39,  p.  173. 
Jahr«ib«rloht  d.  D«at«oh«n  Mathdm.-Vereinignng.   X.  48 
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in  der  £  einen  Mittelwert  zwischen  a  und  ß  bedeutet;  daraus  folgt 
z.  B.,  dafs  die  Differenzen  je  zweier  aufeinanderfolgender  Nullpunkte 
der  Cylinderfimction,  die  durch  die  Differentialgleichung: 

(20)  ü"+^ü'+(f»-^)u~0 

definirt  ist,  mit  wachsendem  Index  gegen  n/r  conyergiren,  und  zwar 
Yon  oben  oder  von  unten  her,  je  nachdem  n  >  1/4  oder  <  1/4  ist. 

Sturm  leitet  auch  noch  Grenzen  ab,  zwischen  welchen  der 
Wert  eines  V  selbst  enthalten  ist'^**),  überträgt  die  zuletzt  er- 
haltenen Sätze  auf  die  allgemeinere  Form  (1)*^^)  und  erwähnt 
schliefslich,  dafs  er  ursprünglich  von  den  analogen  Sätzen  für 
Differenzengleichungen  ausgegangen  sei*^^). 

Mit  dem  Gegenstand  dieser  Abhandlung  steht  in  naher  Be- 
ziehung ein  Satz,  den  Stunn  an  Liouyille  mitgeteilt  und  Yon  dem 
dann  letzterer  einen  Beweis  veröffentlicht  hat'^^).  Hat  die  Differential- 
gleichung die  Form: 

unter  g,  Ä;,  l  drei  Functionen  yon  x  verstanden,  von  denen  im 
Intervall: 

(22)  ^>0,     *>0,     1^0 

sein  sollen,  und  sind  hy  H  nicht  negative  Constante,  für  die  auch 
der  Wert  oo  nicht  ausgeschlossen  sein  soll,  so  folgt  aus  Sturm's 
Resultaten:  dafs  man  den  Grenzbedingungen: 

(23)  y'—Ä7- 0  fftr  «-a,     7'-f  ä7=  0  för  «  -  6 

nur  genügen  kann,  wenn  r  Wurzel  einer  transcendenten  Gleichung: 

(24)  IST  (r)  -  0 

ist;  dafs  die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  in  unendlicher  An- 
zahl vorhanden  und  alle  einfach  sind;  dafs  die  kleinste,  rg,  gleich 
Null  sein  kann,  die  übrigen  alle  positiv  sind;  dafs  allgemein  zu  r, 
eine  Function  F,  gehört,  die  innerhalb  des  Intervalls  gerade  v  Null- 
stellen hat.  Auch  erwähnt  Liouvüle  die  Gleichung  §  52  (12);  er 
folgert  aus  ihr,  dafs  eine  Sunune  der  Form: 


8748)  nr.  41,  42,  p.  176—182.         8744)  nr.  48,  p.  188. 
8746)  p.  186.        8746)  J.  de  matfa.  ],  1886,  p.  269;  ▼< 


vom  Juni  1886. 
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mit  Constanten  Coef&cienten,  niemals  identisch  Null  sein  kann,  wenn 
nicht  alle  Coefficienten  Null  sind*^^^.  Sturm's  Satz  sagt  nun  aus, 
dafs  eine  solche  Summe  im  Intervall  mindestens  m  und  höchstens 
n  Nullpunkte  hat*''^).  Zum  Beweis  bildet  Liouville  die  Glei- 
chung*'*^: 

Ist  fi  die  Anzahl  der  Nifllpunkte  von  U  im  Intervall,  so  ist  fi  — -  1 
die  der  Nullpunkte  der  rechten  Seite,  abgesehen  von  den  etwa  bei 
a  und  h  gelegenen;  daraus  folgt,  dafs  die  Ableitung  der  linken  Seite 
und  also: 

n 

^(rr-ro)ÄrVr  (27) 

mindestens  fi  Nullpunkte  im  Intervall  hat.  Durch  Wiederholung 
dieses  Schlusses  folgt  das  gleiche  fOr: 

n 

^(r^-rofA^r^  (28) 


vsm 


für  jeden  positiven  ganzzahligen  Exponenten  l.  Aber  fOr  ein  hin- 
länglich gro&es  l  hat  (28)  gerade  n  Nullpunkte''^);  also  ist 
f»  ^  n.  Der  andere  Teil  des  Satzes  ergiebt  sich,  indem  man 
27(r,— ro)'"^4vFv  bildet*''*);  oder  auch,  indem  man  zun&chst  mit 
Hilfe  des  ersten  Teiles  den  Satz  §  76  (3)  ableitet  und  diesen  dann 
auf  die  Function  (25)  anwendet*"**). 

In  einer  zweiten  Abhandlung *''*)  setzt  Sturm  zun&chst  aus- 
einander, dafs  man  auf  die  in  der  ersten  behandelten  Fragen  durch 
das  Problem  geführt  werde,  die  partielle  Differentialgleichung: 

imter  den  Grenzbedingungen: 

*|^  — Äu  =0  far  a;  =  a,     Jc^+Hu  =  0  ff!a  x^b      (30) 


8747)  nr.  2,  p.  271.    3748)  nr.  8,  p.  271.    3749)  nr.  4,  p.  272. 
8750)  nr.  6,  p.  276.    8761)  nr.  6,  p.  276.    3762)  p.  277. 
8758)  J.  de  math.  1,  1886,  p.  878. 
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dnrch  ein  Product  aus  einer  (trigonometrischen  oder  Exponential-) 
Function  von  t  allein  und  einer  Function  von  x  allein  zu  integriren. 
Er  giebt  dann  einige  Ergänzungen  zu  seinen  früheren  Besultaten; 
so  zeigt  er  ganz  ähnlich  -vne  Poisson'^^^),  dals  die  Hilfsgleichung  (24) 
keine  imaginären  Wurzeln  hat,  nur  dafs  er  dabei  die  Gleichungen 
in  ihre  reellen  und  imaginären  Teile  spaltet*^**).  Weiter  leitet  er 
für  eine  Function  Vr  und  eine  Function  F(r),  die  nur  der  Differential- 
gleichung (3)  und  der  ersten  Orenzbedingung  genOgt,  das  Integral- 
theorem ab"*^): 

b 

(31)  (r  -  r,)fg  VV^dx  «  \lc{VVl  -  KF)],=6 

a 

und  daraus  durch  Differentiation  nach  r,  Grenzübergang  zu  lim  r  »  r^ 
und  Berücksichtigung  des  ümstandes,  dafs  V^  auch  der  zweiten 
Grenzbedingung  genügt: 


'»»r  =  r- 


(32)  /,n..-[»f^'|j^-K,^)].. 

a 

wie  übrigens  schon  aus  (5)  folge.  Daraus  schlieDst  er  au£s  neue, 
d&Cs  die  Gleichung  (24)  nur  einfache  Wurzeln  besitze.  Femer 
folgert  er  aus  der  durch  Integration  gewonnenen  Gleichung '^^: 

X 

(33)  *  U  -  <^  '^J^~  ^^  ■''  '^  ^''*' 

a 

in  der  die  Constante  in  jedem  Fall  positiv  genommen  werden  könne, 
dafs  d  V/dx  für  negative  Werte  von  r  nicht  negativ  werden,  dals 
also  umgekehrt  die  Gleichimg  (24)  keine  aegativen  Wurzeln  haben 
kann.    Dassdbe  Resultat  leitet  er  dann  auch  nodi  aus  der  Gleichung: 

a  a 

ab*^^^.  Wenn  l  nicht  im  ganzen  Intervall  positiv  sei,  wohl  aber 
g^  k  und  die  Gonstanten  A,  H^  könnten  negative  Wun^  auftreten; 
doch  müfsten  diese  dann   alle  absolut  kleiner  sein,  als  der  absolut 


3764)  nr.  8,  p.  884.  nr.  5,  p.  890  führt  er  diesen  Beweis  auch  mit 
Benutzung  der  partiellen  Differentialgleichung  (29)  selbst,  unter  Berufung 
auf  Laplace.  ^as  Citat  ^^näc.  c^.  livre  2,  chap.  e^'  ist  sweifelloB  ein 
Versehen;  was  gemeint  war,  habe  ich  nicht  emiren  können.) 

8756)  nr.  4,  p.  887.         8766)  nr.  6,  p.  802.         8767)  p.  898. 
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gröfste  unter  den  negativen  Wei'ten  von  l/g.    Dafs  die  Gleichung  (24) 
unendlich  viele  positive  reelle  Wurzeln  hat,  beweist  er  wieder  durch 
Vergleichung  mit  einer  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten'^^^; 
Überhaupt  recapituHrt  er  ausführlich  die  Resultate  seiner  ersten  Ab- 
handlung  für   die  hier  angenommene  specielle  Gleichungsform '^^^). 
Dann  wendet  er  sich  zur  Reihenentwicklung  einer  im  Intervalle  \ 
(a . . .  b)    willkürlich    vorgeschriebenen   Function    von   x   nach   den 
Functionen  F,;  er  betont  die  Wichtigkeit  des  Convergenzbeweises'^^),  , 
setzt  ihn  aber  provisorisch  als  bereits  gef&hrt  voraus,  um  zunächst ' 
die   physikalischen    Folgerungen    zu   entwickeln.      Dabei   kommt    er 
auch    seinerseits    auf  seinen    Satz'^^)    zu   sprechen;    er   leitet   ihn  \ 
daraus  ab,  dafs  die  Summe: 


u  =  yJÄ,Vye--r*  (35) 


yssm 


mit  wachsendem  t  Zeichenwechsel  nur  verlieren,  nicht  gewinnen 
kann*^*^),  und  dafs  sie  fftr/  —  —  oow,  förf  =  +  oow  Zeichen- 
wechsel hat.  Aulserdem  zeigt  er,  daüs  der  Satz  auch  dann  gilt; 
wenn  man  nicht  nach  der  A^'^'^-hl  der  Zeichenwechsel,  sondern  nach 
der  der  Nullpunkte  fragt  und  dabei  etwaige  mehrfache  Nullpunkte 
mit  ihrer  Ordnungszahl  in  Rechnung  bringt  *^^*).  Bei  a;  =  a  oder 
x  s  6  gelegene  Nullpunkte  seien  dabei  nur  mit  der  halben  Ordnungs- 
zahl, wenn  aber  an  der  betr.  Grenze  F=0  als  Bedingung  vor- 
geschrieben sei,  gar  nicht  zu  rechnen ''*^).  AuJjserdem  giebt  er  noch 
einen  zweiten  Beweis,  indem  er  neben   ü  die  Function: 

ü,^^Ä,r,V,  (36) 

stellt •'•*);  es  ist  dann: 

und  also  hat  U^  in  einem  Maximum  von  1 27 1  das  entgegengesetzte 
Zeichen  wie  U,     Da  aber  U  in  zwei  aufeinanderfolgenden  Maxima 


3768)  nr.  7,  p.  896. 

«769)  nr.  9-^16,  p.  897—409. 

8760)  nr.  17,  p.  411:  „Fouriw  et  d'autre«  g^omfetre«  semblent  avoir 
m^connu  Timpoirtanee  et  la  difficultä  de  ce  piobl^me,  qu'ils  ont  oonfondu 
avec  celui  de  d^terminer  les  coefficientB.*' 

3761)  Der  Beweis  dieser  Behauptung,  nr.  19—24,  p.  418—481,  ist 
durch  sorgßiltige  Berücksichtigung  etwaiger  mehrfacher  Nullpunkte  so 
umfangreich  geworden. 

3762)  nr.  26,  p.  434.         3763)  p.  486.         8764)  nr.  26,  p.  486. 
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von  I  U\  entgegengesetzte  Zeichen  hat,  so  folgt,  daCs  U^  sein 
Zeichen  mindestens  ebenso  oft  wechselt  wie  U.  Daraus  wird  dann, 
wie  bei  Liouville'^^),  weiter  geschlossen '^•*). 

Liouyille  hat  yon  Sturm's  beiden  Abhandinngen  gesagt:  i^la 
post^ritä  impartiale  les  placera  a  cöt^  des  plus  beaux  memoires  de 
Lagrange^'^^.  Man  wird  dieser  Wertschätzung  als  solcher  zu- 
stimmen dürfen;  aber  wenn  sie  etwa  zugleich  eine  Charakterisirung 
von  Sturm's  Arbeits-  und  Darstellungsweise  enthalten  soll,  so  wird 
man  vielmehr  in  seinem  Bestreben,  den  Gedanken  an  die  Stelle  der 
Bechnung  zu  setzen  und  in  der  bis  auf  einen  Punkt '^'^  streng 
arithmetischen  DurchfQhrung  der  Beweise  geradezu  das  Oegenteil 
Yon  Lagrange's  Eigenart  erblicken  müssen. 


§  76.    Die  drei  Abhandlungen  Lioayille's  über  die 
Entwicklung  willkürlicher  Functionen  nach  den    F,. 

Schon  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Abhandlung  Sturmes 
hatte  sich  J.  Liouyille  mit  der  Frage  der  Entwicklung  einer  will- 
kürlichen Function  nach  den  V  beschäftigt.  Seine  erste  Abhand- 
lung •^•^  legt  der  Untersuchung  der  Beihe: 


(1)  Fix)  - 


^    fgv^dx 


den  Stürmischen  Satz'^^)  zu  Grunde.  Aus  diesem  Satze  folgt 
nämlich:  man  kann  die  Coefißcienten  Ä^  so  bestimmen,  dafs  die 
endliche  Sunmie: 


m 


(2)  U^^A,Y, 


vsO 


m  yorgegebene  Punkte  des  Intervalls  (a  .  .  .  6)  und  keine  anderen 
zu  einfachen  Nullpunkten  hat"*®).  Daraus  schliefst  er  weiter •'••): 
wenn: 


3765)  Sturm  zeigt  p.  439  noch  besonders,  dafs  auch  diese  Schlüsse 
fOr  etwaige  mehrfache  Nullpunkte  gelten;  femer  bemerkt  er  p.  448,  dafs 
diese  Function  U^  nichts  anderes  sei  als  der  Wert  von  du/ dt  für  tB>o, 
und  dafg  man  statt  dessen  auch  mit  den  Werten  von  u  und  du/ dt  füü* 
ein  beliebiges  t  operiren  könne. 

8766)  J.  6c.  poljt.  cah.  26,  1837,  p.  86. 

8767)  J.  de  math.  1,  1836,  p.  268;  vom  Nov.  1886. 

8768)  nr.  4,  p.  269.        8769)  Lemme  2,  p.  261. 
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ß 


/' 


b 
g>{x)V^dx=^0  (3) 

a 

sei  f%ir  jeden  Wert  des  Index  v,  müsse  g>(x)  identisch  Null  sein. 
Denn  seien  a,  6,  . .  .,  {  die  Punkte,  in  welchen  q>{x)  sein  Zeichen 
wechselt,  so  bestimme  man  die  Ay  so,  daüi  diese  Punkte  einfache 
Nullpunkte  von  (2)  werden;  dann  würde  aus  (3)  folgen,  daüis: 

b 

q>(x)  Udx  —  0  (4) 

a 

sein  müfste,  während  doch  die  zu  integrirende  Function  im  Intervall 
ihr  Zeichen  nicht  wechseln  würde.  Um  das  anzuwenden,  multipUcirt 
Idouville  beide  Seiten  der  Gleichung  (1)  mit  gV^dx  und  integrirt 
gliedweise;  mit  Hilfe  der  Integrals&tze  erhält  er  dann: 

b 

\f{x)  -  f{x)]  gV.dx^O  (5) 

a 

und  daraus: 

F{x)  =  nx),  (6) 

w.  z.  b.  w.»^'^). 

Zum  Schlufs  bemerkt  er  noch:  Bezeichnet  man  die  Summe  der 
n  erst^i  Glieder  der  Reihe  (1)  mit  tf«,  den  Best  mit  ^n,  so  ist: 

b 
^n^nffdX,  (7) 


b 

ß 


ß 


also: 


b  b 

JgF*  dx  ~Jg  (tfj  +  p«  )  rf«;  (8) 

a  a 

daraus  schliefst  er,  dafs  Jga^dx  immer  kleiner  als  JgF^dx  sei*^^^). 

An    diese  Abhandlung   schlieüsen  sich  dem  Inhalte  nach  zwei 
kleinere  Noten  Liouville's  an,  von  denen  die  eine  den  Satz*^*^  fär 

3770)  nr.  6,  p.  262.  Man  sieht,  dafs  der  Schlufs  die  gleichmäfsige 
Convergenz  der  Reihe  (1)  voraxisBetzt;  aulserdem  setzt  er  aber  nicht  nur 
von  der  zu  entwickelnden  Function  f{x)  voraus,  dalii  sie  im  Intervall  nur 
eine  endliche  Anzahl  Zeichenwechsel  besitzt  —  was  man  ja  billigen 
könnte  —  sondern  auch  von  der  Reihensumme  F(x\  über  die  man  doch, 
wie  schon  0.  Bonnet,  Brox.  sav.  6tc.  28,  1850,  §  m,  nr.  9,  p.  68  mit 
Recht  bemerkt,  nicht  verfügen  kann. 

8771)  nr.  6,  p.  266. 
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den  Fall  beweist,  dafs  an  Stelle  von  V^  die  Potenz  x*  tritt'"*),  die 
andere  dieselben  Schlüsse  fär  die  spedelle  Entwicklung  nach 
Legendre'schen  Polynomen  durchfahrt  •^^'). 

Eine  aweite  grölsere  Abhandlung  lioaville's'"^)  ist  Ter- 
anla&t  durch  Stonn's  Betonung  der  Notwendigkeit  des  Convergenz- 
beweises'^^).  Sie  zeigt  zunftchst:  die  Reihe,  durch  die  man  ver- 
mittelst successiver  Approximationen  eine  der  Differentialgleichung 
und  der  ersten  Grenzbedingung  genügende  Function  darstellen  kann, 
convergirt  für  alle  in  Betracht  konunenden  Werte  von  x  und  r; 
man  kann  also  die  mit  m(r)  ==0  bezeichnete  Gleichung  (§  75,  24) 
wirklich  aufstellen '^^^).  Dann  bringt  liouville  durch  die  Trans- 
formation: 


8772)  J.  de  math.  2,  1687,  p.  1.        8778)  ib.  p.  107. 

3774)  ib.  p.  16.  Liouville  berichtet  p.  19,  Sturm  habe  ihm  noch  einen 
anderen  Convergenzbeweis  mitgeteilt;  dieser  scheint  verloren  zu  sein. 

8775)  nr.  2,  p.  19.  Liouville  ist  sp&ter  noch  einmal  auf  die  Con- 
vergenz  dieser  Approximationsmethode  zurückgekommen  (Par  CR.  11, 
1840,  p.  616  und  J.  de  math.  6,  1840,  p.  866).    Er  bildet: 

a  h 

imd  die  Reihe  ^y««*;  dann  die  Function  F(x,  r),  die  der  Differential- 
gleichung: 

r'  +  grV^Q 

und  den  Nebenbedingungen: 

F«  0,      F'—  1    für   «  =  o 
genügt;  endlich  die  Gleichung: 

r(6,r)  =  0 

mit  den  Wurzeln  r^,  r,,  .  .  .    Ist  r^  die  kleinste  unter  diesen  Wurzeln, 

für  welche: 

b 

y{^)  fg  ^9  ^« 

a 

von  Null  verschieden  ist;  dann,  behauptet  er,  convergirt  die  Reihe  fSr 
a  <  r,„,  divergirt  aber  für  «  >  r^.  Ihre  Summe  sei  gleich  y^  +  «*f 
wobei  8  der  Differentialgleichung: 

und  den  Grenzbedingungen: 

aaeOfÜrds  —  a,      «'»0fÜra;«d 

genügt.  Er  bemerkt  dazu:  er  habe  sich  überzeugt,  daTs  die  Anwendung 
des  Cauchy*schen  Satzes  zu  demselben  Convergenzradius  führe;  aber  seine 
Methode  sei  eine  andere,  sie  gebe  einen  sehr  einfachen  asymptotischen 
Wert  von  qp„  für  grofse  Werte  von  n.  Zum  SchluTs  deutet  er  Ver- 
allgemeinerungen an. 
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.=/l/|..,      7  =  ^,      r-,'  (9> 

die  vorgelegte  Gleichung  auf  die  Form'^^*): 

^  +  «*I7=il7,  (10) 

die  Grenzbedingongen  werden  damit: 

^— Ä'ü'-O  för  ;»-a,     ^  +  J?' 17  -  0  für  ;» -  6,    (ll) 

haben  also  dieselbe  Form  wie  früher,  nur  daß  die  Constanten  h,\  H' 
nicht  mehr  notwendig  positiv  sind.  Bchlieüst  man  den  Wert  A' »  oo 
vorläufig  aus,  so  kann  man  dem  U  für  jer »  0  den  Wert  1  vor- 
schreiben; wenn  man  dann  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (10) 
bezw.  mit  sinnier,  cos^itf  multiplicirt  und  partiell  integrirt,  so  erhält 
man  zwei  Gleichungen,  aus  denen  sich  ergiebt: 

z 
h'  1      /* 

C  =  cos  ^jp  H sin  ^£?  H —  1  ^  CTj  sin  {qe  —  qz^  de^^ 

(12) 


ATT  /* 

— -  »  —  ^  sin  ^^  +  A'  cos  pj9  4-   I  h^i  ^^^  (.9^  "~  ^^i)  ^^i* 

0 

Liouville  giebt  ohne  Beweis  an,  man  könne  aus  diesen  Gleichungen 
Entwicldimgen  für  ü  ableiten '^^^,  die  um  so  rascher  convergirten^ 
je  gröDser  ^  sei.  Femer  erhält  man  aus  der  ersten  von  ihnen,  wenn 
Q  das  Maximum  von  \ü\y  L  das  von  |A|  bedeutet '^^^): 

Q  <  yi  +  Ä'«r "  +  LQZq'^  (18) 

und  daraus,  sobald  q>  LZi 

«<Ayi+»V*-  (14) 

AuTserdem  ergiebt  sich  noch: 

'CxPdz  =  |Z(1  +  Ä V^)  +  n9'\      ^^n  =-  0;        (16) 

a  ^ 


8776)  nr.  3,  p.  22. 

3777)  Er  meint  wohl:  durch  wiederholte  partielle  Integration.  Die 
80  entstehenden  Entwickinngen  sind  übrigens  in  der  Regel  nur  semi- 
convergent,  wie  schon  das  Beispiel  der  Cylinderfhnctionen  zeigt. 

3778)  nr.  4,  p.  26. 
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also  fOr  hinlänglich  grofse  ^: 

b 

(16)  fu^dg  <  |Z(1  +  Ä'«^-«). 

a 

Die  weiteren  Schlüsse  werden  nun  bei  Liouyille  dadorch  minötig 
nmständlich,  daCs  er  wieder  auf  x  und  V  zurückgeht,  während  es 
doch,  wie  er  später  selbst  bemerkt '^^),  genügt,  wenn  man  die  Ent- 
wickelbarkeit  einer  willkürlichen  Function  von  g  nach  den  U  be- 
weist    Die  transcendente  Hilfsgleichung  erhält  die  Form'^^): 

(17)  P  cos  ^Z  —  (^  —  Pj)  sin  ^Z; 

dabei  bedeuten  P,  P^  Functionen  von  ^,  die  erste  gerade,  die  zweite 
ungerade,  und  so  beschaffen,  dafs: 

(18)  lim  -^  -  0. 

Daraus  ergiebt  sich  näherungsweise  für  grofse  Werte  des  Index: 

(19)  Qn'^nnZ'^ 

also  jedenfalls: 

(20)  Qn>^nZ'\ 

imd  man  kann  schlieüsen,  dafs  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  (l) 
für  die  Gleichung  (10)  kleiner  als  16  FG  bleibt,  wenn  mit  F  und 
&  die  oberen  Schranken  von  f  und  g  bezeichnet  werden '^®^).  Daraus 
folgert  Liouyille  die  Gonyergenz  der  Reihe: 

(21)  ^Ä.r^e-"*', 

dagegen  bedient  er  sich  hier  zum  Beweis  der  Convergenz  der 
Reihe  (l)  selbst  einer  doppelten  partiellen  Integration,  die  q*  in 
den  Nenner  bringt. 

Anhangsweise  folgert  er  noch  aus  seinem  Lemma '^*'),  dafs  die 
Hilfsgleichung  keine  imaginären  Wurzeln  hat'^^'). 

Eine  dritte  Abhandlung  LiouviUe's  beginnt  mit  der  Be- 
merkung'^^'), der  eben  erwähnte  Gonvergenzbeweis  setze  die  Existenz 
und  Endlichkeit  der  zweiten  Ableitungen  ^',  g'\  h"  voraus,  sowie 
dafs  die  zu  entwickelnde  Function  f  selbst  den  Grenzbedingungen 


3779)  ib.  p.  420.    Man  mofs  nur  f  («)  durch  f{x)  ^gk  ersetzen. 
8780)  nr.  6,  p.  29.        8781)  zur.  7,  p.  81.        8782)  nr.  8,  p.  84. 
8783)  J.  de  math.  2,   1887,  p.  418;   vom  Aug.  1837.     Einzelne  ün- 
Stetigkeiten  von  f  brauchen  nicht  auBgeBchlossen  zu  werden  (nr.  11,  p.  482). 
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genüge;  er  wolle  jetzt  diese  Einschränkungen  soviel  als  möglich 
beseitigen.  Demgemäls  zeigt  er  zunächst,  dafs  man  nur  die  absolute 
Integrirbarkeit  von  iL,  das  nur  die  ersten  Ableitungen  yon  g  und  Ic 
enthält,  vorauszusetzen  brauche,  um  die  Ungleichungen  (13) — (16) 
abzuleiten  *^^).  Femer  giebt  er  an  Stelle  von  (19)  die  genauere 
Abschätzung: 

qn^nnZ-^+fT^hn,  (22) 

in  der  2»»  eine  Function  von  n  bedeutet,  die  bei  wachsendem  n 
unterhalb  einer  endlichen  Grenze  bleibt'^^).  Dann  zeigt  er  mit 
HUfe  des  (ersten)  Mittelwertsatzes '^^),  dafs  jedes  der  Integrale: 

»  » 

j  f(s)  sin  Qg  de^  j  f(e)  cos  (^e  dz  (23) 

absolut  kleiner  ist  als: 

2(f''ip  +  q+l)F,  (24> 

wenn  p^  q  die  Anzahlen  der  Zeichenwechsel  und  der  Extrema  von 
f^  F  das  Maximum  von  |^|  bezeichnen.  Aus  diesen  beiden  Hilfs- 
sätzen  ergiebt  sich,   dafs  das  allgemeine   Olied  der  Beihe  auf  die 

Form: 

z 

cos  -gr-    I  f(z)  COS  -2-^^  +  -^^  (2Ö) 

gebracht  werden  kann,  in  der  W  eine  Function  derselben  Art  wie 
bn  bezeichnet'^®').  Da  nun  Un"^  convergire  und  die  Convergenz 
der  harmonischen  trigonometrischen  Beihen  von  Cauchy  und  besonders 
von  Dirichlet  bewiesen  sei,  sei  damit  auch  fOr  die  zu  untersuchenden 
Beihen  der  Convergenzbeweis  erbracht.  In  der  That  ist  dieser  Teil 
seiner  Deductionen  unter  den  ausdrücklich  ausgesprochenen  Voraus- 
Setzungen  ganz  in  Ordnung;  dagegen  für  den  Satz,  dafs  die  Summe 
der  gefundenen  Beihe  auch  wirklich  die  zu  untersuchende  Function 
darstellt,  giebt  Liouville  auch  hier  keinen  anderen  Beweis  als  den 
ungenügenden '''^)  der  ersten  Abhandlung.  Doch  bemerkt  er,  die 
Gleichung  f(x)  »  F(x)  brauche  in  solchen  Punkten  nicht  zu  gelten, 
in  denen  etwa  alle  V  gleichzeitig  Null  seien ''^.  Zum  Schlufs 
setzt  er  auseinander,  dafs  beim  Beweis  keine  anderen  Eigenschaften 
der   Fy  gebraucht  seien,   als  die  Integraltheoreme;  man  könne  ihn 

3784)  nr.  8,  p.  421.         8786)  nr.  6,  p.  425.         8786)  nr.  8,  p.  426. 
3787)  nr.  9,  p.  428.         3788)  nr.  11,  p.  432. 
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also  auf  alle  FunctionensTsteine  übertragen,  f&r  welche  die  letzteren 
gelten»'»^. 

Zwischen  die  zweite  nnd  dritte  Abhandlung  Liouville's  f)Ult 
eine  von  ihm  und  Sturm  gemeinsam  unternommene  Untersuchung, 
von  der  leider  nur  die  Besultate  veröffentlicht  sind'^^).  Sei  V  eine 
Fimction,  die  der  Differentialgleichung  und  der  ersten  Grenzbedingong 
genügt,  Ty  ein  Wert  des  Parameters,  für  den  die  zugehörige  Function 
Vv  auch  die  zweite  Grenzbedingong  erfallt,  so  bestehen  die  Integral- 
theoreme: 

(26)  fgVV.dx  =  -  ä:7,(5)  j:^, 

a 
b 

(27)  fgVidx    =-kV,(h)&\r). 

a 

Andererseits  behaupten '^^^)  Sturm  und  Liouville  auch  die  Gültigkeit 
der  Partialbruchentwicklung: 

(^^)  iw"-^  ('*-^)®'(^)* 

Indem  sie  beides  verbinden,  dann  mit  gf{x)  multipliciren  und  glied- 
weise integriren,  finden  sie: 

andererseits  erhalten  sie  ebenfalls  durch  gliedweise  Integration  aus 

der    Gleichung   (1)    für  JgVFdx   denselben   Ausdruck.      Aus    der 

demnach  fttr  alle  Werte  von  r  —  nicht  nur  für  die  ausgezeichneten  — 
bestehenden  Gleichung: 

b 

(30)  Jg  V  [F(x)  -  f(x)]  dx^O 


a 


schliefsen  sie  auf  das  Bestehen  der  Gleichung  (6). 

Ähnliche  Untersuchungen  wie  bei  Sturm  und  Liouville,  aber  nicht 
so  weit  durchgef£lhrt,  finden  sich   auch  gleichzeitig  in  zwei  Genfer 


3789)  nr.  12,  p.  433. 

8790)  Par.  C.  R.  4,  1887,  p.  676  und  J.  de  matb.  2,  1887,  p.  220. 

3791)  „On  peut  d^montrer"  p.  222. 
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Thesen.  Die  erste  derselben,  von  D.  Decrue '''''),  enthalt  anüser  einer 
historischen  Einleitung  namentUch  eine  Darstellung  der  schon  von 
Poisson^''^)  gefundenen  Resultate.  Eigentümlich  ist  die  Art,  wie  er 
sich  vorstellt '''^^  dafs  die  CoefiQcientenbestinunung  ursprünglich  ge- 
funden sei:  Er  macht  zuerst  den  entsprechenden  Ansatz  für  endliche 
Summen;  dann  fikhrt  er  fort:    Soll  U  so  bestimmt  werden,  dais: 


/ 


(0  für  v  +  i* 
11    „    v=-^. 


so  folgt  durch  MultipHcation  mit  2),^»': 


oder  also: 


I  Uvdx^  Df^fT/i*, 


daraus  durch  Differentiation  nach  f: 


I  U-^dx  ^  mft  I  Uv  dx. 


Endlich  ergiebt  sich  durch  partielle  Integration  und  Berücksichtigung 
der  partiellen  Differentialgleichung,  der  das  v  selbst  genügt,  dafs 
diese  Bedingung  erf&llt  ist,  wenn  für  ü  das  7^  selbst  genommen 
wird.  Weiterhin  behandelt  er  noch  den  Fall,  dafs  die  Coefßcienten 
der  Differentialgleichung  in  verschiedenen  Teilen  des  Intervalls  ver- 
schiedenen Gesetzen  gehorchen,  und  dafs  dabei  eine  Übergangs- 
bedingung auftritt '^^).  Endlich  bespricht  er  doppelt  unendliche 
unharmonische  trigonometrische  Reihen '^*^). 

Die  zweite,  von  L.  Aubert^'^,  setzt  zunächst  die  Stürmischen 
Sätze  für  den  speciellen  Fall  der  nichtharmonischen  trigonometrischen 
Reihen  auseinander.  Den  Convergenzbeweis  führt  er  durch  zwei- 
malige partielle  Integration '^^^;  da£B  die  so  erhaltene  Reihe  die 
zu    entwickelnde    Function    wirklich    darstellt,    beweist   er"^)    wie 


3792)  Genf  1836.  Er  kennt  Storm'R  Untersuchungen  (nr.  40,  p.  86), 
bezeichnet  sie  aber  als  noch  nicht  erschienen. 

3798)  nr.  27,  p.  19.         8794)  nr.  32,  p.  23.         3796)  nr.  84,  p.  27. 

3796)  DisB.  Genf,  Paris  1837.  Er  beruft  sich  auf  Sturm  (nr.  6,  p.  16; 
nr.  7,  p.  16),  nennt  aber  Liouville  nicht;  doch  stimmt  seine  Bezeichnung 
nr.  18,  p.  86  mit  der  von  LiouviUe^s  zweiter  Abhandlung '^^^)  überein. 
Vielleicht  hat  er  sie  in  Vorlesungen  kennen  gelernt  (er  bezeichnet  sich 
als  ancien  ^läve  de  V^.  polyt.). 

3797)  nr.  9,  p.  22.         3798)  nr.  12,  p.  27. 
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LiouTille'^^^).  Weiterhin  behandelt  er  den  Fall,  dafs  an  der  einen 
Grenze  als  Bedingung  vorgeschrieben  ist:  eine  lineare  Function  von 
u  und  du/dr  soll  gleich  einer  gegebenen  Function  der  Zeit  sein'^^; 
er  stellt  diese  durch  ein  Fourier'sches  Integral  dar  und  gewinnt 
dann  eine  Lösung  in  entsprechender  Form.  Endlich  bespricht  er 
auch  die  allgemeinen  Sturm -Liouville'schen  Entwicklungen '^^). 


§  77.    Ausdehnung  der  Sturm-Liouyille'schen  Methoden 
auf  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 

Liouyille  hat  sich  mehrfach  mit  der  Ausdehnung  der  in  den 
beiden  letzten  Paragraphen  besprochenen  Methoden  auf  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  beschäftigt.  Als  Vorarbeit  behandelt 
er  zunächst '*^^)  die  Gleichung  3.  0.: 

,^N  du       g'u 

^^^  dt  "^  dx* 

unter  den  Nebenbedingungen: 

(2)  M«0,     |^  =  Ofaraj:=0,     m  —  OfUraj  —  1, 

(3)  u  =.  /•(«)  für  ^  —  0,     0  ^  Ä  ^  1. 

Zunächst  sucht  er  eine  den  beiden  ersten  Bedingungen  genügende 
Lösung  der  Form: 

(4)  u^e-^''V] 
er  erhält: 

(6)  7- Aö-*(e-»'+ «-••«+ «««-•*•»), 

unter  e,  e*  die  beiden  imaginären  dritten  Einheitswurzeln  verstanden. 
Soll  diese  Lösung  auch  der  Bedingung  (3)  genügen,  so  mul^: 

(7)  «-»(«-•+ee-'»+eV-»)-.0 
sein,  d.  h.: 

(»)  T-6T  +  8T-nT  + " 

oder  endlich: 


W  ^l^-i)_-j 


89 


8799)  nr.  U,  p.  89.        8800)  nr.  17,  p.  SS. 

8801)  J.  ^c.  polyt.  cah.  25,  1887,  p.  86;  vom  Nov.  1836. 
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Die  zweite  Fonn  dieser  Gleiohmig  zeigt,  dalis  sie  keine  negativen, 
die  dritte,  daCs  sie  unendlich  viele  positive  reelle  Wurzeln  hat. 
Femer  genügt  die  Function: 

v{e)  =  c-»+  ec— •+  «•c-*'»  (10) 

der  Diflferentialgleichung: 

^  +  «-0;  (11) 

sie  kann  also  keinen  dreifachen  Nullpunkt  haben.     Um  zu  zeigen, 

dafs  sie  auch  keinen  doppelten  haben  kann,  stellt  läouville  neben 

sie  die  Function: 

0'       A*       0* 

^'=lr  +  6r  +  8T  +  +  ---5  (12) 

er  findet  zwischen  beiden  Functionen  die  Identität: 

l>t;"+ vjp"  — j)'t;'— const.  und  zwar  «0,  (13) 

aus  der  das  Behauptete  folgt,  da  jp  und  seine  Ableitungen  überall 
endlich  sind. 

Seien  nun  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  mit  0,, 

«o<öi<ö,<fls<---  (14) 

bezeichnet,  die  zugehörigen  Functionen  V  mit  T,.  Von  ihnen  hat 
Vf^ix)  keinen  Nullpunkt  im  Intervall  (0  . . .  l),  allgemein  Y^  deren  v, 
wie  eben  daraus  folgt,  daCs  in  (14)  die  sämtlichen  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung  (7)  aufgezählt  sind*^*).  Die  Hinzunahme  der  Hilfs- 
fnnction: 

die  der  [zu  (5)  adjungirten]  Di£ferentialgleichung: 

^-e»p.o  (16) 

und  den  Anfangsbedingungen: 

P=l,    P'«0,     P"=Ofüra;-0,  (17) 

genügt  und  mit  V  durch  die  Identität: 

PF" -  P'  F'  +  P"  F «  0  (18) 

verbunden  ist,  zeigt,  dafs  die  Gleichung  V'  ^^  0  nur  einfiache 
Wurzeln  haben  kann  und  dafs  diese  und  die  Nullpunkte  von  F 
einander  gegenseitig  trennen. 

Hierauf  flihrt  Liouville  die  Functionen  ein*®^'): 

3802)  nr.  3,  p.  96.        3808)  nr.  4,  p.  99. 
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n  n 

(19)  a=.^A^Vr,     ß-^eiÄ^V,^-»'"; 

«r  zeigt  mit  Hilfe  des  BoUe'scben  Satzes,  daEs  ß  im  Intervall 
mindestens  ebensoviele  NoUpunkte  hat  wie  a,  woraus  dann  wie 
§  75  (28)  folgt,  dafis  a  dort  nicht  mehr  als  fi  Nnllpnnkte  hat. 
umgekehrt  kann: 

(20)  An,V„,+  A^^x  T^m  +  l  +'-  +  Ä.Vn 

dort  nicht  weniger  als  m  Nullpunkte  haben. 

Neben  die  Functionen  Vp(x)  treten  nun  andere  C^v(x)y  die  der 
Differentialgleichung : 

(21)  ül''-0iU,^O 
und  den  Nebenbedingungen: 

(22)  Z7,,=  0  für  ir=.0,     Uf^^O,     CT;  =  0  für  «  «  1 

genügen,  übrigens  einfach  mit  den  F,  (l  —  x)  identisch  sind.  Ver- 
möge dieser  Gleichungen  ergiebt  sich*^^): 

(23)       (ei-e^)vu^dx^d[u^v"-'  uir+  mv) 

also: 

(24)  f  Vf^U^dx^O,     sobald  (i  +  v. 


Jy,v. 


Damit  lassen  sich  die  GoefBcienten  der  Entwicklung  einer  willkür- 
lichen Function  f{x)  nach  den  Fy  diut;h  gliedweise  Integration  be- 
stimmen. Dais  die  so  gebildete  Reihe  wirklich  f{x)  zur  Summe 
hat,  glaubt  er  „presque  textuellement^'  wie'^^^)  beweisen  zu  können '^^). 
Zum  Schlufs  setzt  er  auseinander '^^  es  sei  f)lr  die  durchgeftüirten 
Entwicklungen  nicht  erforderlich  zu  wissen,  dais  die  Gleichung  (7) 
keine  complexen  Wurzeln  haben  kann;  man  könne  es  aber  nach- 
träglich so  beweisen:  zu  einer  solchen  Wurzel  würde  eine  Function  V 
gehören,  so  beschaffen,  dafs: 

(25)  iu^  Vdx  =  0 


A- 


wäre  für  jedes  v;  eine  solche  Function  müTste  aber  notwendig 
identisch  Null  sein.  Auch  erwähnt  er,  daüs  man  die  Uv  oder  die 
Fy  zur  Lösung  Ton  Interpolationsproblemen  benutzen  könne. 


8804)  nr.  6,  p.  106.        3806)  nr.  6,  p.  107.        8806)  nr.  7,  p.  113. 
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Analoge  üntersachniigen  für  lineare  Differentialgleichnngen 
beliebig  hoher  Ordnung  hatte  Liouyille  zuerst  auf  Grund  der 
Principien  von  Sturm's  erster  Abhandlung ^^^)  unternommen,  indem 
er  überzeugt  war  (gegen  Sturm's  eigene  Meinung),  diese  müfsten 
sich  auch  auf  solche  Gleichungen  anwenden  lassen;  doch  gelang  ihm 
auf  diesem  Wege  die  Behandlung  des  ganz  allgemeinen  Falles  nicht 
Daher  schlug  er  einen  anderen  Weg  ein*®^.  Er  setzt  die  Differential- 
gleichung in  der  Form  gegeben  voraus '®®®): 

(£*,  X,  Jtf,  N  stetige  positive  Functionen),  dazu  Anfangsbedingungen 

der  Form: 

TT       A       -KT^^      -D           j^dL  .  .  .  dMdNdü      ^  «,,  x__v 

U^Ä,     N^^B,...,K ^-^j3j =  2>füra;  =  a    (27) 

{A^  By  .  .  ,y  D  nicht  negative  von  r  unabhängige  Grössen,  die  nicht 
alle  Null  sind).  Die  so  bestimmte  Function  U  läfst  sich  durch 
successive  Approximationen  in  eine  beständig  couvergente  Reihe 
nach  Potenzen  von  r  entwickeln: 

U^q>Q—rg>^+  r^g  -  »^^s  H h  •  •  •,  (28) 

wo  q>Q  der  Gleichung  (26)  mit  r  =  0  genügt  und  für  n  >  0: 


a 


ist;  sie  wird  för  keinen  einzelnen  Wert  von  r  identisch  Null*®®*). 
Für  nicht  positive  Werte  von  r  wachsen  die  auf  den  linken  Seiten 
der  Gleichungen  (27)  stehenden  Functionen  mit  x^^^). 

Liouville  schiebt  nun  eine  Hecapitulation  der  Resultate  seiner 
«ben  besprochenen  Abhandlimg  ein;  dabei  legt  er  namentlich  Gewicht 
auf  den  umstand,  daTs  mit  wachsendem  r  =»  0'  die  Anzahl  der 
Nullpunkte  von  V  in  jedem  noch  so  kleinen  Teil  des  Intervalls 
(0  .  .  .  l)  unbegrenzt  wächst ^^*). 

Um  diese  Bes\iltate  auf  die  allgemeine  Gleichung  (26)  zu 
übertragen,   geht  Liouville  von  der  Bemerkung  aus,  dafs  die  Ver- 


3807)  J.  de  math.  3,  1838,  p.  661;  als  premier  memoire  bezeichnet, 
doch  ist  keine  Fortsetzung  erschienen.  Ein  ganz  kurzer  Auszug  ib.  p.  266 ; 
ein  etwas  längerer  Par.  C.  R.  7,  1838,  p.  1112. 

3808)  nr.  1,  p.  666.         8809)  nr.  8,  p.  668. 
3810)  nr.  4,  p.  669.         3811)  nr.  6,  p.  571. 
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ünderlichkeit  der  Coeffidenten  bei  grofsen  Werten  Ton  r  nur  sehr 
wenig  Einflnfs  auf  die  Werte  von  u  habe^^*).  Seien  ;^,  ^«  die 
Werte,  die  man  statt  g>^  erhält,  wenn  man  in  (29)  die  K^  X,  .  _ 
das  eine  Mal  durch  ihre  unteren,  das  andere  Mal  durch  ihre  oberen 
Schranken  ersetzt,  so  ist: 

(30)  ^n<9n<Xn' 

Der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  überall  Xn  statt  q>n  nimmt, 
ist  also  absolut  kleiner  als  Zr^(^n — X»)«  und  diese  Summe  wird 
zugleich  mit  den  Schwankungen  der  Kj  Zr,  . . .  unendlich  klein. 
Ersetzt  man  aber  die  £,  Z,  .  . .  durch  Gonstante,  so  erhält  man 
statt  der  Gleichung  (26)  eine  Oleichung  der  Form: 

(31)  ^+^u=0, 

und  für  diese  gelten  dieselben  Schlüsse  wie  für  (ö)*®^*). 

Weiter  zeigt  Liouville*®^*),  dafs  für  positive  r  und  von  a  an 
wachsende  x  von  den  auf  den  linken  Seiten  der  Bedingungen  (27) 
auftretenden  Ausdrücken  der  an  letzter  Stelle  stehende  der  erste  ist^ 
der  den  Wert  Null  erreicht,  hierauf  der  vorletzte,  u.  s.  w.;  und 
nach  dem  letzten  wieder  der  erste.  Daraus  folgt  dann^^),  dafs  in 
jedem  Nullpunkte  von  ü  die  folgenden  Ausdrücke  alle  das  gleiche 
Zeichen  haben,  und  zwar  im  ersten  Nullpunkte  alle  -fi  i^  zweiten 
alle  — ,  und  so  abwechselnd  weiter;  dafs  zwischen  zwei  Nullpunkten 
von  U  mindestens  einer  von: 

(32)  „u+ßN'^+yMq^+... 

liegen  mufs,  wenn  die  a,  |3,  7,  .  . .  nicht  negative  Gonstante  be- 
deuten; dafs  endlich  U  keine  doppelten  Nullpunkte  haben  kann. 

Hierauf  wendet  er  sich  zu  der  Frage,  wie  sich  die  Nullpunkte 
von  U  mit  r  ändern.  Er  zeigt,  dafs  jedem  Nullpunkte  von  ü{Xy  r) 
ein  benachbarter  Nullpunkt  von  Zf(x,  r  +  k)  entspricht  •®^*),  und 
dafs  das  auch  dann  noch  gilt,  wenn  etwa  A  =  0  ist^^'^),  dafs  also 


3812)  nr.  7,  p.  673. 

3813)  Daraus,  dafs  der  Unterschied  zweier  Functionen  in  einem  Inter- 
vall beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  folgt  an  und  für  sich  nicht, 
dafs  sie  in  diesem  Intervall  schlielslich  gleichviele  Nullpunkte  haben. 
Doch  würde  sich  im  vorliegenden  Falle  diese  Lücke  der  Beweisführang 
wohl  ergänzen  lassen. 

3814)  nr.  9,  p.  577.         3816)  nr.  10,  p.  579. 
3816)  nr.  12,  p.  682.         3817)  nr.  13,  p.  583. 
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die  AnzaM  der  im  Intervall  (a . .  .h)  enthaltenen  Nullpunkte  von 
U  nur  bei  solchen  Werten  von  r  sich  ändern  kann,  bei  welchen 
Z7(b,  r)  =»  0  ist*®^®).  Femer  zeigt  er,  dafs  der  von  Fourier  auf- 
gestellte und  jetzt  gewöhnlich  nach  ihm  benannte  Satz  über  die 
Anzahl  der  reellen  Nullpunkte  einer  Function  U  in  einem  Intervall 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  man  statt  ihrer  successiven  Ableitungen 
die  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (27)  auftretenden 
Functionen  benutzt ^^^).  Daraus  ergiebt  sich,  dafs  von  den  beiden 
durch  die  Relation: 

verbundenen  Functionen: 

n  n 

l  -^ Ä,Ur,       d-^r,Ä. Ur  (34) 


m  y  =  m 


0  im  Intervall  (a  .  . .  &)  sein  Zeichen  mindestens  ebenso  oft  wechselt 
als  l  und  mindestens  einmal  öfter,  wenn  ZÄ^  »0  ist,  wenn  mit 
Tq,  r^,  rg, .  . .  die  der  Grrölse  nach  geordneten  Wurzeln  der  Gleichung: 

.,ir)^[uU+ßN^+...  +  iK'^-/fJ''''^^^,      (36) 

mit  U^  die  Functionen  U(x^  r,)  bezeichnete^)  werden;  und  dann 
wie  früher '^^),  dafs  l  sein  Zeichen  mindestens  ebenso  oft  wie  Um 
und  höchstens  ebenso  oft  wie  Un  wechselt '®*^).  Sind  nun  <y»,  <y«_i, 
<T,    ü'    bezw.    die    Aiizahlen    der    Zeichenwechsel    von    Unj    Un-ij 

Un-l—  Un^   rn^iUn^l  —  rnUny    SO   ist: 

<y'— <y^l,     tf^cr«-!,     tf'<<y«,     also     «Tu— cr«_i>l;     (36) 

hieraus  und  aus  dem  vorher  bewiesenen  Satze '^^^)  folgt,  dafs  U{xj  r) 
im  Intervall  sein  Zeichen  gerade  n-maJ  wechselt,  wenn  r  zwischen 
der  (n  —  !)*•"  und  der  n**"*  Wurzel  der  speciellen  Gleichung 
I7(5,r)-0  Kegt«"). 

Entsprechende   Sätze    gelten   aber  ftir  die  Anzahlen   der  Null- 
punkte der  Functionen  (34)  auch  dann,  wenn  jeder  Nullpunkt  so 

3818)  nr.  14,  p.  584. 

8819)  p.  586.  Er  erwähnt  nr.  17,  p.  588,  dafs  er  sich  hier  ursprüng- 
lich auf  wiederholte  Anwendung  des  Satzes  von  Bolle  gestütst,  aber  dann 
auf  Storm'B  Hat  statt  dessen  den  von  Fourier  eingefOhrt  habe. 

8820)  nr.  18,  p.  588.  Etwaige  mehrfache  Wurzeln  sind  dabei  nur 
einmal  zu  zählen. 

3821)  nr.  21,  p.  592.         8822)  nr.  23,  p.  595. 
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oft  gezählt  wird,  als  seine  Ordnungszahl  angiebt.  Durch  Neben- 
einanderstellen beider  Arten  von  Sfttzen  ergiebt  sich,  dals  Än-iUn-i 
•^  AnUn  niu-  einfache  Nullpunkte  hat  und  daCs  die  Nullpunkte  von 
Un  durch  die  von  Un^i  separirt  werden  •®*');  und  daraus  kann 
Liouville  wie  früher'^*®)  schliefsen:  die  Coefficienten  Ä^  lassen  sich  so 

n 

bestimmen,  dafs  ^  Äy  Uv  im  Intervall  gerade  n  vorgegebene  Null- 

punkte  hat^^).  Er  macht  auch  hier  darauf  aufinerksam,  daüs 
dieser  Satz  sich  zur  Lösung  von  Interpolationsproblemen  verwenden 
lassen  würde"®**);  auch  schlieöt  er  wie  firüher"'*^:  wenn: 

b 

(37)  jg>{x)  Ur(x)  dx=-0 

a 

ist  für  jedes  v,  mufs  g>(x)  im  allgemeinen  gleich  Null  sein****). 

Nunmehl*  fährt  er  —  und  das  ist  vielleicht  derjenige  Punkt, 
bei  welchem  am  wenigsten  auf  der  Hand  lag,  in  welcher  Bichtung 
die  Verallgemeinerung  gesucht  werden  müDste  —  eine  Function  Vr 
ein,  die  der  zu  (26)  „conjugirten"  Gleichung: 

(38)  dNdM.,,dLdKdV^  ^_  lyrV^O 


und  den  Grenzbedingungen: 

dM  .  .  .dLdKdV 


(39)  F=  ?,  .  .  .,  ^      j^tr  -  (~  1)^« 


für   rc  =  5    genügt'®*'').     Wird   ihr   auTserdem  noch  die  Bedingung 
auferlegt,  dafs: 

sein  soll,  so  ergiebt  sich  durch  wiederholte  partielle  Integration  ans 
der  Relation: 

(41)  fr  pg-^^<^^  +  r  17]  dx  =  const., 

8823)  nr.  26,  p.  698.  Dieser  Satz,  der  bei  Sturm  die  Grundlage  der 
ganzen  Entwicklung  bildet'^'*),  erscheint  also  hier  in  der  Verallgemeinerung 
bei  Liouvüle  erst  an  ziemlich  später  Stelle. 

3824)  nr.  26,  p.  699.  3826)  nr.  28,  p.  601.  3826)  nr.  29,  p.  601. 

8827)  nr.  31,  p.  604.  Mit  „conjugirt*'  ist  also  hier  dasselbe  bezeichnet, 
was  man  jetzt  „adjungirt^^  nennt. 
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daTs    die    so   entstehende   Gleichimg  für  r  mit  der  Oleichnng  (35) 

identisch  ist.  Wenn  femer  V  die  zu  einem  anderen  Werte  r  ge- 
hörende Function  ist,  so  ergiebt  sich,  ebenfalls  durch  partielle 
Integration,  aus  der  Gleichung: 

^rdK.  .  ,dNdü 


P\: 


das  Integraltheorem*®*®): 


+  rü'1da;«0  (42) 


b 

Fda?  =  o(r)  -  ©(r),  (43) 


also  speciell: 


tt 


f 


Uf,Vydx^O,     sobald  f*  +  v.  (44) 


Mit  Hilfe  dieses  Theorems  beweist  er  wie  früher®'®*),  dafs  die 
Gleichung  (35)  weder  imaginäre,  noch  mehrfache  reelle  Wurzeln 
hat®®**).  Damit  erhält  er  die  Bestinunung  der  Coefficienten  in  der 
Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  von  x  nach  den  ?7y®®®®) 
und  einen  Beweis  dafllr,  daTs  die  so  erhaltene  Reihe  die  zu  ent- 
wickelnde Function  wirklich  darstellt®®®^).  Als  speciellen  Fall  dieses 
Satzes  giebt  er  die  Partialbruchzerlegung®®®*): 


o(r)      ^(r-^)o'(r,)" 


(45) 


Den  Schluüs  bilden  Andeutungen  über  die  Verwendung  der  Resultate 
zur  Integration  partieller  Differentialgleichungen®®®®). 

§  78.    Bpecialuntersuchungen  Liouville's. 

Es  sind  noch  zwei  Abhandlungen  Liouville's  zu  erwähnen, 
die  sich  mit  speciellen  Problemen  beschäftigen.  Einmal  bespricht 
er®®®^)  DuhameFs  Berücksichtigung  der  thermodynamischen  Ver- 
hältnisse bei  Problemen  der  Wärmeleitung  *®^®).    Dessen  erste  Methode 


3828)  nr.  38,  p.  607.  3829)  nr.  34,  p.  609.  3880)  nr.  36,  p.  610. 

3831)  nr.  36,  p.  611.  Dieser  Beweis  unterscheidet  sich  nicht  von  dem 
früheren  fflr  ft  =  2  «"")• 

3832)  nr.  87,  p.  612.         3833)  nr.  39,  p.  613. 
3884)  J.  de  math.  2,  1837,  p.  439. 
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sei  „assez  compliqu^^^  bei  der  zweiten  fehle  der  Beweis,  daJs  die 
gefundene  Beihe  oonTergire  and  dafs  sie  die  zn  entwickelnde  Function 
wirklich    darstelle.      Er    selbst    setzt   in   der   Gleidiung   §  55  (37) 

m  »  y^  und  beweist  dann  zunächst '^'^),  dafs  die  so  entstehende 
Gleichung  für  r  keine  negativen  reellen  Wurzeln  habe,  indem  er 
ihre  linke  Seite  für  negative  r  als  Sunune  positiver  Gröfsen  dar- 
stellt. Dann  leitet  er  die  Integralrelationen  ab*^  und  schlieM 
aus  ihnen,  dafs  die  Gleichung  keine  imaginären  und  keine  mehr- 
fachen reellen  Wurzeln  hat;  das  letztere,  indem  er  durch  einen 
Grenzübergang  die  Ableitung  ihrer  linken  Seite  nach  r  als  Summe 
gleichbezeichneter  GböDsen  darstellt.  Auch  zeigt  er'^^,  dafs  sie 
unendlich  viele  positive  reelle  Wurzeln  hat,  die  för  groise  Werte 
der  Ordnungszahl  von  der  Form  sind: 

W  ^i^ 2 ^Y' 

WO  Bj  ein  von  j  unabhängiges  Maximum  nicht  übersteigt.  Damit 
kann  er  den  Gonvergenzbeweis  ebenso  wie  in  seiner  dritten  Ab- 
handlung'''^'')  führen '^.  Für  den  Beweis,  dais  die  Beihensumne 
gleich  der  zu  entwickelnden  Function  ist,  bedient  er  sich  auch 
diesmal  des  Schlusses  von  §  76  (5)  auf  (6)^^^^);  durch  die  um- 
ständlicheren Formeln,  in  denen  er  diesen  SchluTs  diesmal  dar- 
stellt'^^),  wird  nichts  principielles  gewonnen. 

Eine  andere  Abhandlung  Liouville's*^^)  beschäftigt  sich  mit 
Problemen  der  Wärmeleitung  unter  der  Voraussetzung,  dals  der 
Ausstrahlungscoefißcient  eine  gegebene  Function  des  Ortes  ist.  Das 
erste  dieser  Probleme  verlangt  •^'),  wenn  /*,  F  gegebene  Functionen 
von  X  sind,  die  Entwicklungscoefßcienten  A  so  zu  bestimmen,  dais 
die  Identität  besteht: 

(2)  ^  A^m  008 mx  +  /*(«)  ^  -ä«  cos  m»  =  F{x\ 

wenn  die  Summation  über  alle  ungeraden  Zahlen  m  erstreckt  wird. 
Er  bemerkt  dazu:  wenn  die  trigonometrischen  Reihen  unbestimmt 
würden,  dürfe  und  müsse  man  einen  Gonvergenzfactor  einführen. 
Er  setzt  dann  voraus,  es  sei  F{n/i)  »  0,  indem  er  glaubt,  das  sei 


8836)  nr.  4,  p.  448.         8886)  nr.  6,  p.  444.         8887)  nr.  6,  p.  446. 
8888)  nr.  9,  p.  451.        8889)  or.  10,  p.  468.        8840)  nr.  11,  p.  465. 

3841)  J.  de  math.  1,  1886,  p.  38  und  Par.  sav.  [^tr.]  5,  1888,  p.  559, 
vom  März  1834.    Auszug  J.  f.  Math.  16,  1887,  p.  89. 

3842)  p.  87. 
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erforderlich,  wenn  man  F(x)  in  eine  Reihe  nach  den  Oosinus  der 
ungeraden  Vielfachen  von  x  entwickeln  wolle.  Dagegen  entwickelt 
«r  f(x)  nach  den  Cosinus  der  geraden  Vielfachen  von  o;  in  die  Reihe: 

f(x)  =  ^  En  cos  nx,  (3) 

Das  Froduct  f{x)  HAm  cos  mx  l&fst  sich  dann  auch  in  ein«  Reihe 
^Om  cos mo;  umwandeln;  dabei  wird: 


«m  =  ^m  +  Ci,!,  OD  (*) 

Indem  er  nun: 

4    ? 
A^^-^  I  [P((i)  cosnif*  +  Qf,  sinmf*)  d(i  (5) 

ansetzt  und  das  durch  partielle  Integration  in: 

milin«  —  1  {C(f*)  cosmf*  —  P'{ii)  sinnifi}  d^  (6) 

0 

überfahrt,  erhält  er  zunächst •"*): 

Cm'^  —  j  {P(ii)coam(i+Q(p)smmii]f{ii)dii  (7) 

und  femer  nach  einigen  Rechnungen '^^): 

^ij    "•  «    f  COB  2  a;  —  cos  2  a  ^  ^ 

Werden  diese  Ausdrücke  nach  den  Functionen  der  Vielfachen  yoü  x 
entwickelt  und  in  die  vorgelegte  Gleichung  (2)  eingesetzt,  so  erfaSlt 
man  zur  Bestimmimg  von  P  und  Q  die  Gleichungen: 

rO«) -CO») /•(,*) -0 


8848)  p.  47.        8844)  p.  49. 
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mit  den  Nebenbedingungen: 

(10)  ^(f)=0'    «(o)-o. 

In  dem  speciellen  Falle: 

(11)  f{x)^BQ+B^co82x 

erbftlt  man,  wenn  eine  neue  Variable  0  durch  die  Gleichung: 

(12)  f{(i)dfi^de 

eingeführt  wird: 

Das  giebt  fOr  P  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  zweitem  GHed,  die  sich  leicht  integriren  lasse,  ,,sei  es  auf  die 
gewöhnliche,  sei  es  auf  folgende  Art*^^)".  Durch  die  Gleichung  (12) 
wird  (i  als  eine  Function  von  0  definirt,  die  von  0  bis  n/2  w&chst^ 
wenn  0  von  0  bis: 

(14)  «  =  «of 

wächst;  man  kann  also  die  rechte  Seite  von  (13)  nach  den  Viel- 
fachen der  Cosinus  von  nd/2  a  entwickeln,  sodaTs  die  Gleichung  die 
Form  annimmt; 


COS 


(16)  T'^B^  !^(^m-  C7Xm) 

und  dann  durch: 

(16)  P=4a.'^  i 0.» -  m'»'  "^ -2^ 

integriren.     Die  Constante  C  bestimmt  sich  nachtraglich  aus: 


»1% 

C  »   j  Q  sina  da. 


(17) 

ö 

In  dieser  Weise  könne  man  immer  verfahren,  wenn  der  in  (9)  rechts 
unter  dem  Integralzeichen  mit  Q{€c)  multiplicirte  Bruch  sich  als 
Summe  von  Froducten  von  je  einer  Function  von  a  und  einer  von 
(i  darstellen  lasse '^*),  was  u.  a.  stets  der  Fall  sei,  wenn  f(x)  eine 
rationale  Function  von  cosx  sei'®*').     In  allgemeineren  Fällen"**) 

3846)  p.  52.         8846}  p.  54.         8847)  p.  56. 

8848)  p.  57.  Der  Auszug  J.  f.  Math.  16  enthält  p.  43  hierzu  die 
Bemerkung:  wenn  f{x)  wie  bei  dem  ursprünglich  vorgelegten  physi- 
kalischen Problem  stets  positiv  sei,  könne  keine  Unbestinuntheit  eintreten; 
im  entgegengesetzten  Falle  sei  es  möglich,  dals  die  Lösung  nnbestinmit 
oder  unmöglich  werde. 
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könne  man  zunächst  eine  näherungsweise  Lösung  erhalten,  indem 
man  die  Entwicklung  von  f{x)  nach  solchen  Functionen  abbreche, 
und  diese  dann  durch  successive  Approximationen  verbessern. 

Liouville  giebt  noch  eine  andere  Darstellung  dieser  Resultate, 
bei  der  allerdings  von  einer  nicht  gleichmäüsig  convergenten  Reihe 
Gebrauch  gemacht  wird*®*®).  Von  der  erhaltenen  Reihe  geht  er 
dann  noch  zu  dem  Grenzfall  des  Integrals  über*®^).  Aufserdem 
behandelt  er  in  derselben  Weise  noch  Entwicklungen,  die  nach  den 
Sinus '^^),  und  solche,  die  nach  den  Cosinus  xmd  den  Sinus  der 
Vielfachen  eines  Winkels  fortschreiten'®*^. 

§  79.    Ansätze  zu  Entwicklungen  von  gleicher 
Allgemeinheit  für  Functionen  von  mehreren  Variabein. 

Ein  Ansatz  zu  Entwicklungen,  die  fOr  Functionen  mehrerer 
Variabler  dieselbe  Rolle  spielen,  wie  die  Sturm -Liouville'schen  Ent- 
wicklungen für  Functionen  einer  Variabein,  ist  uns  zuerst  bei 
R.  Merian  begegnet '^*^),  in  enger  Beziehung  zu  dem  von  Ostro- 
gradsky  gefundenen,  jetzt  gewöhnlich  mit  dem  Namen  von  G.  Green 
bezeichneten  allgemeinen  Theorem*®*').  In  der  That  hat  auch  Ostro- 
gradsky  selbst  derartige  Ansätze  veröflfentlicht*®**).  Er  beginnt 
damit,  dafs  er  die  Formeln  fOr  die  Verwandlung  von  Raumintegralen 
in  Oberflächemntegrale  auch  für  den  Fall  in  Anspruch  nimmt,  dais 
die  vorkommenden  Zeichen  nicht  Gröfsen,  sondern  Differentiations- 
sjmbole  bedeuten.  Hierauf  bezeichnet  er  mit  u,  u  zwei  Functionen 
von  x^  y,  ir,  mit  a,  |3,  y  die  Differentiationssymbole  2>«,  Dy,  2>«, 
sofern  sie  auf  u,  mit  a\  ß\  y'  dieselben  Symbole,  sofern  sie  auf  u 
wirken;  mit  /*,  F  Functionen  dieser  Symbole,  von  denen  die  erste 
die  Form  haben  soll: 

f^  («  +  «')^,  +  (|s  +  ^0  A  +  (y  +  v')h\  (1) 

endlich  mit  %  eine  Constante.  Genügen  dann  u,  W  der  Differential- 
gleichung: 

(/•  -  #-F)  uu  -  0,  (2) 

so  ergiebt  sich: 

^  /Y/Vuu' dt  =  /Y(^/i  +  fi/i  +  vf^ uu' dco;  (3) 


8849)  nr.  3,  p.  67.      8860)  p.  68.      8861)  nr.  4,  p.  64.     3862)  nr.  6,  p.  68. 

8868)  Green  selbst  scheint  an  sein  Theorem  solche  Entwicklungen 
nicht  angeschlossen  zu  haben.  Man  vergleiche  übrigens  den  Ansatz  von 
Lagrange  ^'^"),  sowie  die  Darstellung  bei  Poisson '^*^). 

3864)  Fetersb.  m^m.  1,  1831,  p.  129;  vom  Nov.  1828. 
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dabei  ist  die  dreifache  Integration  über  einen  beliebig  gestalteten 
Körper,  die  doppelte  tlber  dessen  Oberfläche  ausssudehnen  und  A,  jtt,  y 
bedeuten  die  Richtongscosinus  der  Nonnale  der  letzteren. 

Das  wendet  er  auf  den  Fall  an,  daiä  u  der  Differentialgleichimg: 

(4)  (/"-d)i*»0 
und  gewissen  Grenzbedingongen: 

(5)  r^u  =  0,     F,tt  =  0,  .  . . 

genügen  soU*^.  Es  komme  dann  darauf  an,  eine  Function  m' 
Yon  X,  y,  jBT,  ^  so  zu  bestinunen,  dafs  das  Integral: 


(6)  fuudx 


jedesmal  gleich  Null  wird,  sobald  ^'  von  d  verschieden  ist.  Es 
sei  nicht  schwer  zu  sehen,  dafs  dazu  u'  der  Differentialgleichung: 

(7)  /•(-«',-/»',- yO-'-O 

unterworfen  werden  müsse;  denn  dann  erfülle  die  Differenz  /*(«,  /?,  y) 
—  /*(—  «',  —  ß\  —  y')  die  vorhin  für  f  gemachte  Voraussetzung 
und  man  erhalte  also: 

(8)  (^  -  ^')Juu  dt  -J{^fi  +  f*^s  +  v/i)  uu'  dm, 

aJso  —  0,  wenn  u    noch  der  Oberfl&chenbedingung: 

(9)  (iA  +  f»^.+  v^.)«'-0 
genfigt     Ffir  die  Wänneleitungsgleichang*^: 

^^^^  dt       dx^^  dy^^  dß^ 

mit  der  Oberflächenbedingung: 

(11)  |7  +  *«'-0 
setzt  er: 

(12)  v^e-^^u 
und  erhält  so: 

(13)  («•+  jJ«+  y«+  #«)u  -  0. 

Er  behauptet,  es  sei  unmöglich,  diese  Gleichung  und  zugleich  die 
Oberflftchenbedingong  für  ein  willkürliches  ^  zu  befriedigen;  vielmehr 
hänge   ^   im  allgemeinen  von  drei  Größen  j),   g,   r  ab,   die  drei 


3865)  p.  182.         8866)  p.  184. 
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transcendente  Gleichungen  zu  erfüllen  hfttten*^^).  Diese  Gleichungen 
hätten  unendlich  viele  Wuneln;  wenn  dann  i«^,  u,,  .  .  .  die  zu- 
gehörigen Functionen  seien,  so  ergebe  sich  die  Entwicklung  einer 
willkürlichen  Function  nach  diesen  Functionen  vermöge  der  Glei- 
chung: 


/•(a^,y,^)=-X-feT-'  (14) 


,,qui  renferme,  d'une  maniere  generale  presque  tout  qu'on  connait 
relativement  aux  series'^ '^'^).  Er  glaubt,  diese  Entwicklung  sei 
immer  convergent,  aber  der  allgemeine  Beweis  hiervon  sehr  schwierig; 
daher  begnügt  er  sich  mit  einigen  Bemerkungen  über  die  Gonvergenz 
der  harmonischen  trigonometrischen  Bicihen,  die  übrigens  mit  den- 
jenigen von  Fourier"*^)  im  wesentlichen  Übereinkommen  •^^•).  Dann 
spricht  er  noch  davon,  dafs  die  Werte  von  ^  notwendig  reell  sein 
müfsten;  es  sei  das  eine  Consequenz  des  Frincips  der  Wärme- 
verbreitung, könne  und  müsse  aber  auch  analytisch  bewiesen 
werden  ^^.  Schlierslich  giebt  er  an,  dafs  man  die  Integration  der 
Wärmeleitungsgleichung  auf  die  der  Schallgleichung  zurückführen 
könne:  sei  J^x^y^e^t)  ein  Integral  der  letzteren,  so  brauche 
man  nur: 

OD  OD 

u-^  j/l{x,y,  z,  i)  sinr^d^,      v  =  ä^  /«"'*'«*♦' ^^     (15) 

0  0 

zu  setzen. 

Eine  zweite  Note  Ostrogradsky's*^^)  lehrt  die  Integration  der 
Gleichung  (10)  unter  der  Oberflächenbedingung: 

|j  +  Ä*-r,  (16) 

in  der  T  eine  gegebene  Function  der  Zeit  bezeichnet,  zurückzuführen 
auf  die  Integration  von: 


3857)  Hier  denkt  er  also  doch  offenbar  nur  an  demjenigen  Fall,  in 
welchem  sich  u  in  drei  Factoren  zerlegen  läfst,  von  denen  jeder  nur  von 
einer  Coordinate  abhängt. 

8858)  p.  136.         3859)  p.  137. 

3860)  p.  138.  Er  beraft  sich  darauf,  dafs  in  der  Integralformel 
§  42  (5)  der  Exponent  reell  sein  müfste.  Wie  er  das  meint,  verstehe 
ich  nicht. 

3861)  ib.  p.  123;  vom  Juli  1829. 
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unter  der  Oberflächenbedingimg  (11)  mit  Hilfe  der  Bemerkusg: 
wenn  X  =»  0  die  Gleichung  der  Oberfl&clie  i^t,  so  genügt  LTlJ^L 
der  Gleichung  (16). 

Eine  dritte '^')  enthält  einige  Angaben  über  Untersuchungen 
Ostrogradsky's  über  Wärmeleitung  in  Flüssigkeiten.  Er  giebt  die 
Differentialgleichung : 

Weiter  verfolgen  wolle  er  die  Sache  vorläufig  nicht,  da  nicht  sicher 
sei,  ob  er  wirklich  alle  Umstände  berücksichtigt  habe. 

Femer  ist  hier  zu  erwähnen  eine  Abhandlung  von  J.  M.  C. 
Duhamel  über  die  Abkühlung  eines  Körpers  in  einem  Medium, 
dessen  Temperatur  mit  der  Zeit  variirt  "*••).  Er  spricht  zuerst  ein 
allgemeines  Superpositionsprincip  aus:  wenn  die  Aufsentemperatur 
eine  beliebige  Function  der  Coordinaten  und  der  Zeit  sei,  solle  man 
zuerst  bestimmen,  welches  die  Temperaturen  sein  würden,  wenn  die 
Aufsentemperatur  ihren  Anfangswert  beibehielte  und  die  Anfimgs- 
temperaturen  die  gegebenen  wären.  Dann  solle  man  bestimmen, 
welches  die  Temperaturen  zur  Zeit  t  —  0  sein  würden,  wenn  von 
der  Zeit  0  bis  zu  dieser  Zeit  die  Temperatur  des  Aufsenramaes  durch: 

(19)  m^iViiiJUae 

gegeben  und  die  Anfangstemperatur  überall  Null  wäre.  Schlieislich 
solle  man  alle  diese  Partialwirkungen  summiren.  Den  Beweis  führt 
er  durch  Differentialbetrachtungen '^^).  Zwei  weitere  Sätze***) 
sprechen  dasselbe  aus  fOr  den  Fall,  dafs  Wärmeabgabe  nach  auCsen 
stattfindet,  und  für  den,  dafs  für  einen  Teil  der  Obeifiäche  die  eine, 
für  den  anderen  die  andere  Obeifiächenbedingung  vorgeschrieben  ist. 

Das  wendet  er  zimächst  an  auf  die  Wärmeströmung  in  einer 
unbegrenzten  planparallelen  Platte,  auf  deren  beiden  Obeifiächen  die 
Temperatur  willkürlichen  Functionen  der  Zeit  gleich  ist***^.  Dabei 
erhält  er  Poisson's  Gleichung  §  49  (14)  bezw.  §  54  (31);  die  zu- 
gehörigen Integraltheoreme  beweist  er  durch  wirkliche  Ausführung 
der  Integration. 

Femer  behandelt  er  in  entsprechender  Weise  die  Wänne- 
bewegung  in  einer  Kugel '^^.     Die  dabei  auftretenden  Functionen 

8862)  Petenb.  Bull.  1831,  p.  I. 

8868)  J.  ^c.  polyt.  cah.  22,  1880,  p.  20;  vom  Febr.  1829  und  Apr.  1830. 

8864)  p.  22.         3866)  Th^or.  2,  p.  26;  th^or.  8,  p.  27. 

8866)  p.  29.         8867)  p.  86. 
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der  Entfernung  vom  Mittelpunkt  stellt  er  zunächst  in  der  Beihenform: 

(-^)'(''^)*  (20) 


^^  (2n 


^__^  .       +  1)  (2n  +  3)  .  .  .  (2n  +  Ä  +  1)  .  */  ' 

durch  Summation  der  Beihen  auch  in  der  Integralform  §  49  (43) 
dar;  aus  der  letzteren  gewinnt  er  dann  auch  die  von  Laplace*^^) 
angegebene  geschlossene  Form.  Die  zugehörige  transcendente  Hilfs- 
gleichung erscheint  dann  in  der  Gestalt '^^): 

tg;i«Rat.Fct.(;i);  (21) 

für  die  Realität  ihrer  Wurzeln  beruft  er  sich  auf  „les  considerations 
g^n^rales  qu'on  doit  a  M.  Fourier"****)  [vgl.  §  52].  Aus  der 
schliefslich  erhaltenen  allgemeinen  Formel  gewinnt  er  durch  Spe- 
cialisimng  Fourier's  Gleichung  §  39  (10);  auTserdem  behandelt  er 
noch  besonders  den  Grrenzfall,  dafs  die  äuTsere  Wärmeleitungs- 
fähigkeit unendlich  grofs  ist*®'®). 

Endlich  behandelt  er  in  derselben  Weise  auch  noch  den  Fall 
des  Parallelepipeds*®'^). 

Wichtiger  fOr  unsere  Zwecke  als  diese  Abhandlung  selbst  sind 
die  ihr  beigefügten  Noten.  Die  erste  derselben*®'*)  postulirt,  wie 
Ostrogradsky,  die  Existenz  der  den  Differentialgleichungen  (13)  und 
der  Oberflächenbedingung  (11)  genügenden  Functionen  u  für  einen 
beliebigen  Körper  und  giebt  zur  Bestimmung  der  Goefßcienten  der 
Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  nach  diesen  u  das  Integral- 
theorem (6)  mit  ausführlicher  Darstellung  der  zu  seiner  Begründung 
dienenden  Rechnung.  Die  Verallgemeinerung  auf  den  Fall,  dafs  die 
Wärmeleitungscoefficienten  Functionen  des  Ortes  sind,  findet  er 
„quelquefois  difßcile'^  Spedell  bespricht  er  Fourier's  Entwicklung 
nach  Cylinderfunctionen  *^**) ;  der  Factor  x  komme  in  das  Integral- 
theorem §  40  (13)  dadurch  herein,  dafs  man  aus  der  Differential- 
gleichung §  40  (4)  das  Glied  mit  der  ersten  Ableitung  erst  weg- 
schaffen müsse,   um  die  hier  vorausgesetzte  Form  zu  erhalten '®'''). 

Die  zweite  Note*®'*)  führt  die  Bechnungen  für  die  Wärme- 
leitung in  einer  Kugel,  bei  Annahme  der  allgemeinen  Oberflächen- 
bedingung (11),  unter  Benutzung  der  Integraldarstellung  §  49  (43) 
für  die  hierbei  auftretenden  Functionen  des  Badius  durch. 


3868)  p.  47.         3869)  p.  43.         3870)  p.  63.         3871)  p.  54. 

3872)  p.  67.  Ausdrücklich  ausgesprochen  findet  sich  der  sog.  Green *8che 
Satz  auch  hier  bei  Duhamel  nicht,  obwohl  die  Rechnung  auf  ganz  den- 
selben Umformungen  beruht. 

3873)  p.  70.         3874)  p.  71. 
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Die  dritte  Note^''^)  handelt  von  „der  Diacontinnitftt  der  will- 
kürlichen Functionen  in  der  Wärmetheorie''.  Er  betrachtet  es  dabei, 
im  Gegensatz  zu  Anschaunngen,  die  uns  noch  viel  später  begegnen 
werden,  als  die  selbstverständlichste  Sache  von  der  Welt*^^^,  da£s 
man  auch  eine  nnstetige  Function  durch  stetige  Functionen  approxi- 
miren  könne.  Femer  sieht  er  als  selbstverständlich  an,  dals  un- 
endlich kleine  Anfangstemperaturen  auch  nur  imendlich  kleine 
Temperaturen  im  weiteren  Verlaufe  geben  könnten '^^^.  Aus  beiden 
Prämissen  schliefst  er  auf  Grund  des  Superpositionsprincips,  dafs 
man  die  Aufgaben  für  unstetige  Anfangswerte  durch  Grenzübergang 
vom  Falle  stetiger  Anfangswerte  aus  lösen  und  daher  die  Gültigkeit 
der  für  den  letzteren  Fall  abgeleiteten  Formeln  auch  für  den 
ersteren  in  Anspruch  nehmen  könne.  Demgemälüs  entscheidet  er  sich 
auch  in  der  damals  mehrfach  ventilirten  Frage,  ob  die  zu  ent- 
.  wickelnden  Functionen  den  gegebenen  Grenzbedingungen  genügen 
\  müfsten,  für  eine  verneinende  Antwort;  als  Beispiel  fOhrt  er  Fonrier's 
Entwicklungen*^**),  *^**)  von  Functionen,  die  für  a;  =  0  und  x  =  « 
nicht  verschwinden,  in  Sinusreüien  an.  Es  sei  also  keineswegs  er- 
forderlich voraussetzen,  dafs  die  Grenzbeding^g  „s'^tablisse  prompte- 
ment'';  eine  solche  Voraussetzung  würde  nur  eine  angenäherte 
Lösung  geben,  deren  Genauigkeitsgrad  man  nicht  abschätzen  könne, 
und  sei  übrigens  z.  B.  im  Falle  der  Saitenschwingungen  nicht  einmal 
zutreffend.  Man  könne  sich  allerdings  darüber  verwundem,  dafs 
eine  veränderliche  Function  einer  Gleichung  genügen  solle  und  ihr 
Grenzwert  nicht;  aber  man  müsse  bedenken,  da(s  es  sich  um  eine 
Differentialgleichung  handle,  und  dafs  der  Grenzwert  des  Differentials 
nicht  gleich  dem  Differential  des  Grenzwertes  zu  sein  brauche. 
Das  sei  nicht  allein  geometrisch  evident,  sondern  es  sei  auch  nichts 
leichter,  als  trigonometrische  Reihen  mit  dieser  Eigentümlichkeit 
anzugeben.  Man  dürfe  also  auch  z.  B.  eine  unendliche  Beihe  nicht 
ohne    weiteres    gliedweise  differentiiren.     Auch  könne  eine  im  all- 


3876)  p.  74. 

3876)  „S'il  y  a  discontinuit^  dans  la  lonction  qui  r^pr^sente  les 
temp^ratnres  initiales,  on  n'en  pourra  pas  moins  approcher  ind^finiment 
au  moyen  de  fonctions  continues/^  Übrigens  übersieht  hier  Duhamel  doch 
noch  einen  zwar  nicht  für  die  physikaliBchen  Gonsequenzen,  wohl  aber  für 
die  mathematischen  Fonnnlirungen  wichtigen  Umstand :  wenn  eine  Fonction 
als  Ghrenzwert  einer  anderen  aufgefafst  werden  kann,  so  folgt  daraus  allein 
noch  nicht,  dafs  der  Grenzübergang  an  einem  bestimmten  analytischen 
Ausdruck  der  ersteren  vollzogen  werden  darf. 

8877)  „n  est  Evident  que  dans  ce  Systeme  les  temp^ratures  les  ploa 
^oign^es  de  z^ro  ne  peuvent  que  s*en  rapprocher/* 
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gemeinen  richtige  Grenzgleichung  fOr  einzelne  Werte  der  Argumente 
Ausnahmen  aufweisen. 

Zum  SchluTs  erläutert  er  noch,  dafs  die  bei  den  einzelnen 
Schritten  der  Ableitimg  der  Differentialgleichungen  gemachten  Ver- 
nachlässigungen immer  nur  unendlich  kleine  Gröfsen  zweiter  Ordnung 
gegenüber  den  beibehaltenen  betreffen,  sodafs  man  nicht  zu  be- 
fürchten brauche,  da£s  die  dadurch  entstehenden  Fehler  sich  häufen; 
doch  nicht  ohne  hinzuzufügen:  „quand  on  donne  comme  exacte  la 
formule  qui  represente  un  ph^nomene,  on  yeut  toujoui's  dire  qu'elle 
est  une  deduction  rigoureuse  des  principes  physiques  et  des  equations 
gen^rales  qui  ont  servi  de  point  de  d^part.  C'est  dans  ce  sens 
seulement  que   nous  entendons  Tezactitude   de  notre  methode^^^).'^ 

Bald  darauf  hat  Duhamel  auch  versucht,  diesen  Fragen  von 
der  moleculartheoretischen  Seite  her  beizukommen  ^^''^);  zunächst  für 
die  Elasticitätstheorie.  Er  beginnt  mit  der  Auseinandersetzung: 
man  habe  in  dieser  bisher  immer  nur  von  der  Ausbreitung  einer 
Anfangsstörung  in  einem  sich  selbst  überlassenen  System  gesprochen; 
aber  in  Wirklichkeit  seien  die  Molekeln  gar  nicht  sich  selbst  über- 
lassen, sondern  ihre  Bewegung  sei  bedingt  dadurch,  dafs  der  be- 
trachtete Körper  in  dauernder  Berührung  mit  anderen  schwingenden 
Körpern  sei,  deren  Bewegung  andererseits  durch  die  des  ersteren 
mehr  oder  weniger  beeinflufst  werde.  Nur  Poisson^®*^  habe  die 
Frage  in  diesem  Sinne  aufgefafst.  Er  wolle  ein  Verfahren  mit- 
teilen, durch  das  man  imstande  sei,  die  hieraus  entspringenden 
Schwierigkeiten  in  jedem  Falle  zu  überwinden,  in  welchem  man  die 
übrigen  überwinden  könae;  und  zwar  beruhe  dieses  Verfahren  auf 
dem  Princip  der  Superposition '**®)  kleiner  Schwingungen.  Das 
letztere  sei  allerdings  bisher  noch  nicht  mit  der  erforderlichen  All- 
gemeinheit bewiesen;  gelegentlich  werde  ihm  sogar  eine  gröfsere 
Tragweite  beigelegt,  als  ihm  thatsächlich  zukomme ^^^^).  Er  giebt 
dann  eine  ziemlich  umständliche  Formulirung  dieses  Princips,  wie 
es  seiner  Meinung  nach  verstanden  werden  müsse '^^);  oamentlich 
betont  er:  sobald  äufsere  Kräfte  wirken,  gilt  es  nur,  wenn  diese  von 


3878)  p.  77. 

3879)  J.  äc.  polyt.  cah.  23,  1834,  p.  1;  vom  Apr.  1832. 

3880)  Das  Wort  scheint  um  diese  Zeit  in  allgemeinen  Gebrauch  ge- 
kommen zu  sein.  Übrigens  macht  Duhamel  bei  dieser  Gelegenheit  noch 
einmal  darauf  aufmerkBam,  dafs  die  Anzahl  der  Freiheitsgrade  und  die 
Anzahl  der  beweglichen  Molekeln  voneinander  verschieden  sein  könne; 
vgl.  % 

8881)  p.  2.         3882)  p.  4. 
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den  Coordinaten  der  schwingenden  Pnnkte  nnabliftngig  sind.  Für 
den  sog.  „äa£seren  Druck  auf  die  Oberflftche"  sei  das  nur  der  FaU, 
wenn  das  umgebende  Mittel  aus  sehr  yiel  weniger  dicht  gelagerten 
Molekeln  bestehe,  als  der  betrachtete  Körper.  Dann  setzt  er  aus- 
einander, wie  man  durch  Differentialbetrachtungen  den  Fall  mit  der 
Zeit  veränderlicher  äufserer  Kräfte  auf  den  constanter  zurtLckflQiren 
könne  *^*j,  indem  man  die  Vertnderung  der  ersteren  von  Moment  zu 
Moment  verfolge.  Constante  Glieder  müsse  man  vor  Anwendung 
des  Verfahrens  aus  den  Gleichungen  entfernen,  indem  man  auf  eine 
Gleichgewichtslage  transformire'^^).  Dann  könne  man  zunächst  den 
gegebenen  Anfangszustand  in  zwei  andere  zerlegen,  einen,  in  welchem 
die  Anfangsgeschwindigkeiten,  und  einen,  in  welchem  die  Anfangs- 
verrückungen  und  die  äuTseren  Kräfte  gleich  Null  seien;  jeder  von 
diesen  erlaube  dann  noch  weitere  Zerlegungen.  Zu  demselben 
Resultat  komme  man  auch,  wenn  man  die  Bewegung  auf  den  durch 
das  Hinzutreten  der  äuTseren  Kräfte  modificirten  Gleichgewichts- 
zustand beziehe*®®*).  Der  Fall,  dafs  die  betrachteten  Punkte  nicht 
alle  frei  seien,  lasse  sich  durch  Anwendung  des  Princips  der 
virtuellen  Verrückungen  auf  den  betrachteten  zurückführen;  doch 
gehe  das  nur  an,  so  lange  man  die  Bedingungsgleichungen  durch 
lineare  ersetzen  könne '®®®). 

Für  die  Integration  der  entstehenden  Gleichungen  beschränkt 
er  sich  auf  den  Fall,  dafs  die  Wurzeln  der  determinirenden  Glei- 
chung alle  reell  und  von  einander  verschieden  seien,  indem  er  glaubt, 
nur  dieser  könne  eintreten,  wenn  die  Gleichgewichtslage,  von  der 
man  ausgehe,  absolut  stabil  sei®®®^).  Schliefslich  zeigt  er  noch  an 
dem  Beispiel  der  Saitenschwingungen,  wie  sich  die  Anwendung  der 
Methode  auf  eine  partielle  Differentiidgleichung  gestaltet®*®®). 

Diese  Anschauungen  hat  Duhamel  später  auch  auf  das  Problem 
der  Wärmeleitung  übertragen®®®^).     Er  erhält  Gleichungen  der  Form: 

(22)  mjvj  ^Bj+  Cjvj  +^  Ajt  (v,  -  t;^). 

k 

Die  Glieder  mit  Bj  beseitigt  er,  indem  er  zunächst  den  Gleich- 
gewichtszustand feststellt  und  dann   alle  Temperaturen  von   diesem 


8883)  p.  6;  nähere  Ausführung  p.  24.  Er  zerlegt  f{f)  in  f{t)  und 
f\t)dt.    Vgl.  "•»). 

3884)  p.  13.  8885)  p.  16.  8886)  p.  19.  3887)  p.  28.  3888)  p.  84. 
(  8889)  Par.  C.  R.  43,  1866,  p.  1.  Er  giebt  zu,  dafs  ein  Teil  seiner 
Resultate  nicht  neu  sei;  aber  seine  Methode  sei  neu  und  einfach.  [Vgl. 
jedoch  Fourier •"*).] 
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aus  rechnet  ^^).  Hierauf  bestimmt  er  zunächst  „^tats  simples^^,  bei 
welchen  die  Verhältnisse  der  Temperaturen  je  zweier  Punkte  von 
der  Zeit  unabhängig  sind,  und  leitet  deren  Eigenschaften  ab, 
namentlich  den  dem  Integraltheorem  entsprechenden  Satz*^^^).  Dafs 
die  Gleichung,  von  deren  Auflösung  die  Bestimmung  der  ^tats 
simples  abhängt,  nur  reelle  Wurzeln  hat,  folgert  er  aus  eben  diesem 
Integraltheorem;  dafs  aber  die  Wurzeln  auch  alle  positiv  sind,  er- 
schliefst er  nur  physikalisch,  nicht  mathematisch.  Auch  beweist  er, 
daüs  sie  keine  gleichen  Wurzeln  haben  könne,  indem  er  die  Ab- 
leitung ihrer  rechten  Seite  als  Summe  von  Quadraten  darstellt^®'). 
Schlielslich  setzt  er  aus  diesen  particularen  Lösungen  die  allgemeine 
zusammen. 

Obwohl  streng  genonunen  nicht  an  diese  Stelle  gehörig,  sei 
hier  noch  die  Besprechung  von  drei  anderen  Abhandlungen  DuhameVs 
angeschlossen.  Einmal  hat  Duhamel  das  Zusammenwirken  von 
elastischen  und  Temperaturänderungen  noch  in  anderer  Weise  als  in 
der  bereits  besprochenen  Abhandlung  ^^'),  und  zwar  auch  fCLr  an- 
isotrope Körper,  behandelt  •®®').  Die  Einleitung  betont  die  Wichtig- 
keit mathematisch-physikalischer  Untersuchungen  auch  für  die  reine 
Mathematik:  „la  marche  physique  en  est  quelquefois  plus  facile  a 
suiyre  que  sa  traduction  abstraite,  sinon  dans  Tappreciation  ezacte, 
du  moins  dans  sa  g^n^ralite;  eile  sert  alors  de  guide  a  Fanalyse, 
et  la  conduit  par  la  route  la  plus  courte  et  la  mieux  appropriee  a 
la  nature  de  la  question"  ^^).  Für  die  Durchfahrung  adoptirt  er 
Poisson's  moleculartheoretische  Anschauungen  und  Methoden  (§  60); 
die  Wirkung  zweier  Molekeln  aufeinander  betrachtet  er  als  eine 
Fimction  ihres  Abstandes  und  des  Mittels  ihrer  Temperaturen,  indem 


3890)  p.  4.         3891)  p.  6. 

3892)  p.  10.  Er  bemerkt  dazu,  dafs  er  habe  diesen  Satz  filr  continnirliche 
Systeme  schon  in  einer  1830  der  Akademie  eingereichten  Abhandlung 
bewiesen,  aber  nur  unter  Yoraussetzung  der  Oberflächenbedingung,  die 
bekanntermafsen  nicht  so  gut  begründet  sei,  wie  die  Differentialgleichung 
selbst.  Man  erhalte  auf  diesem  Wege  z.  B.  auch  das  Integraltheorem  für 
die  Oylinderfunctionen,  zu  dem  Fourier'^^^)  nur  „par  des  longs  dätours 
d'analyse^^  gelangt  sei  [eine  m.  E.  ungerechtfertigte  Kritik].  —  Dafs  dieser 
Schlufs  ey.  modificirt  werden  müsse,  wenn  man  mit  der  transcendenten 
Gleichung  Umformungen  ▼omehme,  bemerkt  er  selbst.  Dagegen  scheint 
es  ihm  entgangen  zu  sein,  dafs  der  Satz  keine  Übertragung  auf  continnir- 
liche Oebiete  von  mehr  als  einer  Dimension  zuläfsc. 

3893)  Par.  sav.  [^tr.]  5,  1838,  p.  440. 

3894)  p.  442.  Dafs  diese  AufTassung,  die  den  Klassikern  des  18.  Jahr- 
hunderts selbstverständlich  war,  damals  schon  ausdrücklich  ausgesprochen 
werden  mufste,  ist  bezeichnend. 

Jahresbericht  d.  Deuttchen  Hathem.-Yereinigung.    X.  50 
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er  ihre  Temperatnrdifferenz  vemaclilässigt  So  gelangt  er  zu 
Differentialgleichungen  der  Form*®**): 

(23)  x-jr(^.s  +  fl)  +  ^|^,... 

sowie  zu  analog  gebauten  Grenzbedingungen  ^^).  Dazu  treten  dann 
noch  die  Gleichungen  der  Wärmeleitung  selbst;  er  behauptet,  die 
kleinen  Änderungen,  die  an  diesen  eigentlich  infolge  der  geSnderten 
Abstände  der  Molekeln  anzubringen  sein  würden,  könne  man  ver- 
nachlässigen^^). Den  Beweis,  dafs  das  so  erhaltene  Gleichungs- 
system bei  gegebenen  Anfangsbedingungen  nur  eine  Lösung  hat, 
erklärt  er  für  eine  notwendige  Vorbeding^g  zur  Anwendung  der 
Methode  der  Reihenentwicklungen*®^).  Für  den  Fall  der  Bewegung^ 
sei  er  leicht  zu  erbringen,  indem  man  die  Bewegung  von  Zeitmoment 
zu  Zeitmoment  verfolge;  fOr  den  Fall  des  Gleichgewichts  bezieht 
er  sich  auf  un  autre  memoire  (wohl  '®'*)),  in  dem  er  das 
Problem  auf  die  Auflösung  eines  Systems  linearer  Gleichungen 
reducirt  habe,  das  entweder  nur  eine  Lösung  haben  könne,  oder 
gleich  unendlich  viele.  AuTserdem  erklärt  er  fOr  wesentlich  die 
Bemerkung,  dafs  man  die  Wirkung  der  äufseren  Kräfte  und  die  von 
Temperaturänderungen  superponiren  könne  ^^). 

Von  speciellen  Problemen  behandelt  er  zunächst  einige,  die  nur 
elementare  Hilfsmittel  erfordern;  dann  die  Schwingungen  einer  Kugel, 
deren  Anfangstemperatur  eine  gegebene  Function  der  Entfernung  vom 
Mittelpunkt  ist'*^^).  Das  verlangt  die  Integration  der  Differential- 
gleichung: 

(24)  |^=.i(^  +  i|?)_*|£ 
unter  der  Oberflächenbedingung: 

(25)  •        y  +  llf-«'*'     ^     ?-l 

(d  bedeutet  eine  Constante);  dabei  ist  die  Temperatur  durch  eine 
Reihe  der  in  §  39  besprochenen  Form  dargestellt.  Duhamel  fCÜirt 
eine  neue  unbekannte: 

(26)  e  =  Q*(p 

ein,  wodurch  die  Gleichungen  (24)  und  (25)  in: 


8896)  p.  464.         8896}  p.  466. 

8897)  ib.     Von   der  Umwandlung   von  Wärme   in  Arbeit  oder   um- 
gekehrt ist  auch  in  dieser  Abhandlung  Duhamers  nicht  die  Rede. 

8898)  p.  467 ;  vgl.  auch  p.  448.         8899)  p.  469.         8900)  p.  486. 
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3|^  —  jp  =  5Ät;     far     ^«1  (28) 

abergehen.     Wird  hier  fOr  v  ein  Glied: 

iiic-»*'sinnp  (29) 

seiner  Reihenentwicklung  gesetzt  und  fOr  den  entsprechenden  Be- 
standteil von  z  die  Form: 

ir=e-»''t*  (30) 

angenommen,  so  erhält  man  für  u  die  Gleichungen: 

5^  -  (^  +  3  ♦•)*'  + -r  (-r~  ~  *•"*"•')"  ^'    (^^^ 

Z^  —  u^biAsinn     fBr     ^=1;  (82) 

ihr  Integral  gewinnt  er  aus  dem  entsprechenden  Integral  der  Glei- 
chung ohne  zweites  Glied  durch  Variation  der  Constanten '^^).  Zur 
Summe  der  so  erhaltenen  Glieder  tritt  dann  noch  das  Integral  der 
Gleichung: 

a«ic     3 /anc_2^\  ,   . 

unter  der  Oberflächenbedingung: 

3|^_«,_0    (fürp-1).  (34) 

Für  dieses  benutzt  er  im  Anschlufs  an  Poisson'^^^  die  folgende  Form: 

w^^{M^%ILty\  +  NüniLty\){^^--yLf,osiL^^    (35) 

die  Summe  erstreckt  über  alle  Wurzeln  der  Gleichung  §  66  (29)*^*). 
Die  Constanten  bestimmen  sich  aus  den  gegebenen  Anfangswerten 
der  Yerrückungen  und  der  Geschwindigkeiten,  nachdem  die  Glieder 
mit  den  u  von  diesen  subtrahirt  sind;  Duhamel  leitet  die  dazu 
erforderlichen  Integraltheoreme  noch  einmal  durch  directe  Aus- 
rechnung ab.  Mit  wachsender  Zeit  verschwinden  die  u- Glieder  bald, 
man  erhält  also  dann  einen  stationären  Schwingungszustand;  Duhamel 
macht  darauf  aufinerksam,  dafs  letzterer  keineswegs  vom  Anfangs- 
zustand unabhängig  ist,  da  dieser  ja  auf  die  zuletzt  erwähnte  Con- 


8901)  p.  490.         3902)  p.  498. 

60' 
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stantenbestiinmang  EinfluDs  hat.    Bei  geeigneter  Wahl  des  Anfangs- 
zustandes  kann  dieser  Endzustand  ein  Buhezostand  sein"^*). 

Eine  spätere  Abhandlung  DuhameFs  behandelt  noch  einmal 
(vgl.  **^)),  veranlalst  durch  Senarmont's  Experimente,  die  Wftrme- 
leitung  in  Ezystallen'^^).  Er  bespricht  zunächst  den  Fall  einer 
punktförmigen  oder  geradlinigen  Wärmequelle  von  mit  der  Zeit 
veränderlicher  Ergiebigkeit  und  zeigt,  dais  die  isothermen  Flächen 
dann  jedesmal  Ellipsoide  bezw.  elliptische  Gylinder  sind.  Hierauf 
setzt  er  noch  einmal  das  allgemeine  Integral  der  Wärmeleitungs- 
gleichimg  in  der  Form  §  47  (4)  an'^;  sie  könne  im  vorliegenden 
Falle  dadurch  vereinfacht  werden,  dafs  man  Glieder  von  der  Ord- 
nung des  Quadrats  der  Dimensionen  des  ursprünglich  defonnirten 
Gebietes  vernachlässige.  Man  erhalte  so  bei  geeigneter  Wahl  des 
A nfangspunktes  der  Goordinaten: 

(36)  v~(2nt)-''^e~^'^''^'^*''\ 

m 

also  dasselbe  Besultat,  wie  wenn  zu  Anfang  der  gesamte  Wärme- 
vorrat im  Anfangspunkte  vereinigt  gewesen  wäre. 

Ist  die  Ergiebigkeit  der  Wärmequelle  nach  dem  Gesetze  ip(t) 
mit  der  Zeit  veränderlich,  so  ergiebt  sich**^: 

t  i 

(37)  t;  -(27r)-V.  C(t  -  e)-%(»"  *(^^^^''■'*'^''VW^«• 
Weiterhin    behandelt    er    den   Fall'*^,    dafs    der   Körper   ur- 
sprünglich   nur    längs    einer   Linie    von    der   Länge    2 1   und   den 
Bichtungscosinus  a,    ß^  y  erwärmt  war;   indem  er  die  Wirkungen 
der  einzelnen  Punkte  dieser  Linie  summirt  und  dabei: 

(38)  a?  cos  a  +  y  cos  /5  -f  AT  cos  y  =  «,     flJ*  +  y*  +  ^*  =  i> 
setzt,  erhält  er: 

-<  -1-« 


3908)  p.  498.         3904)  J.  6c.  polyt.  cah.  82,  1848,  p.  166. 

8906)  nr.  1,  p.  162.  Er  ninmit  die  drei  Hauptwärmeleitungscoefficienten 
voneinander  verschieden,  aber  das  ist  für  die  mathematische  Behandlung 
gleichgültig,  da  es  durch  eine  affine  Transformation  beseitigt  werden  kann. 

3906)  nr.  3,  p.  166.        3907)  nr.  8,  p.  171. 
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Für  Z  =  c»,  (p(t)  ==  const.  giebt  das«^: 

e"*^(4jrO-S  (40) 

so  daljB  die  isothermen  Flächen  Cylinder  sind. 

Für  die  Ausbreitung  der  Wftrme  in  einer  sehr  dünnen  ebenen 
Platte,  deren  Flächen  zu  einer  Hauptleitungsf  ähigkeitsrichtung  normal 
sind,  mit  Wärmeabgabe  nach  beiden  Seiten  erhält  er  die  Differential- 
gleichung*^: 

Die  Substitution»"«): 

t;==ue~-^*'"  (42) 

führt  auf  dieselbe  Gleichung  mit  einer  Yariabeln  weniger.  Sind  die 
Flächen  nicht  zu  einer  Hauptleitungsfähigkeitsrichtung  normal,  so 
treten  in  der  Differentialgleichung  auch  Glieder  mit  gemischten 
DifFerentialquotienten  auf;  Duhamel  zeigt '•*^),  dafs  die  isothermen 
Flächen  auch  in  diesem  Falle  von  h  unabhängig  sind. 

Endlich  ist  Duhamel  auch  noch  einmal  auf  seine  Untersuchungen 
über  die  Wechselwirkung  zwischen  Wärme  und  Elasticität**®'),  *•*) 
zurückgekommen,  hauptsächlich  um  zu  zeigen,  dafs  man  in  einfacheren 
Fällen  seine  früheren  complicirteren  Formeln  nicht  brauche '•**).  Da 
man  die  Gleichung  der  Wärmeleitung  in  einem  Stabe  integriren 
könne,  könne  man  bei  der  Bestimmung  der  Yerrückungen  die 
Temperatur  als  bekannt  ansehen.  Um  die  Yerrückungen  zu  er- 
halten, sucht  er  zunächst  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Quer- 
schnitt. Sie  würde,  wenn  die  Temperatur  constant  wäre,  zu  d^jdx^ 
der  auf  die  Längeneinheit  bezogenen  Yerlängerung,  proportional 
sein;  wegen  der  Yeränderlichkeit  der  Temperatur  tritt  noch  ein  zu 
V  proportionales  Glied  hinzu  *•**).  So  erhält  er  für  den  Fall  der 
Bewegung  die  Gleichung'®^*): 

Ist  der  Stab  frei  und  für  ^  =  0  die  Temperatur  überall  dieselbe, 
dagegen  Yerrückungen  und  Geschwindigkeiten  gegebene  Fimctionen 
des  Ortes,  so  erhält  Duhamel  Entwicklungen,  die  nach  den  ungeraden 


8908)  nr.  10,  p.  176.        3909)  nr.  11,  p.  177. 

3910)  nr.  14,  p.  181.         8911)  p.  182. 

3912)  J.  ^c.  polyt.  cah.  86,  1866,  p.  1.         8918)  nr.  1,  p.  4. 

3914)  nr.  2,  p.  6.         8916)  nr.  8,  p.  6. 
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Vielfadien  der  Zeit  und  des  Abstände«  fortBchreiten;  za  Omen  tnti 
noch  ein  Glied,  das  eine  Ezponentimifimction  der  Zeit  entfallt'*^. 
Ist  andererseits  die  A  nfimgstemperatar  eine  gegebene  Function  des 
Ortes  nnd  die  Spannung  an  beiden  Enden  oonstant,  so  ergiebt  sdi 
eine  unbarmonische  trigonometrische  Reihe,  die  nach  den  Wurzeln 
der  Gleichung: 

(44)  migm-=^H 

fortschreitet ^^^.  Beducirt  sich  diese  Reihe  auf  eines  ihrer  Glieder 
und  setzt  man  als  zugehörigen  Wert  der  Yerrfickung  einen  Ans- 
druck  der  Form  an: 

(45)  e-(*+"^>'F, 
so  erhält  man  ••**): 

Me 

(46)  ^""i«"^ — ismmx  +  Äef"+Be""j  (a  =  *  +  ««> 

Ä  und  B  bestimmen  sich  aus  den  Grenzbedingungen.  Nachher  ist 
noch  über  alle  die  genannten  Werte  yon  m  zu  summiren;  so  erhält 
man  eine  particulare  Lösung,  der  noch  als  Ergänzung  eine  nach 
den  Functionen  der  ungeraden  Vielfachen  Yon  x  fortschreitende 
Reihe  beizuf&gen  ist *•*•).  Weiter  entwickelt  er  wieder  ein  Super- 
positionsprincip'^:  man  könne  die  resultirende  Bewegung  in  zwei 
Componenten  zerlegen,  von  welchen  die  eine  einem  Teil  der  Spannung 
an  den  Enden,  der  gegebenen  Temperatur  und  den  gegebenen  Anfangs- 
bedingungen entspreche,  die  andere  dem  Rest  jener  Spannung  und 
den  Voraussetzungen,  dafs  die  Temperatur  der  Umgebung,  die 
Anfangsverrfickungen  und  die  Anfangsgeschwindigkeiten  Null  sind. 
Mit  Hilfe  dieses  Princips  gelingt  ihm  die  Reduction  des  Falles  ver- 
änderlicher Spannung  auf  den  constanter  durch  Integration'*'^). 

Der  zweite  Abschnitt'*^  behandelt  den  Fall,  dals  die  Enden 
des  Stabes  an  nachgiebigen  Widerständen  befestigt  sind.  Die  Gröfse 
des  Widerstandes  sei  eine  gegebene  Function  der  Verrückung;  die 
auftretenden  Schwingungen  könne  man  zunächst  vernachlässigen. 
Es  handelt  sich 'dann  um  die  Integration  der  Differentialgleichung*^: 

^   '^  dt*       dx* 


8916)  nr.  4,  p.  7;  nr.  7,  p.  10  specialiBirt  er  die  Formeln  fOr  den  Fall, 
dafs  der  Anfangszustand  der  Ruhezustand  ist. 

8917)  nr.  8,  p.  11.        8918)  nr.  9,  p.  18.        8919)  p.  16. 
8920)  nr.  10,  p.  16.        8921)  nr.  12,  p.  17. 

8922)  nr.  18,  p.  18.        8928)  nr.  18,  p.  28. 
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unter  der  Grenzbedingang: 

tv^(p(t)  für  aj  — i;  (48) 

ftbr  die  Integration  verweist  er  anf  seine  frühere  Abhandlung  ^^*). 
Er  verfolgt  namentlich  den  Fall  weiter,  dafs  q>  eine  lineare  Function 
ist;  dabei  ergiebt  sich  das  merkwürdige  Resultat,  dafs  der  schliefs- 
liche  Gleichgewichtszustand  vom  Anfangszustand  nicht  unabhängig  ist. 

Der  dritte  Abschnitt '^^)  behandelt  den  Fall,  dafs  die  Enden 
des  zu  untersuchenden  Stabes  mit  einem  anderen  elastischen  Stabe 
von  constanter  Temperatur  fest  verbunden  sind;  er  führt  auf  un- 
harmonische trigonometrische  Reihen,  die  nach  den  Wurzeln  der 
Gleichung  §  26  (4)  fortschreiten.  Zum  SchluTs  weist  er  auf  mög- 
liche Verallgemeinerungen  hin'***). 

J.  Amsler'*^)  benutzt  den  Green'schen  Satz  (den  er  übrigens 
Fr.  Neumann  zuschreibt)  zur  Ableitung  der  für  die  Eugelfunctionen 
geltenden  Integraltheoreme  §  32  (10)  und  (18).  Bald  darauf  giebt 
er  die  verallgemeinerte  Fassung'**^): 


/' 


Ui  Ik  -ö—  cos  a  +  •  •  • )  dfco 
^   "  '  (49) 

-/'''IÄ('Tf+)-W-+/('lf^al+-)^' 

und  benutzt  sie  zur  Ableitung  von  Eindeutigkeitstheoremen,  nament- 
lich auch  zum  Beweis  des  Satzes:  wenn  sich  die  Temperatur  der 
Obeifläche  mit  wachsender  Zeit  überall  derselben  Constante  nähert, 
gilt  das  gleiche  auch  von  allen  inneren  Punkten***®).  Femer  be- 
handelt er  die  transcendente  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  zulässigen 
Werte  des  Parameters  sind.  Dafs  diese  alle  reell  seien,  habe  schon 
Poisson***^)  gezeigt,  aber  nur  in  besonderen  Fällen,  dafs  sie  auch 
alle  positiv  seien.  Das  letztere  ergänzt  Amsler,  indem  er  den 
Green'schen  Satz  auf  die  beiden  Functionen  Z7  =  e"'''P,  17^  =  P 
anwendet;  er  erhält  dann: 

woraus  fi  >  0'***). 


3924)  nr.  23,  p.  28.         3926)  nr.  26,  p.  33. 

3926)  Schweiz.  N.  Denkschr.  10,  1849,  p.  18. 

3927)  J.  f.  Math.  42,  1861,  p.  316. 

3928)  nr.  2,  p.  321.        3929)  nr.  3,  p.  324. 
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In  einer  dritten  Abhandlung '^'^)  behandelt  Amsler  die  Wärme- 
leitung  unter  Berücksichtig^g  der  thermodjnamischen  Verhältnisse, 
wie  es  scheint  ohne  Duhamel**^,  •**•),  '•**)  zu  kennen.  Er  recapifculirt 
zunächst  die  Gleichungen  der  Elastidtötstheorie  in  der  von  Cauchy'*^} 
gegebenen  Form,  mit  neun  Elasticitätsconstanten  bezw.  Functionen 
des  Ortes.  Dann  fGLhrt  er  die  Annahme  ein'^^),  durch  eine 
Temperaturerhöhung  werde  in  einem  unkiystaUinischen  Körper  eine 
zu  ihr  proportionale  Dilatation,  aber  keine  tangentialen  Druck- 
componenten  erzeugt;  entsprechende  Formeln  fßr  anisotrope  Körper 
giebt  er  ohne  Beweis.  Die  Wärmemenge,  die  erforderlich  ist,  um 
die  durch  die  äulseren  Druckkräfte  bewirkte  Volumenänderung  zu 
compensiren,  bestimmt  er  dann  folgendermalsen'^^:  er  zerlegt  die 
zugeführte  Wärmemenge  z/o  in  zwei  Bestandteile  ^^o  und  J^m,^ 
von  denen  der  erste  keine  Volumenänderung,  sondern  nur  eine 
Temperaturänderung  J^u  erzeugt,  der  zweite  gerade  eine  solche 
Volumenänderung  JV  mit  sich  bringt,  dafs  die  Druckkräfte  un- 
verändert  bleiben.     Es  ist  dann: 

(öl)  J^to  =  'n  Fz/jU,     /l^m  =  f  VJ^Uj 

wo  fi  und  €  die  specifischen  Wärmen  bei  constanter  Temperatur  und 
constantem  Druck  bedeuten,  und  auliserdem: 

(52)  JV-^(a  +  ß  +  y)VJ^u. 

Durch    Elimination    der   eingeführten  Hilfsgröfsen    ergiebt   sich    die 

Gleichung: 

r^S^  du  ^    1    dm  g-ij        a<y. 

^^  dt       ny  dt        (tx  +  p-\-y)n    dt' 

neben  sie  tritt  die  schon  seit  Fourier  bekannte  Relation  zwischen  u 
und  00,  die  sich  fEbr  homogene  isotrope  Körper  auf: 

(^^)  Tt  ^  ^^  W  +  äF  +  ^i 

redudrt. 

Mit  der  Integration  dieser  Gleichungen  befafst  sich  Amsler  nur 
für  eine  Vollkugel  und  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Anfangs- 
temperatur nur  eine  Function  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt  ist^*'). 
Ist  B  die  Verrückung  in  Richtung  des  Radius,  so  wird: 

(55)  «.3e  +  r|J; 

man  erhält  also  die  Gleichungen: 

3930)  Schweiz.  N.  Denkschr.  12,  1862;  J.  f.  Math.  42,  1851,  p.  327. 

3931)  §  8,  p.  832.         3932)  §  4,  p.  884.         8933)  §  7,  p.  389. 


§  79.  Ansätze  z.  Entwickl.  v.  gleich.  Allgemeinheit  f.  Fonct.  v.  mehr.  Yariab.  793 
|S_£iV.i_»|.,      .|1_(»  +  S)|S,  (66) 

in  welchen  6,  c,  n  Gonstante  bedeuten,  und  daraus  nach  einigen 
Umrechnungen  '••*) : 

die  mit  Duhamers  Gleichung  §  55  (23)  verwandt,  aber  wenigstens 
nicht  unmittelbar  identisch  ist  Wird  ein  particuläres  Integral  der 
Form  rM«e~'^'t7a»  gesucht,  so  muTs  Vm  der  Gleichung  genügeni 


^  +  m«  U„+  hrJrVn^dÄ  =-  0. 


^  0 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  sei: 

Vm  ™  9\  sin  mr  +  ^j  ^"^  ♦'^^  ~"  ^^'"5  (^^) 

da  aber  u  für  r  »  0  nicht  unendlich  werden  dürfe,  müsse  i/^"-*  0 
sein.  Einsetzen  in  die  Gleichung  ergiebt  den  Wert  von  a,  die 
Oberflächenbedingung  eine  transcendente  Gleichung  ftir  die  zulässigen 
Werte  von  m.  Amsler  beweist  wie  in  seiner  vorhergehenden  Ab- 
handlung'^^), dafs  diese  Gleichung  nur  reelle  positive  Wurzeln 
hat'* ^)  und  leitet  die  zur  Ooefficientenbestimmung  in  der  Ent- 
wicklung der  allgemeinen  Lösung  nach  diesen  Particularlösungen 
erforderlichen  Integraltheoreme  ab'**^).  Den  Convergenzbeweis  läfst 
er  bei  Seite;  dagegen  giebt  er  ohne  Beweis  den  folgenden  allgemeinen 
Satz»*"): 

Es  seien  Vj ,  v^^  t^s )  •  *  *  ^  einem  Intervall  (a  .  . .  6)  endliche 
und  stetige  Functionen  von  der  Art,  dafs  v^  im  Intervall  an  t»  —  1 
Stellen  aOT,t(^=  li2, ..  .,  m—  1)  sein  Vorzeichen  ändert  und  dafs 
dabei: 

«m.*<  am-i,*<  am,t+i  (60) 

ist  und  femer: 


lim 

m  =  ao 


{om—  a)*+^(ain,Jb+i  — a,„,i)*+  {h—an^m-if 


*=i 


0;    (61) 


dann  läfst  sich  eine  in  dem  Intervall  willkürlich  gegebene  Function 
nach  diesen  Vm  entwickeln. 


8984)  §  8,  p.  841.         8986)  §  9,  p.  843.         8986)  §  10,  p.  846. 
8987)  §  11,  p.  847.    Ob  der  Satz  mit  diesem  Grad  der  Allgemeinheit 
wirklich  richtig  ist? 


794  I.Hauptteil.  ILAbschn.  Allgem.Beihenentwicklgn.ii.Integraldar8teUgii. 

Er  fügt  bei:  fOr  besondere  Werte  des  Argaments  könne  der 
Satz  Ausnahmen  erleiden,  je  nach  der  Natnr  der  Vm  nnd  der  za 
entwickelnden  Function. 
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Während  die  in  den  letzten  Paragraphen  besprochenen  Ent- 
wicklungen an  das  Problem  der  Integration  linearer  Differential- 
gleichungen anknüpften  und  aus  ihm  die  Definition  derjenigen 
Functionen  entnahmen,  nach  welchen  entwickelt  werden  sollte,  haben 
wir  nun  noch  eine  Reihe  von  Untersuchungen  zu  besprechen,  bei 
welchen  diese  Functionen  entweder  ganz  willkürlich  angenommen 
oder  doch  nach  Bücksichten  anderer  Art  gewählt  sind.  Die  ältesten 
unter   diesen   rühren  von  HofJne-Wronski'**®)  her;   sie  sind  aller- 


3988)  Eine  Schilderung  von  HoSne,  oder  wie  er  sich  nannte,  HoSne- 
Wronski,  als  wissenBchaftliche  Persönlichkeit  (was  er  sonst  noch  war, 
geht  uns  hier  nichts  an)  würde  etwa  folgendermafsen  zu  lauten  haben: 
Er  gehört  zu  demjenigen  Philosophen,  die  eine  aprioristische  Welt- 
construction  aus  wenigen  als  a  priori  mafsgebend  angenommenen  Kate- 
gorien oder  Denkschematen  (bei  ihm  sind  es  die  Eantischen)  für  möglich 
halten.  Ihm  eigentümlich  ist,  dafs  er  solche  Constructionen  in  erster 
Linie  an  der  Mathematik  vorgenommen  hat,  wohl  in  dem  Qefühle,  dafs 
seine  Individualität  dazu  besonders  geeignet  sei.  Denn  mathematische 
Begabung  ist  ihm  nicht  abzusprechen;  nur  ist  sie  durchaus  einseitig.  Er 
ist  ein  ausgesprochener  Algorithmiker,  dem  sowohl  alles  anschaanngs- 
mäfsige  Erfiassen,  als  auch  aller  Sinn  für  die  Grenzen  der  Gültigkeit 
seiner  Formulirungen  gänzlich  abgeht.  Was  das  erstere  betrifft,  so  ist 
charakteristisch,  dafs  er  von  seinem  Programm  nor  die  Philosophie  der 
Algorithmie  (unter  diesem  Namen  falst  er  vielleicht  zweckmäfsigerweise 
zusammen,  was  sonst  Arithmetik,  Algebra,  Analysis  heifst)  ausgeführt  hat, 
nicht  die  der  Geometrie;  auch  weist  er  ausdrücklich  jede  Bolle  der  Ein- 
bildungskraft für  die  Mathematik  ab  (introduction  ä.  la  philosophie  dee 
mathämatiques,  Paris  1811,  p.  167).  Was  das  letztere  betrifiTb,  so  darf 
daran  nicht  irre  machen,  dafs  er  die  Schwäche  von  Lagrange* s  th^rie 
des  fonctions  analjtiques  —  die  unbewiesene  Annahme  der  Entwickelbar- 
keit  jeder  Function  in  eine  Potenzreihe  —  richtig  erkannt  hat  (r^futation 
de  la  thäorie  des  fonctions  analjtiques  de  Lagrange,  Paris  1812,  p.  21,  43); 
denn  einmal  bezeichnet  er  selbst  diesen  Teil  seiner  Kritik  als  ganz  neben- 
sächlich (ib.  p.  24,  62,  93),  während  er  das  Hauptgewicht  daranf  legt, 
dafs  Lagrange  die  allgemeine  Beihenform  (1)  nicht  hat;  andererseits  sind 
seine  eigenen  Ansätze  in  demselben  Sinne  ohne  Begründung  hingestellt, 
wie  die  von  Lagrange.  Wenn  unter  diesen  umständen  seine  Thätigkeit 
für  die  Mathematik  nicht  g^anz  fruchtlos  geblieben  ist,  so  liegt  das  einer- 
seits daran,  dafs  er  wirklich  grofses  Geschick  in  der  Umformung  all- 
gemeiaer  Ausdrücke  besessen  hat,  andererseits,  dafs  seine  Entwicklungen 
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dings  erst  in  neuerer  Zeit  über  einen  ganz  engen  Kreis  hinaus  be- 
kannt geworden. 

Als    ,^orme    generale    de    ce    qu'on    appelle    series'^    bezeichnet 
Wronski  schon  in  seiner  ersten  Publication*'*')  die  folgende: 


CO 


F{x)^Ä,  +  ^Ä,g>{xyi^,  (1) 


in  der  ^(a?)^!*  die  „verallgemeinerte  Facultät": 

g>{x)q>(x  +  ^)g>(x+2^)...q>ix  +  ((,-  l)|)  (2) 

bedeutet.  Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  dieser  Entwicklung 
bedient  sich  Wronski  gewisser  combinatorischer  Symbole,  die  er 
selbst  Functionen  W  nennt,  die  aber  nichts  anderes  sind  als  Deter- 
minanten. Mit  Benutzung  einer  jetzt  üblichen  Bezeichntmgrsweise 
lautet  sein  (zunftchst  ohne  Beweis  mitgeteiltes^^)  Resultat: 


eine  ihm  selbst  vielleicht  nicht  voll  bewnlste  Berücksichtigung  der  Be- 
dürfnisse des  numerischen  Rechnens  erkennen  lassen. 

Wronski's  Schriften  sind  nicht  nur  sehr  selten  —  auch  mir  waren 
nicht  alle  zu^^glich  —  sondern  auch  sehr  unübersichtlich,  infolge  der 
Häufung  neu  gebildeter  oder  in  anderem  Sinne  als  sonst  verwendeter 
Termini,  sowie  infolge  der  ermüdenden  Breite  der  Darstellung  und 
sonstiger  stilistischer  Mängel.  Daher  habe  ich  hier,  abweichend  von  der 
sonst  festgehaltenen  Regel,  zuerst  von  den  Darstellungen  seiner  Resultate 
aus  zweiter  Hand  Kenntnis  genommen,  bevor  ich  an  sie  selbst  gegangen 
bin.  Weitere  Kreise  scheint  auf  Wronski  zuerst  Caylej  aufmerksam  ge- 
macht zu  haben,  bei  Gelegenheit  einer  uns  hier  nicht  interessirenden 
Formel;  dadurch  veranlafst  hat  dann  A.  Transon  (nouv.  ann.  (2)  18, 
1874,  p.  161,  306)  einiges  über  Wronski's  Resultate  mitgeteilt.  Eine  aus- 
führliche DarsteUung  giebt  E.  West,  J.  de  math.  (8)  7,  1881,  p.  5,  111; 
8,  1882,  p.  19,  125;  9,  1883,  p.  301;  auch  separat  unter  Hinzufügung  eines 
ausführlichen  compläment,  in  dem  die  uns  hier  interessirenden  Dinge  erst 
zu  ihrem  Rechte  kommen,  Paris  1886;  eine  kürzere  Übersicht  S.  Dick- 
stein,  Bibl.  math.  (2)  6,  1892,  p.  48,  86;  7,  1898,  p.  9;  8,  1894,  p.  49,  85. 
Die  auf  Wronski  beruhende  encyclopddie  math^matique  von  Montferrier 
(Paris  0.  J.)  war  mir  nicht  zugänglich;  West  bemerkt  p.  264,  sie  sei  nur 
mit  Vorsicht  zu  benutzen. 

3939)  Introduction  ä  la  philosophie  des  math^matiques,  Paris  1811, 
p.  227.  Die  sich  z.  B.  bei  A.  Transon,  p.  170,  findende  Angabe,  Wronski 
habe  „bewiesen'^  (ib.  p.  281  ff.),  dafs  (1)  die  allgemeinste  Reihenform  sei, 
ist  von  dialektischen  Auseinandersetzungen  zu  verstehen;  von  einer  näheren 
Definition,  was  unter  dieser  Behauptung  zu  verstehen  ist,  findet  sich 
keine  Spur. 

3940)  Die  Formel  findet  sich  zunächst  ohne  Beweis  in  der  1811 
der  Pariser  Akademie  vorgelegten,  1812  veröffentlichten  „r^futation  de 
Lagrange"  p.  15. 
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Dabei  sind  die  Differenzen  ^^gressiv^  zu  nehmen,  d.  h.  es  ist: 

(4)  Jq>(x)  -  q>{x)  -  q>(x  -  J) 

zu  verstehen,  nnd  nach  AnsflÜirang  der  Operationen  ist  f&r  x  eine 
Wurzel  der  Gleichung: 

(5)  y(*)  =  0 

ZU  setzen.  Der  Beweis '^^)  beruht  darauf,  dals  Jf*q>(xy^^  durdi 
(p(x)  teilbar  ist,  sobald  v  >  fi  ist,  also  für  den  einzusetzenden  Wert 
von  X  Null  wird.  Infolgedessen  erhftlt  man  für  diesen  Argument- 
wert  aus  der  angenommenen  Gleichung  durch  fortgesetzte  Differenzen- 
bildung die  folgenden: 

(6)  /flF^         ÄiJ*q>  +  A^J*q>^\^, 


und  daraus  die  angegebene  Form  der  Lösung. 


3941)  Den  Beweis  fBigte  er  bei  der  Veröffentlichung  als  dritte  Note, 
p.  129,  bei  (reproducirt  bei  Transon  p.  306;  West  p.  264),  obwohl  er  ihn 
fOr  weit  weniger  wichtig  hält  als  die  Formel  selbst,  und  in  dem  Ver- 
langen der  akademischen  Gommissare  nach  einem  Beweis  eine  „p^danterie 
de  pr^färer  les  moyens  aux  fins'*  sieht.  —  Später  nennt  er  Reihen  der 
Form  (1)  „s^ries  r^goli^res"  (philosophie  de  la  technie  algorithmique  2, 
Paris  1816/17,  p.  377).  —  Wenn  übrigens  hier  Ton  einem  Beweise  die 
Bede  ist,  so  ist  nur  die  formale  Bestimmung  der  Entwicklungscoefficienten 
gemeint,  von  einer  Untersuchung  der  Gonvergenzbedingongen  ist  keine 
Bede.  In  dieser  Beziehung  steht  Wronski  noch  ganz  auf  dem  Standpunkte 
des  18.  Jahrhunderts:  „les  sdries  prises  dans  leur  g^näralit^,  comme  con- 
vergentes  ou  divergentes,  ont  par  elles  mSmes,  dans  le  nombreinfini 
de  leur  termes,  et  sans  le  secours  d^aucune  quantitä  complämentaire 
[Bestglied]  une  signification  (valeur)  d^termin^e^'  (räfatation  de  Lagrange, 
p.  58;  später  oft  wiederholt).  Er  glaubt,  eine  Entwicklung  der  verlangten 
Form  sei  nur  dann  unmöglich,  wenn  die  Bestimmung  der  Goef&cienten 
auf  „des  quantitäs  ideales  et  nommäment  infinies^'  oder  auf  „de  y^ritablea 
absurdit^s'^  fahre  (philos.  de  la  technie  algorithm.  1,  1816,  p.  243).  un- 
bequemen Consequeuzen  dieser  Anschauungen  geht  er  mit  der  Erklärung 
aus  dem  Wege:  „une  s^rie  (1),  formte  arbitrairement,  n'a  pas  toi^joun 
une  yaleur  g^n^rale  F{x)^   correspondante   k  toutes   les   valeurs   de  la 
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ÜbrigenB  erscheint  bei  Wronski  diese  loi  des  s^ries  nur  als  ein 
specieller  Fall  einer  viel  allgemeineren,  die  er  ,4oi  algorithmique 
absolue^'  oder  ,4oi  supreme^^  nennt'***).  Darunter  versteht  er  nämlich 
die  Bestimmung  der  Coefficienten  in  der  Entwicklung : 

F{x)  -  ^0^0+  A^  +  A^  +  •  •  •»  (7) 

in  der  die  Sl  irgend  welche  ganz  beliebige  Functionen  von  x  be- 
deuten. Ist  J  irgend  eine  [distributiTe]  Operation,  so  erhftlt  man 
durch  wiederholte  Anwendung  derselben  auf  die  beiden  Seiten  der 
angenommenen  Entwicklung  >»*'): 

Jf'Fix)  «^  A^/lfSly;  (8) 

wird  dann  die  Determinante: 

£  ±  JSl^J^Sl^ .  •  •  Jf'-^Sl^Jf'S  (9) 

variable  x^''  (ib.  2,  p.  296).  Andererseits  finden  sich  bei  Wronski  ans- 
fOhrliche  UntersKchungen  über  Convergenzbedingungen  (ib.  p.  328 — 527), 
bei  denen  freilich  im  einzelnen  vieles  unklar  bleibt. 

8942)  Wie  Wronski  selbst  (r^fütation  de  Lagrange,  p.  1)  mitteilt, 
hatte  er  diese  Formel  (als  Datum  ihrer  Entdeckung  giebt  er  philos.  de 
la  technie  1,  p.  267  an:  „vers  1804")  Ende  1810  der  Pariser  Akademie 
vorgelegt  und  die  damals  bekannten  allgemeinen  Formeln  zur  Reihen- 
entwicklung (Paoli,  Lagrange,  Arbogast,  Bürmann)  aus  ihr  abgeleitet  (vgl. 
über  diese  Ableitung  philos.  de  la  technie  2,  p.  33  ff.).  Der  Bericht 
von  Lagrange  und  Lacroix  im  Moniteur  voin  16.  Nov.  1810  war  mir  nicht 
zugänglich,  ebensowenig  Wronski's  Replik  in  dem  vom  21.;  doch  teilt 
Wronski  selbst  (r^fntation  p.  6)  die  Hauptsätze  jenes  Berichts  mit,  nament- 
lich den  folgenden :  „ce  qui  a  frapp^  vos  commissaires  .  .  .  c'est  qu'il  tire, 
de  sa  formule,  toutes  Celles  que  Ton  connalt  pour  le  däveloppement  des 
fonctions''.  Die  historischen  Notizen  von  H.  Echols,  N.  Y.  Bull.  2,  1898, 
p.  178,  waren  mir  nicht  zugänglich,  ebensowenig  Dickstein *8  eigene 
Untersuchungen  Über  die  loi  supr§me,  Prace  mat.-fis.  2,  1890,  p.  146; 
6,  1894,  p.  128.  Von  Wronski^s  Behauptung,  es  liege  hier  ,4*6^f6Bsion 
la  plus  gdn^rale  des  fonctions"  vor  (introd.  ä  la  philos.  des  math.  p.  262; 
vgl.  auch  West  p.  286),  gut  dasselbe,  wie  von  den  analogen  Behauptungen 
betr.  die  Reihe  (1).  —  Die  philos.  de  la  technie  2,  p.  618  versprochene 
Anwendung  auf  die  harmonischen  trigonometrischen  Reihen  scheint  nicht 
erschienen  zu  sein. 

8943)  Entwicklimgen,  in  welchen  die  A  selbst  noch  Functionen  von  x 
sind,  nennt  Wronski  d^veloppements  incomplets  (West  p.  240).  —  Was 
Wronski  „Solution  du  probl^me  universell  nennt,  berührt  uns  hier  nicht. 
—  Wronski^s  eigener  Beweis  (philosophie  de  la  technie  algorithmique  1, 
Paris  1816,  p.  174)  ist  sehr  umständlich,  weil  er  sich  die  erforderlichen 
Determinantensätze^  die  jetzt  allgemein  geläufig  sind,  erst  ableiten  mufste. 
Transon  giebt  p.  313  die  Form  an,  in  der  ein  solcher  Hilfssatz  bei 
Wronski  auftritt. 
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mit  Xf^{S)  bezeichnet,  so  erhftlt  man: 

(10)  X^(F)  =  A^X^{Sl^)  +  A^^,X^{Sl^+r)  +  •  •  - 
und  durch  Auflösung  nach  Af^: 

(11)  Af^'^  Sf^  —  -4^+id>^,^  +  i  —  Af^^%0^^ft^% , 

wo  zur  Abkürzung: 

gesetzt  ist.     Setzt  man  hier  snccessiye  ein,  so  erscheinen  die  Coeffi- 
cienten  selbst  ausgedrückt  durch  unendliche  Reihen: 

(13)  A,  =  S^  +  S/^  +  i^i^M  +  S^+i^i.M  +  •  •  -1 

deren  Coefficienten  sich  recurrent  aus  der  Gleichung: 

ergeben  ••**). 

Wird  für  die  bis  jetzt  unbestimmt  gelassene  Operation  /t  die 
Differentiation  nach  x  gewählt,  so  wird  aus  X^  eine  Determinante 
derjenigen  speciellen  Art,  für  die  neuerdings  der  Name  Wronskian 
aufgekommen  ist'^^);  die  bekannte  Belation  zwischen  einer  Deter- 
minante, einer  ihrer  zweiten  und  Tier  ihrer  ersten  ünterdeterminanten 
giebt  dann,  da  dXft  eine  Determinante  von  derselben  Form  ist*^^: 

(15)    x^(e)x^_,(Ä^_,)  -  [A-^_,(Ä^_,)]»d^-^ir^ . 

Wird  diese  Gleichung  für  6  »=  52^  und  6  »  il,  angesetzt  und  der 
Quotient  gebildet,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (12): 


(16) 

*/-.^' 

d^     , 

,  s,~ 

dS 
d^ 

-1 

d0      , 

hf* 

Wird 

speciell: 

(17) 

Ä^- 

[g>ix)y 

3944)  West  p.  244.  West  fSgt  hinzu:  „rezpression  de  la  loi  aupreme 
est  compl^tement  gän^rale,  cependant  eile  admet  des  cas  d'impossibilit^'S 
Vgl.  philoB.  de  la  technie  algor.  1,  p.  248.  —  Fhilos.  de  la  technie  2,  p.  7 
entwickelt  Wronski  die  schon  r^fatation  de  Lagrange  p.  184  angedeutete 
Verwendung  dieser  Formeln  zur  Auflösung  eines  beliebigen  Systems 
linearer  Gleichungen,  indem  er  die  Coefficienten  einer  bestimmten  un- 
bekannten in  einem  solchen  System  als  die  aufeinanderfolgenden  Differenxen 
einer  bestimmten  Function  A  ansieht. 

8946)  West  p.  249.         8946)  p.  260. 
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gesetzt,  so  ergiebt  sich'^'): 

«b.»-[9'(«)]''  (18) 

und  dann  snccessiye  mit  Hilfe  von  (16): 

0^^,^v{v-l)'"(v-(i+l)  [g>{x)Y-f*  (19) 

und: 

^.,,=-{-iy(-l%ix)y.  (20) 

Auch   der  Nenner  von  S  vereinfacht  sich   in   diesem  Falle   zu*^*): 

1\2\.,.  ii\[dg>{w)]     «     .  "(21) 

Setzt  man  dann  f&r  x  eine  Wurzel  der  Gleichung  (4)  ein,  so 
reduciren  sich  die  Aft  auf  ihre  ersten  Glieder  und  man  erhält  die 
Lagrange'sche  Reihe,  mit  der  sich  Wronski  überhaupt  vielfach  be- 
schäftigt hat. 

Wird  andererseits: 

Sln-q>{xy\'  (22) 

genommen  und  wieder  für  x  eine  Wurzel  der  Gleichimg  (4)  gesetzt, 
so  werden  alle  O  und  alle  ^  Null,  die  A  reduciren  sich  auch  hier 
auf  ihre  Anfangsgüeder  und  man  erhält  wieder  die  Formel  (3)'®*^). 
Weitere  Entwicklungen  Wronski's  schlagen  zwischen  der  Be- 
nutzung der  allgemeinen  Formel  (7)  und  der  der  speciellen  (17) 
oder  (1)  insofern  einen  Mittelweg  ein,  als  sie  die  allgemeine  Ent- 
wicklung mit  einer  bestimmten  Anzahl  Gliedern  abbrechen  und  dann 
den  Rest  in  der  speciellen  Form  entwickeln**^).  Die  ersteren 
Glieder  nennt  Wronski  dann  die  „partie  theorique",  die  letztere  die 
„partie  technique"  der  betreffenden  Entwicklung*^^);  und  es  handelt 
sich  bei  ihm  um   das  Problem,  die  partie  theorique  so  zu  wählen. 


3947)  p.  261. 

3948)  Wronski  nennt  die  so  entstehende  Formel  ^^Fexpression  fonda- 
mentale  de  la  m^thode  secondaire  ^l^mentaire*^  (West  p.  264). 

3949)  West  p.  254. 

3960)  PhiloB.  de  la  technie  algor.  1,  p.  273;  vgl.  West  p.  260;  Dick- 
stein 8,  p.  86. 

3961)  Die  dialektische  Unterscheidung  von  „th^orie''  und  „technie^*^ 
die  Wronski  seiner  Einteilung  der  mathematischen  Disciplinen  zu  Grande 
legt  (introd.  ä  la  philos.  des  math.  p.  4,  206;  vgl.  West  p.  VU,  24,  267; 
Dickstein  8,  p.  49)  kommt  schliefslich  darauf  hinaus,  dafs  er  unter  der 
ersteren  die  Gesamtheit  der  Sätze  versteht,  die  zur  Erkenntnis  der  all- 
gemeinen Natur  einer  Function,  unter  der  letzteren  die  Gesamtheit  der- 
jenigen, die  zu  ihrer  numerischen  Berechnung  dienen. 
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dafs  die  partie  technique  von  möglichst  geringem  TOnfliifB  auf  das 
Eesultat  wird.     Soll  zunächst  in: 

(23)  F(x)  -  (S,  +  ^i,oSi)  +  SiSli  +  q>(xy  [St  +  &v(»)  +  • '  O 

(wo  wieder  rechts  fOr  x  eine  Wurzel  der  Gleichung  (5)  zu  setzen  ist) 
die  mit  g>(xy  multiplicirte  Klammergröfse  möglichst  klein  gemacht 
werden,  so  müsse  man  yersuchen,  der  Bedingung: 

(24)  S;  =  0,     d.  h.  d^  €pF(x)  -  d^Sli  dF(x)  «  0 

so  gut  als  möglich  zu  genügen  (ihr  strenge  genügen  wollen,  hieüse 
die  Entwicklung  auf  die  Identität  F(x)  »  F(x)  reduciren).  Ist  Sl^ 
auf  diese  Weise  bestinunt  und  will  man  die  theoretische  Entwicklung 
auf  ein  Glied  weiter  erstrecken,  so  ist  Sl^  ebenso  aus: 

(25)  £±dSl^  (l*Ä,  d^F(x)  «  0 

zu  bestimmen;  u.  s.  w.  Sind  nicht  die  Differentialquotienten,  sondern 
die  Ableitungen  der  Function  F  bekannt,  so  kann  man  entsprechende 
Schlüsse  auf  die  Entwicklungsform  anwenden'^'): 

n  OB 

(26)  F(x)  --^A.Slr  +2 ^»9(«)"'- 

VsO  vsstl  +  l 

Wronski  hat  derartige  Rechnungen  speciell  für  die  Annahme: 

{o7\  o    _  (^  "^  ^) 

^    ^  "       (ni  +  x)(n^  +  x).,.  (n,  +  x) 

durchgeführt '•**).     Die  Gleichung  (24)  wird  hier: 

(28)  \{fh  +  ^)  F''(P)  +  F\x)  -  0; 

sie  dient  zur  Bestimmung  von  n^;  damit  ergiebt  sich  dann: 

(29)  A^^{n^+a)F\a). 

Die  aus  diesem  Ansatz  folgenden  Formeln  nennt  Wronski  „premier, 
second,  .  .  .  progr^s  de  la  gen^ration  neutre  de  la  fonction  F(x)^'^ 

S952)  Philos.  de  la  technie  algor.  1,  p.  269;  West  p.  262. 

3963)  Philos.  de  la  technie  algor.  2,  p.  497.  Vgl.  West  p.  263;  Dick- 
stein  8,  p.  86.  Wronski  behauptete,  man  könne  die  in  dieser  allgemeinen 
Formel  noch  willkürlichen  GrOfsen  immer  so  wählen,  dafs  man  das 
Maximum  der  Gonvergenz  erhalte.  (West  p.  49,  266.)  VieUeicht  haben 
gerade  diese  Entwicklungen  Wronski's  gröfseren  Wert,  als  seine  sehr 
allgemeinen  und  darum  notwendig  unbestimmten  Ansätze;  es  würde 
vielleicht  der  Mühe  lohnen,  sie  einmal  auf  ihre  Brauchbarkeit  für 
numerische  Rechnungen  hin  zu  untersuchen.  Die  Yon  Dickstein  mit- 
geteilten Beispiele  machen  in  dieser  Beziehung  einen  günstigen  Eindruck. 
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das  Rechnen  mit  ihnen  ,^ethode  primordiale^'  oder  „methode  supreme 
^limentaire"  »»**). 

Ersetzt  man  in  den  Oleichungen  (24)  oder  (25)  die  Differential- 
quotienten,  resp.  Differenzen  von  F,  Sli^  Sl%y  .  .  .,  i^^-i  durch  ihre 
Mittelwerte  für  das  ganze  in  Betracht  kommende  Intervall^  so  liefern 
sie  zur  Bestimmung  der  52yu  lineare  Differentialgleichungen  mit  con- 
stauten  Coefficienten;  das  hierauf  sich  gründende  Verfahren  nennt 
Wronski  „methode  supreme'^  Die  allgemeine  Lösung  dieser  Glei- 
chungen hat  die  Form: 

Ä^  =  Mie'^''+  Mse^'+'  •  •  +  M^e"'f*' +  M^^u        (30) 

da  Slft  selbst  in  ihnen  nicht  vorkonmit;  statt  dessen  wird  (von 
Wronski  oder  von  West?)*^*)  die  Benutzung  der  Formel  empfohlen: 

Ä^=3fie'"*'+...  +  ilf.e'"^*  +  -^ ^-?-^ ^,    (31) 

'^  '       ^  '    r  (r  —  i»i)  .  .  .  (r  —  m^)  '     ^     ^ 

die  einer  entsprechenden  Gleichung  mit  dem  zweiten  Gliede  56^' 
genügt.  Wenn  die  charakteristischen  Exponenten  m^  alle  oder  teil- 
weise imaginär  seien,  solle  man  statt  dessen  „Sinus  höherer  Ord- 
nung^'^^^')  benutzen.  —  Die  M  sind  Integrationsconstanten,  die  sich 
aus  den  speciellen  Bedingungen  des  Problems  bestimmen. 

Häufig  setzt  übrigens  Wronski  die  Potenz-  resp.  Facultäten- 
reihen,  die  im  technischen  Teile  der  Entwicklimg  auftreten,  noch  in 
Kettenbrüche  um,  bricht  diese  dann  ab  und  wickelt  sie  auf;  das 
nennt  er  „generation  neutre  des  progres  de  la  methode  elemen- 
taire"  ^^'^. 

Einen  Ausdruck  des  Bestgliedes  in  der  Formel  der  loi  supreme 
giebt  Oh.  Lagrange'*^^).  Er  bestimmt  zunächst  die  Coef&cienten 
a^  so,  daljs  die  beiden  Functionen  F(x)  und: 


8954)  West,  p.  264,  verw^eist  hier  auf  Wrcnski^s  mir  nicht  zugängliche 
r^forme  du  savoir  humain,  1,  rdforpie  des  math^matiques ,  1847,  p.  265, 
sowie  auf  eine  dpitre  ä  Tempereor  de  Russie,  die  in  Dickstein's  Yer- 
zeichnis  der  mathematischen  Schriften  Wronski^s  nicht  mit  aufgeführt  ist ; 
endlich  auf  Montferrier  t.  3. 

3965)  West  p.  266. 

3956)  p.  266.  Wegen  dieser  Sinns  höherer  Ordnungen  (Oofunctionen) 
Tgl.  man  introd.  k  la  philos.  des  math.  p.  191 ;  West  p.  298;  Dickstein  7,  p.  12. 

3957)  Philos.  de  la  technie  algor.  2,  p.  629,  681;  West  p.  21.  Die 
Kettenbrüche  sind  für  Wronski  überhaupt  ein  den  Reihen  gleichberechtigtes 
Instrument  der  „technie*'  (introd.  philosoph.  p.  227,  249;  noch  bestimmter 
philos.  de  la  tecbnie  1,  p.  63;  2,  p.  538). 

3958)  Par.  G.  R.  98,  1884,  p.  1422.  Von  Lagrange's  Darstellung  der 
Untersuchungen  Wronski^s  auf  dem  Gebiete  der  Mechanik  des  Himmels 

Jabresberioht  d.  Deattchen  Mathem.-Yereinigang.   Z.  51 


(33)  a. 
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«  +  i 
(32)  F^{x)~^a,Slr{x) 

bei  X  »  a  und  bei  ^  »  a  +  A  übereinstimmen,  anfserdem  bei  x  ^  a 
auch  noch  ihre  Ableitungen  bis  zur  n^^  Ordnung  einschlielBlicfa; 
das  giebt: 

Aus  einem  Satze  von  Bertrand  gehe  dann  hervor,  dafs  die  iL**  Ab> 
leitnng  der  Differenz  F(x)  —  J?\(ic)  filr  ein  Argument: 

ix=^  a  +  010%  .  , .  0xh 

verschwindet;  wird  die  Gleichung,  die  das  ausdrückt,  an  Stelle  der 
Gleichung  F(a  +  ä)  =  J\(a  +  ä)  benutzt,  so  ist  nur  in  (33)  das 

Ä^^j(aH-Ä)  durch  das  '^^^.^(l)  zu  ersetzen.     Wird  dann  ä^^, 

so  gewählt,  dafs  es  für  x  '»^  a  mit  seinen  n  ersten  Ableitungen  Null 
wird,  so  reduciren  sich  die  Determinanten  im  Zähler  und  Nenner 
von  (33)  auf  solche  niedrigerer  Ordnung,  aus  den  Ausdrücken  von 

^9  ^9  ^9  -  •  -9  ^n  ^^^  ^  ^  ^^2  heraus  und  der  letzte  Coefficient 
wird: 

(34j  aii+i= T^i 

Wird  schliefslich  a  +  h  ^^  x  gesetzt,  so  giebt  an+i^n+ii  je  nach 
Wahl  des  Index  iL,  n  +  1  verschiedene  Formen  des  gesuchten  Best- 
gliedes. 

In  einem  anderen  Aufisatze'*^')  fügt  Lagrange  noch  hinzu,  dafs 
man  aus  der  so  gefundenen  Darstellung  der  Coefficienten  auch  die 
von  Wronski  gegebene  (15;  13;  12)  sehr  leicht  erhalten  könne; 
man  brauche  nur  vor  jeder  Differentiation  mit  je  einer  der  Functionen 


enthält  der  erste,  Bruz.  m^m.  cour.  in  4^  44,  1882,  nichts,  was  uns  hier 
anginge.  Der  zweite  ist  zwar  1888  der  Brüsseler  Akademie  vorgelegt  und 
auf  ein  Gutachten  von  de  Tilly  (Bmz.  Bull.  (8)  6,  1883,  p.  598.  de  Tüly 
venmTst  mit  Becht  den  Beweis  der  Möglichkeit  und  der  Convergenz  der 
Entwicklungen;  freilich  steht  es  in  dieser  Beziehung  mit  der  dassischen 
Störnngstheorie  nicht  besser)  zum  Druck  ao  genommen  worden.  Doch  ist 
er  in  der  damals  vorgelegten  Form  nicht  publicirt  worden;  an  seine  Stelle 
sind  die  im  Text  besprochenen  Abhandlungen  getreten,  über  die  man  auch 
die  Berichte  von  Mansion,  Brox.  Ball.  (8)  8,  1884,  p.  166,  817,  vergleiche. 
3969)  Brux.  mdm.  cour.  4^  47,  1886  (vom  Aug.  84). 
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zu   diYidiren.     Zum   Schlufs  betont  er  die  Notwendigkeit  der  Con- 
yergenzuntersuchung  •^. 

Bald  darauf  giebt  Lagrange  auch  noch  entsprechende  (ziemlich 
complicirte)  Formeln  för  Functionen  mehrerer  Variabler*^*). 

W.  H.  Echols^^')  hat  bei  seinen  Untersuchungen  zun&chst 
analytische  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen  im  Auge. 
Er  stellt  Übereinstimmung  zwischen  der  zu  entwickelnden  Function 
und  der  Sunune  der  n  ersten  Entwicklungsglieder  zunächst  in  n  ge- 
trennten Punkten  einer  bestimmten  Curve  her;  dann  fragt  er,  was 
aus  der  Formel  wird,  wenn  man  n  ins  unendliche  wachsen  und 
zugleich  den  Abstand  to  je  zweier  aufeinanderfolgender  Punkte 
unter  jede  Grenze  sinken  läfst.  Es  sei  dann  einfach  der  Grenzwert 
des  Quotienten  zweier  Wronski'schen  Determinanten  zu  nehmen; 
ob  bezw.  unter  welchen  Bedingungen  ein  solcher  Grenzwert  existirt, 
ktimmert  ihn  nicht.  Daher  glaubt  er  auch  ohne  weiteres  die  Un- 
abhängigkeit dieses  Grenzwertes  vom  Wege  und  die  Übereinstimmung 
desselben  mit  der  zu  entwickelnden  Function  mit  der  gefundenen 
Entwicklung  „at  all  points  throughout  the  whole  region  of  holo- 
morphism^^  behaupten  zu  können.  Bei  der  Taylor'schen  Entwicklung, 
die  er  als  Beispiel  anf£thrt,  stimmt  das  schon  nicht;  er  glaubt  sich 
durch  eine  Modification  der  Definition  einer  holomorphen  Function 
helfen  zu  können,  die  aber  weder  zweokmäfsig  sein  würde,  noch  zu 
dem  erstrebten  Ziele  ausreicht.  Den  Best  der  Interpolationsformel 
drückt  er  ebenfalls  durch  eine  Determinante  aus'^^  und  nimmt  mit 
dieser  entsprechende  Umformungen  vor.  Um  diese  zu  stützen,  zieht 
er  noch  die  Entwicklung  einer  zweiten  Function  mit  heran '^^). 
Ist  Zq  der  Wert  des  Verhältnisses  Bf :  Byp  in  einem  Punkte  jp^,  so 
hat  die  Function  Rf  —  Z^R^  das  g^  zur  einfachen  und  z^  zur 
n-fachen  Nullstelle;  also  müsse  ihre  n^  Ableitung  „dazwischen^'  eine 
Nullstelle  ^  haben.     So  findet  er: 

Schliefslich  will  er  noch  das  Gröfsenverhältnis  der  Gröfsenordnungen 

3960)  nr.  4,  p.  8. 

8961)  ib.  48,  1886  (vom  Oct.  84).  Andeutungen  solcher  Yerallgemeine- 
nmgen  auch  schon  bei  Wronski  selbst,  philosophie  de  la  technie  algorith- 
mique  1,  Paris  1816,  p.  156;  2,  1816/17,  p.  8,  271,  882,  sowie  bei  West  p.  246. 

8962)  Amer.  J.  of  math.  16,  1898,  p.  816;  nähere  Aasführongen  über 
die  Umformung  der  Determinante  durch  Einführung  von  Differenzen  und 
den  Grenzübergang  zu  Differentialien  Chicago  congr.  papers  1898  (96),  p.  62. 

8968)  nr.  2,  p.  819.         3964)  nr.  8,  p.  819. 

61* 
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des   Bestes    B    und    der   Differenz    to    zweier    aufeinanderfolgender 
Punkte  untersuchen  *•**). 

In  einer  gleichzeitigen,  aber  erst  später  publicirten  Note'^ 
versucht  Echols  auch  Gonvergenzbetraohtungen  anzustellen,  wenigstens 
fftr  den  Fall,  dals  man  mit  analytischen  Functionen  zu  thun  hat. 
Ist  Bv  das  Bestglied  der  Potenzreihenentwicklung  von  A,,  12  die 
obere  Grenze  der  Werte  I-Sil,  liZ^K  -  •  •  ^uid  die  Beihe  2Är  con- 
yergent,  so  könne  iu: 

n  n 

(36)  F(x)  -  Fix^)  -^  ArSlr  (x)  ^Bf-^ArB, 

zur    Grenze    n «  oo    übergegangen    werden    und   die    Entwicklung 
convergire. 

§  81.    Die  Interpolationsmethode  von  Cauchy. 

Andere  Ansätze  zu  allgemeineren  Entwicklungen  treten  zunächst 
nicht  in  der  Form  von  unendlichen  Beihen,  sondern  in  der  Ton 
Interpolationsformeln  auf.  Namentlich  hat  A.  Cauchy  schon  das 
allgemeine  Problem  in  Angriff  genommen '''*^:  Gegeben  seien  eine 
Anzahl  von  Functionen  u,  t;,  tr,  .  .  .  einer  unabhängigen  Veränder- 


3966;  Eine  Fufsnote  besagt,  diese  Nummer  gelte  nur  für  Functionen 
reellen  Argumente;  Chicago  congr.  papen  §  4,  p.  67  erläutert  er  das 
dahin,  dafs  man  im  anderen  Falle  Über  die  Lage  von  i  nichts  wisse. 

S966)  Chicago  congr.  papers  §  3,  p.  66.  —  Weitere  Untersuchungen 
Yon  Echols  sind  mir  nur  durch  die  Referate  in  den  F.  d.  Math,  zu- 
gänglich. Ann.  of  math.  6,  1892,  p.  106  wird  eine  ,,compo8ite*'  genannte 
Relation  von  grofser  Allgemeinheit  aufgestellt,  ib.  7,  1893,  p.  11  näher 
discutirt  und  auf  die  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  nach 
Ezponential-  und  trigonometrischen  Functionen  angewendet  (Auszug  aus 
beiden  N.  T.  Bull.  2,  1893,  p.  136).  —  ib.  7,  1893,  p.  93  und  p.  109  auch 
auf  Entwicklungen  nach  Hyperbel-  und  Cylinderfunctionen.  ib.  8,  1894, 
p.  66  werden  die  im  Text  besprochenen  Formeln  zur  Entwicklung  reeller 
Functionen  benutzt,  die  besonderen  Bedingungen  genügen,  z.  B.  Ableitungen 
aller  Ordnungen  besitzen. 

3967)  M^m.  sur  Tinterpolation,  autogr.  Prag  1833?  86?  87?,  sehr 
selten  und  mir  nicht  zugänglich;  abgedruckt  (ohne  das  den  Schluls 
bildende  numerische  Beispiel)  J.  de  math.  2,  1837,  p.  193;  sowie  in 
Moigno's  calcul  diff^rentiel  1,  p.  613 ;  englisch,  mit  einem  anderen  Beispiel 
von  Ch.  Schott,  ü.  S.  coast  survey  1860  (61),  p.  392.  Cauchy's  eigene 
Darstellung  hält  die  beiden  Hauptpunkte  seines  Verfahrens  —  die  Methode 
snccessiver  Approximationen  und  die  Wahl  der  Multiplicatoren  —  von 
denen  jeder  ohne  den  anderen  bestehen  kann,  nicht  auseinander;  die 
Darstellung  des  Textes  schliefst  sich  an  die  von  R.  Radau,  Bull.  astr.  8, 
1891,  nr.  14,  p.  331  gegebene  an. 
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liehen  x,  sowie  die  Werte  yy,  die  eine  unbekannte  Function  y  für 
eine  Anzahl  Werte  Xj  von  x  annimmt;  es  soll  y  durch  eine  Inter- 
polationsformel der  Gestalt  dargestellt  werden: 

y  =  att  +  &t;  +  c«r  +  •  •  •,  (l) 

d.  h.  es  sollen  die  Coeffioienten  a,  &,  c,  .  . .  so  bestimmt  werden, 
dafs  die  Gleichungen: 

yj  =»■  auj  +  bvj  +  cwj  -f-  •  •  •  (2) 

möglichst  gut  befriedigt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  multiplicirt 
Cauchy  alle  diese  Gleichungen  mit  noch  näher  zu  bestimmenden 
Factoren  Xj  und  addirt  sie;  er  erhftlt  so '••*): 

[ky]  «  a[ku]  +  h[kv]  +  c[kw]  H (3) 

In  erster  Annäherung  setzt  er  dann: 

"        [Xu]  ^^^ 

und  berechnet  mit  diesem  Werte  eine  erste  Annäherung  von  y: 

y  —  aw,  (ö) 

sowie  die  Differenzen: 

^y^y  —  y,    ^v=««;  — -L^u,    Jw^w-^^u, . ..    (6) 

Durch  Einführung  dieser  Gröfsen  geht  das  Gleichungssystem  (2)  in 
das  folgende  über*^^): 

Jyj  =  &  /Ivj  +  e  Jwj  +  •  •  •,  (7) 

das  von  derselben  Gestalt  ist,  wie  das  vorgelegte,  aber  eine  un- 
bekannte Function  weniger  enthält;  indem  er  dieses  in  derselben 
Weise  behandelt,  erhält  er  eine  erste  Annäherung  für  Jy  und  damit 
eine  zweite  für  y\  u.  s.  w.  Der  Fortgang  des  Verfahrens  stellt  sich 
durch  die  Gleichungen  dar: 

^^•^]'  ^'^-<^^'^^  J^y^J^y-Ä^y, . . . 

Man  erhält  schHefslich  y  in  der  Form  dargestellt: 

y  =»  a«  +  hJv  +  cJ^w  +  •  •  •;  (9) 

8968)  Hier  ist  abweichend  yon  Cauchy  die  Gaufs^Bche  Bezeichnung 
solcher  Smnmen  benutzt. 

8969)  p.  200. 
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sie  yermöge  der  Definitionsgleichuiigen  (6)  und  (8)  in  die  ursprüng- 
lich verlangte  Form  (l)  überzuführen  ist  leicht,  aber  in  vielen 
Fällen  weder  nötig  noch  auch  nnr  zweckmälsig.  Zur  ControUe  der 
Rechnung  können  die  Identitäten  dienen: 


[Ai^]-0,     [izf«y]-0,     Ui»y]-0,  ... 

(10)  il^^]  "=  0,     [^i»y]  -  0,  . . . 

[vJS^-O,  ... 


sowie  die  folgenden: 

(11)    [Iz/t;]  — 0,   [;L^ir]=.0, ...,  [Az/*w]  =  0, ...,  [^/^fr]  =  0, .,  . 

Die  letzteren  nehmen  eine  besonders  einfache  Grestalt  an,  wenn  man 
die  Bezeichnungen  einführt: 

nämlich: 

[U]-l,     [Xfl  =  0,     [Ay]  =  0,  ... 

[fifl^l,     [f*y]  =  0,  ... 


(13) 


[vy]  =  1,  .  .  . 


Soweit  ist  das  Verfahren,  was  bei  Cauchj  selbst  allerdings 
nicht  deutlich  hervortritt,  bei  jeder  Wahl  der  Multiplicatoren  an- 
wendbar und  mit  der  auch  sonst  geübten  Methode  systematischer 
Elimination  aus  linearen  Gleichungen  identisch'^.  Charakteristisch 
für  Cauchj  ist  aber  die  Wahl  der  Multiplicatoren:  er  nimmt 
nämUch»®'^): 

(14)  Ay  =  sgn  tty,     f*^  =  sgn  ^t;>,     v>  =-  sgn  /fitOj^  . .  . 

und  begründet  diese  Wahl  damit,  dafs  bei  ihr  der  gröfste  bei  jedem 
einzelnen  Schritt  zu  befürchtende  Fehler  möglichst  klein  sei'*^*). 

Eine  ausführliche  Darstellung  von  Cauchy's  Verfahren  findet 
sich  auch  in  der  Dispersionsabhaodlung'^'').     Dort  liegt  allerdings 


8970)  Darauf  ist  yerschiedentlich  aufmerksam  gemacht  worden;  so 
von  J.  Bienaymä,  J.  de  math.  (2)  8,  1868,  p.  289,  und  von  R.  Radau, 
Bull.  aBtron.  8,  1890,  nr.  24,  p.  360;  nr.  26,  p.  876. 

8971)  „S'inspirant  d'une  rägle  ancienne*^  sagt  Radau  nr.  14,  p.  832. 
Vgl.  auch  »»••). 

8972)  p.  198.   Später  hat  Cauchj  diese  Behauptung  modificirt,  vgl.  **'^. 
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ein  modificirtes  Problem  vor:  einerseits  handelt  es  sich  nicht  um 
die  Entwicklung  einer  einzigen  Function,  sondern  um  die  simultane 
Entwicklung  von  mehreren  solchen  (Brechungsindices  verschiedener 
Substanzen  als  Functionen  der  Wellenlänge),  wobei  die  Argument- 
werte, zu  denen  beobachtete  Functionswerte  vorliegen,  für  alle  diese 
Substanzen  dieselben  sind,  und  zwar  um  eine  Entwicklung  nach 
Potenzen  des  Arguments;  andererseits  liegt  das  Hauptinteresse  gar 
nicht  in  der  Bestimmung  der  Goefficienten  selbst,  sondern  in  der 
Entscheidung  darüber,  wie  viele  Entwicklungsglieder  gerade  erforder- 
lich imd  hinreichend  sind,  wenn  die  Differenzen  zwischen  Beobach- 
tung und  Rechnung  unter  eine  gewisse  Orenze  herabgedrückt  werden 
sollen  •^•).  Dieser  Aufgabe  sucht  nun  Cauchj  in  der  Weise  bei- 
zukommen, daÜB  er  zunächst  die  linearen  Relationen  aufstellt,  welchen 
die  beobachteten  Werte  genügen  müDsten,  wenn  eine  solche  Dar- 
stellung mit  einer  bestimmten  Gliederanzahl  möglich  sein  sollte;  sie 
haben  die  Form**'*): 

[Ky]  =  0,     [Ke]  «  0,  .  .  .  (15) 

Dabei  sind  die  Summationen  nicht  über  alle  beobachteten  Werte  zu 
erstrecken,  sondern  nur  über  je  n  von  ihnen;  und  die  Goefficienten  K 
hängen  nur  von  den  Argumenten  Xj  ab,  sind  also  für  alle  zu  ent- 
wickelnden Functionen  dieselben.  Dürfte  n  »  2  genonmien  werden, 
so  müfsten  die  Gleichungen: 

für  irgend  zwei  Indices  j,  k  genau  erfüllt  sein,  also  auch: 

yr-üj-  [h]  •  M,  (17) 

und  wenn  mit  £  eine  Smnmation  über  alle  zu  entwickelnden 
Functionen  bezeichnet  wird,  auch: 


[ly]     -£[i»] 


(18) 


3973)  Darauf,  daüs  seine  Methode  diese  Entscheidung  gestattet ,  legt 
Ganchy  schon  in  seiner  ersten  Darstellung  (p.  206)  Wert. 

3974)  Oeuvres  (2)  10,  §  6,  p.  278.  Das  setzt  voraus,  dafs  man  für  alle 
zu  entwickelnden  Functionen  dieselbe  Gliederzahl  braucht.  Die  physi- 
kalische Begründung  dieser  Voraussetzung  in  dem  von  Gauchy  behandelten 
Falle  zu  untersuchen  ist  hier  nicht  der  Ort;  übrigens  schliefst  Gauchy 
selbst  nachträglich  eine  der  untersuchten  Substanzen  als  der  Doppel- 
brechung verdächtig  aus  und  wiederholt  die  Rechnung  mit  den  übrigen 
(§  8,  p.  889). 
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Den  hieraus  sich  ergebenden  Wert  von  y  benutsst  Cauchy  aU  erste 
Ann&herung: 

f&r  die  Differenzen  Jyj  (vgl.  (6))  erhält  er  dann  ein  Gleichnngs- 
system  derselben  Form  wie  das  ursprüngliche.  So  fährt  er  fort: 
die  Ergebnisse  der  vierten  Ann&herung  glaubt  er  als  ausgeglichene 
Werte  den  direct  beobachteten  vorziehen  zu  können '^^).  Schlieislich 
zeigt  er  noch,  dafs  man  das  Resultat  auch  so  darstellen  kann:  die 
zu  entwickelnden  Functionen  lassen  sich  alle  als  lineare  Functionen 
der  vier  Verbindungen: 

(20)  [ly],     !>»],     [vy],     [|y] 

darstellen,  mit  Ooefficienten,  die  fOr  alle  diese  Functionen  dieselben 
(imd  nur  von  der  Wahl  der  Argumente  der  Beobachtungen  ab- 
hängig) sind»»'«). 

Die  ganze  Rechnung  führt  er  dann  noch  eüunal  unter  der  ein- 
fächeren  Voraussetzimg  durch,  dafs  als  erste  Ann&herung  nicht  (19), 
sondern: 

(21)  y~\(9i  +  yt  +  ---  +  y,) 

genommen  wird'»'''').  An  Stelle  der  ersten  der  vier  GrOTsen  (20) 
tritt  dann  dieses  j/-,  Cauchy  führt  diesmal  noch  besondere  Zeichen 
für  diejenigen  linearen  Verbindungen  von  ihnen  ein,  die  in  den 
Formeln  direct  auftreten  und  die  eben  die  Werte  der  oscillirenden 
Functionen  (vgl.  (9))  repxUsentiren,  nach  denen  eigentlich  thatsftchlich 
entwickelt  wird*»'®). 

Später  hat  Cauchy  seine  Methode  auch  auf  die  Berechnung  der 
Bahnen  der  Hinunelskörper  aus  Beobachtungen  angewendet'»'»).  Bei 
diesem  Problem  sind  die  Functionen,  nach  denen  zun&chst  entwickelt 
werden  soll,  ebenfalls  die  Potenzen  der  unabhängigen  Veränderlichen 
(hier  der  Zeit);  und  er  legt  auch  hier  Gewicht  darauf,  dafs  die 
Methode  selbst  erkennen  lasse,  beim  wievielten  Gliede  man  ab- 
brechen dürfe;  nämlich  dann,  wenn  die  Differenzen  A^y  von  der> 
selben  Gröfsenordnung  geworden  sind,  wie  die  Beobachtungsfehler. 
Die  Coeffidenten  werden  Functionen  nur  der  Argumentwerte,  zu 
denen  Beobachtungen  vorliegen,  nicht  dieser  selbst,  können  also  ein 


3975)  p.  325.        8976)  p.  880;  Tabelle  der  Coefacienten  p.  833. 

3977)  §  7,  p.  344.         3978)  p.  362. 

3979)  Par.  0.  R.  25,  1847,  p.  401;  oeuvres  (1)  10,  p.  374. 
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für  alleinal  berechnet  werden;  Cauchy  giebt  eine  Tabelle  von  ihnen 
für  den  Fall,  dalüs  diese  Argumentwerte  —2,  —1,  0,  1,  2  sind'*^). 
Eine  folgende  Note  bemerkt  dazu^^^):  wenn  eine  grölsere  Anzahl 
von  Beobachtungen  vorliege,  sei  zu  empfehlen,  dafs  man  aus  ihnen 
mit  Hilfe  der  für  diesen  Zweck  bequemen  Lagrange'schen  Inter- 
polationsformel erst  äquidistante  Functionswerte  (Noimalörter)  be- 
rechne. Ein  dritter  Aufsatz  desselben  Bandes '^^^)  enthält  noch  die 
Bemerkung,  dafis  bei  Benutzung  der  älteren  Interpolationsmethoden 
die  Genauigkeit  durch  Berücksichtigung  einer  grölseren  Anzahl  yon 
Entwicklungsgliedem  nicht  immer  gesteigert  werden  könne.  Denn 
bei  diesen  könne  man  die  Coefficienten  der  niedrigeren  Potenzen 
oder  überhaupt  der  Anfangsglieder  einer  Entwicklung  (1)  nicht  un- 
abhängig von  denjenigen  der  höheren  berechnen;  da  aber  die  Be- 
stimmung der  letzteren  keiner  so  grofsen  Genauigkeit  fähig  sei,  so 
wirke  das  auch  auf  die  der  ersteren  zurück.  Für  seine  neue 
Methode  gelte  das  nicht:  bei  ihr  würden  die  Coefficienten  der 
Anfangsglieder  unabhängig  von  den  folgenden  bestimmt.  Ferner 
führt  er  hier  an  einem  Beispiele  aus^*^),  dafs  die  Differenz  zwischen 
den  Ergebnissen  der  Anwendung  der  Laplace'schen  Formel  auf 
genaue  und  auf  angenäherte  Werte,  falls  die  Beobachtungen  nicht 
äquidistant  sind,  den  Fehler  der  einzelnen  Beobachtung  merklich 
übersteigen  könne,  selbst  wenn  es  sich  um  eine  Interpolation  im 
engeren  Sinne  (nicht  Extrapolation)  handle. 

Wieder  etwas  später  spricht  er  von  der  Anwendung  seiner 
Methode  auf  ein  beliebiges  System  linearer  Gleichungen  *'^).  In 
diesem  Falle  sei  die  Reihenfolge  der  einzelnen  unbekannten  nicht 
Torgcschrieben  und  scheine  auf  den  ersten  Blick  gleichgültig  zu 
sein;  aber  um  „des  resultats  plus  exacts,  ou  du  moins  des  räsultats 


8980)  p.  883.        3981)  ib.  p.  475;  oeuvres  p.  389. 

8982)  p.  672  bezw.  408.         8988)  §  2,  p.  411. 

8984)  p.  650  bezw.  412.  Thatsächlich  ist  das  gar  kein  anderes 
Problem;  man  kann  ja  die  Goefficienten  einer  Unbekannten  in  den  ver- 
schiedenen Gleichungen  immer  ansehen  als  Werte  einer  Function  für 
verschiedene  Argmnentwerte.  Nur  die  bei  Beurteilung  der  Genauigkeit  zu 
nehmenden  Rücksichten  unterscheiden  die  beiden  Fälle  voneinander:  bei 
dem  Interpolationsproblem  kommt  es  darauf  an,  Werte  der  Unbekannten 
zu  finden,  die  die  gegebenen  Gleichungen  näherungsweise  befriedigen, 
bei  der  Auflösung  linearer  Gleichungen  darauf,  Werte  zu  finden,  die  den 
genauen  Lösungen  möglichst  nahe  kommen.  Par.  C.  R.  SA,  1858,  p.  1114; 
oeuvres  (1)  12,  p.  86  bezieht  sich  Cauchy  filr  die  Anwendung  seiner 
Methode  auf  die  Auflösung  überzähliger  linearer  Gleichungen  auf  eine 
[mündliche?]  Bemerkung  von  Faye. 
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qui  meritent  une  plus  grande  confiaDce^'  zu  erhalten,  müsse  man  die 
Bezeichnung  so  wählen,  dafs  die  Summen  [lu],  [fiJv],  [vJ^w]^  .  .  . 
möglichst  grofs  werden '*^).  Endlich  findet  sich  noch  die  Be* 
merkung '^^),  dafs  man  seine  Methode  successiyer  Approximationen 
statt  auf  die  vorgelegten  Gleichungen  auch  auf  diejenigen  anwenden 
könne,  die  man  nach  den  Vorschriften  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  aus  ihnen  zu  bilden  habe. 

Wenig  späterer  Zeit  gehört  eine  Abhandlung  von  T.  Villarceau 
an,  der  es  ebenfiftlls  für  einen  Vorzug  von  Gauchj's  Eliminations- 
verfahren  erklärt,  dafs  es  selbst  darüber  Aufschlufs  gebe,  wie  viele 
Entwicklungsglieder  man  berücksichtigen  müsse '^^).  Er  stellt  es 
noch  einmal  ausführlich  dar''^);  dabei  giebt  er  für.  die  Wahl 
der  Multiplicatoren  d:  1  noch  eine  eigentümliche  Begründung'*^). 
Die  Function,  nach  deren  Vorzeichen  sich  die  Bestimmung  der 
Multiplicatoren  augenblicklich  richtet,  nennt  er  die  Dominante  (beim 
ersten  Schritt  ist  u  Dominante,  beim  zweiten  v  u.  s.  w.),  die  mit 
den  durch  u  bestimmten  Multiplicatoren  gebildeten  Summen  „sonunes 
subordonn^es  a  u'^'^.  Für  den  Fall,  dafs  ein  uj  Null  ist,  ergänzt 
er  Cauchj's  Vorschrift  durch  den  Zusatz,  dais  nuin  dann  Xj  »■  0 
nehmen  solle '^^).  Die  Schlufsformel  schreibt  er  so,  dafs  sie  wieder 
nach  den  vorgelegten  Functionen  u,  v,  u^, .  . .,  nicht  nach  den  durch 
die    Rechnung   eingeführten   Verbindungen    derselben,    geordnet   er- 


3986)  Worauf  gründet  sich  eigentlich  diese  hier  und  ebenso  Par.  C. 

B.  36,  1863,  p.  1114;  oeuvres  (1)  12,  p.  87  von  Cauchy  gegebene  Beg^  die 
sich  ganz  ebenso  auch  bei  anderen  Methoden  findet?  Seine  eigene 
Tabelle '*^^  ist  keineswegs  nach  diesem  Princip  angelegt.  Ist  nicht  das 
rationellste,  mit  Schott'**^,  p.  896,  den  Coefficienten  deijenigen  Function 
zuerst  zu  berechnen,  deren  €king  mit  dem  der  zu  entwickelnden  Function 
am  meisten  Ähnlichkeit  hat?  Will  man  das  mathematisch  formuliren,  so 
kann  man  etwa  sagen:  diejenige,  für  die  die  Schwankung  des  Quotienten 
y/u  ein  Minimum  ist;  mufs  aber*  dann  darauf  achten,  dafs  etwa  durch  den 
Gang  diese  Quotienten  Durchgänge  desselben  durch  oo  zwischen  den 
beobachteten  Werten  angezeigt  sein  können. 

3986)  p.  700  bezw.  421. 

8987)  Conn.  des  temps   1862  (1849),  add.  nr.  1,  p.  87.    Auszug  Par. 

C.  R.  29,  1849,  p.  112.  Worauf  sich  Radau*s  Citat  (Bull,  astron.  8,  1891, 
nr.  17,  p.  337)  „voir  aussi  ann.  observ.  Paris  (obs.)  12,  1866'*  bezieht,  habe 
ich  nicht  eruiren  können. 

3988)  nr.  17,  p.  129;  nr.  16,  p.  129  erz&hlt  er,  er  habe  zuerst  geglaubt, 
Cauchy  habe  die  Schlufsformeln  zur  Berechnung  der  unbekannten  nicht 
entwickelt  und  sie  sich  daher  selbst  abgeleitet;  Cauchy  habe  ihn  dann 
auf  seine  Prager  Abhandlung  ['*")  oder  ***^?]  aufmerksam  gemacht. 

3989)  nr.  18,  p.  132.         3990)  p.  183. 
8991)  Tabelle  zwischen  p.  140  und  141. 
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scheint '^^.  Seien  die  zu  behandelnden  Beobachtungen  von  ver- 
schiedener  Genauigkeit  (Bectascensionen  und  Declinationen),  so 
könne  man  ihre  Fehler  erst  dann  vergleichen,  wenn  man  sie  durch 
Beif&gung  von  Gewichten  (Cosinus  der  Declination)  vergleichbar 
gemacht  habe;  allerdings  gehe  dadurch  der  Vorteil'*®^)  verloren,  dafs 
man  einen  Teil  der  Rechnung  ein  für  allemal  vornehmen  könne '^^^. 
Spedell  bespricht  er  den  Fall,  dafs  die  Gh-Öfsenordnung  der  einzelnen 
Terme  von  vornherein  bekannt  ist,  wie  z.  B.  bei  der  Entwicklung 
in  eine  Potenzreihe '^ ;  auch  zeigt  er,  wie  man,  falls  die  Gleichungen 
nicht  zur  Bestimmung  aller  Coefficienten  ausreichen,  zu  verfahren 
habe,  um  einige  von  ihnen  durch  die  übrigen  auszudrücken'^^). 

J.  Bienayme  dagegen '^^)  glaubt  vor  dem  MiCsverstandnis 
warnen  zu  sollen,  als  ob  die  Cauchy'sche  Methode  etwas  analoges 
zu  den  Vorteilen  bieten  könne,  die  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  mit  sich  bringe;  sie  sei  vielmehr  zu  den  Principien  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  „tout  a  fait  en  contradiction^S  Sie  sei 
überhaupt  nur  eine  Modification  des  gewöhnlichen  Verfahrens  zur 
Elimination  aus  einem  Gleichungssystem,  und  noch  dazu  eine  keines- 
wegs neue'^*^).  Die  mit  A  bezeichneten  Differenzen  brauchten 
keineswegs  im  Laufe  der  Rechnung  abzunehmen,  sie  könnten  viel- 
mehr auch  wachsen;  in  Cauchj's  eigenem  Beispiel  nouv.  exerc.'^''') 
sei  das  in  der  That  der  Pall'^^).  Übrigens  könne  man  Cauch/s 
Eliminationsverfahren  auch  dann  anwenden,  wenn  man  für  die 
Factoren  A,  ft,  .  .  .  nicht  die  von  Cauchj  gewählten,  sondern  die  von 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  vorgeschriebenen  Werte  nehme  *^'). 

Bienajme  hatte  seine  Bedenken  Gauchj  mündlich  mitgeteilt 
und  dieser  hatte  daraufhin  eine  neue  Darstellung  seiner  Methode 
gegeben,  indem  er  wieder  den  Fall  der  Auflösung  eines  beliebigen 
Systems  linearer  Gleichungen  ins  Auge  fafste^^^).  Dabei  beschäftigt 
er  sich  auch  mit  der  Bestimmung  der  Fehler;  wird  der  Fehler  der 
jton  Q^eichung  mit  €/  bezeichnet,  so  erhält  man  genau: 


8992)  nr.  21,  p.  1S9.  Dadxuch  wird  allerdings  gerade  diejenige  Eigen- 
schafb  der  Entwicklung  zerstört,  um  derentwillen  sie  für  uns  wichtig  ist: 
dafg  nämlich  nicht  direct  nach  den  vorgelegten  Functionen,  sondern  nach 
Verbindungen  von  ihnen  entwickelt  wird,  die  im  allgemeinen  der  Reihe 
nach  0,  1,  2,  3,  .  .  .  Nullstellen  im  Intervall  aufweisen. 

3998)  nr.  24,  p.  148.         3994)  nr.  22,  p.  189.         8996)  p.  140. 

8996)  Par.  C.  R.  87,  1868,  p.  6;  J.  de  math.  18,  1853,  p.  299. 

3997)  Nähere  Angaben  hierüber  p.  12,  bezw.  807. 

8998)  Radau,  Bull,  aatron.  8,  1891,  nr.  17,  p.  388  bemerkt  dazu,  dafis 
Cauchy  dieses  Bedenken  durch  seine  Erwiderung  nicht  beseitigt  habe. 

8999)  p.  807.       4000)  Par.  C.  R.  86,  1863,  p.  1114;  oeuvres  (1)  12,  p.  86. 
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(22)  a  [ku]  +  h  [kv]  +  c[Xw]  + [Xy]  -  [li]y 

dann  bei  dem  zweiten  Schritte: 

(23)  bJvj  +  cJwj  -f  .  .  .  —  Jifj  —  Jij 

tt.  8.  f.;  ist  schlieDslich  die  letzte  unbekannte  eliminirt,  so  bleibt^^^): 

(24)  0  =«  jd^ifj  —  J^ij 

und  durch  successives  Bückwärtseinsetzen  erhält  man  für  die  Fehler 
den  folgenden  Ausdruck: 

(25)  6j  -  ajlks]  +  ßj[fi^€]  +  '"  +  fi^lQj^'^s]  +  J^ej. 

Ihr  Wert  hänge  also  ab  von  den  hier  auftretenden  Summen;  die 
„einfachste  Hypothese'^  sei,  dafs  man  diese  Summen  alle  gleich  Null 
nehme,  sodafs  sich  sj  auf  /f^ej  reducire;  dann  erhalte  man  die  von 
seiner  Methode  gelieferten  Gleichungen^^')  Thue  man  das  nicht, 
so  könne  man  die  Fehler  der  einzelnen  Unbekannten  als  lineare 
Functionen  der  Fehler  sj  darstellen;  daraus  lasse  sich,  wenn  die  €j 
bestinmit  sind,  eine  obere  Grenze  fOr  jene  Fehler  entnehmen ^^^. 

Übrigens  könne  man  auch  von  den  nach  seiner  Methode  ge- 
fundenen Werten  aus  leicht  zu  denjenigen  gelangen,  welche  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  liefert;  man  brauche  dazu  nur  aus 
den  Gleichungen  (25)  die  Summe  [ijSj]  zu  berechnen  und  die  Werte 
der  Factoren  o^,  /9[/,  .  . .  so  zu  bestimmen,  dafs  diese  Summe  ein 
Minimum  wird.  Das  führt  auf  Gleichungen  derselben  Form  wie  die 
vorgelegten;  man  brauche  aber  in  ihnen  nur  eine  kleine  Anzahl 
geltender  Ziffern  zu  berücksichtigen*^^). 

Bienaymi  erwidert  in  einer  Nachschrift  zu  seinem  Aufsatz *^^^): 
erst  vorläufige  Werte  berechnen,  dann  sie  mit  kleinsten  Quadraten 
verbessern  wollen  heüse  die  Arbeit  verdoppeln. 

Daraufhin  recapitulirt  Cauchy  seine  Methode  noch  einmal, 
wieder  mit  neuer  Bezeichnung*^.  Er  stellt  sich  jetzt  auf  den 
Standpunkt,  dafs  man  die  Multiplicatoren  kj^  fV«  *  -  *  E^^^  willkürlich 
wählen  könne,  wenn  man  nur  vermeide,  dafs  man  voneinander  nicht 


4001)  Wie  Radau,  FuTsnote  zu  p.  886  bemerkt,  ist  hier  in  der  That 

J^,  nicht  wie  Cauchy  in  späteren  Noten  schreibt,  ^'^^  zu  setxen. 

4002)  p.  40.         4008)  p.  42.         4004)  p.  44. 

4006)  Par.  G.  B.  87,  p.  18;  J.  de  math.  18,  p.  808.  Diese  Bemerkung 
Bienaym^'s,  der  übrigens  auch  Badau,  nr.  17,  p.  888  zuzustimmen  scheint, 
ist  wohl  nicht  für  alle  Fälle  zutreffend;  die  Anwendung  der  kleinsten 
Quadrate  wird  bedeutend  erleichtert,  wenn  schon  gute  Näherungswerte 
vorliegen. 

4006)  Par.  C.  B.  87,  1863,  p.  64;  oeuvres  (1)  12,  p.  68. 
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unabhängige  Gleichungen  bekomme;  das  könne  man  aber  immer 
vermeiden,  wenn  nur  die  vorgelegten  Gleichungen  ^sich  weder  wider- 
sprechen, noch  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  unzureichend 
sind"  *^').  Dadurch  erkläre  sich  Bienayme's  Bemerkung'^*).  Die  jf^t^ 
erhalte  man  aus  den  ^f""^«;,  indem  man  die  letzte  Unbekannte  mit 
Hilfe  der  letzten  Gleichung  des  Systems  eliminire,  oder  was  dasselbe 
sei,  aus  den  cy,  indem  man  alle  Unbekannten  mit  Hilfe  aller 
Gleichimgen  des  Systems  eliminire.  Auf  Grund  dieser  Überlegungen 
könne  man  leicht  einsehen,  dafs  die  neue  Methode  und  die  der 
kleinsten  Quadrate  beide  ihre  Vorteile  und  ihre  Nachteile  hätten; 
die  neue  sei  besonders  dann  anzuwenden,  wenn  erst  aus  der  Bech- 
nung  selbst  sich  ergebe,  wie  viele  EntwicklungsgUeder  man  berück- 
sichtigen müsse.  Wolle  man  in  solchen  Fällen  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  benutzen,  so  müsse  man  aus  seiner  gerade  das 
herübemehmen,  worin  ihr  eigentliches  Verdienst  liege. 

Weiterhin*^^)    setzt    er   noch   auseinander,    es    sei   keineswegs 
erforderlich,  wenn  man  z.  B.  die  Gleichung: 

jfi^  -  \y/i^{\  (26) 

bilden  wolle,  dazu  erst  die  Gleichung  S  »  [ve]  von  Anfang  an  auf- 
zustellen; man  könne  die  Goefficienten  v  ebensogut  erst  festlegen, 
nachdem  man  die  At  schon  gebildet  habe,  und  sie  folglich  nach  den 
in  diesen  auftretenden  CoefQcienten  wählen ^^^.  Als  charakteristisch 
für  seine  Methode  bezeichnet  er  diesmal  zweierlei:  die  Reduction 
der  Multiplicatoren  auf  ±  1  und  die  Verwendung  der  zf^s  zur  Fest- 
legung der  Zahl  der  zu  berücksichtigenden  EntwicklungsgUeder^^^). 
Für  die  praktische  Brauchbarkeit  der  Methode  verweist  er  auf  das 
seiner  ersten  Publication'^'')  beigegebene  Beispiel. 

Bienajm^  erwidert *^^*) :  er  habe  nie  den  Gebrauch  von  Cauchy's 


4007)  An  einer  späteren  Stelle  (p.  327  bezw.  116)  drückt  er  sich 
hierüber  präcisor  folgendermafsen  aus:  es  dürfe  keine  der  aus  dem 
Goefficientensystem  zu  bildenden  Determinanten  von  einer  Ordnung  gleich 
der  Anzahl  der  Unbekannten  Null  sein. 

4008)  p.  1U2  bezw.  70. 

4009)  Die  hier  von  den  Herausgebern  (p.  76)  beigefugte  nähere  Angabe 
zu  einem  unbestimmten  Citat  Cauchy*B  ist  ein  zweifelloses  Versehen; 
gemeint  ist  jedenfalls  die  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  besprochene  Ab- 
handlung. 

4010)  p.  77. 

4011)  Par.  G.  R.  37,  1863,  p.  68.  Die  Note  ist  Antwort  auf  die 
beiden  zuletzt  besprochenen  Aufsätze  Gauchy*s*^®^   und  *^^^;    dafs  der 
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Verfahren  in  dazu  geeigneten  Fftllen  angegriffen.  Caachy's  erste 
Darstellung  enthalte  einige  Wendungen,  die  zu  Mifsyerständnissen 
h&tten  AnlaTs  geben  können;  jetzt  seien  solche  nicht  mehr  zn 
befürchten.  Man  habe  aulserhalb  Frankreiohs  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  müjsbrancht;  seine  Bemerkungen  hätten  haupt- 
sächlich den  Zweck  verfolgt,  einem  ähnlichen  Mifsbrauche  Ton 
Cauchy's  Verfahren  vorzubeugen. 

Gauch 7  scheint  durch  Bienayme's  Kritik  veranlafst  worden  zu 
sein,  nach  dem  Fehlergesetz  zu  suchen,  das  seiner  Wahl  der 
Multiplicatoren  entspricht.  Er  gelangt  dazu  zunächst^^')  durdi 
Benutzung  seiner  restricteurs*^');  ist  f{e)de  das  Fehlergesetz  und 
sind  ±  Ä;  die  Chrenzen  fOr  die  möglichen  Fehler,  so  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dafs  eine  gegebene  Function  co  der  Fehler  e^, 
£3,  . .  .,  e^    zwischen    die    Grenzen    ±  v    fällt,    gegeben    durch   das 

Integral: 

k 

(27)  P  -  f^'^Ifih)  fih)  ■  ■  ■  fi'n)  dh  dh--  <««»• 

Dabei  ist  der  restricteur  I  dadurch  bestimmt,  dafs  er  nur  für  solche 
Werte  von  o>  von  Null  verschieden  ist,  die  dem  Intervall  ( —  k . .  .k) 
angehören;  man  kann  also  z.  B.: 

OB        9 

(28)  7=^  r  A»(*— )'dtdd 

—  BD  — » 

nehmen^^').     Ist  speciell  to  eine  lineare  Function  der  Fehler: 

(29)  o>  -  [Xi] 
und  wird: 

(30)  A-*-Y(0  de  -  9>(ß).      fl  9'(^>^)  -  *W 
gesetzt,  so  giebt  das: 


letztere  ihr  im  Dnick  nachfolgt,  war  bedingt  dorch  die  Beschränkung  des 
dem  einzelnen  Akademiker  in  der  einzehien  Nmnmer  der  C.  R.  zustehenden 
Raumes  (Bienaym^  p.  197;  Cauchy  p.  824). 

4012)  ib.  p.  166;  oeuvres  (1)  12,  p.  87.  ib.  p.  198  (p.  94)  giebt  er  eine 
zweite,  von  der  Benutzung  der  restricteurs  fonnal  befreite  und  durch- 
sichtigere Darstellung.  Übrigens  nimmt  er  die  äufsersten  Fehlergrenzen 
zunächst  nicht  einander  entgegengesetzt  gleich. 

4018)  p.  89. 
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OB         V 

p-:^ff^''o(e)dxde,  (31) 


—  ao  — » 


und  wenn  f  speciell  eine  gerade  Function  ist***^*): 


0 

also: 

OD 

d 


p=if'^'-mäe,  (32) 


|^_iy*<|>(ö)co8ÖdÖ,     *(t)-  r|^co8t»tdy.       (33) 

Sollen  nun^^^)  die  Ij  so  bestimmt  werden,  dafs  P  zu  einem  Minimum 
wird,  so  ist  dP  zu  Null  zu  machen;  und  sollen  die  hieraus  sich 
ergebenden  Werte  der  Ij  von  v  unabhängig  werden,  so  müssen  sie 
gleichzeitig  die  Gleichung  döP/dv  ^^  0^  also  auch  ö0(z)'='O  be- 
friedigen. Die  Ausführung  der  hierdurch  geforderten  Operationen 
ergiebt,  wenn: 

^1^  -  HS)  (34) 

gesetzt  vrird: 

d  a>(T)  -  0(x)  [t  (kx)  ÖX],  (35) 

Es  müssen  also  die  Verhältnisse  der  t/;  (A/t)  von  t  unabhängig  sein; 
das  ist  dann  der  Fall,  weon^^^: 


00 


if;(T)«cJVT^-S    9(0) -e-*^^,    f{s)^^  fe-'^^cosdede    (36) 

ist.  Daraus  ergiebt  sich  dann  fOr  den  Fall,  dafs  nur  eine  un- 
bekannte vorkommt:  um  den  wahrscheinlichsten  Wert  derselben  zu 
erhalten,  muTs  man: 


i,  =  <-'  (37) 

wählen.     ^»2    fOhrt   auf   die  Voraussetzungen    der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate,  iV*»  1  auf  die  Annahme: 

^W=^rw.    (*  =  ^)>  (3«) 

der  Grenzübergang  zu  ^»  oo  zu  den  von  Cauchy  gewählten  Werten 
der  Multiplicatoren. 


401i)  p.  97.         4016)  §  2,  p.  99.         4016)  p.  101. 


w 
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Bienayme  bemerM  dazu  zun&chst^^^):  das  müsse  man  sich 
noch  reiflich  überlegen.  Bald  darauf^®^)  giebt  er  eine  erneute 
Darlegung  seiner  Auffassungen.  Er  bedauert,  daCs  die  Discussion 
zwischen  Cauchj  und  Le  Verrier-,  die  sich  an  die  Abhandlung^^^) 
angeschlossen  hatte,  nicht  mit  veröffentlicht  worden  sei;  in  dieser 
sei  deutlicher  als  in  der  Abhandlung  selbst  hervorgetreten,  dalj3 
Cauchy  überhaupt  die  Richtigkeit  des  Satzes  von  Laplace  bestreite, 
nach  welchem  man  zur  Berechnung  von  unbekannten  aus  über- 
zähligen Gleichungen  auf  jeden  Fall  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  anzuwenden  habe,  welche  Annahme  man  auch  über  das 
Fehlergesetz  mache.  Die  Frage  sei  von  fundamentaler  Wichtigkeit 
für  die  praktische  Tragweite  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dieses 
„premier  pas  des  math^matiques  hors  du  domaine  de  la  verite 
absolue^^     Das  Element: 

(39)  -i.«-" 

trete  nur  deswegen  in  allen  Formeln  auf,  weil  es  geeignet  sei,  eine 
beliebige  Function  in  der  Nähe  ihres  Maximums  darzustellen;  man 
dürfe  deswegen  auch  nicht  hoffen,  dafs  ein  tieferes  Eindringen  in 
die  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  dem  Resultat 
führen  werde,  dafs  das  Fehlergesetz  diese  Form  habe^^^^).  Granz 
anders  sei  ,4&  mojenne  des  carr^s  des  differences  des  erreurs*'  auf- 
zufassen; sie  sei  keineswegs  ein  willkürliches  Genauigkeitsmafs,  dem 
man  irgend  ein  anderes  Mittel  aus  Potenzen  mit  geraden  Exponenten 
substituiren  könnte.  Seine  ausführlichen  Darlegungen  kommen 
darauf  hinaus,  dafs  diese  Quadratsumme  gegenüber  der  Einführung 
neuer  unablulngiger  Veränderlicher  eine  Invariante  ist,  aber  schon 
die  Summe  der  vierten  Potenzen  nicht ^**).  Ein  Fehlergesetz,  wie 
das  von  Cauchy  als  Beispiel  angeführte  (38),  sei  nicht  zulässig; 
es  würde  bei  dieser  Annahme  das  Resultat  einer  einzigen  Beobach- 
tung dasselbe  Vertrauen  verdienen,  wie  das  Mittel  aus  einer  grolsen 
Zahl^'^).  Derartige  exceptionelle  Fehlergesetze  habe  Laplace  still- 
schweigend ausgeschlossen. 

Daraufhin  setzte  Cauchy  durch*®**),  dafs  eine  vorher  schon*"**) 
von  ihm  vorgelegte  Abhandlung  trotz  ihres  ümfanges  unverkürzt  in 
die    C.    R.    aufgenommen    wurde.      Sie    giebt    eine    neue   Ableitung 


4017)  Par.  C.  R.  37,  1868,  p.  206. 

4018)  ib.  p.  309;  abgedruckt  J.  de  math.  (2)  12,  1867,  p.  158. 

4019)  p.  313.    4020)  p.  317.    4021)  p.  323. 
4022)  ib.  p.  324.    4023)  p.  293. 
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seiner  letzten  Besxdtate^^):  sind  die  sj  die  zwischen  den  Grenzen 
d:  k  eingeschlossenen  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen,  kj  MultipU- 
catoren,  die  den  Bedingungen: 

[kjuj]  «  1 ,     [kjvj]  -  0,     [kjtoj]  «  0,  . .  .  (40) 

genügen,  sodafs  sich: 

ergiebt,  dann  ist  der  gröfste  zu  befürchtende  Fehler  von  xi 

kK  =-  kZQcj).  (41) 

Von  den  n  Multiplicatoren  lassen  sich  vermöge  der  Bedingungs- 
gleichungen  (40)  m  durch  die  n  —  m  übrigen  ausdrücken.  Diese 
Elimination  kann  dadurch  geschehen,  dafs  man  die  Bedingungen  (40) 
der  Beihe  nach  mit  Factoren  a,  /?,/,...  multiplicirt  und  addirt; 
werden  diese  Factoren  durch  die  Gleichungen: 

Uj  ^  sgn  kj  —  aUj  —  ßvj  —  .  .  •     u  =  i, «, . . .,m)  (42) 

bestimmt,  so  bleibt: 

K^U  +  Om  +  l^wi  +  l  H +  f^nK'  (43) 

K  wird  also  nur  dann  für  jede  Wahl  dieser  übrigbleibenden 
Multiplicatoren  möglichst  klein,  wenn  diese  dabei  auch  noch  heraus- 
fallen**^**). Damit  ist  die  Frage  auf  dieselbe  Frage  für  ein 
Gleichungssjstem  mit  einer  unbekannten  weniger  zurückgeführt. 
Schliefslich  gelangt  Cauchy  zu  dem  Resultat *^**):  Ist  A;  die  Grö&e, 
unter  welche  man  den  absoluten  Betrag  des  Fehlers  einer  einzelnen 
Unbekannten  herabdrücken  will,  P  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dafs  dieser  Fehler  mit  einer  besünmiten  Gröfse  des  Intervalls 
(—  k  .  .  .  k)  zusammenfällt,  so  kann  dasjenige  Factorensystem,  für 
das  P  möglichst  grofs  wird,  von  dem  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  bestimmten  sehr  verschieden  sein.  AuTserdem 
erwähnt  er  noch  einen  Einwand,  den  man  für  den  Fall  einer  sehr 
grofsen  Anzahl  von  Beobachtungen  machen  könnte,  verschiebt  aber 
dessen  Erledigung  auf  später*®*^. 

Doch  ist  von  der  damit  versprochenen  weiteren  Abhandlung 
mit  Bücksicht  auf  die  Bestimmungen  der  Akademie  wieder  nur  ein 
Auszug  erschienen  ^^).  Cauchy  discutirt  zunächst  die  Hilfsfonction 
(vgl.  30): 


4024)  ib.  p.  826;  Oeuvres  (1)  12,  p.  lli. 
4026)  p.  116.         4026)  §  3,  p.  122.         4027)  p.  128. 
4028)  ib.  p.  381  bezw.  p.  126. 
J*hresberloht  d.  Deutschen  Mathem.-Vereinigang.   X.  62 
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k 

(44)  9  (d)  -  2   ff(s)  cos  Oi  di. 

Sie  ist  »  1  fCbr  0  »  0,  kleiiier  als  1  für  6  ^  0;  und: 

ist  stets  positiv,  speciell: 


k 


(46)  f(0)  =  2c=2  Av(e)<«*,     f(oo)^(^)'. 

Wird  also  das  MiniTnnin  von  q  mit  r  bezeichnet,  so  ist: 

Diese  Bechnungen  führt  er  für  zwei  specielle  Annahmen  Über  das 
Fehlergesetz  durch.  Dann  wendet  er  sich  zu  dem  Falle,  dafs  eine 
sehr  grofse  Anzahl  n  von  Beobachtongen  vorliegt  und  daCs  die 
Mulüplicatoren  Jcj  von  der  Qröfsenordnung  1/n  sind,  sodais  auch  K 
von  dieser  Ordnung  wird.  Man  könne  dann  die  Formel  (32) 
asymptotisch  durch  andere  ersetzen,  z.  6. «<>»): 

6 


(48)  P^^Uiey^de, 

wenn  S  von  einer  zwischen  Yn  und  n  gelegenen  Gröfsenordnung 
ist;  und  zwar  sei  die  Differenz  zwischen  dem  genauen  und  diesem 
angenäherten  Werte  von  der  Form: 

wo: 

(50)  gi«i____,  (*a*a.n..-.) 

also  sehr  grofs.  Liege  die  Chröfsenordnung  von  S  zwischen  y^  ^^^ 
yt?^  so  könne  man  dafür  auch  setzen ^'^: 


(öl)  p^lfe-^'^'^ae. 


4029)  p.  128. 

4030)  p.  129  „quand  Tordre  de  B  sera  infärieur  ä  celui  de  n^     ist 
Versehen  für  rap^rieur. 
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Sind  die  Fehlergrenzen  v  und  k  von  derselben  Gröfsenordnung,  so 
wird  diese  Wahrscheinlichkeit  P  nahezu  zur  Gewifsheit,  was  auch 
das  Fehlergesetz  sein  mag.  —  Die  auch  hier  zum  SchluTlB  ver- 
sprochenen weiteren  Ausführungen  sind  nicht  mehr  erschienen. 

Im  ganzen  scheint  diese  Methode  von  Gauchy  wenig  praktische 
Verwendung  gefunden  zu  haben  W.  G.  Bartlett***")  empfiehlt  sie 
als  ,^otwithstanding  its  violation  of  the  law  of  probable  error, 
practically  suffident,  and  indeed  far  the  best  for  almost  all  the 
physical  formulae  that  it  is  worth  while  to  deyelop  at  all  in  an 
empirical  series'^  Doch  setzt  er  sie  nur  für  den  Fall  auseinander, 
dafs  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  werden  soll.  Die  „checks^  (13) 
zerlegt  er  ftb-  diesen  Fall  noch  weiter  ^'^) ;  da  nämlich  hier  die  ersten 
Multiplicatoren  Xj  alle  +  1  sind,  kann  aus  £  =«  0  und  ^('">»0 
geschlossen  werden,  dafs  einzeln: 

üin^)  (+)  =  0,    2;(«»)  (— )  =  0  (52) 

sein  muTs.  Das  biete  den  Vorteil,  dafs  man  nach  Feststellung  des 
Vorhandenseins  eines  Rechenfehlers  nur  noch  eine  kleinere  Anzahl 
von  Möglichkeiten  dafOr  hat,  an  welcher  Stelle  er  steckt. 

Dagegen  erwähnt  C.  W.  Merrifield  in  seinem  Bericht  über 
Interpolation  und  mechanische  Quadratur^^^)  Cauchy's  Verfahren 
überhaupt  nicht. 

H.  Seeliger^^)  macht  noch  einmal  darauf  aufmerksam,  dafs 
bei  Anwendung  von  Cauchj's  Verfahren  die  Summe  der  Quadrate 
der  übrigbleibenden  Differenzen  Jy^  ^^y^  •  •  •  nicht  notwendig  bei 
jedem  Schritte  kleiner  wird  als  bei  dem  Torhergehenden.     Bei  dem 


4031)  Amer.  J.  of  sei.  (2)  34,  1868,  p.  28.         4032)  p.  30. 

4038)  Brit.  Abs.  Kep.  1880  (81),  p.  321.  —  Die  Abhandlung  von  Wool- 
house  über  Interpolation  (Assurance  Magazine  11,  p.  dOiB;  auch  sep. 
London  1866)  war  mir  nicht  zugänglich. 

4084)  Astr.  Nachr.  96,  1880,  col.  236.  Übrigens  ist  sein  Beispiel  sehr 
ungünstig  gewählt:  es  handelt  sich  um  die  Darstellung  gegebener  Functions- 
werte  durch  eine  rationale  ganze  Function,  von  der  er  nur  die  drei  ersten 
Glieder  berücksichtigt.  Die  gegebenen  Werte  weisen  aber  vier  Extrema, 
darunter  zwei  sehr  ausgesprochene,  auf,  man  wird  also  mindestens  vier 
Glieder  brauchen,  um  eine  erträgliche,  mindestens  sechs,  um  eine  gute 
Annäherung  zu  erhalten.  Dafs  man  mit  drei  Gliedern  hier  nicht  weiter 
kommt,  beweist  demnach  nichts  gegen  Cauchy's  Verfahren.  Man  mufs 
bei  diesem,  wie  Gauchy  selbst  wiederholt  hervorhebt,  soweit  gehen,  bis 
die  J^y  hinlänglich  klein  geworden  sind.  Übrigens  nimmt  auch  in 
Seeliger*8  Beispiel  das  Maximum  der  absoluten  Fehler  bei  jedem  der  von 
ihm  durchgeführten  Schritte  ab,  wenn  auch  nur  unbedeutend. 

52* 
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Ton   ihm   dnrchgeftLhrten  Beispiele    gilt    das    gleiche   auch  von  der 
Summe  der  absoluten  Beträge  dieser  Differenzen. 

Neuerdings  hat  E.  Carvallo  das  Verfahren  wieder  hervor- 
gezogen und  wie  Cauchy'^^')  zur  Discnssion  von  Dispersionsfonneln 
benutzt^^'^).  Er  giebt  eine  geometrische  Deutung  Ton  Gauchj^s 
Wahl  der  Factoren  bei  der  ersten  Annäherung  ^'^;  dann  setit  er 
[wie  übrigens  schon  Bienaym^^'^*)]  auseinander,  dals  man  Cauchy's 
Methode  successiver  Elimination  auch  dann  yerwenden  könne,  wenn 
man  die  Factoren  gemäfs  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  be- 
stimme*^*^).  Er  giebt  femer  an**^*®),  wenn  Bj  der  Fehler  der 
einzelnen  Beobachtung  sei,  sei  der  mittlere  Fehler  fttr  m  Gleichungen 
mit  n  unbekannten  „bekanntlich^^: 


(53) 


f     m  —  p' 


die  Fehler  er,  /3,  7,  .  .  .  der  einzelnen  unbekannten  a,  &,  c,  .  .  .  liefsen 
sich  dann  ans  dem  Gleichungssystem: 

(54)  [^lAv]  /3*  -  a«  +  y«  [^^w]  H 

entnehmen.  Dann  wendet  er  sich  zu  dem  Falle,  dafs  Beobachtungen 
yerschiedener  Gewichte  hj  vorliegen,  mit  der  Sunune  1^^^;  er  nimmt 
an,  dafs  die  Werte  yj  Mittelwerte  aus  einer  gröfseren  Anzahl  von 
Messungen  seien,  sodafs  man  ihre  mittleren  Fehler  bj  kenne  und 
h.^^  BJ^  zu  setzen  habe.     Es  sei  dann  einfach: 

(55)  Xj-^'hjuj,     fi^^hjvj,     vj^hjwj 

zu  nehmen.  Für  die  Durchführung  der  Bechnung  gebe  ein  Hil£ssatz 
Erleichterung;  die  höheren  Differenzen  seien  nämlich  unabhängig 
von  einer  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  ihnen  vorausgehenden 
Eliminationen ^^^)  und  infolgedessen  sei  allgemein: 

4086)  Par.  th^se  1890,  auch  als  Suppl.  zu  ann.  ^c.  norm.  (8)  6,  1890. 
Die  meisten  der  fOr  uns  hier  wichtigen  Resultate  auch  in  den  Ausxfigen 
Par.  G.  R.  106,  1886,  p.  846,  984. 

4086)  nr.  4,  p.  7.        4086  a)  J.  de  math.  (2)  8,  1858,  p.  289. 

4087)  nr.  7,  p.  11;  G.  R.  p.  846.  Bienaym^  «<^'<^*)  und  Radau  (Bull.  astr. 
1891,  nr.  17,  p.  888;  nr.  24,  p.  860)  machen  darauf  aufimerksam,  dafs  man 
dann  die  im  nächsten  Paragraphen  zu  besprechenden  Interpolationsformeln 
von  Tschebyscheff  erhalte;  vgl.  ***"). 

4088)  Ann.  ^c.  norm.  nr.  11,  p.  14;  G.  R.  nr.  4,  p.  847. 

4089)  Ann.  ^c.  norm.  nr.  15,  p.  19;  G.  R.  p.  924. 
4040)  nr.  16,  p.  20  besw.  p.  925. 
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[h/T'uJ^v]  ^  [huJ^v]  —  [hvJ*u]j  (56) 

sodafs  man  statt  der  Gleichungen  (55)  auch: 

h  =  ^J^h     N  =•  ^J^^h     v>  —  hjJ^Wj  (57) 

benutzen  kOnne^^^).  Übrigens  empfiehlt  er  die  Benutzung  roher 
Annäherungen  fdr  die  Gewichtszahlen,  da  deren  Abschätzung  selbst 
ziemlich  willkürlich  sei,  und  zwar  bei  allen  Messimgen,  auch  bei 
den  astronomischen^^'). 

Es  folgen  vergleichende  Betrachtungen  über  die  drei  Methoden 
(Cauchy,  kleinste  Quadrate  und  „GauTs^S  d.  h.  Berücksichtignng  der 
Gewichte).  Auf  die  Bestimmung  der  Gewichte  sich  verlassen,  heilse 
„jouer  trop  gros  jeu"*^^);  aber  auch  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  ohne  Berücksichtigung  der  Gewichte,  lege  den  extremen 
Functionswerten  eine  zu  grofse  Bedeutung  bei.  Wer  sie  benutze, 
sei  —  hier  beruft  sich  Carvallo  auf  J.  Bertrand  —  einem  Spieler 
vergleichbar,  der  nur  bemüht  sei,  seine  Chancen  fOr  das  groDse  Los 
zu  verbessern,  unter  gänzlicher  Vernachlässigung  seiner  Aussichten 
auf  kleinere  Grewinne.  Cauchy's  Verfahren  empfehle  sich  aus  Bück- 
sichten einfacher  „prudence^S  Sei  nur  ein  Coefficient  aus  einer 
Anzahl  von  Gleichungen  der  Form  y  ^^  au  zu  berechnen,  so  sei  es 
klug,  dieselbe  „Masse  von  Abweichungen*^  auf  der  einen  und  auf 
der  anderen  Seite  zu  lassen;  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
räume  in  diesem  Falle  den  gröfsten  Functionswerten  ein  ungerecht- 
fertigtes Übergewicht  ein*^.  Aufserdem  sei  bei  der  Cauchy'schen 
Methode  eine  grofse  Chance  dafOr  vorhanden,  dafs  die  Beobachtungs- 
fehler sich  gegenseitig  zerstören;  bei  den  kleinsten  Quadraten  würde 
das  nur  unter  der  unwahrscheinlichen  Voraussetzung  eintreten,  dafs 
die  grölsten  Werte  von  u  zahlreich  sind  und  nahe  bei  einander 
liegen.  Dann  könne  man  aber  die  kleinen  Werte  von  u  ebensogut 
ganz  vernachlässigen;  sie  hätten  fast  keinen  Einflufs  auf  das 
Resultat  ^^^).     Das  führe   zu  einer  natnrgemäfsen  Ausdehnung  von 

4041)  nr.  17,  p.  21.  Vgl.  dazu  Badau,  nr.  21,  p.  346;  speciell  für  die 
Entwicklung  nach  Potenzen  nr.  22,  p.  847.  —  nr.  19,  p.  22  stützt  Carvallo 
auf  diese  Formeln  eine  ,4i^tnitive*'  Ableitung  der  Ausdrücke  (54). 

4042)  nr.  20,  p.  23;  C.  R.  nr.  5,  p.  848.  Ähnlich  auch  schon  ü.  J. 
Leverrier,  Par.  Observ.  m^m.  1,  1866,  p.  136,  sowie  J.  C.  Adams  bei 
Darwin  ^''').  Vgl.  dazu  Radau  nr.  16,  p.  386,  der  auch  berichtet, 
Tisserand  empfehle,  die  kleinen  Coefficienten,  die  y,  des  gröfsten 
nicht  erreichten,  einfach  durch  Null  zu  ersetzen.  Die  durch  diese 
Vemachläfsignng  hervorgebrachte  „perte  de  poids**  bestimmt  Carvallo 
nr.  11,  p.  24. 

4048)  nr.  26,  p.  31.         4044)  nr.  27,  p.  38.         4046)  nr.  28,  p.  88. 
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Ganchj's  Verfahren  auf  den  Fall  ¥on  Beobachtungen  verschiedenen 
Gewichts;  wenn  gewisse  Beobachtungen  zehnmal  so  grofse  Fehler 
haben  können  als  andere,  so  multiplidre  man  die  ersteren  mit  Y^g 
statt  mit  Yjoq,  wie  es  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  verlange. 
—  An  einer  späteren  Stelle,  wo  er  mit  Beobachtungen  grOlserer 
Unsicherheit  zu  thun  hat,  fafst  er  sie  zunächst  zu  Gruppen  zusammen 
(er  bildet  NormalOrter,  wie  die  Astronomen  sagen  würden)  und 
wendet  dann  auf  diese  das  eben  angegebene  Verfahren  an^^. 

B.   Badau's  Darstellung  des  Verfahrens ^^^  findet  es  zweck- 
mttfsig  fOr  die  Quotienten: 

besondere  Zeichen  einzuführen;  es  wird  dann*^***): 

y  ==  q)U  +  g)iJv  +  tp^J^w  +  •  •  • 
(59)  ^y  =  q>^^v  +  q>^J*ic  +  •  •  • 


Seien  femer  a,  ßj  y,  ...  diejenigen  Gröfsen,  die  aus  den  q> 
hervorgehen,  wenn  man  in  diesen  die  y  bezw.  durch  die  ii,  t;,  «?, . . . 
ersetzt;  die  indexlosen  von  diesen  Gröfsen  haben  fOr  den  Fall,  dafs 
es  sich  um  eine  Darstellung  durch  eine  rationale  ganze  Function 
handelt,  die  Werte*<>*^): 

(60)  ««^,      ß--l-£x,      y^^üx^,.. 


n  '       •         n 


Die  mit  Indices  versehenen  lassen  sich  dann  durch  diese  ausdrücken; 
wendet  man  nämlich  die  Identitäten: 

(61)  [1  zd  -  0,     [1  z^T  «  0,  .  .  .,  [xJ^  «0,  .  .  .,  [sfJ'-^J]  «  O 
auf  die  Belationen: 

X  ^  ß+  Jx 

(62)  x^^y  +  y^Jx  +  y^J^x* 


an,  so  erhält  man: 


4046)  nr.  36,  p.  44. 

4047)  Bull.  astr.  8,  1891,  nr.  14,  p.  831;  nr.  19,  p.  340. 

4048)  Vgl.  auch  die  Bemerkungen  (p.  849)  über  die  Transfonnationen 
in  sicdiy  die  diese  Formeln  znlassen. 

4049)  nr.  22,  p.  348. 
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n  (y  -  ß^)  -  [xJx]  n{d  —  yß)  -  [pi^Jx] 

n  (d  -  ßy)  «  [oj^a:]  y,      n  (e  -  y«)  -  [ir'^a;]  y,  +  [a;«^«a;T 

ü  (e  -  /5d)  =  [a;z^«]  d^      »  (f  -  yd)  -  [x*^a;]  d^  +  [x^J^x^  d, 

Auch  kann  man  die  9«  durch  die  Potenzen  Ton  Jx  auBdrücken^^^). 
Wird  nämlich  Jx  »  z  gesetzt,  so  gehen  die  Bedingungsgleichungen 
über  in: 

[it-^z/»]  -  0,     [g'J']  =  [rC/f];  (64) 

«ie  können  folglich  dazu  dienen,  die  Coefficienten  der  Entwicklung: 

J'x^^g»+a,g"^+  "'  (65) 

vermöge  einer  Beihe  von  Gleichungen  der  Form: 

0  — Zx^     '+a,2:j5*-^+ ... 

0  -  Zxf+i  +  a.Ze'  H (66) 


auszudrücken.     Dazu  erhält  man  noch: 

[x'J'af]  =-  £z^'  +  a,£z^*-^  H (67) 

und: 

0  «-  [z'+^J'af]  +  a,+i  [z'J'x'l  (68) 

Sind  die  Argumente  symmetrisch  um  die  Mitte  des  Intenralls  Ter- 
teilt,  so  werden  die  Summen  £s^^-^^  Null  und  aus  (65)  fallen  die 
Potenzen  jt*"^,  jt*"',  .  . .  heraus.  Das  giebt  auch  noch  Ver- 
einfachungen in  den  übrigen  Formeln. 

§  82.    Die  Untersuchungen  von  Tschebyscheff. 

In  einem  gewissen  Zusammenhange  mit  den  eben  besprochenen 
Interpolationsformeln  stehen  die  von  P.  L.  Tschebyscheff  ge- 
gebenen. Sie  gehen  ursprünglich  aus  von  dem  kinematischen 
Probleme  der  nftherungsweisen  GeradfÜhrung,  bei  dem  es  nicht 
darauf  ankommt,  zwischen  einer  Gurve  und  einer  geraden  Linie  in 
einem  einzelnen  Punkte  eine  möglichst  innige  Berührung  herzu- 
stellen, sondern  darauf,  eine  Gurve,  deren  Gleichung  noch  eine  Anzahl 
veränderlicher  Parameter  enthält,  so  zu  bestimmen,  dafs  sie  längs 


4050)  nr.  28,  p.  348.  Eine  Darstellung  von  Caachy's  Methode  findet 
»ich  auch  in  H.  Bruns'  eben  erschienenen  Grundlinien  des  wissenschaft- 
lichen Rechnens,  Leipz.  1903,  §  109,  p.  156.  Bruns  findet  (§  110,  p.  159), 
dafs  man  ihr  so  selten  begegne,  liege  daran,  dafs  der  Rechner  die  ihm 
ohnehin  geläufige  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auch  da  anwende,  wo 
sie  nicht  geboten,  sondern  nur  zulässig  ist. 
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einer  ganzen  Strecke  von  einer  geraden  Linie  möglidiBt  wenig  ab- 
weicht. Demgemftfs  beschäftigt  sich  Tschebjscheff  in  einer  seiner 
frühesten  Abhandlungen  ^^^)  „über  die  unter  dem  Namen  Parallelo- 
gramm bekannten  Mechanismen"  mit  der  Frage:  welche  Modificationen 
muTs  man  an  dem  durch  die  Tajlor'sche  Reihe  g^ebenen  an- 
genäherten Ansdruck  einer  Function  anbringen,  damit  „der  Greni- 
wert  ihrer  Fehler  im  Intervall  ( —  Ä,  +  ä)"  zu  einem  Minimum 
werde.  Zu  diesem  Zwecke  geht  er  aus  von  dem  folgenden  Satze, 
den  er  als  bekannt  bezeichnet^^^:  sei  f{x)  eine  gegebene  Function^ 
ü  ein  Polynom  n^^  Grades  mit  willkürlichen  Coefficienten;  werden 
diese  so  bestimmt,  dafs  f(x)  —  U  in  dem  gegebenen  Intervall  mög- 
lichst wenig  von  Null  abweicht,  so  finden  sich  imter  den  Extrem- 
werten dieser  Differenz,  Anfangs-  nnd  Endwert  eingeschlossen, 
mindestens  n  +  2  solche  von  gleichefn  absoluten  Betrag.  Es  müssen 
also,  wenn  L  diesen  absolnten  Betrag  bezeichnet,  die  Gleichungen: 

(1)  (/•(«)  -  uy  -  i«  -=  0, 

(2)  (^_Ä)(x  +  A)^Ä^  =  0 

in  dem  Intervall  mindestens  n  -f-  2  Wurzeln  miteinander  gemein 
haben.  Das  giebt  eine  genügende  Anzahl  von  Gleichungen  zur 
Bestimmung  von  L  und  den  n  -f  1  Coefficienten  von  ?7*^').  Ihre 
Auflösung  ist  natürlich  erst  möglich,  wenn  f{x)  gegeben  ist;  aber 
Tschebjscheff  behauptet,  wenn  h  hinl&nglich  klein  sei,  könne  man 
nach  Potenzen  von  h  entwickeln  und  dadurch  die  Form  der  Resultate 
von  f{x)  unabhängig  machen*®^).     Ist: 


(3)  f{x)  =  5/  ^"^ 


iOöl)  Petersb.  sav.  [ätr.]  7,  1864,  §  2,  p.  642;  oeuvres  1,  p.  113.  Eine 
Übersicht  über  TgchebjrBcheff^s  hier  einschlägige  Untersuchungen  giebt 
seine  Biographie  von  A.  Waasilieff,  Leipz.  1900,  Cap.  4,  p.  17.  Beweise 
einiger  von  Tschehyscheff  noch  als  selbstverständlich  angesehener  Sätze, 
bei  P.  Eirchberger,  Diss.  Gtött.  1902,  so  des  Satzes,  dafs  überhaupt  ein 
Minimum  ezistirt,  §  2,  p.  7;  des  Satzes,  dafs  dieses  Minimum  nur  von 
einer  Function  geliefert  wird,  §  4,  p.  16;  des  Satzes,  dals  die  AnnAhenuig>' 
function  sich  mit  der  anzunähernden  stetig  ändert,  §  6,  p.  19. 

4062)  §  8,  p.  114;  Beweis  «^'^,  sowie  bei  Eirchberger  §  3,  nr.  1,  p.  H- 

4068)  Diese  Gleichungen  können  aufser  den  Lösungen  des  vorgelegten 
Problems  noch  andere  Lösungen  zulassen;  vgl.  Kirchbeiger  n,  §  1,  p.  31. 
Die  dort  in  Aussicht  gestellten  weiteren  Ausführungen  finden  sich  in  der 
Dissertation  nicht. 

4064)  Beweis  dieser  Behauptung  bei  Eirchberger  n,  §  8,  nr.  1,  p.  34. 
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und  vemaohlässigt  man  schon  Glieder  höherer  als  n^'  Ordntmg,  so 
würde  man  einfach: 

n 

zu  setzen  haben  und  die  Differenz,  die  zu  einem  Minimum  gemacht 
werden  soll,  würde  als  identisch  Null  zu  betrachten  sein.  Tschebjscheff 
untersucht  daher  zunächst  den  Fall,  dalis  kn  +  i^  ^n+s'^"  *  *  * 
™^+m'^0  ist  und  setzt: 

Ur='^k,x''+  7Ä'»+"»+^  (5) 

Wird  dann  noch  hx  '^  z  und: 

Än  +  m  +  l^  +  '"  +  '  + V-^y  (6) 

gesetzt,  so  gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  über  in: 

y'-i'-o,  (7) 

(.«-1)^-0.  (8) 

Das  verlangt,  wenn  e^  ^ai  •  •  -i  ^n  ^^  Argumente  der  n  inneren 
Eztrema  sind,  dafs  sowohl  y^—  L^  als  y'^  durch: 

(^_^J.(,_,,)....(,._,J.  (9) 

teilbar  sei*®^);  daraus  folgt: 

wo  Fq  ein  Polynom  vom  Grade  2  m  +  2,  Q  ein  solches  vom  Grade 
m  bezeichnet  Pq  mufs  noch  durch  e^  —  1  teilbar  sein;  man  erhält 
also  zwischen  y  und  e  eine  Relation  von  der  Form: 

dy       ^  Qd£  ,j^v 

Vy'  -  X'      V(ij*-i)PiW  ^ 

Damit  ist  das  Problem  auf  das  von  Abel  behandelte  zurückgeführt, 
P  und  Q  so  zu  bestimmen,  dafs  die  rechte  Seite  das  Differential 
einer  algebraischen  Ftmction  der  Form: 

G»  +  «v^)  (fi  -  «v^  (12) 

wird,  in  der  J9,  q  rationale  ganze  Functionen  bedeuten,  von  denen 
die  erste  keine  Glieder  mit  jp**  +  ^,  jp"+*,  .  .  .,  je:*+'»  enthält. 


4066)  §  4,  p.  119. 
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Für  m  ==  0  erhalt  man*^): 

(13)         y  =  ±Y{(^  +  V?'=^+(^-y?=10'} 

und  die  Constantenbestiiniiiuiig  liefert  A  «=»  »,  i  =  ±  — -^  • 
Für  I»  =  1  findet  Tschebyscheff*®'^^: 

(U)    ,.»...  {(t±J^"%(£^i^-(. 

um  nun  aber  V  nicht  blofs  bis  auf  Glieder  mit  h  genau, 
sondern  mit  beliebiger  Genauigkeit  zu  bestimmen,  setzt  Tschebyscheff 
zur  Abkürzung*«»«): 

(15)  F=Ä;«+i£"  +  i-y+  FoÄ, 

wo  Vq  ein  Polynom  n^^  Grades  bedeutet,  dessen  Coeffidenten  fSr 
A  »  0  endlich  bleiben.     Man  findet  diese  Coefficienten,  indem  man: 

(16)  Ä,  +  8Ä£r«  +  «+...  +  y-  7oÄ 

zwischen  den  Grenzen  —  1  und  +  1  möglichst  klein  macht  Ver- 
nachlässigt man  hier  h\  so  ist  die  Aufgabe  gleichbedeutend  mit  der 
folgenden:   Fq  so  zu  bestimmen,  dafs  die  beiden  Gleichungen: 

(17)  (kn^%h^^^+  •  •  •  +  y  -  Vohy -  i«  =  0, 

(18)  (i^»-  l)^(Ä;,  +  2Ä£r-+«+  . . .  +  y  -  FoÄ)  -  0 

in  dem  Intervall  n  -f  2  Wurzeln  gemeinsam  haben.  Dabei  kann  die 
zweite  Gleichung  mit  demselben  Grrad  von  Genauigkeit  durch: 

(19)  (,._  1)^.0 

ersetzt  werden;  denn  da  diese  Gleichung  keine  mehrfachen  Wurzeln 
hat,  sind  ihre  Wurzeln  von  demjenigen  von  (18)  nur  um  Grölsen 
der  Ordnung  h  verschieden.  Dadurch  ändern  sich  aber  die  Wurzeln 
von  (17)  nur  um  Gröfsen  der  Ordnung  Ä*.  Diese  Gleichung  (17) 
reducirt  sich  damit  auf: 


4066)  §  6,  p.  121 ;  Eirchberger  p.  84.   Die  Formel  liefert  den  Säte:  ist  A 

der  Coefficient    von  x^  in    einem   Polynom   V^  Grades,    so   ist  dessen 
Schwankung    in    einem    Intervall    von    der  Breite   h  mindestens   gleich 

4057)  p.  128;  Eirchberger  p.  84. 
4068)  §  6,  p   124. 
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y»- iJ+2Äy (*,  +  ,«»+« -7o)-0,  (20) 

oder  wenn  man  mit  y  mulüplicirt  und  beachtet,  dafs  ftir  alle 
Wurzeln  von  (19)  y*^L^  ist,  auf: 

(i«-  Ll)y  +  2  i»Ä  («;,+,;?«+«-  Vo)  =  0.  (21) 

Da  diese  Gleichung  nicht  von  höherem  Grad  als  (19)  ist,  müssen 
beide  miteinander  identisch  sein;  Vergleichung  der  Glieder  mit  z^"^^ 
und  xf*"*"*  giebt  L  «  J/j,  und  es  bleibt: 

F,=.Aw,.-»-(;^+4yj^(.'-l)§f.  (22) 

wodurch  Vq  bis  auf  Glieder  mit  Ji^  genau  bestimmt  ist. 

In  derselben  Weise  läfst  sich  V  bis  zu  Gliedern  der  Ordnung 
A^'  ausschliefslich  bestimmen,  weim  man  seinen  Wert  bis  zu  Gliedern 
der  Ordnung  V  ausschliefslich  kennt*^^*). 

Diese  Methode  wendet  nun  Tschebyscheff  auf  die  specielle 
Frage  an:  wie  muls  man  die  Coefficienten  der  Tajlor'schen  Ent- 
wicklung: 

f(p)  +  xr(0)  +  --  +  ^f'^iO)  (23) 

modificiren,  damit  der  Wert  des  entstehenden  Ausdrucks  im  Intervall 
(—  Ä  •  •  •  +  ä)  möglichst  wenig  von  Null  abweicht**^)?  Dabei 
schliefst  er  den  Fall  f^(p)  ^  0  aus  und  setzt  voraus,  dalis  sich  die 
Correction  nach  Potenzen  von  h  entwickeln  lasse.  Die  Formel  (22) 
liefert  hier  an  Gliedern  5.  und  6.  0.: 

*6a^-f.')Ä'+*.(i^-,"''+i*)»'5       (24) 

TschebTScheff  giebt  auch  noch  die  Glieder  7.  und  8.  0.  an. 

Endlich  bespricht  Tschebyscheff  auch  noch  das  Problem:  eine 
Curve  ist  gegeben;  n  noch  verfügbare  Parameter  in  der  Gleichung 
einer  anderen  sollen  so  bestimmt  werden,  dafs  die  beiden  Curven  in 
dem  gegebenen  Intervall  möglichst  wenig  voneinander  abweichen ^^^). 
Er  giebt  die  Lösung  in  einer  geometrischen  FormuHrung,  die  darauf 
beruht,  dafs  die  Gleichung  (13)  mit  cos(y/Ä;»4.i)  =  co8(«  arc  cosjer) 
identisch  ist*®**). 

4069)  §  7,  p.  128;  Eirchberger  p.  48. 

4060)  §  8,  p.  182.  Tschebyscheff  hat  hier  wie  im  vorhergehenden  die 
allgemeine  Taylor'sche  Entwicklmig  statt  der  speciellen  sogenannten 
Maclaurin'schen. 

4061)  §  10,  p.  140. 

4062)  p.  148.  Die  zum  Schlufs  angekündigte  Fortsetzung  ist,  soviel 
ich    sehe,    nicht   erschienen.     Anwendungen   seiner  Sätze   auf  specielle 
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Tschebyscheff's  nächste  gröfsere  hierher  gehörige  Abhandlimg^^^^ 
beginnt  mit  dem  Problem,  die  Goefficienten  einer  rationalen  ganzen 
Function: 

(25)  F(x)  ^a  +  bx  +  cx^+  •  •  •  +  Aä~ 

so  zu  bestimmen,  dafs  die  Fehler  der  Gleichungen: 

(26)  F{x,)^y^  (•'  =  0,l.X,...,n;«^m) 

einen  möglichst  geringen  EinflulÜB  auf  den  zu  einem  beliebigen  aber 
bestimmten  Argumentwert  X  gehörigen  Functions  wert  F{X)  haben. 
Er  findet  zun&chst,  dafs  man,  um  die  Relation: 

(27)  F(X)^^KF(x,) 

ZU  einer  richtigen  zu  machen,  nur  die  Multiplicatoren  X  den 
Gleichungen: 

n 

(28)  ^K^i^^^  W«o,i,»,..,«) 

zu  unterwerfen  brauche.  Für  m  ='  n  sind  sie  durch  diese  Forderung 
bestimmt;  für  m  <<  n  verlangt  die  gestellte  Forderung,  dafs  man 
die  Summe: 

n 

(29)  2  ^■*'^*' 


Formen  von  Gelenkmechanismen  giebt  Tschebyscheff  Peterab.  Bull.  14, 
1868,  p.  38  und  Rubb.  Naturf.  2,  1869/70,  p.  9  (oeuvres  2,  p.  49,  83). 
Wegen  des  Falles,  dafs  yon  der  zu  bestimmenden  Function  noch  Monotonie 
gefordert  wird,  vgl.  man  hier  §  84. 

406S)  Petersb.  m^.  8,  1865,  p.  686  (vom  Jan.  1856);  franz.  von 
Bienaymä,  J.  de  math.  (2)  8,  1868,  p.  289  (oeuvres  1,  p.  201).  Aussog 
Petersb.  Bull.  13,  1865,  col.  287  (oeuvres  1,  p.  708).  In  einer  Note  za 
seiner  Übersetzung  macht  Bienaymd  darauf  aufmerksam,  dafs  man  za 
Tschebyscheff  *B  Formeln  auch  gelange,  wenn  man  Cauchy's  Verfahren  der 
successiven  Elimination  aus  überzählig^en  linearen  Gleichungen  (§  81)  mit 
den  von  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  geforderten  Werten  der 
Multiplicatoren  ausführe;  vgl.  *^'^.  Auch  weist  er  auf  die  Besiehung 
zu  den  Untersuchungen  von  Sturm  und  Liouville  (§  76,  76)  hin:  wenn 
man  in  Tschebyscheff^s  Formeln  den  Grenzübergang  von  Summen  za 
Integralen  ausführe,  bekomme  man  Functionen,  die  linearen  Differential- 
gleichungen n.  0.  genügten  und  überhaupt  aJle  Eigenschaften  der  F^ 
Stmnn's  hätten.    [In  welchem  Sinne  ist  diese  Behauptung  richtig?] 
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in  der  die  k^  den  Mittelwerten  der  Fehlerquadrate  der  F(jt^ 
proportional  sind,  zu  einem  Minimum  mache.  Zu  diesem  Zwecke 
bestimmt  Tscheb jscheff  zunächst ^^^)  eine  ganze  Function  6(x)  aus 
den  Bedingungen: 

0  (X^)  —  Ikr*;         (*  =  0, 1,8,. . .,  n)  (30) 

das  Lagrange'sche  Multiplicatorenverfahren  fOhrt  dann  auf  das 
Gleichungssystem : 

2K^  0(X^)  (ltQ+  ftliPvH •  +  IhnO^)^      (»  =  0,1,8,. ..,«)         (31) 

das  zusammen  mit  (28)  die  m  +  t»  +  2  Gröfsen  A,  fi  bestimmt. 
Werden  zunächst  die  l^  eliminirt  und  wird  zur  Abkfirzimg: 

gesetrt,  so  erhält  man  ein  Oleichungssystem  der  Form^^^): 

n 

^  6^  {x^  tp  (x^)  xl  =  X{      U  « 0, 1, 8, . . .,  m)  (33) 

Dieses  sagt  aus,  da(s  die  Entwicklung  der  Differenz: 

^^(^OjK^.) i_ 

j^       x  —  x^  X  —  X 


(34) 


nach  fallenden  Potenzen  von  x  keine  Glieder  mit  niedrigeren  Potenzen 
von  x  als  x"^'^  enthält,  dafs  diese  Differenz  also  einem  Bruch 
MjN  gleich  ist,  dessen  Nenner  einen  mindestens  um  m  -f-  2  Ein- 
heiten höheren  Grad  hat  als  der  Zähler.     Wird  dann: 

n 

Yl  {x  -  x;)  =  fix)  (35) 

>a:0 

gesetzt  und  mit  U  der  ganze  Bestandteil  von  O^tpf/f  bezeichnet, 
so  ergiebt  sich  nach  einigen  Umformungen*^^: 

{x-^X)f{x)e^{x)  _   U{x-X)-^l       {x^X)M  .     . 

f{x)  <p(x)  ""      fp{x)N     '       ^^^^ 

Da  rechts  der  Grad  des  Nenners  mn  mindestens  2  n  -f-  1  Einheiten 
höher  ist  als  der  des  Zählers,  so  folgt  aus  der  Theorie  der  Ketten- 
bnlche,  dafs  links  der  Subtrahend  ein  Näherungswert  des  Minuenden 
sein,  und  dafs  der  Nenner  des  folgenden  Näherungsbruches  von 
höherem  Grade    als    m   sein  -muTs.     g>(x)    mufs  daher  teilbar  sein 

4064)  p.  206.         4066)  §  8,  p.  207.         4066)  p.  208. 
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durch  den  letzten  Nfthenmgsnenner,  der  nicht  von  höherem  Qrade 
als  tn  ist;  wird  dieser  mit  9>o(^),  der  zugehörige  NähenmgszShler 
mit  (p^(x)  bezeichnet,  so  kann  man  auf  jeden  Fall: 

(37)  9{^)  -  ^ 

nehmen.  Dadurch  ist  dann  auch  alles  übrige  bestimmt,  und  man 
erhält: 


F(x).f!^mP^n'.). 


j^        ,o(X) 


(38) 

Tschebyscheff  zeigt  noch^^^),  dass  man  die  Nftherangsbrflche 
von  {x  —  X)f6^lf  aus  denjenigen  von  O^fjf  ableiten  kann.  Dabei 
beschränkt  er  sich  „der  Einfachheit  halber^  auf  den  Fall,  dafs  die 
Teilnenner  alle  linear  sind;  er  zeigt,  dafs  das  nur  „ausnahmsweise^ 
nicht  der  Fall  ist.  Sind  nm/^my  T^+i/^m+i  der  m^  und  der 
(m  +  !)*•  Nähenmgsbruch  von  Q^fff^  so  ergiebt  sich: 

und  man   sieht  dann,  dafs  die  rechte  Seite  von  (38)  in  der  That 
eine  ganze  Function  von  X  ist 

Die  Differenz  zwischen  den  zu  zwei  aufeinanderfolgenden  Werten 
von  m  gehörenden  Werten  F{X)  l&Tst  sich  mit  Hilfe  des  Coeffi- 
cienten  ^  des  (w  -(-  l)**"  Teilnenners: 

(40)  3«+i(a:)  «  ^m+iic  +  Bm+i 

noch  folgendermafsen  ausdrücken: 

n 

(41)  r„-  r„-x-  (-  i)"^+i^„(z)  V *«(*») ö*(*r)J'(«r); 


daraus  ergiebt  sich  durch  Summation^^^): 


m 


(42)      Fix)  -2  (-  1)^^/  + 1  *^(X)  2  t/(a5.)  e'(«r)  ^(«r). 


>=!  *=0 


4067)  §  8,  p.  211. 

i068)  §  4,  p.  216.  Denjenigen  speciellen  Fall  dieser  Formel,  in 
welchem  0  «-  1  ist,  hatte  Tschebyscheff  bereits  Petersb.  BolL  IS,  1866i 
col.  210  und  J.  f.  Math.  63,  1867,  p.  286  (oeuvres  1,  p.  702)  ohne  Beweii 
mitgeteilt,  auch  angedeutet,  dals  man  durch  Grenzübergang  zu  n  —  oo 
die  Entwicklung  nach  Legendre'schen  Polynomen  erhalte  und  daft  <li^ 
Formel  zur  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  Beziehung  stehe. 
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Ist  F{x)  eine  rationale  ganze  Function  m^^  Grades,  so  ist  die 
Formel  (38)  bezw.  (42)  genau  richtig,  wie  auch  6  gewählt  sein 
mag*^*®).  Setzt  man  speciell  F{pD)  =  '^mip^i  so  müssen  in  (42)  die 
Coefficienten  der  einzelnen  y\)j{x)  beiderseits  einander  gleich  sein;  die 
hieraus  sich  ergebenden  Gleichungen  sagen  aus,  dafs  die  m^  Gröfsen: 


*m(a;j) 


|/2' <(**)**('»)  ^''^ 


die  Eigenschaften  der  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution 

Endlich  ergiebt  sich  noch*®''^),  dafs  die  Functionen  i\)  unter 
allen  Functionen  gleicher  Ordnung  und  mit  denselben  Coef&cienten 
der  höchsten  Potenz  von  x  diejeiiigen  sind,  für  welche  die  Summen: 

^*^(x,)fl»(a:0  (44) 

möglichst  klein  sind,  und  daüs  die  gefundenen  Approximationsformeln 
unter  allen  von  gegebenem  Grade  diejenigen  sind,  für  welche  die 
Summe  der  Fehlerquadrate  möglichst  klein  ist,  wenn  den  Be- 
obachtungen die  Gewichte  0^{xk)  beigelegt  werden ^^*). 

Bald  darauf  ist  Tschebyscheff  auf  seine  an  das  Problem  der 
Geradfllhrung  anknüpfenden  Untersuchungen  noch  einmal  zurück- 
gekonmien,  um  einige  Punkte  noch  klarzustellen  oder  zu  ver- 
einfachen*®'*). Er  beweist  zunächst  den  früher  von  ihm  als  bekannt 
bezeichneten  Satz:  wenn  die  beiden  Gleichungen  (l)  und  (2)  in  dem 
betrachteten  Intervall  weniger  als  n  +  1  Lösungen  gemein  haben, 
kann  man  das  Maximum  L  der  Abweichung  noch  verkleinern^'*). 
Ersetzt  man  nämlich  die  in  F  ^  f  —  U  vorkommenden  disponiblen 
Parameter  pj  durch  pj —  Nja  und  bestimmt  die  CoefQcienten  N  aus 
den  Gleichungen: 


so  wird: 


4069)  §  6,  p.  220.         4070)  §  6,  p.  226. 
4071)  §  7,  p.  227.         4072)  p.  228. 

4078)   Petersb.    möm.    (6)    7,    1859,    p.    199    (vom    Oct.    67);    Auszug 
Petersb.  Bull.  16,  1869,  col.  146;  oeuvrea  1,  p.  271,  706. 
4074)  §  6,  p.  276. 
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(46)  F{xi,  pj  -  Njai)  -  F(xty  pj)  (l  -  m)  +  iJ«« 

also  fOr  hinlänglich  kleine  Werte  von  kleiner  als  L.  Das  gilt  dann 
auch  noch  in  hinlänglich  kleiner  Umgebung  eines  solchen  Punktes, 
und  also  überhaupt,  da  aufser  in  der  Umgebung  dieser  Punkte  auch 
die  modificirte  Function  F  den  absoluten  Betrag  nach  L  nicht 
erreichen  kann^^^).  Die  erforderliche  Bestimmung  der  N  ist  stets 
möglich,  aufser  in  Ausnahmefällen,  von  denen  nachher  gezeigt 
wird^^'^*),  dafs  sie  bei  den  zunächst  behandelten  Problemen  nicht 
vorkommen. 

Sollen   aber  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  n  +  1   Wurseln  x^ 
gemein  haben,  so  muDs^'^^: 

n 

(47)  (««-  Ä«)  {F^-  i»)  =  0  JJ(«  -  x^y 

also  auch: 

n 

(48)  F^^L'  =  C (x^ -  h^  0(xy,     0{x)  ^YJ(x-  x,y 


i^i 


sein;  und  daraus  ergiebt  sich^^^),  dafs: 

für  a;  «  oo  von  der  (2  n  —  l)***  Ordnung  Null  wird,  dafs  also  F/O 

ein  Näherungsbruch  der  Kettenbruchentwicklung  von  }/?  —  Ä*  sein 
mufs.  Aus  den  Eigenschaften  dieser  Näherungsbrüche  erhält  er 
dann  die  Darstellung**^'^): 

(ÖO)  2"F(a:)«(a:+yi^T»)*+  (a;-V?^^)"«  2  cos(narc cos-J)  • 

Die  Anwendung  dieser  Resultate  auf  das  Interpolationsproblem 
ergiebt**^):    Werden  die  Coefficienten  des  Polynoms: 

(öl)  Ä  +  Bx-^ +  jS'x"-i 

so  bestimmt,  dafs  seine  Werte  ftlr  n  gegebene  Argumentwerte  mit 
den  Werten  einer  gegebenen  Function  f(x)  übereinstimmen,  so  wird: 

(52)      f(x)-iÄ  +  Bx  +  ---  +  ffx-  -1)  -  i^  /^-)(«)  JJ  («  -  x^, 

WO  a  irgend  einen  Mittelwert  der  x  bezeichnet.    Da  man  Über  /^"^(a) 

4076)  §  8,  p.  280.         4076)  §  14,  p.  288.         4077)  §  20,  p.  296. 
4078)  §  21,  p.  297.         4079)  §  22,  p.  801.         4080)  §  26,  p.  808. 
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nichts  weifs,  wird  es  sich  empfehlen,  den  Wert  des  zweiten  Factors 
möglichst  herabzudrücken,  und  das  geschieht  eben  dadurch,  dafs  man 
für  die  x^  die  Nullstellen  der  eben  mit  F  bezeichneten  Function 
wählt. 

Eine  ebenfalls  noch  derselben  Zeit  angehörige  Abhandlung 
Tschebyscheff's*^^)  geht  direct  von  dem  Problem  aus,  eine  Function, 
deren  Werte  tiy  für  die  Argumente  Xy  gegeben  sind,  in  eine  Reihe 
2!Ky'tl/y(x)  nach  den  Nähemngsnennem  ^v{x)  des  Eettenbruches: 

ZU  entwickeln.  Dabei  können  die  Zähler  a  ganz  willkürlich  an- 
genommen werden;  Tschebjscheff  wählt  sie  so,  dafs  in  den  q  die 
Ooefficienten  von  x  alle  gleich  1  werden  und  bezeichnet  sie  dann 
mit  Ol,  —  Oj,  —  o,,  .  .  .*®®*).  Sind  die  Nenner  ap  —  5^,  x  —  6,, .  ., 
und  werden  die  Gröfsen  B  durch: 

-Ki  =  (aj  —  bx)  RjL—  axBx^i 
definirt,  so  gilt  für  Zähler  und  Nenner  des  l^^  Näherungsbruches: 

-Ba  =  t/;2Äo— g?2.  (55) 

Daraus  folgt ^®'),  dafs  die  Entwicklung  von  Rx  nach  fallenden 
Potenzen  von  x  mit  x^^~^  beginnt;  wird  sie  geschrieben: 

so  erhält  man  die  ax<,  die  bx  und  die  (A,  jk)  recurrent  aus  folgenden 
Gleichungen: 

(0,i)=24       «,»(0,0),       »x-l;^,  (57) 

K 

n   _  q  -  1.  t  -  1)         ,    _       ij.  -  1.  l)       _  (1-2,1-1) 

»^       (1  _  2,  1  -  2) '      "^       (1  _  1,  1  _  1)       (1  _  2,  1  -  2) '    (58) 

(i,  ^)  =  (i  -  1,  ^  +  1)  _  6^(i  _  1,  ^)  -ax(X-  2,  ^). 
Daraus  ergeben  sich  die  Belationen***^): 


4081)  Petersb.  m^m.  (7)  1,  1869  (vom  Apr.  69);  oeuvres  1,  p.  471. 

4082)  §  1,  p.  476.         4088)  §  2,  p.  479.         4084)  §  4,  p.  482. 
Jahre«b«richt  d.  Deutichen  Hathem. 'Vereinigung.    X.  68 
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sie    liefern    zur    successiven    Bestimmiing    der    Coefficienten  JT,   die 
Gleichungen: 

(60)  (v,  v)  JT,  -^  xlu,  -V  (i,  v)  JT, 

*  2  =  0 

und  weiter*^*): 


(61)  ^  n^fii^k)  M^k) 


(62)  2  "*'''''(''*)  "^'*'^)-'^'' • 

Endlich  fOr  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ergiebt  sich,  wenn  die 
Reihe  mit  Kx'tlfz  abgebrochen  wird^®*): 

(63)  ^ul-^i^,^)Kl. 

k  /i  =  0 

Tschebjscheflf  zeigt  noch^^^,  dafs  man  bei  Anwendung  dieser 
Interpolationsmethode  viel  weniger  Multiplicationen  und  Divisionen 
auszuführen  braucht,  als  bei  der  von  Cauchy'**')  (die  Additionen  und 
Subtractionen  behandelt  er  als  belanglos).  Schliefslich  führt  er  ein 
numerisches  Beispiel  durch*^*®). 

Ein  Aufsatz  über  Reihenentwicklungen  von  Functionen  einer 
Yariabeln^^^  führt  den  Grenzübergang  von  der  Interpolations- 
formel (42)   zu  einer  unendlichen  Reihe  aus.     Indem  Tschebjscheff: 

(64)  X, 1,     *,=  1,     ö»(*)-^^. 

setzt,  erhalt  er  an  Stelle  der  Summe  £0*(xj)  {x  —  aj^)~*  das  Integral: 

r 1  du ^  n 

-1 

Dessen  Kettenbruchentwicklung  ist: 

W  ¥~2^~25 ' 

ihre  Nftherungsnenner  sind  die  Functionen: 
(6  7)  cos  (n  arc  cos  »), 


4086)  §  6,  p.  486.         4086)  p.  488. 

4087)  §  7,  p.  491.         4088)  §  8,  p.  498. 

4089)  Petersb.  Bull.  1,  1869,  col.  198;  oeovres  1,  p.  499. 
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man  erh&lt  also  die  Estwicklang  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen 
des  Arguments  arc  cos  x. 

Ebenso  führt  die  Annahme: 

e^(x)  =  const.  (68) 

auf  das  Integral: 


1 


-1 

und  auf  die  Entwicklung  nach  den  Legendre'schen  Polynomen. 
Wird  drittens*»»«): 

e\x)^y^e-^^  (70) 

gesetzt,  so  wird  das  Integral: 

—  OD 

also: 

M")-'^"-^"-"'-  (72) 

Die  entstehende  Entwicklung  kann  durch  partielle  Integration  auf 
die  Form  gebracht  werden: 

für  lim  A;  B=  oo  reducirt  sie  sich  auf  die  Maclaurin'sche. 

In  ähnlicher  Weise  behandelt  Tschebjscheff  auch  noch  die 
Voraussetzung^*^) : 

0^(x)  « Äe-*',      (o<x<«).  (74) 

Eine  etwas  spätere  Abhandlung^»')  specialisirt  die  Resultate 
der  Abhandlung  über  Eettenbrüche^^')  für  den  Fall  ftquidistanter 
Argumente.  Die  Bestimmung  der  fl>i  gelingt  dann  ohne  Kettenbruch- 
entwicklung;  deim  da  sie  durch  die  Relationen  (61)  (vgl.  (43))  und 
durch  ihre  Gradzahlen  vollständig  bestimmt  sind,   genügt  die  Auf- 


4090)  §  2,  p.  608.         4091)  §  8,  p.  507. 

4092)  Petenb.  m^m.?   Bull.?   4,   1864;   firanz.  von  Posse,  oeuvres  1, 
p.  689;  TgL  dazu  Radau,  Bull,  astron.  8,  1890,  nr.  26,  p.  877. 
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findung  einer  Lösung  dieses  Gleichnngssjstems.     Zu  diesem  Zwecke 

setzt  Tschebyscheff*^*) : 

(75)  ^,{j)  ^  J'F,{jy, 

die  Bedingungen  fordern  dann  einfach,  dafs  Fx  {j)  mit  seinen  X  —  1 
ersten  Differenzen  für  ^*  =  0  und  j  ^^  n  Null  ist,  und  das  ist  der 
Fall  für: 

(76)  F,(j)=j(^--l)...(i-i+i)(j-n)(j-«-l)...(j-n-A+l). 
Damit  ergiebt  sich"**): 

(77)  J 

und««): 

(78)     2  ^i Or  =  gf !j.l  «  («*  -  1)  («»  -  4)  . . .  («« -  l'). 

Man  erhalt  so  eine  Interpolationsformel,  die  zu  der  allgemeineren 
(42)  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  die  Newton'sche  zur 
Lagrange'schen.  Tschebyscheff  giebt  noch  yerschiedene  Methoden 
zur  Berechnung  der  J^F(J)*^^)^  sowie  die  ausgerechneten  Formeln 
bis  n  =  5*®*^;  endlich  bestimmt  er  die  8umme  der  Pehler- 
quadrate*®^). 

Tschebyscheff*  s  umfangreiche  Abhandlimg  über  Interpolation  fdjc 
den  Fall  einer  sehr  grofsen  Anzahl  von  Beobachtungen^^^)  betrifft 
zwar  nicht  unmittelbar  die  Gegenstände  dieses  Berichtes,  mufs  aber 
doch  hier  mit  besprochen  werden,  da  die  in  ihr  entwickelten  An- 
schauungen   auch    auf    uns    interessirende    Untersuchungen    zuräck- 


4095)  §  4,   p.  646.     Radau   findet,   diese   ilf^if)   spielten  im  „calcul 

inverse  des  diffärences^*  dieselbe  Bolle,  wie  die  Legendre'schen  Polynome 
in  der  Integralrechnung.  Z.  B.  genügen  sie  einer  linearen  Differenzen- 
gleichung  (nr.  28,  p.  384). 

4094)  §  6,  p.  548.         4095)  §  6,  p.  550. 

4096)  §  7,  p.  552;  einfache  BecurBionsformeln  bei  Radau  nr.  29,  p.  885. 

4097)  p.  557.         4098)  §  8,  p.  557;  Radau  nr.  81,  p.  S88. 

4099)  Petersb.  m^m.  (7)  1,  1859  (yom  Oct.  58);  Auszug  Petersb.  BuU. 
16,  1868,  col.  S58;  oeuvres  1,  p.  385,  711.  Darstellungen  dieser  Methode 
Tschebyscheff *8  geben  auch  P.  Backlnnd,  Petersb.  Bull.  29,  1884,  col.  477; 
P.  Harzer,  Astron.  Nachr.  115,  1886,  col.  837;  R.  Radau,  Bull,  astron.  8, 
1890,  nr.  84,  p.  425.  Hanser  wftgt  col.  888  ihre  Nach-  und  Vorteile  gegen- 
einander ab. 
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gewirkt  haben.  Sie  beschäftigt  sich  mit  folgender  Aufgabe:  Die 
Werte  einer  rationalen  ganzen  Function: 

F{x)=^J^+A^x  +  A^x^+'"+  A.^  (79) 

ffir  eine  grofse  Anzahl  äquidistanter  Argumentwerte  sind  gegeben; 
diese  Werte  sollen  durch  blofse  Additionen  und  Subtractionen  so 
combinirt  werden,  dafs  das  Resultat  nur  den  Term  mit  dem  Coeffi- 
cienten  Ä^  enthält  und  dals  dieser  Term  möglichst  grofs  ausfällt. 
Tschebjscheff  ersetzt  zunächst  die  Summen  aufeinanderfolgender  zu 
addirender  Functionswerte  durch  Integrale  und  drückt  demgemäfs  die 
Aufgabe  durch  die  Gleichung  aus: 

Die  Bedingung  s  =  max  liefert  *^^): 

-rh{«"-2V,"'  +  2i,;^^-+-+2(-irC^  +  (-ir-^^6'^'}=.max   (81) 

unter  den  Nebenbedingungen: 

a*—  2i/*-| 1 ±  &*=  0.     (*=i,2,8,...,i,i+2,  .,i.+i)     (82) 

Die  Multiplicatorenmethode  ergiebt,  dais  die  r\  Wurzeln  einer  und 
derselben  Oleichung  n^^  Grades  sein  müssen: 

A„ij»  +  An-ii?»-i  +  •  •  •  +  Aii^  +  Ao  -  V  =  0,  (83) 

dafs  also  ihre  Anzahl  v  nicht  kleiner  als  n  sein  kann;  man  kann 
V  ^^n  nehmen,  wenn  man  zuläfst,  dafs  einige  der  i;  mit  h  zusammen- 
fallen. Dann  kann  die  Behandlung  des  Problems  wie  in  der  früheren 
Untersuchung ^^^)  geschehen;  sie  giebt  fOr  gerade  n  das  Resultat ^^^^): 


mufs  ein  Näherungsbruch  der  Function: 


(84) 


V 


X  —  b 
X  —  a 


c***^'  (85) 


sein.  Etwaige  gemeinsame  Factoren  von  fp  und  t|;  würden  dabei 
bedeutungslos  sein.  Der  Wert  von  8  ergiebt  sich  daraus,  dafs  der 
Näherungsbruch  der  Ordnung  n/2  +  1  ausfallen  mufs*^^;  für  die 
Bestimmung    von    s   aus    dieser   Bedingung    verweist    Tschebjscheff 


ilOO)  §  2,  p.  890.         4101)  §  4,  p.  896.         4102)  §  5,  p.  398. 
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auf  ^^').  Sind  danmch  yerschiedene  Werte  von  s  möglich,  so  ist 
der  gröfste  von  ihnen  zu  nehmen. 

Für  ungerade  n  erhält  man  ein  analoges  Besnltat^^^). 

Tschebyscheff  führt  die  Rechnungen  f&r  die  kleinsten  Werte 
Yon  n  (bis  n  =  5)  und  unter  der  speciellen  Voraussetzung  a  »  —  6 
vollständig  durch****).  Femer  giebt  er  die  für  n  =  J  eintretenden 
Vereinfachungen  an;  man  kommt  dann  auf  die  Formeln  der  früheren 
Abhandlung«"»)  zurück*»®*). 

Sollen  die  Formeln  zur  Interpolation  dienen,  so  muis  man  die 
Integrale  wieder  durch  Sununen  ersetzen ^*^;  will  man  dabei  äqui- 
distante  Argumentwerte  benutzen,  so  mufs  man  die  Vorzeichenwechsel 
bei  denjenigen  eintreten  lassen,  die  den  berechneten  ri  möglichst 
nahe  liegen. 

Die  Abhängigkeit  der  Formeln  von  der  Zahl  n  bringt  gewisse 
Schwierigkeiten  mit  sich.     Um  diese  zu  vermeiden,  bezeichnet  er**^ 

mit  /w  die  Summe  (80)  für  einen  bestimmten  Wert  von  n.  Da: 
(86)  /a:''=0  für  v  <  A, 


f..o 


wenn  die  ri  geeignet  gewählt  werden,  ergiebt  die  Function  (79)  das 
Gleichungssjstem : 

F(x)  =^  a,Jx\ 

aus  dem  die  Coefficienten  a^  berechnet  werden  können,  um  aus 
diesen  Gleichungen  direct  den  Functionswert  für  ein  beliebiges 
Argument  e  zu  berechnen,  multiplicirt  er  mit  unbestimmten  Factoren 
ö;  er  erhält: 


4108)  §  6,  p.  899.         4104)  §  7,  p.  402;  Tabelle  p.  467. 
4106)  §  14—20,  p.  418—428. 

4106)  §  21 ,  p.  423.  Ein  durchgefOhrtes  numerisches  Beispiel  §  27, 
p.  434. 

4107)  §  32,  p.  446.  Vgl.  Backlund  col.  496;  Harzer  (der  gerade  auf 
diese  Form  des  Tschebyscheff'sohen  Verfahrens  als  die  „sicher  vorteil- 
haftere''  Gewicht  legt)  col.  846;  Radau  nr.  42,  p.  436.  nr.  43,  p.  488  giebt 
Radau  noch  eine  andere  Bestimmung  dieser  0,  bei  der  sie  nach  den 
Cosinus  der  Vielfachen  von  arc  cos^  entwickelt  erscheinen;  nr.  44,  p.  440 
eine  dritte.  Ausgerechnete  Ausdrücke  der  niedrigsten  6  bei  Haner  nr.  3, 
col.  849  und  bei  Radau,  nr.  44,  p.  442.  Tabelle  der  Logarithmen  ihrer 
Werte  bei  Harzer,  col.  871. 
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Fiz)  ^y  e,^x  j  F{x),  (88) 


wenn  die  d  den  Bedingungfen: 


^»i  +  i   /«'  =  ^' 


(89) 


tinterworfeii  werden.  Aus  diesen  ergeben  sie  sich  als  rationale 
ganze  Functionen  von  jer,  bezw.  vom  Grade  A,  und  unabhängig  von  m. 
Man  kann  daher  den  Grenzübergang  zu  m »»  oo  aasfähren  ^^^); 
dabei  kann  man  in  den  letzten  Gleichungen  ebenfalls  bis  m  »  cx> 
summiren,  da  die  dadurch  hinzugefügten  Glieder  Null  sind.  Multi- 
plicirt  man  dann  mit  va"*  und  sunmiirt  noch  einmal,  so  erhält  man: 

y  Ö2+1  /*(«  -  «)-*  -  (« -  «)-*.        (90) 

Die  links  stehenden  Integrale  lassen  sich  ausführen  und  mit  Hilfe 
der  Definition  der  ij  auf  eine  einfache  Form  bringen  ^^^^);  nach 
längeren  Bechnnngen  erhält  er  für  die  Ojl  Ausdrücke,  die  von  der 
Bestimmimg  der  in  k  enthaltenen  ungeraden  quadratfreien  Factoren 
abhängen.  Diese  benutzt  er  zur  Berechnimg  des  schon  einmal  ^^^*) 
behandelten  Beispiels*^*®). 

Die  späteren  hier  einschlägigen  Abhandlungen  Tschebjscheff's 
(die  über  Interpolation  durch  gebrochene  rationale  Functionen  oder 
durch  irrationale  liegen  dem  Gegenstande  dieses  Berichtes  ferne) 
sind  mir  nicht  mehr  zugänglich  gewesen,  da  sie  bis  jetzt  nur 
russisch  publicirt  sind. 


4108)  §  84,  p.  448.         4109)  §  88,  p.  457. 

4110)  §  87,  p.  461.  Andere  Beispiele  bei  Backlund  col.  486;  bei 
Harzer  nr.  8,  col.  864;  nr.  4,  col.  867,  861;  nr.  5,  col.  866.  Harzer  findet, 
dafs  man  wesentlich  günstigere  Resultate  erzielt,  wenn  man  zunächst  durch 
einen  ganz  rohen  Überschlag  eine  quadratische  Näherungsformel  ableitet 
und  erst  auf  die  dann  noch  bleibenden  Differenzen  zwischen  Beobachtung 
und  Rechnung  TschebTscheff 's  Verfahren  anwendet.  Man  solle  sich  dabei 
so  einrichten,  dafs  diese  Differenzen  alle  positiv  ausfallen.  H.  Bruns, 
Grmndl.  des  wissensch.  Rechnens,  Leipz.  1908,  §  98,  p.  180  setzt  aus- 
einander, wie  die  ganze  Sache  viel  durchsichtiger  wird,  wenn  man  arc  cos  x 
als  unabhängige  Variable  einführt.  (In  etwas  anderer  Darstellung  auch 
schon  Astr.  Nachr.  146,  1898,  col.  161.) 
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§  83.     An  Tschebyscheff  sich  «nscHliefsende 

Untersuchungen. 

Einen  Specialfall  eines  Grenzfalles  des  SatBes^^*)  hat  in  der 
Zwischenzeit  zwischen  dem  Erscheinen  des  Auszuges  und  der  toU- 
ständigen  Abhandlung  Tschebyscheff 's  0.  Plarr  yerOffentlicht, 
nämlich  ^^^^):  Die  Summe  der  m  +  1  ersten  Glieder  in  der  Ent- 
wicklung einer  Function  nach  Legendre'schen  Polynomen  ist  unter 
allen  rationalen  ganzen  Functionen  m*""  Grades  T(x)  diejenige,  die 
den  Mittelwert  des  Fehlers  y  —  F  im  IntervaU  von  —  1  bis  +  1 
zu  einem  Minimum  macht. 

E.  Bouch^^^^')  stellt  sich,  zunächst  ohne  von  Minimumsaufgaben 
zu  reden,  direct  das  Problem:  Man  kennt  die  m  +  1  Werte,  die  eine 
Function  q>(x)  in  den  Nullpunkten  einer  rationalen  ganzen  Function: 


m 


(1)  Fix)  - 17  («  -  X,) 


Jfcsl 


annimmt;  diese  Function  nach  den  Nähemngsnennem  des  Ketten- 
braches  f&r  f(x)/F(x)  zu  entwickeln.  Er  leitet  eine.Beibe  von 
Sätzen  über  Kettenbr&che  ab;  dann  behandelt  er  zunächst  den  Fall, 
dafs  man  die  Entwicklung  bis  zum  wf^  Näherangsnenner  D«,  aus- 
dehnen will^^^^).     Addirt  man  die  Gleichungen: 


m 


(2)  ^UkDk(x^)  ^fpjxj)  o  =  o,iA..,») 

nach  Multiplication  mit: 

(3)  PjD,ixj)  ^  p^]-^D,(xj), 
so  erhält  man  rechts: 

J 
links  wird  der  Coefficient  von  u«: 


4111)  Par.  C.  B.  44,  1867,  p.  984.  Plarr  giebt  auch  den  entspreehendeii 
Satz  fOr  die  harmomachen  trigonometrischen  Entwicklungen;  vgl.  über 
diesen  auch  ^^^*). 

4112)  J.  6c.  polyt.  cah.  87,  1868,  p.  1;  auch  PariMT  th^se  1868. 
4118)  nr.  16,  p.  18. 
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s 


0      für  Ä:^/, 


3*  +  i 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Für  P»  1  erhält  man  Tschebyscheff's 
Formel  §82  (38),  mit  0=*1,  deren  Beweis  damals  noch  nicht 
veröffentlicht  war. 

Will  man  die  Entwicklung  weiter  ausdehnen,  so  hat  man: 


m      *  n 

i=0     ^  *=0 


Ä->^    y('^)->«»-Dt(a;,) 


8 


(6) 


ZU  einem  Minimum  zu  machen,  was  auf  ein  System  linearer 
Gleichungen  führt ^^^^).  Ist  der  Zähler  des  Bruches,  nach  dessen 
Näherungsnennem  man  entwickelt,  bis  auf  einen  Factor  A  die  Ab- 
leitung des  Nenners,  so  gilt  auch  hier^^^^)  der  Satz,  dafs  die  Ent- 
wicklungscoef&cienten  von  der  berücksichtigten  Oliederzahl  unabhängig 
sind^^^^).  Zum  SchluTs  zeigt  Bouch4,  wie  man  die  Entwicklung  nach 
Legendre'schen  Polynomen  als  speciellen  Fall  seiner  Entwicklungen 
erhalten  kann,  indem  man  an  die  Kettenbruchentvricklung  Ton: 

anknüpft^^^*).  Er  führt  für  sie  auch  den  Grenzübergang  yon  der 
Interpolationsformel  zur  unendlichen  Beihe  aus^^^^). 

Eine  einfache  Ableitung  von  Tschebyscheff's  Resultaten  giebt 
Ch.  Hermite**^®).  Er  geht  aus  von  einer  Umgestaltung  der 
Lagrange'schen  Interpolationsformel,  nämlich: 

in  der  F{x)  das  Product  der  Factoren  {x  —  a;)  bedeutet,  ö,  11  irgend 
zwei  ganze  rationale  Functionen,  von  denen  die  letztere  für  j;  » rr, 
den  Wert  u^  annimmt.  Werden  auf  die  u,  und  die  /V  zwei  contra- 
grediente  orthogonale  Substitutionen: 

u^^^a^^Vf,,     ^fi  ^ ^ a^rfr(x)  (9) 


4114)  nr.  17,  p.  14. 

4116)  nr.  18,  p.  16.  nr.  19,  p.  19  giebt  er  noch  einen  „directen  und 
sehr  einfachen"  Beweis  dieser  „propri^td  präcieuse".  —  Für  Z  <«  1  erhält 
man  wieder  den  von  Tschehyscheff^^**)  berücksichtigten  Fall. 

4116)  nr.  28,  p.  24.        4117)  nr.  38,  p.  80. 

4118)  Par.  C.  R.  48,  1869,  p.  62. 
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ausgeübt,  so  wird  nicht  nur: 

(10)  n,=^v^0^, 

sondern  auch: 

(11)  ^n(x,y=^vi; 

also  haben  die  Functionen  <P  die  Eigenschaft,  dafs: 

(12)       2*  *«' (*')  *- w  =  0'   ^  ^--c^')*  =- 1 

ist.     Haben  diese  0  noch  einen  Factor  gemein,  so  kann  man  diesen 
ftLr  die  in  (8)  auftretende  Function  6  nehmen  und: 

(13)  <p««ev« 

setzen.     Soll  dann: 


(14)  ^\F{x,)-'^A,,p^{x;) 


■  «*(*.) 


ZU  einem  Minimum  gemacht  werden,  so  ergiebt  sich  Termöge  der 
Relationen  (12)  die  Lösung  wie  bei  Tscheb jscheff.  Den  niedrigsten 
Grad,  nämlich  einen  Orad  gleich  ihrer  Anzahl,  erhalten  die  0,  wenn 
man  0  «  1  ninmit.  —  Hermite  giebt  noch  einen  inyarianten- 
theoretischen  Ausdruck  dieser  <p: 

darin  bedeutet  Jm  cUe  Invariante  der  in  den  Variabein  r  quad- 
ratischen Form: 

(16)      ^(x--  a?0  (vo  +  ViX,  +  .^.  +  Vn.^iX?'  7  ö«(rc,), 

im  den  Coefficienten  von  aif*  in  ihr.  Zum  Schlufs  bemerkt  er,  dab 
diese  Jm  ^^^  gegebenen  Function  f(x)  gegenflber  die  Eigenschaften 
von  Sturm'schen  Functionen  haben,  wenn  das  Polynom  d(x)  reelle 
Coefficienten  hat. 

Borchardt^^^^)  leitet  zunächst  aus  der  Lagrange'schen  Inter^ 
polationsformel    mit   Hilfe    des   Multiplicationstheorems    der    Deter- 


4119)  Berl.  Abh.  1860,  p.  1;   Auszug  J.  f.  Math.  68,  1861,  p.  970; 
Werke  p.  161,  178. 
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minanten  eine  Interpolationsfonnel  für  Eimctionen  mehrerer  Variablen 
ab  und  macht  Ton  ihr  für  Kettenbrachentwicklungen  Gebrauch. 
Daraus  gewinnt  er  dann  einen  vielleicht  algebraisch  eleganten,  aber 
jedenfalls  ziemlich  umständlichen  Beweis  für  Tschebjscheff's  Formel 
§  82  (42)"«0. 

Auch  die  Untersuchungen  von  E.  Heine^^*^)  stehen  in  engem 
Zusammenhange  mit  denjenigen  Tscheb jscheff 's.  Er  beginnt,  wie 
dieser  in  seiner  Abhandlung^^^),  mit  einer  Eettenbruchentwicklung, 
aber  statt  mit  der  einer  Sunmie  mit  der  eines  Integrals: 


/m  dz 


^-S"^^^  (17) 


indem  er  setzt: 


a 


<J»G^o+^,     <Ji=-öi+^,    ••;  (18) 


ff,         *        *      ^'l 


dabei  sind  die  G  rationale  ganze  Functionen  von  x  und  es  ist: 

lim  ;^  =  0;  (19) 

&Q  stellt  sich  als  0  heraus.  Heine  bezeichnet  den  v^^  Nftherungs- 
bruch  mit  Z^jN^  (die  Z&hlung  so  verstanden,  dafs  Z^  =  1,  N^^^  G^ 
ist)  und  setzt: 

'Ny^  —  Z,,—  JR,,     fS^^^x)  «  (a;  —  xC)  (o?  ~  X2)  •  •  •  (ä  —  x^     (20) 

femer  versteht  er  unter  A  das  Differenzenproduct  der  n  Gröfsen 
«1,  a?2,  .  . .,  x^\  dann  sei*^**): 

^^  -j    "  ^io^)  A^l)  /"(^i)  •  •  •  /*(«n)  ^^^1  ^^«  •  •  •  ^af„,  (21) 

a 

f'Njx)—yjx)  ,^ 


Br  "jNr 


i')M^r  (23) 


4120)  nr.  4,  p.  162. 

4121)  Berl.  Ber.  1866,  p.  436;  J.  f.  Math.  67,  1867,  p.  815. 

4122)  §  3,  p.  440.  §  6,  p.  444  bemerkt  er,  es  Bei  ihm  bisher  nicht 
gelimgen,  das  vielfache  Integral  (21)  auf  einfache  zu  reduciren,  w&hrend 
man  in  einer  Reihe  von  speciellen  F&Uen,  so  für  die  Eugelfimctionen  und 
die  zu  ihnen  analogen,  aus  seinen  früheren  Arbeiten  sogar  einen  vom 
Integralzeichen  freien  Ausdruck  gewinnen  könne. 
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Ist  f{x)  im  ganzen  Interrall  (a . , ,  ß)  reell  und  von  gleidiem 
Zeichen,  so  kann  das  Integral  (21)  nicht  Null  sein;  dann  giebt  es 
also  Nftherongsnenner  Ton  jeder  Ordnungszahl,  das  N^  ist  YOm 
Qrade  n,  jeder  Partialnenner  ist  linear,  JR.  beginnt  genan  mit  der 
— -  (n  +  1)*^  Potenz  von  x  und  alle  Wurzeln  der  Gleichung  JT  ■—  0 
sind  reell  und  gehören  dem  Intervalle  an^^*^.  Endlich  befriedigen 
diese  Nenner  die  Integralrelationen: 

(24)  f^^i^)  ^M  (^)  f(^)  dx^O, 

und  umgekehrt,  wenn  eine  unendliche  Folge  von  Functionen  diese 
Relationen  befriedigt,  so  sind  sie  die  Näherungsnenner  der  Ketten- 
bruchentwicklung  der  durch  (17)  definirten  Function*^.  So  sind 
z.  B.  die  Functionen: 

(25)  cos  (n  arc  cos  x) 

die  Nftherungsnenner  der  Eettenbruchentwicklung  von^^^): 

1 

/l  dz  n 

-1 

Der  Schluls  des  Aufsatzes  beschäftigt  sich  mit  der  Eettenbruch- 
entwicklung elliptischer  und  Abel'scher  [d.  h.  hjperelliptischer] 
Integrale  dritter  Gattung*^**). 

Die  Untersuchung  von  G.  Darboux  über  Sturm'sche 
Functionen ^^^^"1  enthält  einige  Sätze,  die  zu  den  hier  besprochenen 
Theorien  in  Beziehung  stehen.     Er  geht  aus  von  der  Gleichung: 

in  der  die  Summation  über  alle  Wurzeln  von  f{z)  *»  0  zu  erstrecken 
ist;  indem  er  dann  den  grölsten  gemeinsamen  Teiler  von  f{i)  und 
xpiz)  aufsucht  und  die  bei  dieser  Operation  auftretenden  Reste  mit: 

(28)  H>{g),  '^y{z),  .  .  .,  '^n-i{e) 


4125)  §  6,  p.  U^.         4184)  §  7,  p.  446. 

4126)  p.  446.     Vgl.  "»•).        4126)  §  8,  p.  446. 

4127)  Darb.  Bull.  8,  1876,  p.  66;   aU  enter  Teil  bezeichnet,   dodi 
Bcheint  kein  zweiter  enchienen  zu  sein. 
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bezeichnet,  erhält  er  durch  successives  Einsetzen  die  folgende  Dar- 
stellung von  F^^^): 

Daraus  leitet  er  zun&chst  algebraische  Gonsequenzen  ab;  weiterhin ^^'*) 

setzt  er: 

0  .  aj,     St  —  Uk  (30) 
und  gewinnt  so: 


9>(a>)r(«>)     "    i-*» 


(31) 


m.  a.  W.  die  Gröfsen: 


.    1^^*(«i)  (32) 

haben  die  Eigenschaften  der  Coefficienten  einer  orthogonalen  Sub- 
stitution und  es  ist  also  auch  umgekehrt: 

^    9(«>)r(«>)         1;^     «    *=-^. 

Den  Fall,  dafs  nicht  alle  N&herungsnenner,  nach  denen  ent- 
wickelt werden  soll,  regulär  sind,  behandelt  L.  Gegenbauer****). 
Wird  eine  nach  Potenzen  von  x  mit  ganzen  negativen  Exponenten 
entwickelte  Function  f(x)  in  einen  Eettenbruch  umgeformt,  dessen 
Partialzähler  sämtlich  —  1  sind,  imd  bezeichnet  man  die  Partial- 
nenner,  Näherungszähler,  Näherungsnenner  und  Bestfonctionen  dieser 
Entwicklung  bezw.  mit  gk(^x\  Zk(x)y  Nk(x)  und  fk(x),  so  gilt  die 
Relation: 

Nt(x)Zx{x)  -  Nx{x)Z,(x)  =  f,  +  r(x)Nxix)  -  Nx  +  ifkix).     (34) 

Da  die  Grade  der  genannten  Functionen  bezw.  ttik— ttt-i,  njt—ni^ 
Mjb,  —  fik  sind,  so  folgt  hieraus,  dafs  der  Grad  beider  Seiten  gleich 
«*—  Wji  +  i  ist,  für  A;  >  X,  und  dafs  die  Entwicklung  von  fr(x)N'r{x) 
nach  fallenden  Potenzen  von  x  mit  1  beginnt. 


4128)  p.  59. 

4129)  nr.  9,  p.  99.  Er  bemerkt  dazu:  die  beiden  Formeln  (S8)  seien 
fclr  die  Theorie  der  Interpolation  fundamental.  Eronecker  habe  bemerkt, 
daÜB  sie  die  ip  vollständig  definiren. 

4180)  Wien.  Ber.  80,,  1879  (80),  p.  768. 
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In    der   Entwicklung    einer   analytischen   Function   f{x)   nach 
den  Nri 

OD 

(35)  f{x)^^A,{x)N,{x) 

werden  die  Afi  im  allgemeinen  rationale  ganze  Functionen  yon  x 
sein,  deren  Grad  höchstens  gleich  n^  +  :  —  ft^ — 1  ist;  wird  mit  E 
der  ganze,  mit  JS  der  gebrochene  Bestandteil  einer  Function  be- 
zeichnet, so  ergiebt  sich: 

(36)  A^'-E{g^^,{x)R (fix) U^^ix)) ) ; 

speciell,  wenn  die  zu  Grunde  gelegte  Kettenbruchentwicklung 
regulär,  also: 

(37)  9fi{^)  ^  7fi^  +  ^h 
ist: 

(38)  A^=-y,{f{x)U^,{x))^.,. 

Ist  f{x)  eine  ganze  Function  von  niedrigerem  Grade  als  n,  und 
ersetzt  man  in  (36)  f(x)  durch  die  Interpolationsformel: 

(39)  /^(-)-2^-4k^' 


fsl 


unter  den   a,  die  Nullstellen  von  Z^  verstanden,  so  reduciren  sich 
die  Ausdrücke  (36)  und  (37)  auf*^«*): 

bezw.: 

(41)  A,  -  y,2, N^j^^ 

Setzt  man  femer  in  der  so   entstehenden  Interpolationsformel   f(jt) 
^Nff(x)^  so  liefert  sie  die  Relationen*^**): 


(42) 


^ jy^(«Oiy,(s)  ^t(«,)  gM.n(«)-g^.n(«,)    |oftr^+^, 


.-^       ^iw  *-«^ 


4181)  p.  765. 

4182)  p.  767.    Qegenbauer  erwähnt,  dafs  EFonecker  einen  apedellen 
Fall  dieser  Relationen  aufgestellt  habe. 
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sowie  den  umgekehrten  Satz,  dafs  Fnnctionen,  die  solchen  Relationen 
genügen,  sich  von  den  N  nur  durch  constante  Eactoren  unterscheiden 
können.  Weiter  ergiebt  sich,  dafs  die  Function  0(x)  Tom  Orade 
Wr+i —  1,  die  die  Summe: 


*  Z 


W 


zu  einem  Minimum  macht  ^  mit  dem  Aggregat  der  r  ersten  Terme 
der  Interpolationsformel  (35)  übereinstimmen  mufs^^^);  sowie  dafs 
diejenige  Function,  die  die  Summe: 


»* 


unter  der  Nebenbedingung  zu  einem  Minimum  macht,  dafs  der 
Coefficient  der  höchsten  Potenz  Ton  x  in  ihr  gleich  1  sein  soll,  bis 
auf  einen  constanten  Factor  mit  Nr  identisch  ist,  sodafs  man  von 
hier  aus  auch  zu  Functionen  gelangen  kann,  die  für  gegebene 
Argumentwerte  möglichst  wenig  von  Null  abweichen.  Zum  Schlufs 
giebt  er  an,  dafs  das  Minimumtheorem  sich  auch  leicht  umkehren 
läfst,  wenn  die  Eettenbruchentwicklung  regulär  ist*^**). 

Bald  darauf  giebt  Gregenbauer  noch  folgende  Sätze  ^^^^):  Seien 
zwei  Functionenfolgen  i/;*(a?)  vom  Grade  n*,  g>k{^)  vom  Grade 
Wjk — wi  gegeben,  für  welche: 


"*  '  ^        f      0       für  tf  <Wr+i—  1,        ,     ^ 

(45) 

«r+O      „      <y  =  «r  +  l—  1, 


wenn  mit  a,  die  Nullpunkte  von  'il>k  bezeichnet  werden.  Eine  ganze 
Function  F(x)^  deren  Grad  ^  «*  —  1  ist,  läfst  sich  dann  auf  die 
Form  bringen: 

F(x)^^Ä^{x)^^{x),  (46) 

in  der  Ä^  eine  ganze  Function  von  einem  Grade  ^  n,.  + 1  —  n^  —  1 
bezeichnet;  und  zwar  ergiebt  sich: 

Ar\      "^  ^d"^)  %(''*)  M""')      r       \  (A'7\ 


418S)  p.  769.    4184)  p.  774.    4185)  ib.  81,,  1880,  p.  576. 
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Wird  hier  für  F(x)  eine  durch  t/;r-i  teilbare  Function  genommen, 
so  ergiebt  sich  eine  Recursionsformel  zwischen  drei  aufeinander- 
folgenden Functionen,  aus  der  hervorgeht,  dafis  die  tj;  eine  Stürmische 
Folge  bilden,  und  zwar  eine  Yollständige  fOr  fi*  =*  Ä*^**).  Für  die 
Xfi  findet  man: 


(48)  Xf*  (^1  y)  =  const. 


9f,  +  ii^)  -  9^  +  i(3f) 


X  —  y 


wo  fffi+i  eine  in  der  erwähnten  Recursionsformel  auftretende  Function 
vom  Grade  n^  +  i  — n^  ist^^'^).  Es  folgt  dann  noch,  dafis  auch  die 
ipk  eine  Stürmische  Folge  bilden*^*®). 

Femer  giebt  Oegenbauer  noch  folgenden  Satz  ***•):  Für  irgend 
welche  Wertsysteme  (a?,  y)  sei  die  Reihe: 

gleichmäfsig  convergent;  die  %  seien  ganze  Functionen  von  a;,  ohne 
quadratische  Teiler,  die  /*^  ganze  Functionen  von  y^,  deren  Ent- 
wicklung nach  fallenden  Potenzen  von  y  bezw.  mit  y~~^  beginne, 
überdies  so  beschaffen,  dafs  eine  Entwicklung  nach  ihnen,  wenn 
überhaupt,  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist;  dann  büden  die  x  oi^e 
Stürmische  Folge,  und  die  f  genügen  analogen  Relationen,  sodafs 
man  sie  Stürmische  Functionen  zweiter  Art  nennen  kann.  Für  die 
Entwicklung  einer  beliebigen  Function  nach  den  %: 

(50)  f{'')-^Ä^XMi^) 
gut  dann: 

(51)  Ä^=^y^  +  i  {/•(x)/*^  +  i(^)},-i. 

Die  Untersuchungen  von  J.  P.  Gram*^*®)  gehen  direct  von  den 
Vorstellungen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus,  speciell  von 
der  Frage  *'*^):  Für  eine  Anzahl  gegebener  Argumentwerte  x^  sind 
zugehörige  Functionswerte  y^  vorgeschrieben;  eine  Function  T(x) 
soll  so  bestimmt  werden,  dafs  ihre  zu  diesen  Argumentwerten  ge- 
hörenden Werte  die  Summe: 


4186)  p.  579.         4137)  p  580.         4188)  p.  582.         4189)  p.  587. 

4140)  DisB.  Kjöbenh.  1879;  Auszug  „in  etwas  geänderter  und  ver- 
voUständigter  Form''  J.  f.  Math.  94,  1888,  p.  41.  Vgl.  R.  Radau,  Bull. 
astron.  8,  1890,  nr.  82,  p.  889. 

4141)  p.  8  bezw.  p.  42. 
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^  d\xr)  (Yixr)  -  y.y  (52) 

7U  einem  Minimum  machen,  unter  0^(x)  eine  im  ganzen  Intervall 
positive  gegebene  Function  verstanden;  und  zwar  soll  diese  Function  Y 
aus  allen  in  der  Form: 

n 

T^^an^kX,  (63) 

enthaltenen  ausgewählt  werden,  in  der  die  Xk  gegebene  Functionen 
von  Xy  die  a^^k  disponible  Constante  bedeuten.  Werden  die  be- 
kannten Oröüsen: 

2  X^ixi)  Xtixi)  e\x;)  =  i?.*,      ^  XM(xi)  e\xt)  y,  =  «*    (54) 

l  l 

gesetzt,  so  fahren  die  gewöhnlichen  Bedingungen  des  Minimums  auf 
ein  Gleichungssjstem  der  Form: 


Bk^^OLnvP.k'  (55) 

Um  es  aufzulösen,  fELhrt  Gram^^^')  die  Gorrectionsgröfsen: 

tny  ="  ö«»  —  «ji-l,y,       ?«,«=*  ««,«  (56) 

ein,  die  zutreten,  wenn  man  von  der  Lösung  des  Problems  fOr  einen 
(n  —  l)-gli6drigen  Ausdruck  (53)  zu  der  für  einen  n-gliedrigen 
übergehen  will,  und  setzt  auTserdem: 

n 
On  =  8n  —^  an-i,vPnt\  (57) 

er  erhält  dann  zunächst: 

inr-'Pnr-'.-'P''^  (58) 

WO  mit  P  die  Determinante  ^"^PnPn  •  •  -Pnn  und  mit  P*  die 
in  ihr  zu  ^  complementäre  ünterdeterminante  bezeichnet  wird. 
Andererseits  ergiebt  sich  durch  directe  Auflösung  des  Systems  (55): 

und  folglich  gilt  für  beliebige  Multiplicatoren  ky  die  Gleichung: 


4149)  p.  10  (p.  48). 

J»hreib«rloht  d.  DeaUchen  Msthem.- Vereinigung.    X.  54 
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(60)  2  *•  f-  =  -'-  -p(r--i)^öö 

Werden  für  diese  Mnltiplicatoren  ky  die  gegebenen  Functionen  X^ 
genommen  und  wird  dann  in  Bezug  auf  n  von  n  =»  1  bis  n  =>  n 
summirt,  so  erhftlt  man  die  gesachte  interpolatorische  Darstellung, 
^^lan  erkennt,  dafs  die  X  in  ihr  nur  in  den  Verbindungen: 

(61)  ^,-2^'^^^ 

auftreten;  sie  kann  geschrieben  werden: 

(62)  r  =^  -'-  -^,_-,^-^^ —  M^y 

Hier  läfst  sich  der  Nenner  noch  vereinfachen;  es  ergiebt  sich  nämlich 
aus  der  Definition  der  t|;y,  bei  Berücksichtigung  eines  bekannten 
Determinantensatzes***') : 

t  t        k        l 

Damit  ist  gezeigt,  dafs  der  allgemeine  Ansatz,  von  dem  Gram  aus- 
gegangen war,  doch  schliefslich  auf  die  schon  von  Tscheb jscheff 
betrachteten  Entwicklungsformen  führt.  Gram  nennt  derartige  Ent- 
wicklungen Interpolationsreihen. 

Aus  diesen  Interpolationsreihen  erhält  er  dann  unendliche 
Reihen*^**),  indem  er  die  gegebenen  Argumente  äquidistant  annimmt 
und  ihre  Distanz  unter  jede  Grenze  sinken  läfst  Er  macht  übrigens 
ausdrücklich  darauf  aufinerksam***^),  dafs  man  nicht  jede  vorgelegte 
Reihe,  so  wie  sie  ist,  als  Interpolationsreihe  auffassen  könne,  da  es 
nicht  immer  möglich  sei,  positive  Gewichte  0*  von  der  Art  zu  finden, 
dafs  die  Sununen  bezw.  Integrale  (63)  alle  Null  werden.  Femer 
zeigt  er,  wie   die  trigonometrischen  Reihen***^),   die  Entwicklungen 

4148)  p.  14  (p.  44).         4144)  p.  16  (2,  p.  47).         4145)  p.  18. 
4146)  p.  19.    Er  verweist  auf  Bessel*"«)  und  Töpler»"*),  J.  f.  Math, 
p.  41  auch  auf  Plarr*"»). 
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nach  Legendre'schen  Polynomen^^^^  und  zwei  Arten  von  Entwicklungen 
nach  Cylinderfunctionen^^^)  unter  seine  allgemeinen  Ansätze  sich 
subsumiren. 

Der  Ausdruck  für  die  Sunune  der  Fehlerquadrate  reducirt  sich 
vermöge  der  Relationen  (63)  auf*"*): 

V 

aus  ihm  ergiebt  sich  für  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  der 
Gewichtseinheit  des  wahrscheinlichsten  Wertes: 

m;  =  Jlf.(m-«)-S  (65) 

unter  m  die  Anzahl  der  Beobachtungen  verstanden.  Wenn  dieser 
Wert  genügend  übereinstimme  mit  dem  (unter  Berücksichtigung  der 
Gewichte  gebildeten)  mittleren  Fehler  der  Beobachtimgen,  und  wenn 
die  Fehler  überdies  nach  dem  Fehlergesetz  verteilt  seien,  sei  man 
berechtigt,  die  gefundene  Interpolationsformel  als  im  ganzen  correcte 
Darstellimg  des  den  Beobachtungen  zu  Grunde  liegenden  Natur- 
gesetzes anzusehen.  Für  continuirliche  Beobachtungen  erhalte  man 
durch  Grenzübergang: 

mj  =  MJL,  (66) 

unter  L  die  Länge  des  Beobachtungsintervalls  verstanden*^^). 
Übrigens  sei  zu  beachten,  dafs  man  auf  eine  ebensogute  Darstellung 
des  Differentialquotienten  der  Function  durch  die  Interpolations- 
formel nicht  rechnen  dürfe  *^^^). 

Die  Convergenzfrage  bespricht  Gram  unter  der  Voraussetzung, 
dafs  die  Functionen  tj}^  stetige  oder  doch  nur  in  einzelnen  Punkten 
integrirbar  imendliche  Functionen  seien,  und  daüs  das  Gewicht  im 
ganzen  Intervall  einschliefslich  der  Grenzen  positiv  sei*^^^).  Er 
behauptet,  es  komme  dann  nur  auf  die  Untersuchung  des  Grenz- 
wertes   lim  M^    an;    wenn    dieser    Grenzwert   Null    sei,    könne    die 


n  —  CO 


Beihensumme  in  keinem  noch  so  kleinen  Teüe  des  Intervalls  durchweg 
von  der^zu  entwickelnden  Function  verschieden  sein*^^^,  und  auch 
in   etwaigen  Ausnahmepimkten  müsse  die  Differenz  zwischen  beiden 

4U7)  p.  21.         4148)  p.  22.         4149)  nr.  2,  p.  23  (p.  47). 

4160)  p.  26.         4161)  p.  26.         4162)  p.  27  (J.  nr.  3,  p.  56). 

4163)  Der  Fehlschlufs  besteht  erstens  darin,  dafs  die  Existenz  der 
Summe  als  selbstverständlich  vorausgesetzt  und  nur  nach  ihrem  Werte 
gefragt  wird;  zweitens  in  der  gliedweisen  Integration. 

54  • 
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die  Eigenschaft  haben,  dafs  die  betreffenden  singulttren  Integrale  (im 
Sinne  Cauchys)  verschwinden.  Er  behauptet  sogar^^^),  solche 
Ausnahmepunkte  könnten  nur  auftreten,  wo  entweder  6*^==  0  ist, 
oder  alle  i^f^  Null;  oder  einige  von  ihnen  unendlich;  oder  endlich 
die  zu  entwickelnde  Function  unstetig.  Für  Werte  von  x^  an  denen 
diese  letztere  einen  endlichen  Stetigkeitssprung  aufweist,  findet  er, 
die  Minimumsbedingung  verlange,  dafs  die  Beihensumme  dort  gegen 
einen  Wert  convergire,  der  die  Differenz  der  beiden  Functionswerte 
im  Verhältnis  ihrer  Gewichte  teile. 

Wenn  M^  gegen  eine  von  Null  verschiedene  Grenze  convergire, 
sei  das  ein  Zeichen,  dals  das  System  der  Entwicklungsfimctionen 
nicht  „vollständig^^  sei^^^^);  d.  h.  es  gebe  dann  noch  mindestens  eine 
Function  R{x)  von  der  Beschaffenheit,  dafs: 

(67)  fO^(^)%  (^)  B{x)dx-^0     für  jedes  v. 

Als  Kriterium  für  die  Vollständigkeit  eines  Systems  giebt  er  an: 
wenn  eine  Function  f(x,  z\  die  an  einer  willkürlichen  Stelle  e  einen 
Unstetigkeitspunkt  hat,  sich  entwickeln  lasse,  könne  man  auf  die 
Vollständigkeit  des  Systems  und  damit  auch  auf  die  Entwickelbarkeit 
einer  willkürlichen  anderen  Function  schliefsen,  wenn  sie  nicht 
„oscillirend^^  sei^^*^*).  Er  zeigt  dann,  dais  die  oben  als  Beispiele 
betrachteten  Systeme  von  Entwicklungsfnnctionen  vollständig  sind. 
Eigentümliche  Verhältnisse  weisen  dabei  die  im  Intervall  (0  •  •  •  oo) 
geltenden  Entwicklungen  nach  den  Cylinderfunctionen  Jv{x)i  mit 
ö(a:)=aj"S  auf***'),  von  denen: 

OP 

(68)  x^2^(2v'Vl)J^.^i{x) 

ein  Beispiel  sei;  bei  ihnen  nimmt  M^  mit  wachsendem  n  die  Form 
oo  —  oo  an,  sie  seien  daher  als  semiconvergente  Entwicklungen 
anzusehen,  die  nur  für  kleine  Werte  von  x  mit  Vorteil  zu 
brauchen  seien. 


4154)  p.  28. 

4165)  p.  Sl.    Der  Beweis  beruht  allerdings  auf  gliedweiser  Integration. 

4156)  Als  Beispiel  einer  „oscillirenden**  Function  führt  er  lim  cosp« 

an,  womit  freilich  nichts  anzufangen  ist.  Infolgedessen  lä&t  sich  audi 
seine  Behandlung  des  Verhaltens  der  Reihe  an  den  krituchen  Punkten 
nicht  halten. 

4157)  p.  43. 
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Der  dritte  Absclinitt^^^^  enthält  Anwendungen  der  allgemeinen 
Sfttze  auf  spedelle  Entwickinngen.  Gram  zeigt  znnftchst,  da£s  ihre  An- 
wendung auf  Potenzreihen  zu  den  Entwicklungen  nach  L^endre'schen 
Polynomen  führe,  die  Anwendung  auf  Reihen  der  Form: 

2'«^^'  (69) 

zu  Entwicklungen  nach  einer  speciellen  Art  von  Jacobi'schen  Poly- 
nomen***^*). Dann  erw&hnt  er***®)  Heine's  Entwicklungen  nach 
Näherungsnennem  von  EettenbrÜchen  **'*);  sie  lieferten  die  allgemeine 
Form  ftb*  die  Ausgleichung  einer  Potenzentwicklung  bei  Benutzung 
beliebiger  Gewichte,  man  müsse  dazu  nur  die  in  einer  yon  Heine 
später***®*)  gegebenen  Gleichung  auftretende  Function  %  so  be- 
stimmen, daTs  die  N  Polynome  werden.     Die  Annahme: 

fährt  auf  die  allgemeinen  Jacobi'schen  Polynome;  die  speciellere 
A  =»  |ii  =  —  j  wieder  auf  die  trigonometrischen  Beihen.  Andere 
Annahmen  des  Gewichtes  führten  auf  Schwierigkeiten;  Gram  verfolgt 
noch  die  Annahme****): 

e{x)  =  (1  +  x)*.  (71) 

Manchmal  fELhre  eine  Induction  aus  den  Werten  der  ersten  Ent- 
wicklungsfunctionen  zum  Ziele. 

Dann  bespricht  er  noch  kurz  diejenigen  Entwicklungsformen, 
die  aus  den  Ansätzen: 


«-  ^K-^      a 


hervorgehen****);  sowie  Reihen,  in  welchen  auTser  Potenzen  von  x 
noch  ein  Glied  mit  log  x  vorkommt****).  Endlich  giebt  er  eine 
Anzahl  von  Beispielen  von  Entwicklungen  specieller  Functionen****). 
Ebenso  enthält  der  nächste  Abschnitt  ^**^)  eine  Sammlung  von  ver- 
schiedenen Interpolationsformeln;  namentlich  solche  der  Form: 

^a^x(x'^l)"^{x^v+l)  (73) 

sowohl  für  gleiche  Gewichte,  als  auch  für  Gewichte  der  Form****): 


e 


(-)=(;)•  (74) 


4158)  nr.  3,  p.  45;  J.  4,  p.  67.         4169)  p.  48.    Vgl.  §  84. 

4160)  p.  62.   4160a)  Handb.  der  Eugelf.  2.  Aufl.,  1,  Berl.  1878,  p.  291. 

4161)  DisB.  p.  66.    4162)  p.  66.    4168)  p.  68. 
4164)  nr.  4,  p.  73.    4166)  p.  81.    4166)  p.  86. 
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Der  letzte  Abschnitt  enthält  Beispiele  hierzu,  namentlich  Ent- 
wicklungen solcher  Functionen,  wie  sie  in  den  Anwendungen  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  Versicherongswesen  aufkreten^^*^. 
Er  ündet  es  dabei  zweckmftfsig,  nicht  die  eigentlich  gesuchte  Function 
selbst  zu  entwickeln,  sondern  eine  solche  Function  von  ihr,  dals 
man  die  Glewichte  der  einzelnen  Beobachtungen  als  einander  gleich 
annehmen  könne.  AuTserdem  setzt  er  noch  auseinander^^^ ,  da(s 
man  zur  Interpolation  im  engeren  Sinne  von  den  von  ihm  be- 
trachteten Formeln  gegenüber  den  gewöhnlichen  Interpolationsformeln 
wesentliche  Vorteile  nicht  erhoffen  könne,  wenn  die  Fnnctionswerte, 
von  denen  man  ausgehe,  genau  bekannt  seien;  wenn  aber  diese 
Werte  selbst  schon  mit  Beobachtungsfehlem  behaftet  seien,  so  liege 
die  Sache  anders.  Er  giebt  an,  wie  die  Formeln  fdr  diesen  speciellen 
Zweck  einzurichten  seien.  Man  könne  sie  dann  sogar  dazu  benutzen, 
um  einzelne  Functionswerte  aus  einer  Tabelle  mit  grölserer  Genauig- 
keit zu  entnehmen  als  die  der  Tafel  selbst  ist.  Auch  bespricht  er 
die  Benutzung  der  Formeln  zur  Ausgleichung  direct  beobachteter 
Functionswerte,  doch  nicht  ohne  auf  die  damit  eingeführten  syste- 
matischen Fehler  au&erksam  zu  machen  und  vor  kritikloser  Aus- 
gleichung zu  warnen  ^^^*).  Endlich  erwähnt  er  noch  die  Ausgleichung 
mit  Hilfe  derjenigen  Formeln,  die  die  Gewichte  als  zu  den  Binomial- 
coefficienten  proportional  voraussetzen*^'®),  sowie  eine  von  Wool- 
house  gegebene  und  in  der  englischen  Yersicherungstechnik  viel 
verwendete  Annäherungsformel,  die  er  übrigens  wie  alle  mecha- 
nischen Ausgleichungsformeln  nur  als  einen  Notbehelf  ansehen 
wül*"i). 

Ein  Aufsatz  von  C.  Posse^^^')  schliefst  sich  an  eine  andere 
Untersuchung  Tschebyscheff's  an.  Tschebyscheff  hatte  in  einer 
russisch  geschriebenen  Abhandlung  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs 
man  bis  dahin  kein  Mittel  besitze,  den  Fehler  abzuschätzen,  den 
man  begeht,  wenn  man  die  R^ihe  bei  einem  bestinunten  Gliede  ab- 
bricht. Dagegen  hatte  er  einen  Satz  bewiesen,  der  als  Ver- 
allgemeinerung des  Parsevarschen  Satzes  ^^^)  auf  die  Reihen- 
entwicklungen der  hier  vorliegenden  allgemeineren  Art  angesehen 
werden  kann,  nämlich:   sind: 


4167)  p.  96.  4168)  p.  107.  4169)  p.  114.  4170)  p.  117.  4171)  p.  121 
4172)  Darb.  Bull.  (2)  7,  1888,  p  214;  reproducirt  in  Posse's  Schrift 
Bur  quelques  applicationB  des  fractions  contiiiues  alg^riques,  Petenb.  1886, 
IT,  2,  p.  82.  Weitere  russische  Litteratur  findet  sich  bei  A.  Wassilieff, 
P.  L.  TflchebyBcheff  und  seine  wissenschafUichen  Leistungen,  licips.  1900, 
p.  24  (statt  F.  d.  M.  19,  p.  222  ist  dort  p.  282  zu  lesen). 
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«x=^^m^«(*).        «,-^-»m^«('f)  (75) 

die  fOr  das  Intervall  (a  .  .  .  2>)  gültigen  Entwicklungen  der  Functionen 
ti,  V  nach  den  Functionen,  so  ist: 

6 


/■ 


frm^dx 


und  für  diese  Reihe  hatte  er  ohne  Beweis  zwei  Sfttze  gegeben,  die 
eine  Abschätzung  des  Restes  ermöglichen:  das  Vorzeichen  des  Restes 
ist  dasselbe,  wie  das  des  Productes  der  n***  Ableitungen  von  u  und 
von  f;,  wenn  diese  Ableitungen  im  Intervall  ihr  Zeichen  nicht 
wechseln;  und  der  absolute  Betrag  des  Restes  ist  nicht  gröfser  als: 

b 
a 

unter  27,  V  die  Maxima  der  Beträge  dieser  Ableitungen  verstanden. 
Posse  giebt  nun  zunächst  eine  Darstellimg  des  Restes  durch  den 
Quotienten  eines  (n  +  1) fachen  und  eines  n fachen  Integrals;  aus 
dieser  Darstellung  ergeben  sich  die  beiden  von  Tschebyscheff  aus- 
gesprochenen Sfttze. 

Hugoniot^^^')  entwickelt  noch  einmal  im  Anschlüsse  an 
Plarr^^^^),  aber  wie  es  scheint  ohne  Kenntnis  der  übrigen  Litteratur, 
dafs  das  aUgemeine  Minimumtheorem  ^^^)  nur  an  den  Integral- 
relationen hängt;  unter  der  Voraussetzung  continuirlich  gegebener 
Functions  werte  und  unter  Beschränkung  auf  0(x)^  1.  Dann  fügt 
•er  hinzu:  „rien  n'empeche  de  faire  croitre  ce  nombre  [die  Anzahl 
der  Entwicklungsglieder]  au  dela  de  toute  limite^*;  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dazu  sei: 


b  /     b 


(  ft.(x)/-(x)da:)    ^Jfixydx.     (78) 

Er  behauptet  merkwürdigerweise,  die  Reihe  convergire  immer,  aber 
nicht  gegen  f(x\  wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  sei^^^^).  Eine 
folgende  Note^^*^^)   macht  noch  darauf  aufinerksam,   dafs  man   aus 

4178)  Par.  C.  R.  96,  1882,  p.  907. 

4174)  nr.  4,  p.  909.  P.  du  Bei s  Reymond,  ib.  96,  1888,  p.  61  bemerkt 
dazu:  diese  Behauptung  werde  durch  bekannte  Fälle  der  Divergenz 
widerlegt. 

4175)  p.  988. 
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ner  beliebigen  Folge  Ton  Functionen  /*,  zu  Functionen  '^^  gelangen 
Snne,  für  die  das  Integraltheorem  gilt,  indem  man  allgemein: 


einer 
könne, 


(79)  ^ni^Ö -^ '^nrfÄ'Ö 


r  =  0 


setze  nnd  die  Coefficienten  a^^  entsprechend  bestimme.     Sind  die  f 
die  Potenzen   1,  x^  x^^  . .  ,y   so    werden  die  iff  die  Legendre'schen 
Polynome. 

Weitere  Ausführungen  über  die  nach  Nfiherungsnennem  von 
Kettenbrüchen  fortschreitenden  Entwicklungen  hat  G.  Posse  als 
besondere  Schrift  yeröfifentlicht.  Er  giebt  einen  Beweis  der  Yon 
Heine *^^')  ausgesprochenen  Satze *^'*);  dann  zeigt  er*"'),  dals  man  die 
n  ersten  Olieder  der  Kettenbruchentwicklung  bestimmen  kann,  wenn 
man  die  2n  ersten  Glieder  der  Entwicklung  des  Integrals  nach 
Potenzen  von  a?,  d.  h.  die  Werte: 


(80)  a,^ff(z)z* 


dz 


kennt.  Femer  leitet  er  aus  dem  von  Heine  gegebenen  Aoadrack 
von  B^  durch  ein  einfaches  Integral  (§  83,  23)  durdi  Entwicklnng  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  die  Integraltheoreme  ab  imd  fällst  sie  in. 
die  Formel: 

b 

(81)  //•(y)9'.(y)ö,-i(y)dy  =  o 

a 

zusammen,  in  der  O^^i  jede  rationale  ganze  Function  von  nicht 
höherem  Grade  als  n  —  1  bedeuten  kann*^'^).  Daraus  ergiebt  sich 
[nach  der  Methode  von  Poisson  **'*)],  dafs  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

9«(y)  ™  ^  *^^®  ^®®^  ^^  ^^^  ^®*^  Intervall  (a  ,  .  .h)  angehören**"). 
Wird  dann  irgend  eine  Function  (P,  deren  Grad  ^  n  —  1  ist,  durch 
N^  dividirt,  sodafs  man  erhält: 

(82)  <I>  -  N,e„_,  +  r._i 

und  nach  Lagrange: 


.  4176)  nr.  8,  p.  4.  4177)  nr.  5,  p.  7.  4178)  nr.  6,  p.  10. 
4179)  nr.  7,  p.  11.  Posse  bemerkt  p.  18,  dafs  man  den  Beweis  der 
Unmöglichkeit  einer  reellen  Wurzel,  einer  Doppelwursel,  oder  mehr  als 
einer  Wurzel  aufeerhalb  des  IntervaUes  audr  fahren  könne,  wenn  man  nur 
voraussetze,  dafs  die  Gleichung  (81)  gelte,  sobald  6  von  niedrigerem  als 
dem  n  —  1*"  Grade  sei 
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r       ,=V ^iM ^U\ 


(83) 


SO  folgt  durch  Integration**®^): 

Jm  <P(y)  dy  -2  ^{§  *  W-  (8*) 

Aus  einer  bei  Ableitung  dieses  Resultats  benutzten  Gleichung  ergiebt 
sich  durch  Entwicklung  unter  dem  Integralzeichen  nach  Potenzen 
Ton  y  —  B  und  Berücksichtigung  der  Oleichung  (81),  dafs  die 
Quotienten  Z^(0^)/N^(ej)  alle  positiv  sind,  und  daraus,  dai's  die 
Wurzeln  von  Z^  alle  reell  sind,  dem  Intervall  angehören  und  durch 
die  Wurzeln  von  N^  voneinander  getrennt  werden*^*).  SchlieMich 
stellt  er  neben  die  betrachtete  Entwicklung  noch  die  der  drei 
anderen  Integrale****): 

r(y-a)f(y)dy^      r(f>-y)fiy)dy  ^      r{y-a){h-y)f(y)dy     .^^. 


a  a  a 


Das  zweite  Capitel  enthält  die  Anwendung  dieser  Sätze  auf  die 
Interpolation  nach  .der  Methode  der  kleinsten  Quadrate**^),  um 
imter  allen  rationalen  ganzen  Functionen  n*^  Grades  diejenige  O 
zu  finden,  die  das  Integral: 

b 

f^\x)f{x)dx  (86) 


<( 


zu  einem  Minimum  macht,  entwickle  man  O  nach  den  N^\  man 
findet  dann  mit  Hilfe  der  Integraltheoreme,  dafs  <Z> » ^^  die  Lösung 
ist.     Ist  femer  Si  eine  gegebene  Function  und  soll: 

f{x)  \0{x)  —  Sl{x)y  dx  (87) 

a 


ß 


ZU  einem  Minimum  gemacht  werden,  so  erhält  man  ebenso  den  von 
TschebyscheflF  gegebenen  Ausdruck  §  82,  (42)  **•*). 


4180)  Th^or.  8,  p.  14. 

4181)  Th^r.  4,  p.  16.    Auch  bei  diesen  Sätzen  gilt  entsprechendes, 
wie  bei  *"•);  p.  17. 

4182)  nr.  8,  p.  17.         4183)  ü,  nr  1,  p.  28.         4184)  p.  30. 
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Einige  weitere  Untersuchungen  über  derartige  Entwicklungen 
giebt  noch  J.  Deruyts**®*).  Er  geht  von  der  allgemeinen  Voraus- 
setzung aus,  dafs  man  zwei  Folgen  von  Functionen  tf;,,  ^r  ^^^9 
von  der  Beschaffenheit,  dafs: 

(88)  h.(x)x,ix)dx^ 

sodais  die  Coefficienten  der  Entwicklung: 

(89)  f(x)^^Ä,^,(x) 
die  Werte  haben: 

(90)  A,  ^ß^'^'^  ^(''^  ^''- 
Wird  dann: 

(91)  2  ^r^'  =  -^C^) '         2  ^  (""^ ''  "  ^('^'  ^) 

gesetzt,  so  ergiebt  sich: 

(92)  -^(a^)=  fx(x,z)dz. 

Ist  umgekehrt  tp,  durch  ein  Integral  der  Form: 

^ (^;  «'n  «^2» .  •  •)  ^ (^;  ^\^  «'j»  •  •  •) ^^1  dv^'  ' 

gegeben,  so  könne  man  „presque  toujours^^^^^)  Summation  und 
Integration  vertauschen  und  schreiben: 

also  f  aus  F  ableiten.  Auch  gehe  aus  dem  Beweise  hervor,  da£s 
das  innerhalb  des  Convergenzgebietes  von  X  die  einzige  Lösung  der 
Gleichung  (92)  sei  [?].  Femer  giebt  er  die  folgende  Verallgemeinerung 
des  Parsevarschen  Satzes*^*)  für  diese  Entwicklungen:  Wenn: 

(95)  /•(x)=2^,t,(*),       P(*)  =2b,x,(x), 
SO  ist: 

(96)  Jmoi^)  dx  =^  Ä,B,; 
sowie  das  Minimumtheorem:    Ist: 


4185)  Bruz.  m^m.  cour.  4,  47,  1886;  vom  März  1886. 

4186)  Mansion'a  rapport  kritisirt  diese  Behauptung,  Brox.  BuU.  (8)  9, 
1885,  p.  526. 
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f{x)~^A,^,{x),     fix)  =^^  A^x^ix)  (97) 

und  sollen  die  Coefficienten  a  so  bestimmt  werden,  dafs  das  Integral: 


ysrü 


w  n 

fix)  -^ a^^.ix)       fix)  -^a.T^ix) 


»-  =  0 


dx       (98) 


zum  Minimum  wird,  so   wird  diese  Aufgabe  durch  «^=^^  gelöst. 

Aufserdem  giebt  er  noch  Verallgemeinerungen  auf  Functionen 
von  mehreren  Veränderlichen  *^®''},  sowie  eine  Untersuchung  des 
speciellen  Falles,  dafs  '^Xx)/i^{x)  das  Product  einer  von  x  un- 
abhängigen Gröfse  a^  und  einer  vom  Index  imabhftngigen  Function 
ip{x)  ist^^^);  in  diesem  Falle  könne  man  die  abgeleiteten  Sätze 
auch  auf  Beihen  der  allgemeineren  Form  ^^y'^\{x)z*    ausdehnen. 

Der  folgende  Band  enthält  noch  etwas  allgemeinere  Ansätze****). 
Deruyts  fragt  jetzt  nach  „conjugirten  Polynomen",  fOr  die: 

jf(x)  P^{x)  Q^{x)  dir  =  0  für  n  +  w;  (99) 

a 

dabei  soll  f(x)  eine  im  ganzen  Intervall  positive  Fimction  bedeuten, 
und  der  Grad  eines  jeden  Q  (aber  nicht  notwendig  der  P)  soll 
gleich  seinem  Index  sein.  Er  zeigt,  unter  Berufung  auf  einen  Satz 
von  Liouville^'''*),  dafs  die  Gleichung  (81)  nicht  auch  noch  für 
«  =  w  bestehen  kann***^);  dafs  die  Gleichung  P^==0  mindestens 
n  verschiedene  reelle  Wurzeln  im  Intervall  hat****);  dafs  die  Q 
durch  die  P  bis  auf  constante  Factoren  bestimmt  sind  und  um- 
gekehrt****); dafs  in  der  Entwicklung  von: 


p. 


ix)fmSi  (100) 


nach   fallenden  Potenzen   von  x  keine  Glieder  mit   den  Exponenten 
—  1,  -—2,--,  —  n  vorkommen***'). 

Weiterhin  betrachtet  er  noch  den  Fall,  dafs  P„  eine  ganze 
Function  n**°  Grades  nicht  von  x  selbst,  sondern  von  x*  ist****);  er 
führt  zu  entsprechenden  Resultaten.     Wird  f(x)  durch  (x^  —  c*)  f(x) 


4187)  nr.  2,  p.  7.    4188)  nr.  8,  p.  8. 

4189)  ib.  48,  1886;  vom  Mai  86.    4190)  nr.  1,  p.  4. 

4191)  nr.  2,  p.  6.    4192)  nr.  8,  p.  6. 

4198)  nr.  4,  p.  6.    4194)  nr.  5,  p.  7. 
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ersetzt  (c  <,  (^  oder  >  6),  so  treten  an  Stelle  Ton  P^,  Q^  die 
Polynome: 

(101)  ^      "^ 

treten  noch  mehr  solche  Factoren  hinzu,  so  erh&lt  man  Quotienten 
Yon  Determinanten  höherer  Ordnung ^^^).  Schliefslich  bespricht  er 
noch  die  Beziehungen  dieser.  Sfttze  zu  Eettenbruchentwicklungen^^'*). 
Ein  an  anderer  Stelle^^*^  erschienener  Nachtrag  behandelt  den 
Fall,  dafs  in  den  P  bezw.  den  Q  nur  Glieder  mit  Torgesohriebenen 
ganzzahligen  Exponenten  k^  bezw.  l^  auftreten  dfirfen  und  da£i  an 
Stelle  des  Integraltheorems  (81)  ein  Summentheorem  der  Form  ge- 
geben ist: 

k 

(102)  ^  /•(«,)  P,  («,)  Q^  («,)  -  0  ftrn  +  m. 

Deruyts  beweist  zimächst  den  Hilfssatz,  dafs  die  Zahlenfolge: 

(103)  f  («,),  Fi«,),  . . .,  F(aJ 

mindestens  q  Zeichenwechsel  aufweist,  wenn: 

k 

(104)  2^W^"^    ^   <«0,  1,  2,  ...,g- 1 

ist^^^);  daraus  folgt  dann,  daJjs  die  Gleichung  (84)  nicht  auch  noch 
fOr  n  =  m  bestehen  kann^^*^);  dafs  die  P,  und  die  Q^  im  Intervall 
(oj  . .  .  aj^  je  n  einfache  Nullpimkte  und  aufserdem  keine  weiteren 
zwischen  0  und  -|-  oo  haben  ^^;  dafs  es  immer  Polynome  giebt, 
die  den  Bedingungen  genügen,  und  dafs  sie  bis  auf  constante 
Factoren  bestimmt  sind  (die  Annahme,  dafs  die  linearen  Gleichungen, 
von  denen  ihre  Bestimmung  abhftngt,  nicht  bestimmt  wären,  würde 
auf  einen  Widerspruch  mit  dem  Hil&satze  fahren)  ^^^);  da(s  die 
Entwicklung  yon: 

(105)  ^-(-)2'Ä 


4195)  nr.  7,  p.  10.        4196)  nr.  9,  p.  12. 

4197)  Li^ge  m^m.  (8)  14,  1888;  Tom  Febr.  87. 

4198)  nr.  1,  p.  4.         4199)  nr.  2,  p.  6. 
4200)  nr.  3,  p.  5.        4201)  nr.  4,  p.  6. 
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nach  eilenden  Potenzen  TOn  x  keine  Glieder  mit  den  Exponenten 
—  ^  -  1,  .  . .,  -  ^«^1  -  1  enthalt*«*«). 

Ist  jedes  k^  gleich  dem  entsprechenden  Z,,  so  fallen  die  P  mit 
den  Q  zusammen*^'):  man  erh&lt  dann  Polynome,  die  als  Ver- 
llgemeinenmg  der  TihebyBcheff'schen«»^  ang^Tehen  werfen  kSimen, 
indem  sie: 

znm  Minimum  machen. 

Durch  Grenzübergang  gelangt  Deruyts  wieder  zu  dem  Falle, 
dafs  Integrale  statt  der  Summen  auftreten*^.  Es  folgen  dann 
noch  einige  Auseinandersetzungen  über  die  Fälle,  dafs  Z^ »  5  ist*^'^) 
und  dabei  k^  =  «**»)  oder  k^2 n***').  Zum  Schlufs  giebt  er  für 
den  Fall,  dafs  die  Integraltheoreme  gelten,  eine  Bestimmung  des 
Eestgliedes  in  der  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  nach 
diesen  Functionen**^). 

Sehr  allgemeine,  aber  eben  dadurch  auch  sehr  unübersichtliche 
Untersuchungen  über  solche  Entwicklungen  hat  L.  Gegenbauer 
angestellt*^').  Er  bezeichnet  die  Teilnenner,  Näherungszähler, 
Näherungsnenner  und  Bestfunctionen  der  Kettenbruchentwicklung 
einer  Function  fi(x)  bezw.  mit  gx(x)^  9ji(^)»  '^xip'öi  fxip^)  ^^^  gewinnt 
für  alle  diese  Gröfsen  Determinantendarstellungen *^^^).  Die  all- 
gemeinen Formeln,  zu  welchen  er  gelangt,  sind  ziemlich  verwickelt; 
er  hebt  daher  selbst  eine  Reihe  von  Specialfällen  als  besonders 
wichtig  hervor****).  Durch  noch  weitere  Specialisirung  gelangt  er 
zu  Relationen,  die  für  Entwicklungen  nach  den  trigonometrischen 
Functionen  der  ungeraden  Vielfachen  eines  Winkels  dieselbe  Rolle 
spielen,  wie  die  Gleichungen  §  25  A  (14)  fOr  die  gewöhnlichen 
trigonometrischen  Entwicklungen,  sowie  zu  Fr.  Neumann's  Gleichungen 
(§  34,  5)  für  die  Legendre'schen  Polynome****).  Dann  knüpft  er  an 
früher  von  ihm  gefundene  Formeln  an,  die  den  ql^^  Näherungs- 
nenner  ^{(f)   der  regulären  Kettenbruchentwicklung  des  Productes: 

(^  —  ^i)"'  {^  —  y%y^  •  •  •  (x  —  y^^'rf^ix)     (n+ ..+  •  •  •  +  v=m)     (107) 

ausdrücken   durch  den  ^*«*,   (^  +  l)*««*,  .  .  .,  (^  +  nCf^  Näherungs- 
nenner   ^    der    Entwicklung    von    /i(x),    sowie    durch    die    Werte, 

4202)  nr.  6,  p.  7.         4203)  nr.  6,  p.  7.         4204)  nr.  7,  p.  8. 
4205)  nr.  8,  p.  9.         4206}  nr.  9,  p.  10.        4207)  nr.  10,  p.  11. 
4208)  nr.  12,  p.  18.         4209)  Wien,  Ber.  100^^,  1891,  p.  686. 

4210)  §  2,  p.  642.         4211)  p.  651.         4212)  p.  654. 
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die  diese  Nenner  und  ihre  Ableitungen  bis  zur  (v^ —  1)*"  ftr 
^  —  ^11  ^i)  •  •  •)  ^r  äiuiehnien^'^').  Er  erhält  so  Summen-  und 
Integraltheoreme,  unter  denen  auch  die  von  Fr.  Neumann  fttr  die 
zugeordneten  der  Legendre'schen  Polynome  gegebenen  (§  34,  5)  sich 
einordnen  ^'^^).  Weiter  leitet  er  [unter  einschränkenden  Voraus- 
Setzungen,  deren  Tragweite  nicht  leicht  zu  übersehen  ist]  Sätze  über 
die  Lage  der  Nullstellen  der  Näherungsnenner  von  (107)  ab^'^^),  aus 
denen  sich  speciell  Sätze  über  die  Lage  der  Nullstellen  der  Legendre'- 
sehen  Polynome  zu  denjenigen  trigonometrischer  Functionen****), 
sowie  Sätze  Ton  Posse**®*)  ergeben***^.  Von  diesen  Sätzen  macht  er 
dann  Gebrauch  zur  Aufstellung  von  Literpolationsformeln,  die  nach 
den  1/;  fortschreiten,  während  die  Wert«  der  zu  interpolirenden 
Function  für  die  Nullstellen  der  tf;  gegeben  sind****).  Das  specialisirt 
er  wieder  für  den  Fall,  dafs  nur  trigonometrische  Functionen  auf- 
treten*^*^); femer  leitet  er  eine  Anzahl  von  Sätzen  ab,  die  aussagen, 
dafs  gewisse  Gleichungen  von  complicirtem  Bau  eine  gerade  bezw. 
eine  ungerade  Anzahl  reelle  Wurzeln  besitzen****). 

E.  Va liier*"*)  giebt  noch  einige  Ergänzungen  zu  Tschebyscheff's 
ersten  Untersuchungen*®**).  Soll  f(x)  für  das  Intervall  (0  .  .  .  l)  dar- 
gestellt tmd  dabei  der  in  praxi  häufig  vorkommenden  Bedingung 
unterworfen  werden,  dafs  f(0)  genau  gleich  Null  sei,  so  tritt  an 
die  SteUe  der  Gleichung  §  82  (lO)  die  folgende: 

(108)       n'{L'-  fix)' }  -  rixy  { (1  -  «)»  -  (x  -  «)» } , 

in  der  a  eine  zunächst  zur  Verfügung  stehende  Constante  bedeutet; 
daraus  folgt: 

n  arc  cos  -j— — \ , 
und  damit  f(0)  =  0  wird,  mufs: 

COB 

(110)  « -" 


1   +   008-— 

^         2n 


genommen  werden.  Vallier  giebt  die  so  entstehenden  Functionen  f 
und  ihre  Nullstellen  für  n  =  2,  3,  .  .  .,  6.  Ist  der  Wert  f(p)  =  0 
nicht   mit  absoluter  Sicherheit,    sondern  nur  mit  grölserer  als   die 


4213)  nr.  3,  p.  668.    Vgl.  die  entsprechenden  Formeln  von  Denijrtfl  "•■). 

4214)  p.  664.         4216)  p.  666.         4216)  p.  668.         4217)  p.  670. 
4218)  §  4,  p.  671.         4219)  p.  672.         4220)  p.  674. 

4221)  Par.  C.  R.  116,  1893,  p.  712. 
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übrigen  beobachteten  Werte  bekannt,  so  schlägt  Yallier  Tor,  diesem 
Umstände  dadurch  Rechnung  zu  tragen,  dafs  man  0  zu  einer 
Doppelwurzel  von  /*  =  0  macht.  Das  fuhrt  auf  eine  Gleichung 
der  Form: 

«*  {L>-  f(xy}  =  x-Yi^yp^i^),  (111) 

unter  P^  eine  ganze  Function  4.  Grades  verstanden,  die  noch  ge- 
wissen Bedingungen  genügen  muTs.  Für  n  »  3  und  n  »  4  läfst 
sich  das  damit  gestellte  Problem  noch  algebraisch  behandeln;  Yallier 
giebt  die  Nullstellen  der  betr.  Functionen  f  an. 

Die  Dissertation  von  Kirchberge r*^^^)  bespricht  ebenfalls  den 
Fall,  dafs  der  gesuchten  Annäherungsfunction  an  beiden  Enden  des 
Intervalls  feste  Werte  vorgeschrieben  sind.  Er  kommt  zu  dem 
Resultate,  dafs  die  Hinzunahme  dieser  Bandbedingung  in  bestimmten 
FäUen  mit  einer  Erweiterung  des  Intervalls  identisch  sei****). 

Aulserdem  hat  Kirchberger  die  Ausdehnung  der  Tschebyscheff'- 
schen  Methoden  auf  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen  in 
Angriff  genommen***^).  Er  behandelt  zunächst  das  Problem:  in 
sieben  gegebenen  Punkten  (a^,  ß^)  der  Ebene  sind  Functionswerte  z^ 
vorgeschrieben;  eine  ganze  Function  2.  Grades  so  zu  bestimmen, 
dafs  die  gröfste  der  Differenzen: 

I /■(«„  ^,)  - -^J  (112) 

möglichst  klein  wird.  Auch  in  diesem  Falle  gut  das  Resultat,  dafs 
das  jedenfalls  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  alle  diese  Differenzen 
absolut  genommen  einander  gleich  sind.  Die  Aufgabe  ist  eindeutig 
bestimmt,  wenn  keine  sechs  der  sieben  Punkte  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen.  Aber  auch  in  diesem  Ausnahmefalle  kann  immer 
eine  Function  gefunden  werden,  die  das  Minimum  der  Abweichimg 
an  allen  sieben  Punkten  annimmt,  wenn  sie  nur  nicht  alle  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen****).  Wird  dieselbe  Aufgabe  für  mehr  als 
sieben  Punkte  gestellt,  so  genügt  es,  aus  diesen  Punkten  auf  jede 
Weise  sieben  herauszugreifen  und  für  sie  die  Näherungsfunction  zu 
bestimmen;  unter  allen  so  bestimmten  Functionen  hat  im  allgemeinen 
eine  und  nur  eine  die  Eigenschaft,  dafs  in  den  übrigen  gegebenen 
Punkten  der  Fehler  kleiner  ist***^).  Zum  Schlufs  spricht  er  ohne 
Beweis  den  allgemeinen  Satz  aus:  Soll  eine  Function  in  einem  ge- 
gebenen Intervall  angenähert  dargestellt  werden,  so  lassen  sich  stets 
eine   Anzahl  Punkte    so    bestimmen,    dafs    die   Annäherungsfunction 

4222)  Dies.  Gott.  1902,  Cap.  III,  §  1,  p.  49. 

4223)  Cap.  V,  §  1,  p.  84;  auch  Math.  Ann.  ö7,  1903,  p.  535. 

4224)  §  2,  p.  S9.         4225)  §  3,  p.  93;  Math.  Ann.  57,  p.  588. 
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dieser  Punkte  die  gesachte  Ann&herungsfanction  der  gegebenen 
Function  ist"«). 

Eine  Übersicht  über  die  meisten  der  in  diesem  Paragraphen 
besprochenen  Untersuchungen  giebt  R.  Radau"^;  die  in  ihr  ent- 
haltenen Einzelbemerkungen  sind  bereits  wo.  den  betreffenden  Stellen 
erwähnt. 

Andeutungen  darüber,  wie  man  auch  die  Berechnimg  der 
Coefficienten  solcher  allgemeineren  Reihenentwicklimgen  durch  in- 
strumenteile Hilfsmittel  erleichtem  könne,  finden  sich  in 
yerschiedenen  der  in  §  250  besprochenen  Schriften.  So  giebt 
W.  Thomson"*^)  an,  man  könne  zur  Bestimmung  eines  Integrals 
der  Form: 

(113)  f<pix)^{x) 
die  beiden  Functionen: 

(114)  y  =-  /  9>{^)  dx,     z  =  '^{x) 

auf  zwei  Cjündem  auftragen,  die  so  zusammengekoppelt  sind,  dafs 
sie  sich  mit  gleicher  Geschwindigkeit  drehen,  dann  jede  dieser 
Curven  mit  einem  Fahrstift  verfolgen  (wozu  allerdings,  wenn  die 
Bewegung  nicht  sehr  langsam  vor  sich  geht,  zwei  Personen  er- 
forderlich sind);  die  eine  Bewegung  wird  dann  auf  die  Scheibe 
seines  Apparates,  die  andere  auf  den  Cylinder  übertragen.  J.  Perry***) 
giebt  an,  er  habe  zu  gleichem  Zwecke  ein  Instrument  construirt,  das 
auf  demselben  Principe  beruhe  wie  Henrici's  erster  harmonischer 
Analysator  *'••).  Auch  das  graphische  Verfahren  Clifford's*'**)  könne 
man  auch  in  diesem  allgemeineren  Falle  yerwenden,  wenn  man 
einen  geeigneten  Cylinder  habe^'^).  Etwas  später  giebt  er  zusammen 
mit  H.  F.  Hunt  noch  weitere  Ausführungen  dieser  Ideen ^'*^), 
namentlich  für  Entwicklungen,  die  nach  Cylinderfunctionen  fort- 
schreiten. 

Michelson  und  Stratton  bemerken  ebenfalls  am  Schlüsse 
ihres  Artikels  ^^^'),  dafs  man  auch  ihr  Instrument  für  solche  Ent- 
wicklungen benutzen  könne,  wenn  man  den  Endpunkten  der  kleinen 


4226)  p.  96,  bezw.  540. 

4227)  Bull.  astr.  8,  1891  (auch  sep.  Paris  1890),  nr.  24,  p.  860  ff. 

4228)  Lond.  Roy.  Proc.  24,  1876,  p.  266;  treatiae  1,  p.  494. 

4229)  Phil.  mag.  (5)  S8,  1894,  p.  129. 

4230)  p.  127. 

4281)  ib.  40,  1896,  p.  606. 
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Federn    statt    einer    harmonischen   Bewegung    die    gewünschte    all- 
gemeinere aufzwinge,  etwa  mit  Hilfe  Ton  Schablonen. 

Zu  wirklicher  Ausführung  scheint  von  allen  diesen  Vorschlägen 
keiner  gediehen  zu  sein. 


§  84.     Entwicklungen   nach    den  Engelfunctionen  höherer 
Ordnung  und  nach  den  Polynomen  TOn  Jacobi. 

Verallgemeinerungen  der  Legendre'schen  Polynome  bezw.  der 
Kugelfunctionen  treten  zuerst  in  der  Abhandlung  von  G.  Green 
über  die  Anziehung  von  EUipsoiden  veränderlicher  Dichte  *••*)  auf. 
Green  beginnt  mit  der  Betrachtung  des  Integrals: 

^-/%- [ix,-x[y+--+ix^-x'^y+u')-'-^dx-...dx'^,  (1) 

erstreckt  über  den  durch  die  Ungleichung: 


«1  ^N 


definirt«n  Bereich ^'''*);  er  zeigt,  dafs  diese  Function  der  partiellen 
Bifferentialgleichung : 

genügt;  dafs  sie  analytisch  ist,  aufser  wenn  gleichzeitig  u  »  0  ist 
imd  der  Punkt  Xi^  x^i  .  .  -i  xjf  dem  Integrationsgebiete  angehört; 
daüs  sie  eine  gerade  Function  von  u  ist;  daCs  sie  verschwindet,  wenn 
auch  nur  eine  der  Variabein  unendlich  grofs  wird^^.  Andererseits 
betrachtet  er  das  Integral: 

/"""■-{(©'+  •  ■  ■ + ©'+  (IB'l '"■  ■  ■ '""  w 

erstreckt  über  das  Gebiet: 

^  +  ---  +  -r  +  S<i»     **>ö,  (5) 

wobei  jedes  a,  >  al  sein  soll.  Die  Begrenzung  dieses  Gebietes  wird 
einerseits  durch: 


4282)  Cambr.  Trans.  6,,  1836,  p.  895  (vom  Mai  38);  papers  p.  187. 
4288)  nr.  1,  p.  191.         4284)  nr.  2,  p.  191. 
Jahresbericht  d.  Deuteohen  MAthem.-Verelnigang.    X  55 
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(6) 


a,  a^ 


andererseits  durch: 


«> 


*»!  ^N 


gebildet;  die  auf  das  Oebiet  (6)  bezw.  (7)  bezüglichen  Grölsen 
bezeichnet  er  mit  einfachen  bezw.  dopp^ten  Accenten.  Ist  V" 
vollständig  gegeben  und  von  V  derjenige  Teil  V[y  für  den  auch 
die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist,  und  soll  unter  diesen  Voraussetzungen 
das  Integral  (4)  zu  einem  Minimum  gemacht  werden,  so  muis  die 
Differentialgleichung  (3)  und  die  Oberflftchenbedingung: 

erfüllt  sein.  „From  the  nature  of  the  question  .  .  .  there  can  be 
little  doubt  but  that  the  equations  will  sufBce  for  the  complete 
determination  of  y"**5*);  aber  wegen  der  Wichtigkeit  der  Sache 
wolle  er  doch  auch  einen  directen  Beweis  geben:  Gäbe  es  zwei 
verschiedene  Lösungen,  so  wt&rde  auch  jede  lineare  Verbindung  von 
ihnen  eine  Lösung  sein;  die  in  ihr  enthaltenen  Constanten  könne 
man  aber  so  bestimmen,  dafs  das  Integral  (4)  beliebig  grofs  würde  ^''^. 
Dann  schliefst  er  weiter**'^:  Da  V  analytisch  ist,  ist  die  Be- 
dingung (8)  erfüllt,  sobald: 

(9)  n-N+l>0 

ist.  Nun  Iftfst  er  ai,  a%y  .  . .,  a^^,  h  ins  Unendliche  wachsen;  dann 
wird  V" »  0  und  es  bleibt  nur  noch  F^  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke  führt  er  das  Integral  ein: 


dzi"-dxydUy 


(10)  r^ V-  (|i:  1^+-+^-  L'+I^l? 

unter  U  eine  sonst  beliebige  Function  verstanden,  die  nur  der  Be- 
dingung U"  =^  0  im  Unendlichen  genügen  mufs.  Indem  er  auf 
zwei  verschiedene  Arten  partiell  integrirt,  gelangt  er  zu  einer  Ver- 
allgemeinerung seines  Satzes'^''),  die  sich  auf: 


4286)  nr.  8,  p.  198. 

4236)  nr.  4,  p.  194.    Dafs  ein  Minimum  überhaupt  existirt,  ist  ihm 
Belbstverständlich. 

4237)  nr.  6,  p.  194. 
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rU^i*'«-^  7'  dxi...  dxs^  r|J^ti'«-^  U'  dxi..,  dxjf  (11) 

reducirt,  wenn  TJ  und   Y  beide  der  Gleichong  (3)  genügen.     Wird 
speciell: 


1-« 


0-  -    {  («1  -  «D»  +  •  •  •  +  {XN-  05*)»  +  «•}     *  (15}) 

gesetzt,  und  werden  eine  Art  von  verallgemeinerten  Polarcoordinaten 
durch  die  Gleichungen: 

x^       —  x^      =^  u'q  COSÖj 

x^       —  x^'      =  m'^  sin  öj  cos  02 

•     •     •     -^ (13) 

x^_  1  —  ^jif^  i'^  ^Q  sin  öj  sin  ö^ .  .  .  sin  ö^_  ^  cos  ö^__  ^ 

ir^      — ^N      =  «*'^  sinöj  sinöj.  .  .  sinö^_j  sinö^_j 

eingeführt,  so  lassen  sich  rechts  die  Integrationen  f%ir  lim  u  =»  0 
ausführen,  indem  dann  p  =  cx>  wird,  sobald  die  x  von  den  o;'' 
merklich  verschieden  sind.  Man  darf  also  V  durch  Vq  ersetzen 
und  erhält  dann  für  die  linke  Seite  von  (11)  den  Wert: 

Die  80  erhaltene  Gleichung  bleibt  aber  auch  noch  richtig,  wenn  u 
nicht  mehr  gleich  Null  ist;  das  folgt  aus  dem  Eindeutigkeitstheorem. 
Daraus  ergiebt  sich,  dafs  die  gestellte  Aufgabe  durch  das  Potential 
einer  Massenverteüung  der  Form  (l)  gelöst  wird,  wenn  darin  die 
Dichtigkeitsfunction  durch  die  Gleichung: 


bestinmit  wird***®). 

Nunmehr  bildet  Green   das  Ellipsoid  affin  auf  eine  Kugel  ab 
durch  die  Gleichungen***'): 

xi  =  aili,  .  .  ,,  xy  =  as^N^     **  ==  Ät^;  (16) 


4238)  nr.  6,  p.  199.    Directer  Beweis  dieser  Behauptung  bei  W.  Wir- 
tinger, Wien.  Ber.  1052»,  1896,  p.  676. 
4289)  nr.  7,  p.  199. 
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dabei  versteht  er  unter  den  a  Functionen  von  h  und  unter  v  eine 
Function  der  £  vermöge  der  Gleichungen: 

(17)  al^a['  +  h*,...,a%^a^+h\     i -t;«+ |J  +  •  •  -  +  6«^. 

Für  k  =>  oo  gehen  die  a  in  die  a''  über.  Die  Transformation  der 
Gleichungen  (3)  und  (6)  auf  diese  neuen  Yariabeln  geschieht  durch 
Benutzung  der  Minimumseigenschafb;  man  erhftlt: 

und  an  der  Oberfläche: 

(,9)..— ».-.(■-v-i«)-'l2^|f-|ri-o. 


Dabei  enth&lt  FF  nnr  Ableitungen  nach  den  |.  Soll  diesen  Be- 
dingungen durch: 

(20)  F=H(A)g>(li,- ••,!*) 

genügt  werden,  unter  9  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  y 
verstanden,  so  müssen  die  Gleichungen  erfüllt  sein^^: 

(22)  r^<p  +  Jc^tp  =  0; 

dabei  bedeutet  k  eine  Function  von  h  allein  und  Fq,  Jcq  dasjenige, 
was  aus  ^  und  k  wird,  wenn  man  darin  h  ^^  0  setzt.  Die  Be- 
stimmung der  Glieder  höchster  Ordnung  von  (p  führt  auf  ein  System 
linearer  homogener  Gleichungen,  die  nur  miteinander  verträglich 
sind,  wenn  k^  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  ist.  Zu  jeder 
Wurzel  dieser  Gleichung  erhält  man  eine  Lösung  der  Form  (20)****), 
indem  sich  die  übrigen  Goefficienten  von  q>  durch  Becursionsformeln 
bestimmen.     Von    der   Gleichung  (21)    erhält  man  ein  particul&res 

Integral,  indem  man  in  9  die  |^  durch  ajy^^l  ^rs^tzt;  das  all- 
gemeine ergiebt  sich  dann  durch  eine  Quadratur.  Damit  ist  die 
Möglichkeit  zur  Lösung  der  Aufgabe  in  speciellen  Fällen  gegeben; 
die  allgemeine  ergiebt  sich  daraus,  indem  man  die  gegebene 
Dichtigkeitsfunction  auf  die  Form  bringt: 


4240)  nr.  8,  p.  201. 

4241)  Beweis  einfis  dabei  benutzten  Hilfssatzes  nr.  12,  p.  208. 
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/- (1-2^5   '    F(«;,...,*;)  (23) 

und  dann  F  nach  den  Functionen  g>  entwickelte*^'). 

Werden  die  a'  alle  einander  gleich,  so  kann  den  Bedingungen 
för  q>  durch  ein  Product  der  Form****): 

tp  -  p(^)  ei(0i) . . .  ej,-i(«^-i)  (24) 

genügt  werden;  und  zwar  rnuiÜB  dabei  jedes  S^-r  gleich  dem  Product 
aus  einer  Potenz  sin^'^d  in  eine  rational  ganze  Function  p  von 
^e>co8  0  sein,  die  der  Oleichung  genügt: 

(l-^')^-(2jr  +  r)f,^-[l^.r  +  JrUr  +  r-l)-]P'0,    (25) 

dieser  wird  aber  nur  dann  durch  eine  rationale  ganze  Function 
genügt,  wenn: 

ky^r c(c  +  r-l)  (26) 

ist,  e  ganzzahlig.     Die  letzte  Function  wird  einfach: 

»«-x'-'ZU»0:,-x).  (27) 

Für  P  erhält  man  die  Gleichung: 

d»P       y-l-np»dP       /ijy(Jiy+-y-«)    ,    V~'\p      /„«>. 

der  durch  ein  Polynom  genügt  wird,  wenn: 

hoa'-*^  -  Ai  -  {jy+  2  ö>)  {h+  2  ö>  +  n  -  1),  (29) 

CO  ganzzahlig  ist.  Damit  ergiebt  sich  för  diesen  Fall  die  voll- 
ständige Lösung  des  Problems. 

Wie  es  scheint,  ohne  Green  zu  kennen,  hat  dann  A.  Cayley 
die  Frage  nach  der  Verallgemeinerung  der  Kugelfunctionen  für  den 
Baum  von  ^+1  Dimensionen  behandelt****).  Er  geht  aus  von 
dem  Integralsatze:   Grenügen  die  Constanten  den  Relationen: 

?+  wi*H lj+  wjH =  0,  (30) 

wird  die  Integration  über  das  durch: 


4242)  nr.  11,  p.  208;  Anwendung  der  Formeln  auf  den  speciellen  Fall 
JVsa  8  nr.  18,  p.  211.  Erläuterungen  zu  diesem  Abschnitt  —  er  nennt  ihn 
„a  complicated  and  very  difßcult  piece  of  general  reasoning^*  —  griebt 
A.  Cayley,  Lond.  Trans.  166,,  1876,  annex  Y,  p.  746;  papers  9,  p.  893. 

4248)  nr.  14,  p.  216. 

4244)  J.  de  math.  13,  1848,  p.  275;  papers  1,  p.  397. 
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(31)  »»+y«+.--  =  l 

begrenzte  Gebiet  ausgedehnt  und  sind  n,  %  ganze  Zahlen,  so  ist*^: 


(32) 


0  fttr  n  +  ^11 


Diesen  Satz  nimmt  er  nun  anch  fOr  den  Fall  in  Ansprach,  dafs  die 
l^  m,  . .  .  nicht  Zahlen,  sondern  Differentiationssymbole  bedeuten; 
femer  benutzt  er  den  Hilfssatz:  Ist  f  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung: 

so  genügt: 

(34)  „^(^,^+^^  +  ...)V 

der  Gleichung: 

(35)  ^.„^_  +  _  +  ...  =  0; 

und  zwar  erhält  man  so  die  allgemeinste  Lösung  dieser  letzteren, 
die  zugleich  eine  homogene  ganze  Function  des  Grades  n  ist.  So 
erhält  er  für  jedes  Paar  derartiger  Lösungen  den  Satz: 

(36)  J  F,Tr.,dT-0. 

Wird  speciell: 

^-1 


(37)  f=(a'+b*+--.)      ' 

genommen,  so  ergiebt  sich: 


d     d     .    d     d  *"' 


4246)  Den  Beweis  dieses  Hilfssatzes  erbringt  er  p.  27B  (p.  399)  durch 
EinfShrong  neuer  Yariabeln  vermittelBt  einer  solchen  orthogonalen  Sub- 
stitation,  dafs  sich  der  eine  Linearfactor  auf  £,  der  andere  auf  a£  -f"  Z'*? 
reducirt. 


—  4 
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also  wenn  man: 

tr-i  (39) 

setzt: 


r\w.ä, ii^n — ^,^.  (40) 

In  den  beiden  Gleichungen  (36)  und  (40)  sei  die  Theorie  dieser 
Functionen  enthalten,  von  denen  die  Kugelfunctionen  ein  specieller 
Fall  seien. 

Von  ganz  anderer  Seite  her  ist  G.  6.  J.  Jacobi  schon  früh- 
zeitig zu  solchen  Functionen  geführt  worden;  doch  sind  seine  hierauf 
bezüglichen,  von  E.  Heine  redigirten  Untersuchungen  erst  nach 
seinem  Tode  publicirt.  Sie  enthalten  auTser  anderen  Sätzen  über 
hypergeometrische  Beihen  auch  die  folgenden  ^'^):  Entfernt  man  aus 
der  DüBTerentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe: 

y  =  F  (o,  6,  c,  x)  (41) 

die  Nenner,  differentiirt  hierauf  (n  —  l)mal,  multiplicirt  mit 
j.c+n-i(i  _^^a+6-c+fi-i  ^ji  differeutürt  dann  noch  (n—  l)mal,  so 

erhält  man: 

dar^     ^    ^^  (42) 

(a  +  «-l)(6+n--l)-^^p^{flf'+^->(l-x)«+*~'^+''-V""'M 

und  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  ergiebt  sich  das 
Resultat,  dafs  die  linke  Seite  gleich: 

a{a+l)"'{a+n-l)b{b+l)'''{b+n—l)ixf-\l—xy+^"y    (43) 

ist.  Ist  speciell  a  eine  negative  Zahl  —  «,  so  wird  y  ein  Polynom 
n^^  Grades,  und  wenn  man  dann  noch  a  +  n  für  b  schreibt,  so 
erhält  man  die  folgende  Verallgemeinerung  der  [von  Rodrigues,  Ivory 
und  Jacobi  selbst  gegebenen]  Darstellung  der  Legendre'schen  Polynome: 

/„  =  F  (—  w,  a  +  n,  c,  x) 

c(c+l)-  "{c  +  n^l)  daf  ^^  ^         ^  ' 

4246)  J.  f.  Math.  66,  1859»  §  8,  p.  166;  Werke  6,  p.  191. 
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Eine  erzeugende  Function  fEbr  diese  Functionen  l&fst  sich,  wenn: 
(45)  X  -  i^ 

gesetzt  wird,  durch  folgende  Formel  angeben: 

a?i-"(l-a?)^-*»{^— l+Vl-2fci+^}''"M^+^+V^  — g^l  +  ^'l"'"'' 

(2  Ä)«-iVl  -  2ÄS  +  Ä« 

(46) 

^     ^  ^c(c  +  l)-.-(c  +  n^l) 

^2j  12..« *  •^«' 

doch  ist  diese  Formel,  „welche  sich  nicht  durch  Einfachheit  zq 
empfehlen  schien'^,  damals  nicht  weiter  verfolgt  worden  ^'^^.  Im 
speciellen  Falle: 

(47)  c  -  ^ 

erhält  man  die  einfachere  Form^^: 

(48)  (1  - 2 Ä j + Ä«)-« =2' '''^"'V.^.:^'.?""'^ *"«^.- 

Wichtiger  für  unsere  Zwecke  ist  das  flbr  diese  Functionen  geltende 
Integraltheorem,  das  Jacobi  unter  der  Voraussetzung: 

(49)  a  +  l>0,     c>0 

durch  partielle  Integration  und  Benutzung  der  Differentialgleichung 
erhält***»): 

i  [0  fOr  w  +  », 

(50)    iJ^J^^-^l'-xY-^dx^ 


1     r(fi+i)r(c)«r(a+n— c+1) 


Jacobi  schliefst  aus  diesem  Theorem  sofort,  dals  wenigstens  unter 
der  Voraussetzung  (49)  eine  Fimction  f(x)  sich  nur  auf  eine  Weise 
nach  diesen  Functionen  J  entwickeln  lasse. 

Heine  hat  diese  Untersuchungen  dann  von  sich  aus  weiter- 
geführt Schon  in  der  ersten  Auflage  seines  Handbuches*'^)  zerlegt 
er,  ähnlich  wie  Lagrange '^'),  den  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen 
in  (48)  in  zwei  conjugirt  complexe  Factoren  und  gewinnt  so  für 
die  Polynome  J^  die  Darstellung  durch  die  hypergeometrische  Reihe: 


4247)  §  4,  p.  198.         4248)  §  6,  p.  194.         4249)  §  6,  p.  194. 

4260)  Handbuch  der  Eugelfonctionen,  Berl.  1861,  §  66,  p.  169.  Heine 
hat  mit  seiner  Bezeichnung  mehrmab  gewechselt;  ich  benutze  hier  gleich 
die  seiner  späteren  Arbeiten. 
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(r)  r(fi+2y)  /      ^    ^   ,    «^    2^  +  1      l-a;\    .V 

^n    "=r(n+l)r(2i.)^l"'*'  n+2v,  — g— ,  -y- j    (51) 

und  aus  ihr,  unter  Hinweis  auf  Jacobi,  die  Darstellung  durch  einen 
fff^  Differentialquotienten.  Nachher  wendet  er  sich  zunächst  zur 
Verallgemeinerung  der  Lam^'schen  Functionen,  weist  aber  sogleich 
darauf  hin,  dafs  man  durch  Specialisirung  der  auftretenden  Con- 
stanten Verallgemeinerungen  der  Kugelfonctionen  erhalte^^^),  und 
dais  man  diese  Functionen  zur  Integration  partieller  Differential- 
gleichungen benützen  könne"**).  Bald  darauf  giebt  er  eine  Ver- 
allgemeinerung des  Poisson'schen  Integralsatzes  §  45  (3)  auf 
Functionen  beliebig  vieler  Veränderlicher**^  und  benutzt  ihn,  um 
die  CoefQcienten  der  Entwicklung  (48)  durch  die  bestimmten 
Integrale: 


h/' 


\n     r(n+l)r(2v  + 

darzustellen**^).  Die  ausführlichere  Darstellung  seiner  Unter- 
suchungen****) beginnt  mit  der  Frage,  unter  welchen  Umständen 
man  die  Differentialgleichung: 

4:^W"+2^'W'+^W,  (53) 

in  der: 

rl>-f[ix-a^  (54) 

und  ^  rationale  ganze  Functionen  von  den  Graden  p  +  1  bezw. 
p  —  1  bedeuten,  durch  eine  rationale  ganze  Function  der  p  +  1 
Wurzelgröfsen: 

Ä, -  Yx^  (55) 

genügen  könne.     Er  zeigt,  dafs  der  CoefQcient  der  höchsten  Potenz 


4261)  J.  f.  Math.  60,  1862,  p.  264.         4262)  p.  267. 

4263)  ib.  61,  1863,  p.  366. 

4264)  §  10,  p.  364.  Die  Gleichheit  der  beiden  rechtsstehenden  Integrale 
hatte  Heine  bereits  Ettgelf.  §  48,  p.  186  ans  einer  Gleichung  Enler's  ab- 
geleitet. Eine  ähnliche  Integraldarstellung  giebt  J.  Dernjts,  Broz.  m^m. 
conr.  4^  47,  1886,  nr.  4,  p.  9. 

4266)  ib.  62,  1863,  p.  116. 
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von  X  in  d'  durch  diese  Forderung  bestimmt  ist;  mit  der  Ermittelung 
der  übrigen  beschäftigt  er  sich  nur  fOr  den  speciellen  Fall***): 

(Ö6)     ciQ^Oy     Oi=aj=»«-  =  ap=l,     also     t/;(a?)  =  x(a?— l)'. 

In  diesem  Falle  ergiebt  sich,  daüs  die  Gleichung  die  Form  haben 
mufs: 

4a;(a;—  1)  W  +  2  [{p  +  l)a;—  1]  W 

^"^  -[nin+p-l)  +  tS^^±^]w^O, 

wenn  ein  Integral  der  Form: 

(58)  TT  =  (a?  —  1)"/«  ü 

existiren  soll,  unter  U  eine  für  x  »  1  nicht  verschwindende  ganze 
Function  verstanden.     Durch  die  Substitution: 

(Ö9)  z^Yx 

geht  die  Gleichung  über  in: 

(60)    {z^—l)U''+(p+2v)eU'-{n--v)(n  +  v  +  p  +  l)U^0; 

wird  mit  ^v{p^  z)  das  dieser  letzteren  genügende  .Polynom  be- 
zeichnet und: 

(61)  («»-i)'/»3:i>.«]--?r[p.ir] 

gesetzt,  so  ergiebt  sich  sowohl  aus  der  expliciten  Darstellung,  als 
auch  mit  Hilfe  der  Düfferentialgleichung***^): 

(62)  ^  b,  ^]  °  ^^r  (7  ;  t)  '^  (''  -  ^r'  ^-^jß^  • 

Daraus  folgt  weiter,  dafs  sich  die  i"  für  gerade  p  aus  den  Polynomen: 

(63)  cos  («  arc  cos  ^) 

durch  Differentiation  ableiten  lassen,  für  ungerade  aus  den 
Legendre'schen  Polynomen,  und  dafs  man  für  beide  Classen  den 
gemeinsamen  Ausdruck: 

geben  kann**^).  Die  Jj*  [|>,  £r]  unterscheiden  sich  von  den  C^  ^  ' 
nur  durch  constante  Factoren***).  Die  Verbindung  beider  Arten  von 
Formeln    giebt    eine    Relation    zwischen    Differentialquotienten,    die 

4266)  §  8,  p.  118.         4267)  §  6,  p.  121. 
4268)  §  7,  p.  122.         4269)  §  8,  p.  122. 
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eine    Verallgemeinerung    einer    von    Jacobi    filr    die    gewöhnlichen 
Legendre'schen  Polynome  gegebenen  ist. 

Weiterhin  beweist  Heine  das  Integraltheorem****): 


1 


1 


(65) 
fO  für  m^n, 

I  einem  Quotienten  von  F-  Producten  für  m  ^=  n 
und  benutzt  es  zur  Ableitung  der  Entwickltmg: 

(x  +  ry^^«^"=>  2"+'-»r(n  +  1)  rp^'^i^)  x 

Dann  giebt  er  das  „Additionstheorem^^  dieser  Functionen,  d.  h.  die 
Formel: 

J"  [p,  cos  71  cos  t/;  +  sin  1/  sin  if;  cos  y] 
-^KlP]  -CCp.  C08'?]  i:.[P,  costp]  /„"'[p-1,  cosy],    (^^) 

die  er  als  eine  Yerallgemeinerang  der  Gleichung  §  32  (15)  ansieht; 
er  erhält  sie  für  ungerade  p  aus  dieser  letzteren  *'*^),  für  gerade 
aus  einer  früher  von  ihm  abgeleiteten  Integralformel  **^*).  Durch 
wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (67)  erhält  er  eine  noch 
allgemeinere  Form****).  Auch  giebt  er  ein  Integraltheorem,  das  als 
Verallgemeinerung  von  §  32  (18)  anzusehen  ist****). 

Der  dritte  Abschnitt   geht  davon  aus,   dafs  der  Ausdruck***^): 

_^"i* 

T^{(x,^a,y+{x,^a,y+^'^  +  {x^-^a^)'}      *      (68) 

der  Dififerentialgleichung  (35)   genügt,   die  ihm  C.  Neumann  in  die 


4260)  §  11,  p.  124.  Anderer  Beweis  §  21,  p.  136,  mit  Hilfe  der 
Differentialgleichung  im  AnschluTs  an  Laplace  ^*^'). 

4261)  §  14,  p.  127. 

4262)  §  15,  p.  128;  einfachere  Ableitung  des  Anfangsgliedes  §  17,  p.  131 ; 
Bestimmung  der  Coefficienten,  wenn  die  Form  der  Entwicklung  bekannt 
ist,  §  21,  p.  136. 

4268)  §  16,  p.  129.         4264)  §  18,  p.  182.         4266)  §  19,  p.  133. 
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folgende.  Form  für  die  Coordinaten  (13)  als  unabhängige  Veränder- 
liche umgerechnet  hatte  ***•): 


wo: 


E  =  r^-i  sin^-«ei  sin^"»©,-  •  •  sineiy-i, 
My  «=  r*  sin*  öj  sin*  ö,  •  •  •  sin*  ff^ . 

Daraus  ergiebt  sich  weiter  die  Differentialgleichung  der  I^^p^  cosd]. 
Dafs  die  auftretenden  Functionen  homogene  Functionen  der  reditr 
winkligen  Coordinaten  sind,  zeigt  er  erst  nachträglich^**^).  Endlich 
bestinmit  er  die  Anzahl  der  Constanten,  die  in  der  allgemeinsten 
Lösung  der  Gleichung  (69)  durch  ein  homogenes  Polynom  des 
Grades  n  auftreten,  indem  er  nach  den  Potenzen  einer  der  Yariabeln 
ordnet  und  zeigt,  dafs  die  Coefficienten  der  nullten  und  ersten 
Potenz  willkürlich  bleiben,  die  anderen  sich  durch  diese  beiden 
ausdrücken***®). 

M.  A.  Ostrogradsky***')  berichtet,  er  sei  durch  private 
Correspondenz  zur  Kenntnis  eines  Satzes  gelangt,  der  eine  Ver- 
allgemeinerung eines  Satzes  von  Laplace  auf  Functionen  beliebig 
vieler  Variabler  enthalte.  Dieser  Satz  sei  aber  seinerseits  wieder 
in  einem  viel  allgemeineren  enthalten,  den  er  schon  lange  gefunden 
und  in  seiner  Abhandlung  über  die  Variation  der  vielüachen  Integrale 
mitgeteilt  habe  [die  allgemeine  Formuürung  der  Beduction  eines 
über  eine  ^- fache  Mannigfaltigkeit  erstreckten  Integrals  auf  ein 
Integral  über  die  jene  begrenzende  {N —  l) -fache  Mannigfaltigkeit]. 
Aus  ihr  gehe  durch  eine  geeignete  Einführung  neuer  Functionen  die 
Formel  hervor**^®): 

(70)    ßuj,  V-VJ^Xf) dS„ -/{U^ -  V^ dS,_, 

und  aus  dieser  wieder  ergiebt  sich  für  zwei  homogene  Functionen 
verschiedenen  Grades,  die  beide  der  Differentialgleichung  (35) 
genügen,   die   Integralrelation  (36).     Die  Frage    nach    dem  Werte 


4266)  §  19,  p.  184.  Vgl.  Handbach  der  Kugelfimctionen ,  2.  Aufl.,  1, 
Berl.  1878,  §  128,  p.  461.  Dieselbe  Fonu  war  übrigens  schon  von  Fr. 
BrioBchi,  teorica  dei  deteiminanti,  Pavia  1854,  §  10,  p.  94  gegeben  worden. 

4267)  §  22,  p.  186.         4268)  §  28,  p.  188. 

4269)  Fetersb.  Bull.  8,  1861,  col.  66;  vom  Juni  60. 

4270)  Ostrogradsky  macht  von  den  im  Text  benutzten  abgekfiisten 
Bezeichnungen  keinen  Gebrauch. 


§  84.  Entwicklgn.  nach  d.  Eugelfunct.  höh.  Ordn.  u.  d.  Polynomen  v.  Jacobi.  877 

dieses  Integrals  fftr  zwei  Functionen  gleichen  Grades  bezeichnet  er 
als  interessant,  scheint  sie  aber  auch  später  nicht  weiter  verfolgt 
zu  haben. 

F.  0.  Mehler,  der  schon  vor  der  Veröffentlichnng  von 
Heine's  Untersuchungen  durch  die  Vorlesungen  Dirichlet's  zu  ähn- 
lichen Resultaten  angeregt  worden  zu  sein  berichtet,  macht  ebenfalls 
von  den  Goordinaten  (13)  Gebrauch;  er  zeigt,  dafs  sich  die  betr. 
Substitution  aus  einfacheren  zusammensetzen  läfst,  deren  jede  dieselbe 
Form  hat,  wie  der  Übergang  von  rechtwinkligen  zu  Polarcoordinaten 
in  der  Ebene  ^^^).  Er  betrachtet  dann  namentlich  das  Potential 
einer  auf  einer  mehrdimensionalen  Kugel  ausgebreiteten  Schicht  und 
entwickelt  es  für  innere  Punkte  nach  steigenden,  für  äuTsere  nach 
fallenden  Potenzen  des  Abstandes  q  vom  Mittelpunkte.  Die  Coe£&- 
cienten  der  Entwicklungen  nennt  er  Laplace'sche  Functionen 
IP^^  Ordnung,  sodafs  in  seiner  Terminologie  die  Kreisfimctionen  als 
solche  erster,  die  gewöhnlichen  Eugelflächenfunctionen  als  solche 
zweiter  Ordnung  erscheinen.  Dann  giebt  er  die  Verallgemeinerung 
der  sog.  Coulomb-Poisson'schen  Gleichung  der  gewöhnlichen  Potential- 
theorie**'*) und  knüpft  an  sie  ähnlich  wie  Laplace*^^)  die  Be- 
stinmiung  der  Coefificienten  in  der  Entwicklung  einer  willkürlichen 
Function  nach  diesen  verallgemeinerten  Kugelfunctionen**'^.  Das 
Integraltheorem  (65)  leitet  er  dann  nachträglich  aus  der  so  ge- 
fundenen Form  der  Reihen  ab**'*). 

C.  Naumann**'^)  geht  wie  Heine**®*)  von  der  Bemerkung  aus, 
dafs  der  Ausdruck  (68)  der  Differentialgleichung  (35)  genügt. 
Dann  setzt  er**'*): 

und  bezeichnet  eine  Function  Fy  die  nur  von  den  q>  abhängt  und 
der  Gleichung  J^{qi'^I*) » 0  genügt,  als  eine  ültrakugelfunction 
«*•'  Ordnung.     Da: 

J,(gl'I)  =  QP-'[(f'J,F  +  pip  +  N-l)F]  (72) 

ist,  so   folgt,  dafs  man  sämtliche  überhaupt  möglichen  ültrakugel- 

N—  1 
functionen  bereits   erhält,  wenn  man  p  nur  von r —    bis   oo 

4271)  Progr.  Danzig  1864,  p.  8;  vgl.  auch  die  Neuredaction  J.  f.  Math. 
66,  1866,  p.  161. 

4272)  Progr.  §  2,  p.  6;  J.  f.  Math.  §  2,  p.  164. 

4273)  Progr.  §  3,  p.  12;  J.  f.  Math.  p.  166.         4274)  Progr.  p.  14. 

4275)  Zeitschr.  Math.  Phjs.  12,  1867,  §  6,  p.  116. 

4276)  §  6,  p.  118. 
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yariiren  läfst.  Er  betrachtet  dann  auch  seinerseits  specieU  die  aus 
der  Entwicklung  der  Function  (35)  entstehenden  Functionen  und 
beweist  för  sie  die  Integraltheoreme  **^''). 

C.  Most**^®)  leitet  für  die  Coefficienten  der  Entwicklung: 

(73)  (1  -  2  «ar  +  ««)"'  »^  ^i"W«" 

11  =  0 

die  Recursionsformel: 

(74)       (« + v)  &:\t) = V  (er  >'(x)  -  &::,') 

und  aus  ihr  Ausdrücke  der  beiden  ersten  Ableitungen  von  CT  durch 
C       ^  und  C   \     ab.     Mit  Hilfe   dieser  Ausdrücke  könne  man  die 

Reihenentwicklungen  nach  den  Functionen  C  leicht  für  alle  Functionen 
ableiten,  die  linearen  Differentialgleichungen  der  Form: 

(75)  a  (x«  -  1)  y"  +  ßxy' +  yy  ^  0 

genügten;  man  brauche  dabei  nur  die  beiden  ersten  Coefficienten 
mit  Hilfe  des  Integraltheorems  zu  bestimmen.  Als  Beispiele  giebt 
er  die  Entwicklungen  von  sinmd  und  cosmd  nach  den  Legendre'schen 
Poljmomen,  sowie  überhaupt  die  Entwicklung  irgend  eines  C  mit 
den   C  von  beliebigem  anderen  oberen  Index **'^),  endlich   die  von 

{l^x^C^;^  nach  den   C^'-'K 

E.  Beltrami^'^)  giebt  ebenfalls  die  Verallgemeinerung  des 
Green'schen  Satzes  auf  beliebig  viele  Veränderliche,  noch  dazu  unter 
der  allgemeinen  Annahme,  dafs  das  Quadrat  des  Linienelementes 
ein  beliebiger  quadratischer  Differentialausdruck  ist.  Die  ent- 
sprechende Verallgemeinerung  des  modificirten  Oreen'schen  Satzes, 
bei  dem  für  eine  der  beiden  Functionen  das  Potential  eines  einzelnen 
Punktes  gesetzt  wird,  sei  „viel  schwieriger"***^);  er  beschränkt  sich 


4277)  p.  120. 

4278)  J.  f  Math.  70,  1869,  p.  168  (von  1868).  Die  Bezeichnung  des 
Textes  ist  die  später  von  Gegenbauer  beibehaltene;  bei  Most,  sowie  in 
Gegenbauer's  ersten  Arbeiten  sind  die  Indices  vertauscht.  —  Oegenbauer 
bemerkt  Wien.  Ber.  1022^,  1898,  p.  960,  dafs: 

sin  (n  +  1)  rc        sin  (n  —  l)x 

L-;-! — i >_, Z_   »  2  cos  na; 

sm  X  9U1X 

ein  specieller  Fall  der  Gleichung  (74)  ist. 

4279)  p.  166. 

4280)  Bei.  mem.  1869  (vom  Febr.  69),  §  4,  p.  581. 

4281)  §  6,  p.  686. 
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daher  hier  auf  den  Fall  eines  ebenen  Raumes  und  schliefst  sich 
dabei  an  G.  Neumann  ^^^)  an.  Die  Integration  führt  er  ebenfalls 
mit  Hilfe  der  Substitution  (13)  durch,  die  er  [wie  Mehler J  aus 
einer  Beihe  einfacherer  zusammensetzt  ^^^). 

Im    gleichen  Jahre    hat   auch   L.   Kronecker  das   über   einen 
Bereich  Fq<.0  erstreckte  Integral***): 

m)  =  ,  i  2  f ^^^^.-r.  ,  (76) 

in  dem  Jq  die  Functionaldeterminante  der  Functionen  jPv(j?i,  x^,  . . .,  Xy) 
bedeutet,  als  eine  Verallgemeinerung  des  Potentials  aufgefafst  und 
die  Verallgemeinerung  der  Sätze  von  Green  und  Gaufs  hergeleitet**^). 
Wenig  später  giebt  E.  Schering  ohne  Beweis  an***),  wie  sich 
die  Fimdamentalsätze  der  Potentialtheorie  in  mehrfach  ausgedehnten 
Bäumen  beliebiger  constanter  Krümmung  bei  Benutzung  beliebiger 
orthogonaler  krummliniger  Coordinaten  gestalten.  Die  Beweise 
liefert  bald  darauf  A.  Tonelli**«),  später  auch  noch  P.  Opitz**'). 
Tonelli  führt  dann  ebenfalls  die  Coordinaten  (13)  ein  und  drückt 
mit  ihrer  Hilfe  den  Cosinus  des  Winkels  zweier  beliebiger  Richtungen 
aus**^).  Auch  giebt  er  die  folgende  Verallgemeinerung  des 
Poisson'schen  Integrals  (§  33,  ö)**«): 


oder: 


mU-fu^-^^^^^^äS:,..  (78) 


4282)  p.  688.       4283)  Berl.  Ber.  1869,  nr.  6,  p.  171  (vom  März  69). 

4284)  Weitere  Ausführungen  dieser  Bemerkimg  giebt  Eronecker,  coli, 
math.  in  mem.  Chelini,  1881,  nr.  2,  p.  228;  vgl.  auch  die  Darstellung  in 
seinen  Vorlesungen  über  einfache  und  mehrfache  Integrale,  Berl.  1894, 
XVI,  p.  267. 

4286)  Gott.  Nachr.  1873,  p.  149. 

4286)  ib.  1876,  p.  627;  vgl.  auch  die  ausführlichere  Darstellung  ann. 
di  mat.  (2)  10.  1880/82,  p.  291. 

4287)  Diss.  Gott.,  Dresden  1881. 

4288)  G.  N.  p.  630.  Vgl.  auch  Kronecker's  Vorlesungen"")^  XVII, 
§  4,  p.  294. 

4289)  p.  638;  Ann.  p.  302.  G.  Giuliani  (N.  Cimento  (3)  21,  1887, 
p.  260)  bestinunt  umgekehrt  die  Green'sche  Function  für  die  mehr- 
dimensionale Kugel  mit  Hilfe  der  Reihenentwicklungen  nach  Ultrakugel- 
functionen.  Die  Form  (78)  war  übrigens  schon  von  G.  Mehl  er  (J.  f. 
Math.  66,  1866,  §  6,  p.  171)  gegeben  worden. 
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(unter  (^),  {N\  nomeriscbe  Functionen  Ton  N  yentanden).  Das 
lasse  erwarten,  dais  fOr  Beihenentwicklung  bei  beliebigem  N  Functionen 
entstehen,  welche  Ähnliche  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  Kugel- 
fimctionen^^.  Er  wolle  jedoch  von  diesen  Functionen  sunichst 
nur  diejenigen  behandeln,  die  nur  Ton  dem  einen  Winkel  q>  ab- 
hängen. Zu  diesem  Zwecke  zeigt  auch  er  noch  einmal,  da(s  der 
Ausdruck  (68)  der  Differentialgleidiung  (35)  genügt;  indem  er  ihn 
▼ermittelst  des  Kunstgriffes  Ton  Lagrange '^)  nach  Potenzen  von  r 
entwickelt,  erhält  er  für  die  Functionen  C^^^  die  Entwicklung  nach 
den  Cosinus  der  Vielfachen  von  90,  aus  der  henrorgeht,  dafs  jede 
dieser  Functionen  ihr  Maximum  bei  90  »  0  erreicht^'^^).  AuTserdem 
giebt  er  noch  ihre  Entwicklung  nach  Potenzen  von  o?****),  ihre 
Differentialgleichung  **••) : 

(79)  {1-x')  -^  -  (2  V  +  1 )  X  -j^  +  n  (n  +  2  v)  Ci^>  =  0, 

die  Recursionsformel  **•*): 

(80)  (n  +  1)  C^'l^ -  2  («  +  v)xC^;^  +  („  +  2  v  -  1)  C^'l^  -  0, 
endlich  die  Relation***''): 

(81)  2(n  +  v)C:— ;^--^. 

Die  Entwicklung  der  aUgemeineren  Functionen,  die  von  2N  —  2 
Argumenten  abhängen,  bezeichnet  er  als  „viel  schwieriger"***). 

Die  einige  Jahre  spätere  ausführlichere  Darstellung*^,  in  der 
er  auch  auf  Kronecker*^')  Bezug  ninmit,  enthält  noch  die  Angabe 
der  Modificationen,  die  die  Formeln  für  JV=  2,  d.  h.  für  das  logarith- 
mische Potential  erfahren *■••),  sowie  den  Satz***^:  Ist  U  eine 
Lösung  von  (35),  so  ist  auch: 

(82)  U  =  /^^. 
eine  solche. 

Schon  vorher  hatte  sich  P.  L.  Tschebyscheff  wieder  mit  den 
allgemeinen,  durch  Gleichung  (44)  definirten  Jacobi'schen  Polynomen 
beschäftigt.     Er  benutzt**^)  eine  vereinfachte  Form  der  erzeugenden 

4290)  p.  648.         4291)  G.  N.  p.  646;  ann.  p.  818. 

4292)  G.  N.  *^.  646.         4298)  p.  648.         4294)  p.  661. 

4296)  p.  662.         4296)  Ann.  p.  801.         4297)  p.  809. 

4298)  Petepsb.  mÄn.  16, 1870,  p.  181  [?];  franz.  von  Waesilieff,  oeavree  «, 
p.  61.  Für  die  Zusendung  der  betr.  Aushängebogen  bin  ich  Herrn  Waeailieff 
zu  besonderem  Danke  verpflichtet. 
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Ftmction  (46)  und  modificirt  die  Functionen  durch  einen  constanteli 
Factor,  sodaljs  er  erhält: 


V1--S7ä-M 


«  =  0 


Indem  er  dann  das  Integral: 


tt; — i:^  yp^j 


J  (1+  xT  (1  -  X) 
0 


durch  elementare  aber  langwierige  Rechnungen  auf  die  Form  bringt: 

J  ^(i-^)(i-,r*^)' 

die  nur  noch  von  dem  Product  der  beiden  Gröfsen  s  und  t  abhängt, 
erhält  er  wieder  die  Integraltheoreme. 

Bald  darauf  macht  Tschebjscheff  von  diesen  Functionen  Gebrauch 
bei  der  Lösung  des  Problems,  eine  ganze  rationale  Function  der  Form: 

jP(fl?)  -  af  +  ^«"-^ H +  -A^-ii»  +  ^n  (Ö5) 

80  ZU  bestimmen,  dafs  sie  in  einem  gegebenen  Intervall,  etwa 
(—  1  •  •  •  +  1)  möglichst  wenig  von  Null  abweicht  und  dabei  monoton 
ist**'^.  Er  zeigt  zunächst,  dafs  der  gröfsere  der  beiden  Werte  F(l) 
und  F{ —  1)  durch  Subtraction  einer  Gonstanten  von  der  Function 
jedenfalls  noch  verkleinert  werden  kann,  wenn  sie  nicht  einander 
entgegengesetzt  gleich  sind****®);  er  kann  daher  F{x)  in  der  Form 
annehmen: 

X  1 

F{x)  «  fF\x)  daJ  -  I  fF'(x)  dx,  (86) 

-1  -1 

Femer  darf  F{x\  damit  F{pii)  monoton  ist,  innerhalb  des  Intervalls 
keine  Nullstellen  von  ungerader  Ordnungszahl  haben;  Tschebjscheff 
zeigt  überdies,  dafs  man  das  Maximum  der  Abweichung  von  F{pc) 
von  Null  jedenfalls  noch  verkleinem  kann,  wenn  nicht  alle  Null- 
stellen von  F\x)  reell  sind  und  dem  Intervall  angehören**®^).  So 
gelangt  er  zu  dem  Ansatz: 

F\x)  ^n{x-  if  {x  +  ly*  ü,  (87) 

4299)  Petersb.  m^m.  22;  franz.  von  N.  de  Ehanikoff,  J.  de  Math.  (2) 
19,  1874,  p.  319.    Vgl.  dazu  Kirchberger ««»»),  Cap.  m,  §  2,  p.  61. 

4300)  nr.  2,  p.  821.        4801)  nT.  8,  p.  126. 
jAhresbericht  d.  DeuUohen  Mathem.-Vereinigung.    X.  66 
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unter  ü  ein  Polynom  verstanden,  dessen  sämtliche  Nullstellen  dem 
Intervall  angehören,  unter  A,  yi  ganze  Zahlen,  deren  Werte  sind: 

für  n  ungerade,  F  im  Intervall  zunehmend:  iL  =»  0,  fi  =»  0, 

für  n  ungerade,  F  im  Intervall  abnehmend:  >l  «==  1,  fi  =»  1, 

für  n  gerade,       F  im  Intervall  zunehmend:  >l  «  0,  fi  =»  1» 

für  n  gerade,       F  im  Intervall  abnehmend:  A.  =  1,  fi  =  0. 

In  jedem  dieser  Fälle  ist  noch: 

1 

(88)  fF'{x)dx 

-1 

zum  Minimum  zu  machen;  aus  den  Untersuchungen  über  Ketten- 
brüche*^  gehe  hervor,  daüs  das  dann  der  Fall  ist,  wenn  U  sich 
nur  durch  einen  Factor  von  demjenigen  Jacobi'schen  Polynom  des 
Grades  \{n  —  1  —  >t  —  ^)  unterscheidet,  das  zu  den  Exponenten  A,  ^i 
gehört.  Der  Factor  ergiebt  sich  daraus,  dafs  der  Coeffident  von  üif* 
in  F  gleich  1  sein  soll**^).  Tschebyscheff  giebt  auch  noch  den 
Wert  der  gröfsten  Abweichung  der  so  gefundenen  Function  von 
Null  an**®')  und  zieht  Schlüsse  für  die  Separation  der  Wurzeln 
algebraischer  Gleichungen**^). 

H.  Frombeck**^*)   setzt  in   (48)   x  =  c^'  und  erhält  daraus: 


(89)        2''T  = 


008  y^  +  f  8m«"V>   «,.  ^ 
T-J: T  für  if;  <  r, 

(008  «V»  —  008  y)* 
008  {vn  —  vify  -\-  %  8in(v9r  —  vip) 


1 


(OOB  y  —  008  1p)^ 


für  t|;>  y. 


Daraus  leitet  er  Ausdrücke  fOr  die  Entwicklungscoefßdenten  ab,  die 
zu  den  von  Dirichlet  fOr  die  Entwicklung  nach  den  gewöhnlichen 
Eugelfunctionen  gegebenen  analog  sind. 

Von  dieser  Zeit  an  hat  sich  auch  L.  Gegenbauer  wiederholt 
mit  diesen  Functionen  bescMftigt.  Seine  erste  Veröffentlichung****) 
leitet  aus  der  Differentialgleichung  (79)  die  Relation  ab: 

(90)  ^  {(i-.»)^eV'(-))--^^^=itl^\l-^^^''(-) 
und  durch  wiederholte  Anwendung  derselben  die  Darstellung  von: 


4S02)  nr.  5,  p.  881.         4803)  nr.  6,  p.  386.         4304)  nr.  7,  p.  348. 
4806)  Wien.  Ber.  70, ,  p.  67.        4306)  ib.  p.  6. 


t ' 
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(1-x«)    «     Cl;\x)  (91) 

durch  einen  n-fachen  Differentialquotienten,  daraus  dann  das  Integral- 
theorem. Diese  Resultate  benutzt  er  zur  Ableitung  des  Additions- 
theorems  der  Cylinderfunctionen,  sowie  der  Entwicklung**®'): 

«?»' -  2-  r(v)r  '^ i-  {n  +  v)J,^, (p)  Ci" (x).  (92) 

Bald    darauf  bestimmt   er   den    Coefficienten    von    O;  in  der 

Entwicklung  von  (1  —  ax)"*""*"^  nach  den  C^  ^  '  und  erhält 
dadurch  Integralrelationen *'^).     Dann  fQhrt  er  die  Bezeichnung: 

^^  e)(^)  «  r(n-.p  +  i)r(s.  +  p)  /^,  _  jxe/«  ^C'+e)      (93) 

ein,  was  allerdings  zunächst  nur  für  ^  ^  n  Bedeutung  hat*^^); 
doch  giebt  er  bald*'^®)  eine  für  alle  Fälle  gültige  Darstellung  dieser 
Functionen  durch  ein  bestinuntes  Integral.  Weiter  folgt  eine  längere 
Reihe  von  Integralrelationen;  schliefslich  gelangt  er  zu  dem  ,,Additions- 
theorem"  (vgl.  (67))*»**): 

Cl^\xxi  —  Yx^—l  )/a?J— 1  cos  ff) 

sowie  zu  einer  entsprechenden  Formel  ftlr  das  zweite  Integral  der 
Differentialgleichung  (78). 

Etwas  später*»**)  stellt  er  die  C  als  Näherungnienner  einer  Ketten- 
bruchentwicklung  dar,  gewinnt  daraus  Determinantendarstellungen 
für  sie  und  aus  diesen  wieder  die  Recursionsformel  (80),  sowie 
verschiedene  andere,  die  die  Functionen  mit  den  oberen  Indices  v 
und  V  —  1  verbinden  (vgl.  (74)).  Auch  untersucht  er  jetzt  das 
zweite  Integral   der  Differentialgleichung   näher*»*»)    und  zeigt*»**), 

dafs  alle  Nullstellen  von  0^    reell  und  ungleich  sind  und  dem  Intervall 

4307)  p.  16.         4808)  ib.  p.  483.         4309)  p.  436. 

4810)  p.  437.         4811)  p.  448.         4812)  ib.  76,,  1877,  p.  891. 

4818)  p.  896.         4314)  p.  896. 

66» 
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(—  1  •••-{-  1)  angehören.  Dann  beschäftigt  er  sich  mit  den  Best- 
fünctionen,  die  bei  der  genannten  Kettenbrochentwicklung  auftreten, 
und  benutzt  sie  zur  Entwicklung  analytischer  Functionen  nach  den 
C^*\  Endlich  behandelt  er  die  Entwicklung  einer  Function  des 
Productes  ax  nach  den  C^*^^^^^)  und  giebt  Belationen  zwischen  den 

dabei  auftretenden  Coefficienten  Ä    (a)]  speciell  findet  er  wieder  die 

Gleichung  (92). 

A,  Cayley**^*)  greift  wieder  auf  Oreen  zurück.     Er  bezeichnet 
Integrale  der  Form: 

dm 


(95)  / 


'(«1  -  «i)*+  (««  ~  ^0'+  •  •  •  +  {^n-^nY}  • 


i(i^-l)+« 


I 

als  ^prepotentials^^  führ  $ »  1/2  speciell  als  potentials;  fibrigens 
macht  er  darauf  aufinerksam,  dafs  Qreen's  Gleichung  (3)  von  einem 
solchen  prepotential  nur  befiriedigt  werde,  wenn  ajf  im  ganzen 
Integrationsgebiete  Null  ist.  Er  beschäftigt  sich  dann  mit  der 
Übertragung  der  allgemeinen  Sätze  der  gewöhnlichen  Potentialtheorie 
auf  solche  Integrale,  besonders  eingehend  mit  den  verschiedenen 
Gleichungen,  die  je  nach  den  Werten  von  N  und  q  an  die  Stelle 
der  Coulomb -Poisson'schen  Gleichung  treten***^. 

Die  meisten  der  bis  dahin  erhaltenen  Resultate  finden  sich 
gesammelt  bei  Heine^'^^.  Er  stellt  zunächst  die  verschiedenen 
Ausdrucke  unserer  Functionen  durch  hypergeometrische  Reihen 
zusanunen  und  weist  darauf  hin,  dafs  man  sie  auch  durch  An- 
wendung des  Kummer'schen  Transformationsprincips  auseinander 
erhalten  könne ^'*).  Als  besonders  wichtig  hebt  er  die  Fälle  hervor, 
dafs  V  eine  ganze  Zahl  und  dafs  es  ein  ungerades  Vielfaches  von 
1/2  ist;  er  bezeichnet  dann  die  Zahl  ^  «  2  v  -j-  1  als  die  Ordnung 
der  betr.  Functionen,  sodafo  bei  ihm  die  Polynome  (63)  als  Functioneii 
erster,  die  Legendre'schen  als  solche  zweiter  Ordnung  auftreten. 
Weiterhin  stellt  er  seine  Untersuchungen  über  die  Integration  von 
Differentialgleichungen  der  Form  (53)  in  etwas  abgeänderter  Weise 
dar,  indem  er  zunächst  nur  zwei  der  a  einander  gleich  setzt  und 
zeigt,  dafe  schon  dann  die  linke  Seite  der  Gleichung  durch  d?  —  • 
teilbar  ist^*^).     Schlielslich  giebt  er  die  Consequenz  der  Integral- 

4316)  p.  901. 

4316)  Lond.  Trans.  165,,  1876,  p.  676  (vom  Apr./ Juni  75);  papers  9, 
p.  818. 

4817)  nr.  2—18,  p.  822—880. 

4818)  Handbuch  der  Kugelfonctionen,  2.  Aufl.,  1,  BerL  1878. 

4819)  §  69,  p.  297.         4320)  §  122,  p.  447. 
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theoreme  in  der  prftciseren  Fassung:  es  folge  aus  ihnen,  dals  sich 
eine  Function  nur  auf  eine  Weise  in  eine  g^eichmSTsig  convergente 

Reihe  nat*  den  C^"^  entwickeln  l&fst*^). 

um  dieselbe  Zeit  hat  auch  Escary  die  Sache  noch  einmal 
vorgenommen,  wobei  er  davon  ausgeht,  dafs  die  (22  +  1)^  Potenz 
der  Distanz  der  Differentialgleichung: 

a«'+*p     a«'+*p     g»'+*p  _  ,   . 

genügt*'").  Weiterhin***')  zieht  er  aus  der  Becursionsformel  (80) 
den    SchluGs,    da&    die    C   eine    Stürmische   Folge   büden,    solange 

—  2  V  < «  — •  2  ist.     Daraus  ergiebt  sich,  dafs  die  Function  C^  ' 

je  Z  +  1  Nullpunkte  in  —  1  und  +  1  tmd  aufserdem  n  —  2  ?  —  2 
im  Innern  des  dadurdi  begrenzten  Intervalls  hat**^).  Speciell 
nntereuclit  er  den  Fall,  dafs  es  sich  tmti  die  Entwicklung  einer 
Potenz  der  Entfernung  mit  positivem  geraden  Exponenten  handelt*"^); 
in  diesem  Falle  ist; 

C^T-J-C^-^).  (97) 

Namentlich  fragt  er,  wie  sich  die  Nullstellen  beim  Übergang  vom 
allgemeinen  Falle  zu  diesem  speciellen  verhalten*'*').  Femer  giebt 
er  verschiedene  Recursionsformeln,  auch  solche,  in  welche  auch  die 

Ableitungen   der   &^    eintreten*'*'');    zum   Schlufs  bespricht  er  die 

Eigenschaften  der  C^  für  reio  imaginäre  Argumentwerte  ^'*'). 

G.  Macher  hat  hauptsächlich  die  Verallgemeinerung  des 
Poiseon'schen  Integrals  (vgl.  (76))  im  Auge.  Zu  diesem  Zwecke 
stellt  er  noch  einmal  die  Verallgemeinerung  der  Sätze  von  Green 
und  Gauls  auf***^  und  gelangt  dann  durch  Transformation  ver- 
mittelst reciproker  Badien  zur  Green'schen  Function  fOr  die  mehr- 
dimensionale Kugel,  d.  h.  eben  zu  der  gesuchten  Verallgemeinerung 
des  Poifison'scben  Integrals*''*).  Er  zeigt  noch,  dafs  dieses  Integral 
wirklich  die  verlangten  Eigenschaften  hat*"*)  und  dafs  die  Aufgabe 
keine  andere  Lösung  zuläfst*"*). 


4821)  §  127,  p.  469.        4822)  J.  de  math.  (3)  6,  1879,  p.  47. 

4828)  §  2,  p.  60.         4824)  §  4,  p.  68.         4826)  §  6,  p.  66. 
4326)  §  7,  p.  66.         4827)  §  9,  p.  68.         4828)  §  12,  p.  61. 

4829)  DisB.  Würzbarg,  Halle  1878,  §  2,  p.  6.        4380)  §  8,  p.  18. 
4831)  §  4,  p.  18.         4882)  §  6,  p.  22. 
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M.  J.  M.  Hill**«*)  setzt  die  üntereuchungen  Green's***^)  fort, 
wie  es  scheint  ohne  die  dazwischen  liegende  Litteratnr  zu  kennen. 
Er  sucht  die  Differentialgleichung  (35)  durch  ein  Prodnct  Ton 
Factoren  zu  integriren,  deren  jeder  nur  von  je  einer  der  Variaheln  (13) 
abhängt;  er  findet: 

N-Jt 

(98)  «  =  r»  J7 (8in tf«)'"  e«  •  ( ^ )  (i»,_ , tf,_ , ), 

wo: 

angenommen  werden  kann  und  S^  der  Gleichung: 

genügen  muTs  ****).  Solche  Functionen  bezeichnet  er  als  Normal- 
functionen.  Man  könne  Lösungen  von  (99)  aus  den  Coefficienten 
der  Entwicklung: 

(100)  (1  -  2Ä  cosÖ^  +  Ä*)"*^^""'"*^=2'«,Ä* 

vermöge: 

erhalten;  die  linke  Seite  von  (99)  lasse  sich  nämlich  als  j>^^  Ab- 
leitung von: 

(102)   (l-^)Q"-(N-m-l)^Q'+p„_,ip„_,  +  N-m-l)Q~0 

darstellen,  und  die  linke  Seite  von  (100)  genüge  der  letzteren 
Gleichung***^).  Die  Integraltheoreme  beweist  er  zunächst  für  die 
einzelnen  6,  dann  für  die  Normalfunctionen  ****).  Nachträglich  setzt 
er  diese  in  homogene  ganze  Functionen  der  rechtwinkligen  Goordinaten 
um,  zählt  die  in  ihnen  auftretenden  willkürlichen  Constanten  ab  und 
schlieGst,  dafs  man  aus  ihnen  die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichung  (35) 
durch  rationale  ganze  Functionen  zusammensetzen  könne***^.  Der 
zweite  Teil  handelt  von  der  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function 
nach  diesen  Normalfunctionen;  TTill  bemerkt  selbst,  der  Beweis  sei 
den^jenigen    von  Laplace    (§§  32,  33)    nachgebildet   und   unterliege 


488S)  Cambr.  Trane.  I83,  1888,  p.  273;  vom  Jan.  83. 

4384)  nr.  2,  p.  278.         4886)  nr.  8,  p.  280. 

4836)  nr.  6—9,  p.  282—287.         4887)  nr.  11,  p.  290. 
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similar  criticisrns*^*®).  Dafs  die  Q  ihr  MinimuTn  bei  cos  ö  =  1  er- 
reichen, zeigt  er  durch  den  Schlufs  von  n  auf  n  +  1 ;  ^  die  weiteren 
Schlüsse  benutzt  er  die  Verallgemeinerung  des  Poisson'schen  Integrals. 
Aus  späteren  Untersuchungen  Gegenbauer's*^**),  die  sich 
hauptsächlich  auf  Integraldarstellungen  und  Beihenentwicklungen, 
auch  auf  Beziehungen  zwischen  unseren  Functionen  und  den  Cylinder- 
funcüonen  beziehen,  ist  etwa  die  folgende  Formel  zu  erwähnen  ^^^): 

'+"'  +  "'C,^^'^W=T2'('-+2v-i)Ci^>(x)C^'!,(^),  (103) 


ji»  +  f  *•  ^  '         V 


sO 


sowie  eine  entsprechende  Formel  for  die  Zerlegung  in  Producte 
mehrerer  Factoren***^),  aus  der  durch  Specialisirung  eine  von 
E.  Catalan  f&r  die  Legendre'schen  Poljnome  gegebene  Entwicklung 
hervorgeht;  dann  die  Entwicklung  von: 

(1  «  x^)'^  (104) 

nach  den  C^'^\  als  Verallgemeinerung  einer  Formel  von  G.  Bauer****) ; 
die  partielle  Differentialgleichung,  der: 

(f^  (cos  X  cos*  Y  +  cos  y  sin*  y)  (^^^) 

«genügt*^');   die  Entwicklung  dieses  Abdrucks  nach  den  Producten: 

C^  *~  (cos  x)  C^  *     (cos  y)  (106) 

als  Verallgemeinerung  einer  Formel  von  F.  Tisserand  ****).  Weitere 
Sätze  Gegenbauer's*'**)  betreffen  Determinantendarstellungen,  dann****) 
den  Beweis  des  Satzes,  dafs  auch  die  Ausdrücke: 

die  Relation  (80)  erfüllen;  aus  ihm  erhält  er  wieder  die  Ver- 
allgemeinerung eines  von   Catalan  gegebenen   Satzes.     Dann   folgen 


4838)  p.  291.    Vgl.  übrigens  auch  die  Entwicklungen  von  Gram^^*^). 

4839)  Wien.  Denkschr.  48,  1884,  p.  293.        4840)  p.  301. 

4341)  p.  302;  specielle  Fälle  Wien.  Her.  97^^,  1888,  p.  269. 

4342)  Gl.  69,  p.  306.         4343)  Gl.  109,  p.  313. 

4844)  Gl.  116,   p.  316.     Man    vergleiche  überhaupt  die   §23C   be- 
sprochenen Untersuchungen. 

4346)  Wien.  Ber.  97,^,  1888,  p.  262.        4346)  p.  266. 
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l¥ied^r  Sätze  über  bestiininte  Integrale  ^^^  und  die  EntwicUung 
yon  ****): 

(108)  (1  -  a?y^  et  (x) 
nach  den: 

(109)  x*—^(l-x>)   «     Cl'\x) 

Wieder  etwas  sp&ter^^*)  giebt  er  im  Anschlnfs  an  Untersuchungen 
englischer  Mathematiker  über  die  Engelfunctionen  die  directe  Be- 
stinmiung  der  Zahlencoefficienten  im  Additionstheorem  (94),  ohne 
Benutzung    der    partiellen    Differentialgleichung.     Noch    sp&ter^*^ 

leitet  er  Becr^rsionsfonnehi  für  die  C^J^  nach  einer  yon  Morera  für 

die  JiCgeiidre'sehen  Polynome  angewendeten  Methode  ab.  Südlich 
gewinnt  er  als  Verallgemeinening  einer  yoi)  Paci  fdr  die  Iiegendre'* 
sehen  Polynome  gegebenen  Formel  aus  seinen  alten  Formeln^^^)  die 
folgende****): 

rilO'i  /  /  ö'»   (cosg)  cos^  +  sing)  sin^  cos^)  X 

X  /"(cos  x)  sin*"- *  (x)  sin*''+ *^  (tp)  dx dtp  -=  0. 

An  Jacobi's  Entwicklungen  knüpft  ein  Satz  an^  den  Ch.  Hermite 
an  Fachs  mitgeteilt  hat,  nämlich:  Ist  B/Ä  der  n^  Näherongshmck 
der  Eettenbruchentwicklung  von  {x  —  aY  (x  —  hy  und  a  +  /J  gleich 
einer  ganzen  Zahl  k,  so  ist  bis  auf  constante  Factoren: 

B- (a;-o)»(*-fc>*^  {(«-o)-+*-«(«-ft)-+*-/»). 

Zi^n  Beweis  beruft  sich  Fuchs*"*)  auf  die  Identitftt: 

(112)  ««(1  -  »>»-  0,(x)  ±  g)  F  («,  1,  1  +  *,  ^) 

(unter  G^  ein  Polynom  V*^  Grades  verstanden),  aus  der  hervorgeht, 
daüs  sich  Ä  nur  durch  einen  Zahlenfactor  vom  n*^  Nftherungsnenner 
der  rechts  stehenden  hypergeQmetrischen  Beihe,  d.  h.  nach  einem 
Satze    von  Heine  von  F( —  »,  ft  -|-  *^  +  1?  1  +  a^  x)  unterscheidet. 


4847)  p.  t&69.        iH%)  p.  270.        4349)  ib.  102^^,  1898,  p.  949- 

4860)  Pal.  Bend.  12,  1898,  p.  22.        4861)  ib.  18,  1899,  p.  92. 
4862)  Acta  math.  4,  1884,  p.  89. 
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Daraus  ergiebt  sich  dann  das  Resultat  mit  Hilfe  von  Jacobi^s  Glei- 
chung (44).  Darauf  teüt  Her  mite  auch  seinen  eigenen  Beweis  ^^') 
mit,  bei  dem  er  nur  n  +  k^  nicht  k  als  positiv  vorauszusetzen 
braucht;  er  beruht  auf  der  Entwicklung  von  (x  —  ay'^^{x  —  6)*'+/' 
bezw.  (x  —  a)**"*"*"*  (ä  —  b^'^^'^^  nach  fallenden  Potenzen  von  x. 
Zum  Schlufs  weist  er  auf  die  damit  gegebenen  merkwflrdigen  Be* 
Ziehungen  zwischen  verschiedenen  Poljnomen  hin. 

Eine  Note  von  T.  J.  Stieltjes^*^)  zeigt,  dafs  man  auch  für 
negative  a  oder  c  angeben  kann,  wie  viele  Nullpunkte  des  Jacobi'schen 
Polynoms  (44)  jedem  der  Intervalle  ( —  oo  •  •  •  0  •  •  •  1  •  •  •  +  oo) 
angehören.  Ein  anderes  VerflEihren  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der 
imaginären  Nullpunkte  dieser  Polynome  giebt  D.  Hilbert^^'^).  Eine 
Untersuchung  über  die  Lage  der  Nullpunkte  findet  sich  auch  bei 
G.  Giuliani*»«). 

C.  Posse**^  leitet  die  Eigenschaften  der  Jacobi'schen  Polynome 
vom  Integraltheorem  (50)  aus  ab.  Er  gewinnt  aus  ihm  zunftchst 
eine  Becursionsformel,  dann  nach  einem  Verfahren,  fOr  das  er 
sich  ohne  nähere  Angabe  auf  Markoff  bezieht,  die  Differential^ 
gleichung*»^,  aus  dieser  die  Darstellung  (44)  durch  einen  Differential- 
quotienten *»*•)  und  den  Wert  des  Integrals  (60)  för  w  =  «*•••). 
Die  Darstellung  als  Näherungsbruch  des  Kettenbruches  gewinnt  er**^^) 
aus  seinen  allgemeinen  Sätzen *^^^),  die  erzeugende  Fimction  (46) 
aus  der  Darstellung  (44)  mit  Hilfe  der  LagraDge'schen  Beihe*»^^. 
Auiserdem  leitet  er  die  Resultate  von  Stieltjes  noch  einmal  ab*»^). 

H.  A.  liiebe*»^)  giebt  noch  einmal  die  verschiedenen  Dar- 
stellungen der  C  durch  hypergeometrische  Reihen  und  die  Be- 
stimmung der  Coeffidenten  in  der  Entwicklung  einer  willkürlichen 
Function  nach  ihnen.    Als  Beispiele  behandelt  er  die  Entwicklungen 

von  x"  und  von  dC^\x)ldx^^^)^  sowie  die  Reihe: 

^^7=2'(2«+  2v)Si''(,)CW(*),  (113) 


(y  -  *)*'    Ä 


ll»Ü 


4368)  ib.  p.  91.         4864)  Par.  C.  R.  100,  1885,  p.  620. 

4866)  J.  f  Math.  103,  1887,  p.  842. 

4866)  Giom.  di  mat.  26,  1888,  p.  166;  n^jr  nicht  zugänglich.  Eine 
nur  ebenifaUs  nicht  zugängliche  Abhandlung  desselben  Autors,  ib.  26,  1887, 
p.  203,  enthält  nach  dem  Bericht  F.  d.  M.  19,  p.  608  nichts  neues. 

4357)  Sur  qques.  applications  des  fractions  continues,  Petersb.  1886, 
chap.  m,  p.  48. 

4358)  nr.  2,  p.  51.         4359)  nr.  3,  p.  62.         4360)  nr.  4,  p.  54. 

4361)  nr.  5,  p.  56.         436?)  nr,  7,  p.  67.         4363)  nr.  8,  9,  p.  68—66. 
4364)  Progr.  Borna  1886.        4865)  p.  13. 
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in  der  sich  die  S^  (j/)  als  zweite  Lösungen  der  DifTerenüalgieichung 
der  C^^  herausstellen **••). 

J.  Derayts^**^)  giebt  den  folgenden  Ausdruck  Dir  die  Summe 
der    n  -h  1    ersten    Glieder    in    der    Entwicklung    einer    beliebigen 

Function  f(x)  nach  den  Cj: 

(ii4)Ä,»const.j(i-y«)  «     -^^       ""    l^y  "     V(y)ciy, 

-1 

sowie  die  Formel,  die  für  diese  Entwicklungen  dem  ParseYal'schen 
Satze"**)  entspricht. 

Fr.  Büttner^^  ist  der  Meinung,  Heine's  Resultate  seien  nur 
für  den  Fall  bewiesen,  daDs  v  ein  ganzzahliges  Vielfaches  Yon  1/2 
ist;  er  will  zeigen,  dafs  sie  auch  sonst  gelten.  Die  Differential- 
gleichung (79)  leitet  er  daraus  ab,  dafs  die  X**  Potenz  der  reci- 
proken  Distanz  in  drei  Yer&nderlichen  der  Gleichung: 

(115)  ^aT^«A(A  — 1)T^+« 

genügt^***).     Als  Beispiele  führt  er  die  Entwicklungen  von  af  und 
(1  -  xY  durch^'^o) 

V.  Giulotto**^*)  geht  wieder  von  der  Integration  der  Differential- 
gleichimg (35)  durch  homogene  Polynome  aus.  Er  zeig^,  dafis  ihr 
durch: 

(116)  r^n  +  N-i JLAL ^_  (a»  +  ..+«jv««) 

dx*^^dx*^ '  •  •  dx^j^ 

genügt  wird^'^^),  und  dafs  man  auf  diese  Weise  alle  Lösungen  der 
verlangten  Form  erhält.  Ist  von  den  Exponenten  a  nur  einer  von 
Null  verschieden,  so  erhält  man  „symmetrische^'  Eugelfnnctionen; 
sie  sind  mit  den  Goefficienten  der  Entwicklung  (73)  identisch *•'•). 
Die  Fortsetzung*^'*)  giebt  als  Verallgemeinerung  von  Relationen, 
die  Beltrami  für  die  Legendre'schen  Polynome  gefunden  hatte,  die 
beiden  folgenden  Becursionsformeln: 


4366)  p.  16.  Ein  2.  Teil,  ib.  1901,  enthält  noch  weitere  UnterBuchnngen 
über  diese  zweiten  Lösnngen,  sowie  über  Transformationen  der  hjper- 
geometrischen  Reihen,  durch  die  sich  beide  Lösungen  darstellen  lassen. 

4367)  Brux.  möm.  cour.  4*,  47,  1886,  nr.  6,  p.  17. 

4868)  Festschrift  Wernigerode  1900.        4869)  nr.  2,  p.  6. 
4870)  nr.  6,  p.  26.        4871)  Giern,  di  mat.  39,  1901,  p.  162. 
4372)  nr.  4,  p.  168.         4878)  §  6,  p.  171. 
4874)  m,  §  1,  ib.  41,  1903,  p.  21. 
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^  =  ^-äF-'+(«+2v-l)Cil.,  (117) 

""'=^^:--»»^".  (118) 


dx  dx  " 

die  in  Verbindung  mit  den  schon  bekannten  noch  weitere  liefern. 
Ganz  neuerdings  zeigt  Giulotto,  im  AnschiuTs  an  Vorlesungen 
Dini's  über  Eugelfunctionen,  dafs  man  zu  denselben  Functionen 
noch  durch  einen  anderen  Ansatz  gelangen  kann^'^^).  Ist  zf,  der 
auf   der   linken  Seite    von   (35)    stehende  Differentialausdruck  und 

wird  die  Potenz  z/^    symbolisch  verstanden,  so  nennt  er  Lösungen 

der  Differentialgleichung: 

^  -  0,  (119) 

die  zugleich  rationale  ganze  homogene  Functionen  n^'  Ordnung  sind 
^^tinzioni  g-armoniche  dell'  ordine  w".  Er  bestimmt  für  n^2q 
die  Anzahl  der  linearunabh&ngigen  imter  ihnen  und  beweist  den 
Satz:    Sind  zwei  Functionen  JP,  f  durch  die  Gleichung: 

JP=3_r<->«+»-»9)/'  (120) 

verbunden  und  ist  eine  von  ihnen  ^-harmonisch,  so  ist  es  auch  die 

andere.     Daraus  leitet  er  dann  ab,  daOs  man  alle  diese  Functionen 

in  einer  zu  (114)  analogen  Form  erhalten  kann,  dafs  sie  also  aus 

der  Entwicklung  von: 

89-8 

(1  -2ax  +  t?)    «  (121) 

entstehen^'^*).  Er  giebt  für  sie  eine  Darstellung  durch  bestimmte 
Integrale,  die  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  q  —  l^w<2g  —  2 
Bedeutung  hat,  also  nicht  für  die  Legendre'schen  Polynome ^^''). 
Aufserdem  griebt  er  Verallgemeinerungen  der  Dirichlet'schen^'^^)  und 
der  Laplace'schen^'^*)  Integraldarstellungen.  Der  zweite  Abschnitt, 
der  die  Eigenschaften  dieser  Functionen  behandelt,  bringt  aufser 
einer  Untersuchung  ihres  Verhaltens  fElr  grolle  Werte  von  n****) 
nichts  wesentlich  neues. 


4376)  Pal.  Bend.  17,  1908,  p.  1. 

4376)  nr.  3,  p.  8.         4377)  nr.  6,  p.  13. 

4378)  nr.  7,  p.  14.  Er  bemerkt,  fOr  g  —  1  könne  man  Dirichlet'a 
Verfahren  wesentlich  vereinfachen,  indem  ein  vorkommender  Grenz- 
übergang in  diesem  Falle  sich  ohne  weiteres  ausführen  lasse. 

4879)  nr.  9,  p.  17.         4880)  U,  nr.  6,  p.  82. 
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Eine  gewisse  Yerwandtschaft  mit  den  Jaeohi'sdieii  Polynomea 
haben  auch  diejenigen,  die  F.  Didon  nntersndit  hat^*^^).  Er  fragt 
überhaupt  nach  Paaren  von  Folgen  von  Polynomen: 

(122)  CT^i,   F^i  (^=i.i,«.--..«> 
von  der  Art,  dals: 

(123)  lu^iVriäx^O  für  fi  +  y 


A' 


ist;  dabei  soll  der  Grad  von  TT  2,  gleich  fi,  der  von  F  ^^  gleich  fil 
sein.     Es  mnis  dann  jedenfalls  anch: 

1 

(124)  fu^MaP)dx  =  0 


h^iv^ 


sein,  wenn  9  irgend  eine  rationale  ganze  Function  tob  niediigeraD 
Grade  als  ^  bezeichnet.  Dnrch  diese  Forderong  sind  die  U^i  voll- 
ständig bestimmt.  Für  iL ««  1  ergiebt  sich,  dais  sowohl  die  27  aJa 
die  V  bis  auf  einen  Factor  durch  eine  linear«  Transfoimation  der 
unabhängigen  Yariabeln  ans  den  Legendre'schen  Polynomen  hervor- 
gehen. Für  andere  Werte  von  X  ergiebt  die  Bedingung  (123)  ein 
System  von  Gleichungen,  da«  aussagt:  wird: 

(125)  rr^,  =  Jo  +  A^  +  ^^+  •  •  •  +  ^M^ 

gesetzt,  so  mufs: 


für  x^t,  X  +  1,  2A+  1,  ...,  (fi  — 1)A+  1  Null  weiden.  Da- 
durch ist  U  bis  auf  einen  Factor  bestimmt;  es  ergiebt  sich: 

(m>   '^..-J'(-')'''  +  "^  +  't.'<^-".'"'""''"''' 

und  dazu****): 

Von  den  Polynomen  ü^^  läfst  sich  wie  von  den  Legendre'schen 
zeigen,  dals  ihre  Wurzeln  alle  reell  sind  und  dem  Intervall  (0  . . .  l) 
angehören**^;  femer,  dafs  aus  der  Entwicklung  von: 

4881)  Aim.  ^c.  neun,  (l)  6,  1869,  p.  111. 
4382)  p.  114.         4388)  nr.  9,  p.  116. 
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ir^,log(l-«-»)  (129) 

nach  fallenden  Potenzen  von  x  die  Glieder  aj~^"****(v  =  0,  1,  . .  ., 
^  —  1)  herausfallen**®*);  endlich,  dafs  sie  linearen  Differential- 
gleichnngen  der  Ordnung  il  -f-  1^9  ^^  rationalen  Coef&cienten 
genügen**®^).     Die  erzeugende  Function  der  U  i  ist: 

-4-1^.  (.-«y(i-i*)-«v,  (130) 


die  der   V^: 


a  dx 

iL 

dx' 


s=^x  +  ag(/—l)',  (131) 


dabei  ist  jedesmal  für  z  diejenige  Lösung  der  beigesetzten  Gleichung 
zu  nehmen,  die  sich  fOr  a  =*  0  auf  x  reducirt *•*•). 

Fttr  den  speciellen  Fall  A  »  2  hat  neuerdings  P.  Appell**®^ 
die  Polynome  V  (128)  noch  etwas  näher  untersucht.  Er  zeigt, 
dals  alle  ihre  Nullpunkte  reell  sind  und  dem  Intervall  (—  1  •  •  •  + 1) 
angehören,  und  dals  sie  sich  durch  hypergeometrische  Reihen  höherer 
Ordnung  darstellen  lassen,  also  einer  linearen  Differentialgleichung 
3.  0.  genügen.  Die  wirkliche  Aufstellung  dieser  letzteren  erreicht 
er  durch  Homogenmachen. 

Etwas  allgemeiner  als  Didon's  V  sind  von  Deruyts**®^  be- 
handelte Polynome,  die  durch: 

definirt  sind.  Ihnen  zugeordnet  sind,  wenn  q  eine  ganze  Zahl  ist, 
die  Polynome: 

e,(a;)-.>-i-i^^5^{a;»(-+»-'HP+»(l -,)-}.    (133) 

Anhangsweise  sei  noch  eine  andere  Klasse  von  zn  den  Legendre'- 
schen    analogen  Polynomen    erwähnt,    die   8.  Pincherle  behandelt 


4384)  nr.  8,  p.  116. 

4886)  p.  117.  Die  Differentialgleichongen  sind  als  specielle  FäUe  in 
den  von  Hermite  in  autographirten  Vorlesungen  behandelten  Gleichungen 
der  Ordnung  X-^-  \  enthalten,  denen  X  linear  xmabhängige  Polynome 
genügen.  Didon  giebt  nr.  5^  p.  121  noch  einige  Sätze  über  solche 
Gleichungen  für  iL  »  2,  namentlich  über  ihre  Integration  durch  bestimmte 
Integrale  und  über  die  Bestimmung  eiues  Integrals,  das  kein  Polynom  ist. 

4886)  nr.  4,  p.  120. 

4387)  Arch.  Math.  (3)  1,  1901,  p.  69. 

4388)  Brux.  m^m.  cour.  4^  48,  1886,  nr.  14,  p.  19.  nr.  15,  p.  SO  hat 
er  noch  etwas  allgemeinere  Polynome. 
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hat,  nämlich  die  Coefficienten  der  Entwicklung^'®^): 

(134)  f  *  =  (l-Sax  +  (^)    ^^^P^(x)€^. 

Sie  genügen  der  Recursionsformel ****): 

(13Ö)     2(«+l)P,^.,-3(2n+l)arP,+  (2n-l)P._,-0 

und  haben  die  Form: 

(136)  P,(x)-2'''-.'*""" 

Die  „Grenzgleichung"  der  Recursionsformel  ist***^): 

(137)  Z»-3a?Z«+ 1-0, 

Der  Becursionsformel  genügen  noch  zwei  andere  lineaninabh&ngig» 
Folgen  von  Polynomen  Q^y  R^.  Das  elliptische  Integral 
in>  Gattung*»"): 

("''        ''("•''-/<-^^' 

«  genommen  zwischen  zwei  Verzweigungspunkten,  genügt  der  linearen 
Differentialgleichung  1.  0.: 

(139)  2  (tt«-  3  wa?  +  1)  1^  +  3  (u*—  x)  «  au  -  iy; 

bei  geeigneter  Auswahl  der  beiden  Verzweigungspunkte  l&fst  es  sich 
in  eine  Reihe  der  Form  entwickeln: 

(UO)  V(u,x)^^w,(x)ur, 

und  es  ist  dann*»**): 


Ctf 


(141)  «.(ar)  -  Ki^)/^  -  I  «.(x)  +  «Ä,(*). 

0 

Die  Determinanten: 

genügen  der  zu  (136)  inversen  Recursionsformel*»**).  Umgekehrt 
lassen  sich  die  P,  Q^  B  durch  zweireihige  Determinanten  aus  den 
-4,  B,  C  ausdrücken*»*). 


4889)  Bol.  mem.  (6)  1,  1891,  p.  887.         4890)  nr.  2,  p.  889. 
4391)  nr.  4,  p.  840.        4892)  nr.  6,  p.  841.         4898)  nr.  7,  p. 
4394)  nr.  13,  p.  849.         4396)  nr.  16,  p.  851. 
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